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Vorwort

Dieses Buch ist entstanden aus einer vom ersten Autor neu konzipierten Vorlesung fiir
Erstsemester der Ficher Informatik und Wirtschaftsinformatik an der Universitit Trier.
Ziel dieser Vorlesung war es, die Horer mit ihren recht unterschiedlichen mathematischen
Vorkenntnissen und Fertigkeiten abzuholen und sie mit dem fiir ein erfolgreiches Studi-
um der Informatik oder verwandter Studiengénge notwendigen mathematischen Riistzeug
auszustatten. Am Ende der Vorlesung sollten die Horer dann in der Lage sein, in der
exakten und streng formalisierten Denk- und Schreibweise der Mathematik zu argumen-
tieren — eine Fihigkeit, ohne die eine erfolgreiche Arbeit in der Informatik unvorstellbar
ist. Anders jedoch als in den iiblichen Mathematikvorlesungen, bei denen die Horer von
vornherein mit dieser abstrakten mathematischen Denk- und Schreibweise konfrontiert
werden, sollte diese hier behutsam eingefiihrt und eingeiibt werden, um dem Schein,
dass Mathematik schwer, manchmal zu schwer wire, gleich von vornherein zu begeg-
nen. Vorlesung und Buch beginnen deshalb im ersten Teil mit einer recht informellen,
werzahlerischen Einfiihrung in die Begriffswelt der Aussagenlogik und Mengenlehre und
entwickeln dabei ein erstes belastbares Verstindnis fiir den Sinn und Zweck exakter ma-
thematischer Beschreibungen und Argumentationen. Die Bedeutung des mathematischen
Beweisens wird erklirt und beim Sprechen iiber Relationen und Abbildungen systema-
tisch eingeiibt. Im zweiten Teil der Vorlesungen werden dann fiir die Informatik wichtige
Beweistechniken, wie z. B. vollstindige Induktion oder Abzéhltechniken aus der Kombi-
natorik, mit einigen Anwendungen in der Stochastik vorgestellt. Der dritte Teil erortert
schlielich fiir die inzwischen mathematisch geschulten Leser einige grundlegende dis-
krete Strukturen, wie z. B. Graphen oder Boole’sche Algebren. Gleichsam spiralenférmig
werden Begriffe, die in den ersten Kapiteln lediglich informell eingefiihrt wurden, in
einem abschliefenden Kapitel zur Aussagenlogik nun auf dem Niveau der exakten ma-
thematischen Denk- und Schreibweise wieder aufgenommen und behandelt. Ausgestattet
mit einer gesicherten Intuition haben Horer und Leser nun auch in den hoéheren Gefilden
mathematischer Betrachtungen eine gute Chance, sich zurechtzufinden und souverin zu
bewegen.

Wir hoffen, mit einer solchen Aufbereitung des fiir einen Studenten oder anderen In-
teressierten der Informatik unerlésslichen mathematischen Stoffes eventuelle Defizite aus



\ Vorwort

der mathematischen Vorbildung der Leser wettmachen und daraus resultierende Vorbehal-
te gegeniiber einer weiterfiihrenden Mathematikausbildung abbauen zu konnen.

Wir danken den Trierer Informatikstudenten fiir ihre zahlreichen Anregungen im Ver-
laufe der Vorlesungen, auch streckenweises Unverstindnis hat uns geholfen, die Aufbe-
reitung und Darstellung des Stoffes zu liberdenken und am Stil der Darstellung zu feilen.
Den Kollegen der Abteilung Informatik der Universitiit Trier sind wir sehr verbunden fiir
gemeinsame Auffassungen zur Notwendigkeit einer soliden mathematischen Grundaus-
bildung im Informatik- und Wirtschaftsinformatikstudium. Schlieflich bedanken wir uns
fiir die Unterstiitzung beim Zeichnen von Bildern und beim Korrekturlesen ganz herzlich
bei Jochen Bern, Benjamin Boelter, Carsten Damm, Lilo Herbst, Lothar Jost und Harald
Sack.

Trier, Februar 2000 Christoph Meinel
Martin Mundhenk



Vorwort zur dritten Auflage

In der dritten Auflage wurde ein Kapitel tiber Modulare Arithmetik mit den mathema-
tischen Grundlagen der Kryptographie angefiigt. Aulerdem wurden Fehler und Unstim-
migkeiten reduziert. Fiir die Hinweise dazu bedanken wir uns herzlich bei zahlreichen
kritischen Lesern.

Potsdam/Jena, Mirz 2006 Christoph Meinel
Martin Mundhenk
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Vorwort zur sechsten Auflage

In der sechsten Auflage wurden ein Symbolverzeichnis hinzugefiigt und technische An-
derungen fiir die Auflage als eBook eingearbeitet. Aulerdem wurden weitere Fehler und
Unstimmigkeiten reduziert. Fiir alle Hinweise dazu bedanken wir uns herzlich bei zahl-
reichen kritischen Lesern.

Potsdam/Jena, Mai 2015 Christoph Meinel
Martin Mundhenk
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Einleitung

Im Leben ist es nie der mathematische Satz, den wir brauchen,
sondern wir beniitzen den mathematischen Satz nur, um aus Scitzen,
welche nicht der Mathematik angehdoren, auf andere zu schliefsen,
welche gleichfalls nicht der Mathematik angehoren.

Tractatus logico-philosophicus, 6.211

Ludwig Wittgenstein

Zusammenfassung
Wir beschreiben allgemein unsere Idee des Buches und geben kurz an, welche Themen
in den einzelnen Kapiteln behandelt werden.

Die Informatik als Wissenschaft von der systematischen, moglichst automatischen Ver-
arbeitung von Informationen ist ohne die Denkweisen und Techniken der Mathematik
absolut unvorstellbar. Ob es sich um die Formulierung und Untersuchung von Algorith-
men handelt oder die Konstruktion und das Verstindnis von informations- und kom-
munikationstechnischen Anlagen und Geriten, stets spielen mathematische Methoden,
abstrakte Modelle und formale Beschreibungen eine zentrale Rolle. Die Einfiihrung in
die mathematische Begriffswelt, ihre Denk- und Schreibweisen ist deshalb grundlegen-
der Ausbildungsbestandteil fiir jeden, der aktiv und erfolgreich informationsverarbeitende
Computeranlagen und Rechnernetze konzipieren oder administrieren, Software entwi-
ckeln oder zukunftstrichtige Anwendungen entwerfen und implementieren will.

Das vorliegende Buch wendet sich an alle, die tiefer in die Informatik einsteigen wol-
len und deshalb iiber solide mathematische Kenntnisse und Fertigkeiten verfiigen miissen.
Wissend um den gesunkenen Stand der Mathematikausbildung in der gymnasialen Ober-
stufe will es auch die Leser erreichen, die zunéchst nur iiber eine médfige mathematische
Vorbildung verfiigen. In Teil I unserer ,,Mathematischen Grundlagen‘ werden deshalb die
grundlegenden mathematischen Konzepte der Aussagenlogik und Mengenlehre informell
und in einem eher erzihlenden Stil eingefiihrt. Der Leser soll in die Lage versetzt wer-
den, fiir die dort behandelten abstrakten und grundlegenden Begriffe eine richtige und

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 1
C. Meinel, M. Mundhenk, Mathematische Grundlagen der Informatik,
DOI 10.1007/978-3-658-09886-5_1
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fruchtbare Intuition zu entwickeln, ohne die abstrakt-mathematisches formales Denken
und Argumentieren nicht auskommt. Tatséchlich soll hier die Bereitschaft des Lernen-
den gewonnen werden, den tieferen Sinn und Zweck formaler mathematischer Denk- und
Schreibweise zu erkennen und Motivation fiir eine ernsthafte, nicht immer leichte Be-
schiftigung mit dieser zu entwickeln.

In Kap. 2 ,,Aussagen* werden die Leser in die Welt der mathematischen Logik ein-
gefiihrt und lernen damit die Denkmechanismen der Mathematik kennen. Ausgangspunkt
sind Sétze. die entweder wahr oder falsch sind — so genannte Aussagen. Die Entscheidung
selbst, ob ein Satz nun wahr oder falsch ist, ist meist nicht Gegenstand der Logik. Die Lo-
gik beschiftigt sich vielmehr mit den Folgen, die diese Entscheidung nach sich zieht. Es
werden Aussagenverkniipfungen untersucht, Wahrheitstafeln aufgestellt und sehr spezi-
elle Aussagenverbindungen behandelt, die ohne eine Entscheidung des Wahrheitsgehalts
ihrer einzelnen Bestandteile auskommen und stets wahr (Tautologie) oder falsch (Kontra-
diktion) sind. Obwohl der Stil der Darstellung fiir einen mathematischen Text ungewohnt
informell ist, wird doch grofter Wert auf die exakte Beschreibung der behandelten Sach-
verhalte gelegt — immerhin geht es ja um die Einfiihrung in die Denkmechanismen der
Mathematik. Am Ende des Kapitels lernen die Leser noch den Existenz- und den All-
quantor kennen, mit deren Hilfe Aussagen mit Variablen, so genannte Aussageformen, zu
Aussagen, also zu Sitzen, die entweder wahr oder falsch sind, gemacht werden konnen.

Das Kap. 3 ,,Mengen und Mengenoperationen* fiihrt ein in das fiir die gesamte Ma-
thematik grundlegende Konzept der Mengen. Auch hier wird informell beschrieben und
argumentiert mit dem Ziel, Intuition zu entwickeln und den Wunsch nach prignanteren
und effizienteren Ausdrucksformen — also den iiblichen formalisierten mathematischen
Schreibweisen — zu wecken. Zusammen mit dem Begriff der Menge werden Mengenver-
kniipfungen behandelt. Dabei wird besonderer Wert auf die wichtige Erkenntnis gelegt,
dass so wie mit Zahlen auch mit anderen Objekten der uns umgebenden Welt, z. B. mit
abstrakten Objekten wie hier den Mengen, richtig ,,gerechnet” werden kann. Hier wie dort
gibt es feste Regeln, denen die einzelnen Operationen gehorchen und die ihr gegenseitiges
Zusammenspiel festlegen. Sie kdnnen automatisiert und vom Computer ausgefiihrt oder
tiberpriift werden und machen Riickschliisse auch auf Verhéltnisse in Bereichen méglich,
die sich unserer Anschauung entziehen.

Das Kap. 4 befasst sich dann mit dem Sinn und Zweck eines mathematischen Beweises.
Tatsdchlich ist die Art und Weise, wie mit Behauptungen und Sachverhalten umgegangen
wird, ein Charakteristikum der Mathematik und der ihr verwandten Gebiete. Die unter
allen Wissenschaften einmalige Denkweise der Mathematik wird verkorpert durch den
mathematischen Beweis. Die Fihigkeit, solche mathematischen Beweise zu verstehen und
eigenstidndig filhren zu konnen, ist darum oberstes Ziel jeder ernsthaften mathematischen
Ausbildung und das zentrale Anliegen dieses Buches.

In Kap. 5 wird das Konzept der Relationen behandelt. Zunichst wird der Begriff ma-
thematisch definiert und anhand zahlreicher Beispiele veranschaulicht. Dann werden Aus-
sagen liber wichtige Eigenschaften von Relationen ausgesprochen und mathematisch be-
wiesen. Dem Leser wird dabei vorgefiihrt, wie effektiv die Giiltigkeit in Frage stehender



1 Einleitung 3

Behauptungen mit Hilfe mathematischer Beweise veranschaulicht werden kann. Im De-
tail werden dann noch Halbordnungsrelationen und Aquivalenzrelationen behandelt und
das Konzept der Aquivalenzklassenbildung herausgestellt. Das den Teil I abschlieBen-
de Kap. 6 geht schlieBlich auf die fiir die Mathematik und ihre Anwendungen zentralen
Begriffe der Abbildungen und Funktionen ein. Besonderer Wert wird dabei auf die Ein-
ordnung in die bereits bereitgestellten Begriffswelten der Mengen und Relationen gelegt.

Nachdem in Teil I des Buches die Grundkonzepte der Mathematik eingefiihrt sind, mit
den eingefiihrten abstrakten Begriffen eine belastbare Intuition verbunden und eine Mo-
tivation fiir den Gebrauch der prignanten und formalen Sprech- und Schreibweise der
Mathematik entwickelt ist, werden in Teil II des Buches mathematische Grundtechniken
behandelt. Zunichst werden in Kap. 7 ,,Beweistechniken®, wie z. B. direkter Beweis, Be-
weis durch Kontraposition, Beweis durch Widerspruch, Beweis mit Fallunterscheidung
vorgestellt, eingeordnet und an zahlreichen kleinen Beispielen vorgefiihrt und eingeitibt.
Der Vorstellung der Technik der ,,Vollstdndigen Induktion® ist ein separates Kapitel ge-
widmet, ndmlich Kap. 8. Zahlreiche Anwendungsbeispiele sollen auch hier helfen, Si-
cherheit im Umgang mit dieser fiir die Informatik besonders bedeutungsvollen Technik zu
erlangen.

Da es bei mathematischen Betrachtungen ja nicht auf die konkrete Natur der Elemente
einer Menge ankommit, riicken Fragen nach der Anzahl der Elemente der Menge, nach der
Zahl der Moglichkeiten, bestimmte Konstruktionen ausfiihren oder spezielle Auswahlen
treffen zu konnen, schnell in den Mittelpunkt der Betrachtungen. Beispielsweise muss zur
Bestimmung der worst-case Komplexitit eines Computeralgorithmus die Zahl der mog-
lichen Eingabesituationen bedacht werden. Kapitel 9 ,,Zdhlen* beschiftigt sich deshalb
mit kombinatorischen Techniken zur Bestimmung solcher Anzahlen. Sofort st6ft man
hier auf viele bekannte und interessante mathematische Formeln, zu deren Beweis die
zuvor vorgestellten Beweistechniken gute Dienste leisten. Im separaten Kap. 10 zur ,,Dis-
kreten Stochastik* wird dann mit Hilfe der Abz#hltechniken die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten eines bestimmten Ereignisses in einem Zufallsexperiment untersucht, eine
Fragestellung, die z. B. eine wichtige Rolle bei der Beurteilung der Sicherheit von krypto-
graphischen Verschliisselungen in der Informatik spielt. Zusammen mit dem Konzept der
Zufallsvariablen werden auch die fiir die Beschreibung von Zufallsexperimenten wichti-
gen Kenngroflen, wie z. B. Erwartungswert und Varianz behandelt.

Teil III des Buches ist der Vorstellung einiger wichtiger mathematischer Strukturen
gewidmet, die entstehen, wenn Situationen aus dem Leben oder der Natur auf ihren we-
sentlichen Kern reduziert und dann abstrakt mathematisch modelliert und beschrieben
werden. Zunichst werden in Kap. 11 ,,Graphen und Bdume* behandelt, also Strukturen,
die aus einer Grundmenge — den Knoten — und einer Relation iiber dieser Grundmenge —
den Kanten — bestehen. Tatsichlich lassen sich unzéhlige Situationen des tiglichen Le-
bens, aus Wirtschaft und Gesellschaft abstrakt mittels Graphen beschreiben. Aus der Fiille
des Stoffes der Graphentheorie konnen wir lediglich niher eingehen auf die Betrachtung
von Wegen in Graphen, die Beschreibung von Graphen mit Hilfe von quadratischen Zah-
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lenschemata, den so genannten Matrizen, und auf das mathematische Grundprinzip des
Isomorphismus.

In Kap. 12 stellen wir die mathematische Struktur der ,,Boole’schen Algebren® vor,
also von Mengen, auf denen drei Operationen — Addition, Multiplikation und Negation
genannt — mit dezidiert festgelegten Eigenschaften gegeben sind. Auf solche Boole’schen
Algebren sto3t man nicht nur in der mathematischen Logik sondern auch bei der Unter-
suchung von Funktionsmodellen des menschlichen Hirns oder beim Entwurf von elektro-
nischen Schaltkreisen. Nachdem eine Reihe von Beispielen zeigt, wie weit diese Struktur
verbreitet ist, beweisen wir interessante Eigenschaften Boole’scher Algebren, definieren
mit Hilfe der Operationen Relationen und befassen uns mit verschiedenen Normalformen
zur einheitlichen Darstellung der Elemente der Boole’schen Algebra. SchlieBlich konnen
wir mit Hilfe des Isomorphieprinzips Ordnung in die Welt der endlichen Boole’schen Al-
gebren bringen.

Mit Kap. 13 schlief3t sich ein Kreis auf unserem Rundgang durch die Mathematik: Wir
kehren zuriick zur Aussagenlogik, nun aber auf einem abstrakt mathematischen Niveau.
Bei der Untersuchung des Aussagenkalkiils nutzen wir den engen Zusammenhang mit den
Boole’schen Algebren aus, befassen uns mit Normalformen fiir logische Ausdriicke und
beschiftigen uns mit der zentralen Frage, wie man die Erfiillbarkeit einer mathematischen
Aussage moglichst effizient testen kann. Wir fiihren dazu das Kalkiil der Hornklauseln ein
und stellen den Resolutionsmechanismus vor.

In Kap. 14 geht es mit Modularer Arithmetik um die mathematischen Grundlagen des
Bereichs der Informationssicherheit und kryptographischer Systeme. Dazu kehren wir
zunichst zuriick zum Begriff der Aquivalenzrelation, haben hier aber speziell die Restklas-
senarithmetik im Auge. Das fiihrt uns zum kleinen Satz von Fermat, der damit bereits im
17. Jahrhundert die Grundlage sicherer Verschliisselungsverfahren geliefert hat. Schlief3-
lich stellen wir das RSA-Verfahren zur Verschliisselung vor, das heute von jedem Internet-
Nutzer benutzt wird (auch wenn er es nicht merkt).

Nach der Lektiire unseres Buches sollten die Leser bestens vorbereitet und in der Lage
sein, sich erfolgreich und ohne Abstriche auch mit den weiterfiihrenden Kapiteln der Ma-
thematik befassen zu konnen, und zwar auf dem {iiblichen, der mathematischen Fachlite-
ratur eigenen abstrakten Niveau. Unmittelbar anschlieen konnten sich z. B. Kapitel iiber
,Endliche Automaten* zur Modellierung und Untersuchung von Schaltvorgiingen von
endlichen Gedéchtnissen und Computerchips, oder iiber ,,Gruppen* als wichtige Struk-
tur zur Beschreibung von Symmetrieeigenschaften in der Physik.
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Aussagen

Zusammenfassung

Wir stellen dar, wie man Sachverhalte mathematisch exakt formulieren kann. Das ist ei-
ne Voraussetzung dafiir, ihre Allgemeingiiltigkeit beweisen zu konnen. Dazu fithren wir
zunichst grundlegende Begriffe wie Aussagen und Aussageformen ein und betrachten,
wie man Aussagen nach logischen Prinzipien verkniipfen kann.

2.1 Definition und Beispiele

Unter einer Aussage versteht man einen Satz, der entweder wahr oder falsch ist. Aus-
sagen sind die Bausteine fiir die wissenschaftliche Beschreibung der Welt. Wihrend die
Beantwortung der Frage nach dem Wahrheitswert atomarer Aussagen Aufgabe der je-
weils zustindigen Wissenschaftsdisziplin ist, beschiftigt sich die mathematische Logik
und dort die Aussagenlogik mit der Ermittlung des Wahrheitswertes von komplex zu-
sammengesetzten Aussagenverbindungen. Tatsichlich hingt ndmlich der Wahrheitswert
einer Aussagenverbindung nicht vom konkreten Inhalt der einzelnen Bestandteile ab, son-
dern lediglich von deren Wahrheitswert und der Art der Verkniipfung der Einzelaussagen.
Um Sicherheit im Umgang mit solchen Aussagenverbindungen zu erlangen — uns geht
es ja immerhin um die Beschreibung und Charakterisierung komplexer diskreter mathe-
matischer Strukturen — wollen wir mit einer informellen Einfiihrung in die wichtigsten
Grundbegriffe der mathematischen Logik beginnen.

» Definition 2.1 Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist, also nie
beides zugleich. Wahre Aussagen haben den Wahrheitswert w und falsche Aussagen den
Wabhrheitswert f.
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2 Aussagen

Beispiele 2.1

(1) ,,11 ist eine Primzahl* ist eine wahre Aussage, ihr Wahrheitswert also w. Tat-
sdchlich hat 11 lediglich die beiden trivialen Teiler 1 und 11 und erfiillt damit
die eine Primzahl definierende Eigenschaft.

2) ,,«/5 ist eine rationale Zahl“ ist eine falsche Aussage, ihr Wahrheitswert also f.

Tatsdchlich ldsst sich zeigen, dass die Annahme,ﬁ ware rational, liee sich al-
so als Quotient zweier ganzer Zahlen darstellen, schnell zu einem Widerspruch
fiihrt.
Dieser bereits von Euklid iiberlieferte Beweis soll der Legende nach bereits von
Hippasus, einem Schiiler des Pythagoras, gefunden worden sein. Da Pythagoras
aber seine in dem Satz ,,Alles ist (natiirliche) Zahl* gipfelnde Weltanschauung
durch die Existenz irrationaler Zahlen zerstort sah, liel er Hippasus kurzerhand
ertranken.

(3) Goldbachs Vermutung ,,Jede gerade natiirliche Zahl grofier als 2 ist die Summe
zweier Primzahlen“ ist offensichtlich entweder wahr oder falsch, und deshalb
eine Aussage. Welchen Wahrheitswert diese Aussage aber besitzt, ist bis heute
unbekannt. Die Aussage ist wahr, wenn fiir jede der unendlich vielen natiir-
lichen Zahlen eine entsprechende Summendarstellung aus zwei Primzahlen
existiert; sie ist falsch, wenn nur ein einziges Beispiel einer geraden Zahl ge-
funden werden kann, fiir die es keine solche Darstellung gibt. Da beide Fille
nicht gleichzeitig eintreten konnen, ist Goldbachs Vermutung eine Aussage.

(4) Fermats Vermutung ,, Fiir kein n > 2 existieren drei natiirliche Zahlen x, y,z >
0 mit x"+y" = z" “ist ebenfalls eine Aussage, da der Satz nur entweder wahr —
es gibt tatsdchlich keine drei natiirlichen Zahlen mit dieser Eigenschaft — oder
falsch sein kann. Tatsdchlich hat sich die Suche nach dem Wahrheitswert dieser
unscheinbaren — von Fermat in einer Randnotiz lapidar als gesichert vermerk-
ten — Aussage als einer der spannendsten Wissenschaftskrimis der letzten 350
Jahre entpuppt. Die Antwort, dass die Vermutung von Fermat tatsichlich wahr
ist, konnte erst 1995 von Andrew Wiles bewiesen werden. Eine ausfiihrliche
Darstellung der abenteuerlichen Geschichte der Auflosung dieses einzigartigen
mathematischen Ritsels gibt der Bestseller ,,Fermats letzter Satz*“ von Simon
Singh.

(5) Um auch noch ein Beispiel fiir einen Satz vorzustellen, der weder wahr noch
falsch sein kann und deshalb keine Aussage ist, sehen wir uns Russells Para-
doxon ,,Dieser Satz ist falsch.* an. Angenommen, der Satz wire wahr, dann
miisste er falsch sein. Gehen wir aber davon aus, dass der Satz falsch ist, dann
miisste er wahr sein.
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Ubrigens hat Russell mit diesem Paradoxon, das urspriinglich in der Form ,,Ein
Barbier rasiert alle Mdanner seines Dortfes, die sich nicht selbst rasieren.* liber-
liefert ist, sehr pragnant die tief verwurzelte Annahme der Mathematik, dass
allen Sétzen ein Wahrheitswert zugeordnet sei, erschiittert und eine tiefe Grund-
lagenkrise der Mathematik zu Beginn des 20. Jahrhunderts ausgelost.

2.2 Verkniipfungen von Aussagen

Durch die Verwendung verkniipfender Worter konnen einfache Aussagen zu hoch kom-
plexen Aussagen verbunden werden. Interessanterweise hingt der Wahrheitswert der so
gebildeten Aussagen nicht vom konkreten Inhalt der Einzelaussagen ab, sondern nur von
deren Wahrheitswert und von der jeweiligen Art der Verkniipfung. Die Untersuchung der
Abhingigkeit des Wahrheitswertes vom Aufbau der Aussage ist Gegenstand der Aussa-
genlogik, eines wichtigen Teilgebiets der mathematischen Logik.

Die beiden Aussagen ,,11 ist eine Primzahl* und ,,«/5 ist eine rationale Zahl* konnen
zum Beispiel zusammengesetzt werden zu folgendem Satz ,,11 ist eine Primzahl, und V2
ist eine rationale Zahl“. Tatsdchlich ist dieses Konstrukt wieder eine Aussage, denn der
zusammengesetzte Satz ist allein aufgrund der Tatsache, dass /2 eben keine rationale Zahl
ist, falsch. Hitten wir nun ,,11 ist eine Primzahl* mit einer beliebigen anderen falschen
Aussage konjunktiv — also durch und — verkniipft, wir hiitten stets eine Aussage mit dem
Wahrheitswert f erhalten. Der Inhalt der Aussage, dass~/2 eine rationale Zahl sein soll,
ist also fiir den Wahrheitswert der zusammengesetzten Aussage ohne Bedeutung, allein
wichtig ist der Wahrheitswert dieser Aussage.

Verbinden wir die beiden Einzelaussagen ,,11 ist eine Primzahl und ,,\/5 ist eine ratio-
nale Zahl* jedoch disjunktiv, also durch ein oder, dann entsteht eine Aussage, die aufgrund
der Tatsache, dass 11 tatsdchlich Primzahl ist, insgesamt den Wahrheitswert w besitzt.
Auch hier ist der Inhalt der Aussage nicht entscheidend, sondern allein die Tatsache, dass
eine der beiden beteiligten Teilaussagen wahr ist.

In diesem Sinne ist es bei der Ermittlung der Wahrheitswerte komplexer Aussagen
nur konsequent und iibliche Praxis, die einzelnen Bestandteile durch Aussagenvariable zu
reprisentieren, von denen lediglich der Wahrheitswert von Interesse ist. Steht p zum Bei-
spiel fiir die Aussage ,,11 ist eine Primzahl und ¢ fiir die Aussage ,,v/2 ist eine rationale
Zahl“, dann geht es bei der Betrachtung der oben beschriebenen zusammengesetzten Aus-
sagen kurz um die beiden Aussagen ,,p und q* bzw. ,,p oder q*, deren Wahrheitswerte
sich allein aus den Wahrheitswerten von p und g ableiten lassen.
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Um den Zusammenhang zwischen dem Wahrheitswert der zusammengesetzten Aus-
sage und den Wahrheitswerten der Einzelaussagen exakt und zweifelsfrei festlegen zu
konnen, muss der umgangssprachliche Gebrauch solcher Verkniipfungsworter — in der
Fachsprache der mathematischen Aussagenlogik Konnektoren genannt — wie zum Bei-
spiel ,.und*, ,,oder®, ,nicht* oder ,,wenn ..., dann ...* prizisiert werden. Zusammen mit
dem Gebrauch von Aussagenvariablen ergibt sich dann die Moglichkeit, die einzelnen
Konnektoren als mathematische Operationen anzusehen und aus den Wahrheitswerten der
Argumentaussagen die Wahrheitswerte der zusammengesetzten Aussage zu ,,berechnen®.

Wir beginnen mit der Prézisierung des umgangssprachlichen ,,und*:

» Definition 2.2 Seien p und g Aussagen. Dann ist auch ,,p und q* — dargestellt durch
(p A q) — eine Aussage, die so genannte (logische) Konjunktion. (p A q) ist genau dann
wahr, wenn sowohl p als auch g wahr ist.

Die Abhingigkeit des Wahrheitswertes der Aussage (p A g) von den Wahrheitswerten
der beiden Bestandteile p und g kann man iibersichtlich in Form einer Wahrheitstafel dar-
stellen. Dazu schreibt man alle moglichen Kombinationen der beiden Wahrheitswerte, die
die Aussagen p und g annehmen konnen, zusammen mit dem sich daraus jeweils erge-
benden Wahrheitswert von (p A ¢) in Form einer Tabelle auf. Man beachte hierbei, dass
p und ¢ in der Wahrheitstafel Platzhalter — also so etwas wie Variablen — fiir Aussagen
beliebigen Inhalts sind.

P14 |(pAg)
W | W w
w| f f
flw f
f|f f

Jede der vier Zeilen der Wahrheitstafel enthilt je einen Wahrheitswert fiir die Aussage p
(1. Spalte) und fiir die Aussage g (2. Spalte) sowie den sich daraus ergebenden Wahr-
heitswert von (p A q) (3. Spalte). Tatsichlich spiegelt die Wahrheitstafel exakt die in der
Definition getroffenen Festlegungen wider.

Um den Wahrheitswert der Aussage ,,15 ist durch 3 teilbar und 26 ist eine Primzahl* zu
bestimmen, betrachtet man zuerst die Wahrheitswerte der beiden durch und verkniipften
Teilaussagen ,,15 ist durch 3 teilbar* und ,,26 ist eine Primzahl®. Die erste Teilaussage ist
wahr — sie hat also den Wahrheitswert w — und die zweite Teilaussage ist falsch — sie hat
also den Wahrheitswert f. Nun liest man in der Wahrheitstafel fiir die logische Konjunktion
den Wahrheitswert von (p A g) in der Zeile ab, die fiir die Aussage p den Wert w und
fiir die Aussage g den Wert f enthilt. In dieser Zeile findet man fiir die zu untersuchende
Aussage (p A g) den Wert f, so dass die betrachtete Aussage den Wahrheitswert f hat.

Als néchstes prizisieren wir das umgangssprachliche ,,oder*.

» Definition 2.3 Seien p und g Aussagen. Dann ist auch ,,p oder g* — dargestellt durch
(p Vv q) — eine Aussage, die so genannte (logische) Disjunktion. (p V q) ist genau dann
wahr, wenn p wahr ist, oder wenn g wabhr ist, oder wenn p und g beide wahr sind.
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Die Disjunktion darf iibrigens nicht mit dem umgangssprachlichen ,.entweder ...
oder ... verwechselt werden: Wihrend ,,15 ist durch 3 teilbar oder 29 ist eine Primzahl*
als Disjunktion zweier wahrer Aussagen den Wahrheitswert w besitzt, ist ,,entweder ist 15
durch 3 teilbar oder 29 ist eine Primzahl® (im umgangssprachlichen Sinne) keine wahre
Aussage. Eine Aussage der Art ,.entweder p oder q* ist nimlich wahr, wenn genau eine
der beiden Teilaussagen p und g wabhr ist; Sie ist falsch, wenn beide Teilaussagen wahr
oder auch wenn beide Teilaussagen falsch sind. Die Aussage ,,p oder g ist dagegen auch
dann wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind.

Wir wollen die Definition nun wieder in Form einer Wahrheitstafel aufschreiben.

P14 |V
W | W w
w| f w
flw w
f|f f

Genau wie einfache Aussagen lassen sich zusammengesetzte Aussagen zu neuen, immer
komplexer werdenden Aussagen verkniipfen. Zum Beispiel lassen sich aus den drei Aus-
sagen ,,15 ist durch 3 teilbar®, ,,16 ist kleiner als 14 und ,,26 ist eine Primzahl** zunichst
die beiden Aussagen

w15 ist durch 3 teilbar und 16 ist kleiner als 14*
und

.16 ist kleiner als 14 oder 26 ist eine Primzahl*
aufbauen, die sich ihrerseits zu der Aussage

(15 ist durch 3 teilbar und 16 ist kleiner als 14)
oder
(16 ist kleiner als 14 oder 26 ist eine Primzahl‘)

zusammensetzen lassen. Um die Struktur der Verkniipfung ganz klar und unmissverstind-
lich zu kennzeichnen, haben wir — anders als im umgangssprachlichen Gebrauch — die
Teilaussagen in Klammern gesetzt. Da sich der Wahrheitswert der Gesamtaussage aus
den Wahrheitswerten der Teilaussagen bestimmt, miissen wir zunéchst feststellen, ob die
beiden Teilaussagen der letzten Disjunktion wahr oder falsch sind. Um die Wahrheitswerte
der beiden Teilaussagen zu bestimmen, miissen wir wiederum deren Teilaussagen betrach-
ten: Die erste Konjunktion besteht aus einer wahren und einer falschen Teilaussage, und ist
folglich eine falsche Aussage. Die zweite Disjunktion besteht aus zwei falschen Teilaussa-
gen und ist deshalb ebenfalls falsch. Infolgedessen ist die Gesamtaussage als Disjunktion
von zwei falschen Teilaussagen selbst eine falsche Aussage.

Nimmt man anstelle von vollstindigen inhaltlichen Aussagen lediglich wieder Aussa-
genvariablen — immerhin sind wir nur am Wahrheitswert der einzelnen Aussagen interes-
siert —, dann hat die obige, aus den drei Aussagen p, ¢ und r zusammengesetzte Aussage
die Gestalt ((p A q) Vv (g V r)). Zur Ermittlung des Wahrheitswertes kann wieder eine
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Wahrheitstafel aufgestellt werden. Dabei geht man wie bei der Aufstellung der Wahr-
heitstafeln fiir die Verkniipfungszeichen vor und schreibt zunéchst einmal alle moglichen

Kombinationen der Wahrheitswerte fiir p, ¢ und r auf.

Aus den beiden Wahrheitstafeln fiir A und Vv kénnen nun die Wahrheitswerte der beiden
nur aus p und g bzw. aus ¢ und r zusammengesetzten Teilaussagen (p A q) bzw. (¢ Vv 1)

bestimmt werden.

Pla|r|(pAg |(gVr)
w|w|w w w
w|w]|f w w
w|f|w f w
w|f|f f f
flw|lw f w
flw|f f w
flf|lw f w
fl|f|f f f

Zum Schluss konnen wir aus der Wahrheitstafel fiir die Disjunktion V und den ermit-
telten Wahrheitswerten fiir die Teilaussagen (p A ¢g) und (¢ Vv r) den Wahrheitswert fiir
((p Aq) Vv (g Vr))bestimmen: Dazu betrachten wir in jeder Zeile die Wahrheitswerte der
Teilaussagen (p A ¢) und (g V r) als Eingdnge in die Wahrheitstafel fiir v und tragen den

resultierenden Wahrheitswert in die Spalte fiir ((p A g) Vv (g Vv r)) ein.

Pla|r|(prg) |(gVvr) | ((pAg)VgVr))
w|w|w w w w
w|w]|f w w w
w|f|w f w w
w|f|f f f f
flw|lw f w w
flw|f f w w
flf|lw f w w
fl|f|f f f f

2 Aussagen
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Neben der Konjunktion und der Disjunktion sind noch weitere Verkniipfungen von Inter-
esse:

» Definition2.4 Sei p eine Aussage. Dann ist auch ,,nicht p* — dargestellt durch (—p) —
eine Aussage, die so genannte (logische) Negation. Die Aussage (—p) ist genau dann
wahr, wenn p falsch ist.

Im umgangssprachlichen Gebrauch negiert man eine Aussage in der Regel nicht durch
Voranstellen des Wortes nicht. So spricht sich zum Beispiel die Negation der Aussa-
ge ,Heute fillt Regen* besser als ,,Heute fillt kein Regen‘. Nichtsdestotrotz macht der
Gewinn an Klarheit in der logischen Struktur komplex zusammengesetzter Aussagen-
verkniipfungen beim Gebrauch des vorangestellten nicht aber schnell den offenkundigen
stilistischen Mangel wett.

Da die Negation auf lediglich eine Teilaussage angewandt wird, besteht ihre Wahrheits-
tafel nur aus zwei Spalten.

p | (=p)
w f
f w

» Definition 2.5 Seien p und g Aussagen. Dann ist auch ,,wenn p dann q* — dargestellt
durch (p — ¢) — eine Aussage, die so genannte (logische) Implikation. Die Aussage
(p — ¢q) ist genau dann falsch, wenn p wahr und ¢ falsch ist.

Die Implikation beschreibt, wie aus einer Aussage eine andere Aussage geschlussfol-
gert werden kann. Deshalb heifit die erste Aussage p in einer Implikation (p — ¢) auch
Voraussetzung, Prdmisse bzw. hinreichende Bedingung fiir ¢, und die zweite Aussage ¢
Folgerung, Konklusion bzw. notwendige Bedingung fiir p. Da eine Implikation nur dann
falsch ist, wenn aus einer wahren Voraussetzung eine falsche Folgerung gezogen wird, lie-
fert der Schluss beliebiger Folgerungen aus einer falschen Voraussetzung stets eine wahre
Implikation.

Die Wahrheitstafel der Implikation hat folgende Gestalt:

rlg|(p—>q)
W | W w
w|f f
flw w
f|f w

Von grofler und weiterfiihrender Bedeutung bei der Verkniipfung von Aussagen ist die
logische Aquivalenz.

» Definition 2.6 Seien p und g Aussagen. Dann ist auch ,,p genau dann, wenn q* —
dargestellt durch (p <> ¢) — eine Aussage, die so genannte (logische) Aquivalenz. Die
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Aussage (p <> ¢) ist genau dann wahr, wenn p und ¢ beide den gleichen Wahrheitswert
haben.

Die logische Aquivalenz beschreibt also die Gleichheit zweier Aussagen in Bezug auf
ihre Wahrheitswerte. Die Wahrheitstafel hat folgende Gestalt.

Plq|(peq)
W | W w
w| f f
flw f
flf w

Weitreichende Konsequenzen hat die folgende Beobachtung: Die Konjunktion ((p —
q) A (@ — p)) der beiden Implikationen (p — ¢) und (g — p) hat stets den gleichen
Wahrheitswert wie die Aquivalenz (p <> ¢) von p und g; die Aussagenverbindung

(P> A(g—p)<(p<q

ist also stets wahr. Von der Richtigkeit dieser Beobachtung kann man sich leicht mit Hilfe
der entsprechenden Wahrheitstafel {iberzeugen:

Pla|(p—=>q9 |g—=>p) | ((p=>DAg—p) | (pog)
W | W w W w W
w| f f w f f
flw w f f f
fl|f w w w w

2.3 Tautologie und Kontradiktion

Mit dem Gebrauch von Aussagenvariablen hatten wir uns bereits im letzten Abschnitt
einer sehr priagnanten und abstrakten Darstellung von Aussagen bedient. Wir hatten uns
dabei vom konkreten Inhalt der Aussage vollkommen losgeldst und uns lediglich auf die
Betrachtung des Wahrheitswertes der Aussage konzentriert. Dieses Vorgehen war gerecht-
fertigt durch die Feststellung, dass der Wahrheitswert auch der kompliziertesten Aussa-
genverkniipfung allein durch die Wahrheitswerte der beteiligten Teilaussagen bestimmt
wird. Wir wollen nun diesen Ansatz vertiefen und uns niher mit der aussagenlogischen
Manipulation von Aussagenvariablen, also von Variablen, die einen der beiden Wahrheits-
werte w oder f annehmen konnen, befassen.

Eine aussagenlogische Verkniipfung von Aussagenvariablen heilt (aussagenlogische)
Formel.! Ordnet man den Aussagenvariablen — in diesem Kontext zusammen mit den

! Eine formale Definition wird in Definition 8.3 gegeben.
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Wahrheitswerten w und f auch atomare Formeln genannt — Wahrheitswerte zu, so erhilt
man aus der aussagenlogischen Formel eine Aussage. Fiir die Formel

(=((p ~q)V (=r))) = (=r)

ergibt sich zum Beispiel die folgende Wahrheitstafel. (Zur Vereinfachung haben wir die
duBleren Klammern der Formel weggelassen.)

(prg) | =((pAg) (=((pAq) V (-r)))
PP ven | e - (=)
wiw|w| w f w f w
wiw|f w w w f w
w|f|w f f f w f
wlf|f f w w f w
flw|w f f f w f
flw]|f f w w f w
flflw]| f f f w f
flf|f f w w f w

Jede Zeile enthilt eine Belegung der beteiligten Aussagenvariablen mit einem der beiden
Wahrheitswerte w und f. Dabei kommt jede mogliche Belegung genau einmal vor. Die
letzte Spalte der Wahrheitstafel gibt den Wahrheitswerteverlauf der Formel an. Man sieht,
dass der Wahrheitswerteverlauf eindeutig durch die Struktur der Formel und ihren Aufbau
aus den verkniipften Teilformeln festgelegt ist.

Einige besonders bemerkenswerte Formeln haben die Eigenschaft, dass ihr Wahrheits-
werteverlauf unabhéngig ist von den Wahrheitswerten der beteiligten Aussagenvariablen.
Im letzten Abschnitt hatten wir bereits eine solche Formel, ndmlich

(P> A(@—>p)<(p<q

kennen gelernt.

» Definition 2.7 Eine Tautologie ist eine Formel, die stets wahr ist, in deren Wahrheits-
werteverlauf also ausschlieBlich der Wahrheitswert w vorkommt. Eine Kontradiktion ist
eine Formel, die stets falsch ist, in deren Wahrheitswerteverlauf also ausschlie8lich der
Wahrheitswert f vorkommt.

Die Eigenschaft einer Formel, Tautologie oder Kontradiktion zu sein, in ihrem Wahr-
heitswert also nicht abzuhéngen von den moglichen Wahrheitswerten der Teilaussagen,
entspringt der besonderen Struktur der aussagenlogischen Verkniipfung der Teilaussagen.

Ein sehr einfaches Beispiel fiir eine Tautologie ist die Formel p v (—p). Mit Hilfe einer
Wahrheitstafel lédsst sich leicht iiberpriifen, dass die Formel unabhingig vom Wahrheits-
wert der Aussagenvariable p stets wahr ist: Ist die durch p reprisentierte Aussage wahr,
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dann ist auch jede mit dieser Aussage gebildete Disjunktion wahr; steht p fiir eine falsche
Aussage, dann ist die Negation —p von p wahr und damit auch jede mit —p gebildete
Disjunktion. Die Formel p Vv (—p) steht iibrigens fiir das Prinzip vom ausgeschlossenen
Dritten, mit dem die Gewissheit zum Ausdruck gebracht wird, dass die Disjunktion ei-
ner Aussage mit ihrer Negation stets wahr ist. Wir betonen noch einmal, dass der Inhalt
der durch die Aussagenvariable p repridsentierten Aussage keine Rolle spielt: Ersetzt man
niamlich die Aussagenvariable p durch eine beliebige aussagenlogische Formel F, dann
ist aufgrund der Struktur der Verkniipfung auch die zusammengesetzte Formel F' Vv (= F)
wieder eine Tautologie.

Ein Beispiel fiir eine Kontradiktion liefert die Formel p A (—p), die auch als Prinzip
vom ausgeschlossenen Widerspruch bekannt ist. Mit welchem Wahrheitswert man p auch
immer belegt, stets ist entweder p oder —p falsch und damit auch die Konjunktion aus
beiden Aussagen.

Da Tautologien und Kontradiktionen duale Konzepte sind — die Negation einer Tau-
tologie ist stets eine Kontradiktion und die Negation einer Kontradiktion ist stets eine
Tautologie — begniigen wir uns im folgenden mit einer Auflistung einer Reihe von in-
teressanten Tautologien. Zur Bestétigung, dass es sich bei den angegebenen Formeln um
Tautologien handelt, geniigt ein Blick auf die entsprechende Wahrheitstafel.

Beispiele 2.2

(1) (prg) > pbzw.p > (pVq)

2) (g —>p)Vv(=q—p)

3 (p—>q) < (=pVvyg)

@ (p — q) < (=g — —p) (Kontraposition)
(5) (p A (p — q)) = q (modus ponens)

©) (p—>q9)n(G@—>r)—>(p—r)

(M (p—=>g)A(p—r1) > (p—(qAT))
®) (p—=>q)n(G@—p)) < (p<q)

Nach Definition haben alle verschiedenen Tautologien den gleichen, konstant wahren
Wahrheitswerteverlauf. Die Eigenschaft, den gleichen Wahrheitswerteverlauf zu besitzen,
konnen aber auch Formeln haben, die keine Tautologien sind. Wir betrachten zum Beispiel
die Wahrheitswerteverldufe der beiden Formeln —(p A ¢) und (—p) V (—g):

Plg|~(prg) | (=p)V(—q)
w|w f f
w| f w w
flw w w
f|f w w

Offensichtlich sind die Wahrheitswerteverldufe der beiden recht unterschiedlichen For-
meln gleich; Beide Formeln beschreiben also den gleichen logischen Sachverhalt.
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» Definition 2.8 Zwei Formeln p und g heillen (logisch) dquivalent — dargestellt durch
p = q — genau dann, wenn die Formel (p < ¢) eine Tautologie ist. Die Formel ¢ wird
von der Formel p impliziert genau dann, wenn (p — ¢) eine Tautologie ist.

Eine sehr interessante Konsequenz der logischen Aquivalenz ist die Eigenschaft, dass
man in einer Formel eine beliebige Teilformel durch eine logisch dquivalente Teilformel
ersetzen kann, ohne dabei den Wahrheitswerteverlauf der Gesamtformel zu verdndern.
Nutzt man diese Eigenschaft konsequent aus und ersetzt komplizierte Teilformeln durch
logisch dquivalente, aber einfacher strukturierte Teilformeln, dann kann man in vielen
Fillen die Struktur einer vorgegebenen Formel und damit die Bestimmung ihres logi-
schen Verhaltens stark vereinfachen. Bei derartigen Vereinfachungsbemiihungen sind die
folgenden Aquivalenzen oft sehr hilfreich. Thre Korrektheit ldsst sich wieder leicht durch
Aufstellen der entsprechenden Wahrheitstafeln iiberpriifen.

Kommutativitit: (pAg) = (@A p)
(rVvaq) = (gVvp)
Assoziativitit: (pn@Ar) = ((pAg)AT)
(pvigvr) = ((pvg)vr)
Distributivitit: (pA@vr) = ((pAqg)V(pAT))
(pvignar) = ((pvenr(pVvr))
Idempotenz: (pAp) = p
(pVp) = P
Doppelnegation: (=(=p)) = P
deMorgans Regeln: (=(p A q)) = ((=p) Vv (—q))
(=(pve) = ((=p) A (—9))
Tautologieregeln: Falls g eine Tautologie ist, gilt
(rNq) = p
(pVvaq) = q
Kontradiktionsregeln: Falls ¢ eine Kontradiktion ist, gilt
(rVvaq) = p
(pAgq) = q

Um wenigstens an einem kleinen Beispiel zu demonstrieren, wie man mit Hilfe der aufge-
listeten logischen Aquivalenzen tatsichlich zu Vereinfachungen kommen kann, betrachten
wir die Formel =(—=p A g) A (p V q).

—(=pAgQ) A(pPVQq)
= (—=(=p)Vv(—q) A(pVgqg) (deMorgans Regel)

(pV (=) A(pVaq) (Doppelnegation)
= pVv((—=9)Arqg) (Distributivitit)
= pVign(—q) (Kommutativitit)
= pvf (Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspr.)

= p (Kontradiktionsregel)
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Aufgrund der mit dieser Umformung nachgewiesenen logischen Aquivalenz der beiden
Formeln —=(—=p Aq) A (p V ¢) und p kann nun anstelle der komplizierten Formel —(—p A
q) A(pVq) stets die einfacher strukturierte atomare Formel p zur logischen Beschreibung
des Sachverhalts benutzt werden.

Mit Hilfe der oben angegebenen Aquivalenzen konnen wir sofort einige Regeln zur
Vereinfachung des Gebrauchs von Klammern in den Formeln ableiten. Generell vereinba-
ren wir, dass Klammern stets weggelassen werden diirfen, wenn der Wahrheitswertever-
lauf der betrachteten Formel eindeutig bestimmt bleibt. Zum Beispiel kann vereinfachend
p Ag Ar anstelle von ((p Ag) Ar) bzw. von (p A (g Ar)) geschrieben werden. Tatséchlich
sind die beiden letztgenannten Formeln aufgrund der Assoziativitit der Konjunktion lo-
gisch dquivalent. Das heif3t, dass sich ihre Wahrheitswerteverlidufe nicht unterscheiden und
demzufolge der Wahrheitswerteverlauf der vereinfacht geschriebenen Formel eindeutig
bestimmt ist. Analog fiihrt die Assoziativitit der Disjunktion zu Klammereinsparungen.
Zur weiteren Vereinfachung der Klammerschreibweise vereinbaren wir dariiberhinaus, du-
Bere Klammern stets wegzulassen. Mit der Vorstellung, dass — stédrker bindet als A und A
stirker als Vv, erhalten wir schlielich ein weiteres Klammereinsparungspotenzial.

2.4 Aussageformen

In engem Zusammenhang mit dem Begriff der (mathematischen) Aussage steht der Be-
griff der Aussageform. Eine Aussageform hat die Gestalt eines Satzes, in dem eine oder

mehrere Variable vorkommen. Aussageformen werden geschrieben als p(x, ..., x,), wo-
bei xq,...,x, die in der Aussageform frei vorkommenden Variablen bezeichnen. Aus
p(x1,...,x,) wird eine Aussage, wenn man jede Variable x; durch ein konkretes Ob-

jekt ersetzt. Ob die dabei entstehende Aussage dann wahr oder falsch ist, hidngt von den
jeweils eingesetzten Objekten ab. Setzt man zum Beispiel in die Aussageform p(x):,.x
ist eine Primzahl* fiir x die Zahl 5 ein, so erhilt man die Aussage p(5), also ,,5 ist eine
Primzahl®, die offensichtlich wahr ist. Wird stattdessen 4 fiir x eingesetzt, so erhilt man
die falsche Aussage p(4), also ,.4 ist eine Primzahl®. Wird in der Aussageform p(x, y):
»X + y ist eine Primzahl® x durch 6 und y durch 8 ersetzt, dann ergibt sich die Aussage
p(6,8), also ,,14 ist eine Primzahl®, die natiirlich den Wahrheitswert falsch besitzt.

Die freien Variablen in einer Aussagenform konnen durch Objekte aus einer als
Universum bezeichneten Gesamtheit ersetzt werden. Das Universum der Aussageform
p(x) : (x> < 10)* kann zum Beispiel aus der Menge der reellen Zahlen bestehen
oder auch nur aus der Menge der ganzen Zahlen. Das Universum fiir die Aussageform
p(x) 1 ,,x bliiht rot** kann die Menge aller Blumen umfassen oder lediglich die Menge
aller verschiedenen Rosensorten. Zusammen mit einer Aussageform ist also stets das
jeweils betrachtete Universum anzugeben.

» Definition 2.9 Eine Aussageform iiber den Universen Uy, ..., U, ist ein Satz mit den
freien Variablen x, ..., x,, der zu einer Aussage wird, wenn jedes x; durch ein Element
aus U; ersetzt wird.
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In der Mathematik treten als Universum héufig die folgenden Zahlenmengen auf:

Die Menge der ganzen Zahlen: Z ={...,—1,0,1,2,...}

Die Menge der natiirlichen Zahlen: N = {0,1,2,...}

Die Menge der positiven natiirlichen Zahlen: N* = {1,2,3,...}
Die Menge der rationalen Zahlen: Q

Die Menge der reellen Zahlen: R

Beispiele 2.3

(1) ,,x ist durch 3 teilbar* ist eine Aussageform p(x) iiber dem Universum Z.
Ersetzt man x durch 5, so erhilt man die Aussage p(5), also ,,5 ist durch 3
teilbar*, die offenbar falsch ist. Ersetzt man x durch 6, dann erhilt man die
wahre Aussage p(6).

(2) ,.x ist durch 3 teilbar* ist auch eine Aussageform p(x) iiber dem Universum
aus den Zahlen 3, 6,9 und 18. Hier fiihrt jede Ersetzung der Variablen x zu
einer wahren Aussage.

(3) ..(x + y)?> = x> 4 2xy + y>“ist eine Aussageform p(x, y), deren Variable x
und y reelle Werte annehmen konnen, die unter dem Namen binomische Formel
gut bekannt ist. Durch welche reellen Zahlen man auch immer x und y ersetzt,
es entsteht stets eine wahre Aussage.

Ebenso wie Aussagen konnen Aussageformen vermoge der eingefiihrten logischen
Verkniipfungen zu komplex verbundenen Aussageformen zusammengesetzt werden. Die
Ermittlung des Wahrheitswertes der aus solchen Aussageformen durch Ersetzung der Va-
riablen durch Elemente des Universums entstehenden Aussagen erfolgt nach den iiblichen,
fiir Aussagen geltenden Regeln.

2,5 Aussagen mit Quantoren

Im letzten Abschnitt haben wir Aussageformen p(x) als aussagenlogische Funktionen von
x betrachtet: Je nachdem, durch welches Objekt des Universums die freie Variable ersetzt
wird, ergibt sich fiir die Aussage ein eigener spezifischer Wahrheitswert. Aus Aussagefor-
men konnen aber auch auf einem anderen Weg Aussagen gewonnen werden. So ist zum
Beispiel die Frage, ob es zumindest ein Objekt gibt, dessen Einsetzung die Aussageform
zu einer wahren Aussage werden ldsst, fiir sich sehr interessant. Auch die Antwort auf die
Frage, ob sogar jede Ersetzung zu einer wahren Aussage fiihrt, ist sehr aufschlussreich. In
beiden Fillen erhilt man aus einer vorgegebenen Aussageform durch Quantifizierung der
in der Aussageform auftretenden freien Variablen eine Aussage.
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» Definition 2.10 Sei p(x) eine Aussageform tiber dem Universum U.
dx : p(x) bezeichnet die Aussage, die aus der Aussageform p(x) durch die Quantifizie-
rung ,,Es gibt ein u in U, fiir das die Aussage p(u) gilt” hervorgeht. Ix : p(x) ist wahr
genau dann, wenn ein u in U existiert, so dass p(u) wahr ist.

Vx : p(x) bezeichnet die Aussage, die aus der Aussageform p(x) durch die Quantifi-
zierung ,,Fiir jedes u aus U gilt p(u)* hervorgeht. Vx : p(x) ist wahr genau dann, wenn
p(u) fiir jedes u aus U wahr ist.

Die Symbole 3 und V heilen Quantoren; 3 ist der Existenzquantor und V ist der All-
quantor. Jeder Quantor bindet die freien Vorkommen der Variablen, die er quantifiziert.
Die mit dem Allquantor gebildeten Aussagen werden Allaussagen genannt, und die mit
dem Existenzquantor gebildeten Aussagen heillen Existenzaussagen.

Beispiele 2.4

(1) Bezeichne p(x) die Aussageform (x < x + 1) iiber N. Dann stellt Vx : p(x)
die Aussage ,,Fiir jedes n in N gilt (n < n+ 1)* dar. Diese Aussage ist wahr, da
p(n) fiir jede natiirliche Zahl n eine Aussage mit dem Wahrheitswert w liefert.

(2) Sei p(x) wie in (1). Dann ist 3x : p(x) die Aussage ,,Es gibt ein n in N, fiir
das (n < n + 1) gilt“. Diese Aussage ist ebenfalls wahr, da z. B. p(5) wahr ist.

(3) Sei p(x) die Aussageform ,,x ist eine Primzahl* tiber N. Dann stellt Vx : p(x)
die Aussage ,,Fiir jedes n aus N gilt: n ist eine Primzahl* dar. Diese Aussage
ist falsch, da z. B. 4 keine Primzahl ist. Also ist p(4) nicht wahr, und p(n) damit
nicht fiir jedes n aus N wahr.

(4) Sei p(x) wie in (3). Dann ist 3x : p(x) die Aussage ,,Es gibt eine natiirliche
Zahl n, die eine Primzahl ist*“. Diese Aussage ist wahr, da z. B. 3 eine Primzahl
ist und damit p(3) eine wahre Aussage.

Besteht das Universum U einer beliebig vorgegebenen Aussageform p(x) lediglich
aus einer endlichen Anzahl von Objekten Oy, O,, ..., O,, dann konnen Existenzaussage
und Allaussage iiber p(x) aufgrund der folgenden logischen Aquivalenzen auch ohne die
Zuhilfenahme von Existenzquantor bzw. Allquantor ausgedriickt werden:

3x : p(x) = p(O1) Vv p(O2) V-V p(O;)

und

Vx:p(x) = p(O1) A p(Ox) A=+ A p(Oy).
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Beispiel 2.5
Fiir die Aussageform p(x): (x> > 10)“ iiber dem aus den Elementen 1,2, 3, 4
bestehenden Universum gilt

Ax:p(x)=(1>10) v (4> 10) v (9> 10) v (16 > 10)
und

Vx:p(x) = (1> 10) A (4> 10) A (9> 10) A (16 > 10).

Um aus einer Aussageform mit mehreren Variablen durch Quantifizierung Aussagen
zu erhalten, muss jede freie Variable durch einen gesonderten Quantor gebunden werden.
Im folgenden bezeichne z.B. p(x, y) die Aussageform ,,(x < y)“, x und y seien Va-
riablen tiber dem Universum N. Dann sind Vx : p(x,y) und 3y : p(x, y) immer noch
Aussageformen und keine Aussagen, da nicht alle in p(x, y) vorkommenden Variablen
gebunden sind.

Vx3y : p(x, y)?* allerdings ist eine Aussage, da nun alle Variablen gebunden sind. Die
Aussage lautet: ,,Fiir jedes x aus N gilt: es gibt ein y in N, fiir das (x < y) gilt* und
hat offensichtlich den Wahrheitswert w. Aussagen mit aufeinander folgenden Quantoren
lassen sich umgangssprachlich etwas ,fliissiger ausdriicken, z.B. ,,Fiir jedes x aus N
gibtes ein y in N, fiir das (x < y) gilt*. Um festzustellen, ob Vx3y : p(x, y) eine wahre
oder falsche Aussage ist, bemerken wir zunéchst, dass p(n,n + 1) fiir jede natiirliche
Zahl n eine wahre Aussage liefert. 3y : p(n, y) ist demzufolge fiir jedes festgehaltene n
eine wahre Aussage. Symbolisieren wir nun die verbliebenen festgehaltenen n durch die
Variable x, dann wissen wir bereits, dass es fiir jedes x ein y gibt—z.B. y = x + 1 —, fiir
das p(x, y) wahr ist. Demnach ist die Aussage Vx3y : p(x, y) eine wahre Aussage.

Wir betrachten nun die Aussage VxVy : p(x,y), also ,,Fiir jedes x aus N gilt: fiir
jedes y aus N gilt (x < y)* oder umgangssprachlich fliissiger ,,Fiir jedes x aus N und
fiir jedes y aus N gilt (x < y)“. Man sieht sofort, dass die Aussage Yy : p(5,y) falsch
ist, und folglich auch die Aussage VxVy : p(x, y).

dyVx : p(x,y) stellt die Aussage ,,Es gibt ein y aus N, fiir das gilt: fiir alle x aus N
gilt: (x < y)*“ dar, die umgangssprachlich vereinfacht die Gestalt ,,Es gibt ein y in N, so
dass fiir alle x aus N gilt: (x < y)* hat. Welche Zahl n aus N man auch fiir x einsetzt,

2 Formal miisste die Aussage als Yx : 3y : p(x, y) aufgeschrieben werden. Wir lassen Doppel-
punkte weg, falls sie die Lesbarkeit verschlechtern.
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die Aussage (n < n) ist stets falsch. Also ist Vx : p(x,n) fiir jedes festgehaltene n stets
eine falsche Aussage. Folglich ist 3yVx : p(x, y) eine falsche Aussage.

SchlieBlich bleibt noch die Aussage Iy3x : p(x, y), die sich aufgrund der Tatsache,
dass zum Beispiel p(1,2) gilt, sofort als wahr herausstellt.

Anhand des eben diskutierten Beispiels konnen wir noch eine weitere sehr wichtige
Beobachtung zur Bedeutung der Reihenfolge von Quantoren festhalten. Die beiden Aus-
sagen 3yVx : p(x, y)und Vx3y : p(x, y) sind formal ,,nur*“ dadurch unterschieden, dass
die Reihenfolge der beiden Quantoren vertauscht ist. Trotzdem hatten wir gesehen, dass
eine der beiden Aussagen wahr ist, die andere jedoch falsch. Tatsédchlich macht dieses Bei-
spiel deutlich, dass es bei der Benutzung von Quantoren tatsichlich auf die Reihenfolge
der Quantoren ankommt.

Die mit Hilfe von Quantoren aus Aussageformen gebildeten Aussagen kénnen ihrer-
seits genau wie gewohnliche Aussagen wieder zu komplexen Aussagen verkniipft werden.
Die Wahrheitswerte der dadurch entstehenden Aussagen ergeben sich — wie gehabt — aus
den Wahrheitswerten ihrer Teilaussagen. Fiir eine Aussageform p(x) ist zum Beispiel
—Vx : p(x) wieder eine Aussage. Diese Aussage ist wahr genau dann, wenn ein ¥ im
Universum existiert, fiir das p(u) falsch ist. Ubrigens hitten wir diese Aussage logisch
dquivalent auch mit Hilfe eines Existenzquantors erhalten kénnen: 3x : (—p(x)). Tat-
sichlich gibt es fiir Aussagen mit Quantoren neben dieser logischen Aquivalenz noch eine
ganze Reihe weiterer interessanter Aquivalenzen.

Negationsregeln: =Vx : p(x) =  dx:(—pk))
Vx : (—p(x))
Ausklammerregeln:  (Vx : p(x) A Vx : g(x)) Vx:(p(x)Aq(x))
@x:p(x) vIx ig(x)) = Ix: (px) vVg(x))
Vertauschungsregeln: VxVy: p(x,y) = VyVx:p,y)
Ax3Ay : p(x,y) dydx : p(x,y) .

—3dx : p(x)



Mengen und Mengenoperationen

Zusammenfassung

Wir fithren den grundlegenden Begriff der Menge ein und iiben daran das Formulieren
und Benutzen von Aussagen und Aussageformen. Dazu betrachten wir Beziehungen
zwischen Mengen (Teilmenge, Obermenge), Operationen auf Mengen (Durchschnitt,
Vereinigung, Komplement, Produkt) sowie Mengen von Mengen (Potenzmenge, Men-
genfamilien).

3.1 Mengen

Mengen zu bilden, also verschiedene Objekte zu einer Gesamtheit zusammenzufassen, ist
jedem seit Kindertagen wohlvertraut: Die Eltern zusammen mit ihren Kindern bilden eine
Menge, nimlich die Familie; die Schiiler einer Grundschule, die gemeinsam unterrichtet
werden, bilden eine Menge, die Schulklasse; alle Mitarbeiter eines Unternehmens bilden
eine Menge, die Belegschaft; alle nichtnegativen ganzen Zahlen bilden die Menge der
natiirlichen Zahlen usw. Die mit dem Prozess der Mengenbildung verbundene Abstraktion
hilft, die Komplexitit der Erscheinungen zu vereinfachen und damit besser in den Griff zu
bekommen.

Der intuitiven Klarheit, was man sich unter einer Menge vorzustellen hat, steht die Pro-
blematik gegeniiber, dass es prinzipiell nicht moglich ist, den fundamentalen Begriff der
Menge streng mathematisch zu definieren, eine Problematik, die zu Beginn des 20. Jahr-
hunderts eine tiefe Grundlagenkrise in der Mathematik ausgelost hat. Bei einer mathe-
matischen Definition miisste ndmlich gesagt werden, aus welchem umfassenderen Begriff
der Begriff der Menge durch Spezialisierung hervorgeht. Aufgrund der Allgemeinheit des
Begriffs der Menge ist das jedoch unmdglich; einen allgemeineren Begriff als den der
Menge kennt man in der Mathematik iiberhaupt nicht. In Anbetracht dieser prinzipiellen
Schwierigkeit gibt die folgende, von Cantor 1895 gegebene Erklidrung eine zumindest fiir
die praktische Arbeit ausreichend prizise Fassung des Begriffs der Menge:
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» Erklarung Eine Menge ist die Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener
Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens, wobei von jedem dieser Objekte
eindeutig feststeht, ob es zur Menge gehort oder nicht. Die Objekte der Menge heiflen
Elemente der Menge.

Anstelle des in der Erklidrung — von Definition konnen wir wie gesagt nicht sprechen —
verwendeten Begriffs der ,,Zusammenfassung®, hitte man den Reichtum der deutschen
Sprache ausnutzend auch von ,,System*, ,,Klasse®, ,,Gesamtheit®, ,,Sammlung®, ,,Familie*
oder, wie im Kontext der Aussageformen bereits geschehen, von ,,Universum* sprechen
konnen. In jedem Fall bliebe man mit dem Problem konfrontiert, dass ein mathematisch
unerklirter Begriff zur Charakterisierung des Mengenbegriffs verwendet werden muss.

Wir werden uns im folgenden stets nur mit solchen Mengen befassen, die eindeutig
und ohne Widerspriiche definiert sind und an deren Zusammensetzung keinerlei Zwei-
fel bestehen. Wir betonen diesen selbstverstindlich scheinenden Fakt, da sich aus den
grundsitzlichen Schwierigkeiten bei der allgemeinen Definition des Mengenbegriffs auch
sehr handfeste inhaltliche Probleme ergeben konnen, wie das folgende Beispiel zeigt: Die
allem Anschein nach in gutem Einklang mit der Cantorschen Mengenerkldrung wohlbe-
stimmte Menge aller Mengen ist in Wirklichkeit logisch unzureichend beschrieben und
kann deshalb so nicht existieren. Diese Widerspriichlichkeit offenbart sich zum Beispiel
schon in der einfachen Frage, ob diese Menge aller Mengen selbst zur Menge aller Men-
gen gehort oder nicht: Nimmt man an, sie gehort nicht dazu, dann kann es sich bei der
Menge aller Mengen nicht um die Menge aller Mengen handeln. Geht man jedoch vom
Gegenteil aus und nimmt an, dass sie selbst Bestandteil der Menge aller Mengen ist, dann
kann sie ebenfalls nicht die Menge aller Mengen sein, denn als solche miisste sie auch die
sie echt umfassende Menge aller Mengen enthalten.

Es ist iiblich, Mengen mit groen Buchstaben und ihre Elemente mit kleinen Buchsta-
ben zu bezeichnen. Der Sachverhalt, dass ein Element a zu einer Menge M gehort, wird
mit Hilfe des Symbols € in der Form ,,a € M * ausgedriickt. Gehort a nicht zu M, dann
wird anstelle von ,,—(a € M)“ kurz ,,a ¢ M* geschrieben. Enthilt eine Menge lediglich
eine endliche Anzahl von Elementen, dann spricht man von einer endlichen Menge. Die
Anzahl der Elemente einer Menge M heilit Mdchtigkeit oder Kardinalitdt von M und
wird bezeichnet mit §M oder auch |M |.

Ist die Anzahl der Elemente einer Menge nicht endlich, so spricht man von einer un-
endlichen Menge.

Endliche Mengen konnen leicht und eindeutig durch die Aufzihlung aller ihrer Ele-
mente angegeben werden. Man schreibt dazu die Elemente der Menge, jeweils durch
Kommata getrennt, zwischen zwei geschweifte Klammern. Die Menge aller verschiede-
nen Buchstaben im Wort , INFORMATIK* kann also dargestellt werden als

{LN,EO,R,M,A,TK} .

In dieser Menge ist der Buchstabe I nur einmal enthalten, da die beiden I, die im Wort
LINFORMATIK® vorkommen, nicht wohlunterschieden sind, wie wir das von den Ele-
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menten einer Menge verlangt hatten. Natiirlich spielt die Reihenfolge bei der Aufzihlung
der Elemente einer Menge keine Rolle. Anstelle von {I.N,FO,R,M,A,T,K} hitten wir
auch {N,LEO,R,M,A,T,K} oder {K,T,A,M,R,0,EN,I} schreiben kdnnen, jedes Mal hitte
es sich um die gleiche Menge, ndmlich die Menge der verschiedenen Buchstaben aus dem
Wort INFORMATIK gehandelt.

Beispiele 3.1

(1) Die Menge M = {1,2,3,4,5} besteht aus den 5 Elementen 1,2, 3,4 und 5.
Fiir die Kardinalitdt von M gilt also fM = 5.

(2) M ={0O, <, A} ist eine Menge mit 3 Elementen, M = 3.

(3) Die Menge aller Buchstaben des lateinischen Alphabets

D ={a,b,c.d,e, f,g.h.i,j.k,l,mn, o0, p.q,rstuv,wx,yz}

ist eine endliche Menge und besteht aus 26 Buchstaben, M = 26.

(4) Die Menge aller Buchstabenketten der Linge 5, die iiber dem lateinischen Al-
phabet gebildet werden konnen, ist endlich. Sie besteht aus 26° = 11.881.376
Elementen (von denen natiirlich nur ein geringer Bruchteil sinnvolle deutsche
Worter bildet). Um den Preis dieses Buches moglichst gering zu halten, ver-
zichten wir auf eine explizite Auflistung sdmtlicher Elemente.

Wie bereits im letzten Beispiel gesehen, ist es in vielen Féllen recht unbequem — im
Falle unendlicher Mengen sogar unmoglich —, eine Menge durch Auflistung aller ihrer
Elemente darzustellen. Hier bietet sich eine Darstellung der Menge vermittels einer de-
finierenden Eigenschaft an, die gerade die Elemente der betrachteten Menge unter allen
anderen Dingen auszeichnet. Beispielsweise liefert die Eigenschaft, durch 2 teilbar zu
sein, eine Charakterisierung der Menge aller geraden Zahlen in der Menge aller ganzen
Zahlen.

Zur Beschreibung definierender Eigenschaften sind Aussageformen gut geeignet, und
zwar solche, die beim Einsetzen von Elementen der Menge den Wahrheitswert w anneh-
men und bei allen nicht zur Menge gehdrenden Objekten den Wahrheitswert f. Bezeichnet
zum Beispiel E(x) die Aussageform ,,x ist eine gerade Zahl iiber dem Universum Z der
ganzen Zahlen, dann lésst sich die Menge aller geraden Zahlen prignant beschreiben als
{x eZ| E(x)}.

Beispiele 3.2
(1) Sei E(x) die Aussageform ,,x > 10 iiber den natiirlichen Zahlen. Dann ist
{x € N | E(x)} die Menge aller natiirlichen Zahlen, die groBer als 10 sind.
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(2) Betrachtet man die Aussageform E(x) iiber der Menge der reellen Zahlen, dann
ist {x € R | E(x)} die Menge aller reellen Zahlen groBer 10.

(3) Istdie Aussageform E(x) tiber einer Menge U definiert und ist £ (x) falsch fiir
jedes Element aus U, dann enthilt die Menge {x € U | E(x)} kein einziges
Element.

(4) Sei E(x) die Aussageform ,. x> — 3x + 2 = 0. Dann besteht die Menge {x €
Z | E(x)} genau aus den beiden Zahlen {1, 2}. Wir erhalten eine Beschreibung
der gleichen Menge, wenn wir von der Aussageform E’(x) : (0 < x < 3) iiber
den natiirlichen Zahlen ausgehen: {x € N | (0 < x < 3)}.

3.2 Gleichheit von Mengen

Wie wir am Beispiel der Buchstaben des Wortes INFORMATIK bereits gesehen haben,
konnen Mengen auf unterschiedliche Art und Weise dargestellt werden. Neben den bereits
vorgestellten Auflistungen haben wir diese Menge auch mit Hilfe der beiden definieren-
den Eigenschaften E(x): ,,x kommt im Wort INFORMATIK vor* und E’'(x): ,,x kommt im
Wort KINOFORMAT vor* tiber der Menge der GroB3buchstaben des lateinischen Alpha-
bets charakterisieren konnen. Um dieses Phiinomen genauer studieren zu kdnnen, muss
zundchst einmal exakt festgelegt werden, wann zwei Mengen als gleich anzusehen sind.

» Definition 3.1 Zwei Mengen A und B sind gleich (bezeichnet durch A = B) genau
dann, wenn jedes Element von A auch Element von B ist und jedes Element von B auch
Element von A4 ist.

Anstelle der Aussage ,,—~(M; = M,)* schreibt man ,,M; # M.

Beispiele 3.3

(1) {a,b,c} ={a,c,b} =4{b,a,c} ={b,c,a} ={c,a,b} ={c,b,a}.
2) {1,2,2,2,1} = {1,2}.

@3) {x,y,z} # {x, ¥}

Auch durch verschiedene Aussageformen beschriebene unendliche Mengen kdnnen
gleich sein: Seien beispielsweise E(x): ,,x besitzt eine durch 3 teilbare Quersumme* und
E'(x): ,,x ist durch 3 teilbar* zwei Aussageformen iiber den natiirlichen Zahlen. Da jede
natiirliche Zahl mit einer durch 3 teilbaren Quersumme durch 3 teilbar ist, und da um-
gekehrt jede durch 3 teilbare natiirliche Zahl eine durch 3 teilbare Quersumme besitzt,
gilt

E(x) = E'(x)
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fiir alle x € N und demzufolge
{xeN|Ex)}={xeN|E'(x)}.

Tatsdchlich ist das eben benutzte Argument allgemeingiiltig:

» Fakt Zwei mit Hilfe von zwei Aussageformen E(x) und E’(x) iiber dem selben Uni-
versum definierte Mengen sind genau dann gleich, wenn E(x) = E’(x) gilt, wenn also
fiir jedes a aus dem Universum die Wahrheitswerte von E(a) und E’(a) iibereinstimmen.

Obwohl dieser Zusammenhang auch ohne weitere Argumentationen auf Anhieb ein-
leuchtet, wollen wir uns ganz prézise, in logisch jeweils unanfechtbaren Schritten von
der Giiltigkeit dieser Behauptung iiberzeugen und damit ein Gefiihl fiir das mathemati-
sche Beweisen — der grundlegenden Technik zur Erlangung mathematischer Wahrheiten —
entwickeln.

Seien also M und M’ zwei Mengen, die mit Hilfe der Aussageformen E(x) und E’(x)
iiber dem gleichen Universum U definiert sind, M = {x | E(x)} und M’ = {x | E'(x)}.
Die Behauptung, dass M und M’ iibereinstimmen genau dann, wenn E(x) und E’(x)
logisch dquivalent sind, besteht genau betrachtet aus den folgenden beiden Implikationen,
deren Giiltigkeit jeweils separat nachzuweisen ist:

(1) M =M) - (E(x) = E'(x))
(2) (E(x)=E'(x)) > (M =M

Da, wie wir schon wissen, eine falsche Primisse stets die Giiltigkeit der gesamten Implika-
tion nach sich zieht, miissen wir uns jeweils nur um den Fall kiimmern, dass die Primisse
wahr ist und dafiir zeigen, dass dann auch die Folgerung wabhr ist.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Pramisse der ersten Implikation erfiillt ist, dass also
M = M’ gilt. Nach Definition der Gleichheit von Mengen gehort jedes Element von M
zu M’ und, umgekehrt, jedes Element von M’ zu M . Zum Nachweis der logischen Aqui-
valenz von E(x) und E’(x) muss fiir jedes vorgegebene Element a des gemeinsamen
Universums U von E(x) und E’(x) gezeigt werden, dass die aus den beiden Aussagefor-
men E(x) und E’(x) entstehenden Aussagen E(a) und E’(a) den gleichen Wahrheitswert
besitzen. Wir nehmen zuerst an, dass E () fiir ein beliebig vorgegebenes Element a € U
eine wahre Aussage E(a) liefert. Da a dann nach Definition zur Menge M = {x | E(x)}
und, aufgrund der Gleichheit von M und M’, auch zu M’ = {x | E’(x)} gehort, muss
E’(a) ebenfalls giiltig sein. Die gegenteilige Annahme, dass E (a) falsch ist, hat zur Folge,
dass a nicht zu M und deswegen auch nicht zu M’ gehort, und folglich auch die Aussage
E’(a) falsch ist. Da E(x) und E’(x) iiber dem gleichen Universum definiert sind, ha-
ben wir damit gezeigt, dass die beiden Aussageformen E(x) und E’(x) einen identischen
Wahrheitswerteverlauf besitzen, also logisch dquivalent sind.

Wir miissen uns nun noch von der Richtigkeit der zweiten Implikation liberzeugen. Wie
bereits erldutert, geniigt es dabei, von der Richtigkeit der Priamisse, also von der logischen
Aquivalenz der beiden Aussageformen E(x) und E’(x) auszugehen. Um zu zeigen, dass
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dann die beiden Mengen M = {x | E(x)} und M’ = {x | E’(x)} iibereinstimmen,
greifen wir uns ein beliebiges Element a aus M heraus. Daa € M, ist E(a) wahr. Da
aufgrund der logischen Aquivalenz dann auch E’(a) wahr ist, folgt @ € M’. Betrachtet
man andererseits ein beliebiges Element a € M’, dann zeigt ein analoger Schluss, dass
aucha € M gilt, womit insgesamt die Gleichheit der beiden Mengen M und M’ bewiesen
ist.

Beispiele 3.4

(1) Da (x> — 3x + 2 = 0) iiber den natiirlichen Zahlen genau dann gilt, wenn
(0 < x < 3), sind die beiden durch diese Aussageformen definierten Mengen
{xeN|x*-3x+2=0}und {x € N |0 < x < 3} gleich,

(xeN|x2-3x+2=0={xeN|0<x <3}.

(2) Wir erinnern uns, dass die als binomische Formel gut bekannte Aussageform
p(x,y) : (x +y)> = x?> + 2xy + y? iiber den reellen Zahlen eine Tautologie
ist. Fiir y = 1 ist deshalb (x + 1)> = x? + 2x + 1 fiir alle reellen x wahr und
wir erhalten {x € R | (x + 1)> = x> + 2x + 1} = R.

3.3 Komplementadre Mengen

Wir haben bisher mit Hilfe von Aussageformen E(x) diejenigen Elemente einer Grund-
menge U —des so genannten Universums — zu einer Menge M zusammengefasst, die eine
gewisse gemeinsame Eigenschaft besitzen, fiir die eine Aussageform E(x) den Wahrheits-
wert w annimmt,

{xeU| Ex))}.

Da mit E(x) auch —E(x) eine Aussageform iiber U ist, konnen wir ebensogut auch
die Elemente aus U zu einer Menge M zusammenfassen, die die negierte Aussageform
—E(x) erfiillen, die also die besagte Eigenschaft gerade nicht besitzen,

M={xeU|—-Ex)}.

Die Menge M ist offenbar eindeutig bestimmt. Da fiir jedes Element u € U die Aussage
E (u) entweder wahr oder falsch ist, gehort ausnahmslos jedes Element aus U zu einer der
beiden Menge M oder M, jedoch niemals zu beiden gemeinsam.

» Definition3.2 Sei E(x) eine Aussageform iiber der Menge U . Dann heiflen die Mengen
M={xecU|EKx) und M={xeU|—-E(x)}

in U komplementiir. M heifit Komplementirmenge oder Komplement von M in U.
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Aufgrund der Aquivalenz E(x) = —(—(E(x))) ist die Komplementirmenge (M) des
Komplements ‘M von M in U wieder M selbst,

M) ={xeU|-(—EX)}={xeU|Ex);=M.

Beispiele 3.5

(1) {x € Z | x ist gerade} = {x € Z | x ist ungerade} .

(2) {x € N | x ist Primzahl} = {x € N | x ist zusammengesetzt} .
3) {xeN|(x>5}=1{0,1,2,3,4,5}.

3.4 Dieleere Menge

Betrachtet man eine Aussageform iiber der Grundmenge U, die fiir alle Elemente von U
wabhr ist, also zum Beispiel die Aussageform (x = x), so ergibtsich U alsU = {x € U |
(x = x)}. Das Komplement U dieser Menge hat die Gestalt

U={xeU|-(x=x)}={xelU|(x#x)}

und enthilt offensichtlich kein einziges Element. Nichtsdestotrotz ist U eine korrekt de-
finierte Menge genau wie jede der bisher angesprochenen Mengen auch. U heifit leere
Menge in U und wird mit @y bezeichnet.

Nach Konstruktion ist @ zunichst abhingig von U. Aufgrund der folgenden Uberle-
gungen wird sich aber zeigen, dass diese Abhédngigkeit nur eine scheinbare ist. Tatsidchlich
gilt ndmlich @), = @y fiir beliebige Mengen (bzw. Universen) M und N. Um diese
Gleichheit einzusehen, miissen wir der Definition der Mengengleichheit folgend nach-
weisen, dass jedes Element von @), auch Element von @ ist, und umgekehrt, dass jedes
Element von @ auch zu @, gehort.

Betrachten wir also zunéchst die Behauptung, dass jedes Element von @), auch Ele-
ment von @y ist. Unter Berufung auf die Definition von @3, kdnnte man einwenden, dass
@ kein einziges Element besitzt und deshalb eine Feststellung, dass jedes Element von
@y auch Element von @y ist, sinnlos ist. Um derartige Irritationen gar nicht erst aufkom-
men zu lassen, miissen wir unsere Argumentation auf eine verlissliche logische Grundlage
stellen: Wir schreiben dazu den in Frage stehenden Sachverhalt zunéchst einmal in der
streng formalisierten Sprache der mathematischen Logik auf und erhalten die Implikation
»(@a € By) — (a € Oyn)“. Unsere Behauptung ,.jedes Element von @), gehort zu @y ist
offenbar bewiesen, wenn es nachzuweisen gelingt, dass die vorgenannte Implikation stets
den Wahrheitswert w besitzt. Tatsidchlich ist das nicht schwer: Da namlich @, kein einzi-
ges Element enthiilt, ist die Priamisse ,,(a € @) fiir jedes Element a falsch, und folglich —
Implikationen mit falscher Primisse sind stets wahr —ist ,,(a € @y) — (a € Gy)* fir
jedes a wabhr.
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Eine analoge Betrachtung zeigt, dass auch die zweite nachzuweisende Implikation,
nidmlich ,,(a € Oy) — (a € @), wahr ist. Insgesamt ist damit streng mathematisch
bewiesen, dass

Oy = On
fiir beliebige Mengen M und N gilt, und dass es demzufolge nur eine einzige leere Menge
gibt.
» Definition 3.3 Die Menge, die kein Element enthilt, heiflt leere Menge und wird mit ¢
bezeichnet.

Ubrigens ist die Menge {@} nicht die leere Menge, sondern eine Menge mit einem
Element, ndmlich der leeren Menge @.

3.5 Teilmenge und Obermenge

Neben der Feststellung, ob zwei Mengen gleich sind, haben Aussagen iiber ungleiche
Mengen und ihre Relationen zueinander eine grofle Bedeutung. So ist es zum Beispiel ein
bedeutender Unterschied, ob zwei Mengen grundsitzlich verschieden sind, oder ob die
eine Menge vollstindig in der anderen Menge enthalten ist.

» Definition 3.4 Seien A und B Mengen. A heif3it Teilmenge von B (dargestellt als A C
B) genau dann, wenn jedes Element von A auch Element von B ist. In der Sprache der
formalen Logik gilt:

(ACB)y=(Vx:x€eA—>x€B).

Anstelle von A € B wird manchmal auch B O A geschrieben und von B als der
Obermenge von A gesprochen. Gilt A € B und A # B, dann heiflit A echte Teilmenge
von B bzw. B echte Obermenge von A. Will man diesen Sachverhalt besonders betonen,
sowird A C B bzw. B D A anstelle von A € B bzw. B © A geschrieben. Schliellich
wird A € B und B 2 A geschrieben, zur Abkiirzung von —=(A € B) bzw. =(B 2 A).

Beispiele 3.6

(1) {a,b,c} C{a,b,c,d}.
(2) {a,b,c} C{a,b,c,d}.
(3) {1,2,3,4,5} C N.

4 NcZcQcCR.

(5) N¢ N+,

Stellt man sich Mengen graphisch dargestellt als Flidchen in der Ebene vor, dann lassen
sich die Beziehungen und Operationen zwischen verschiedenen Mengen mit Hilfe so ge-
nannter Venn Diagramme veranschaulichen. Die folgende Abbildung zeigt zwei mogliche
Venn Diagramme fiir die Teilmengenbeziehung N € M.
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M

@

Nun betrachten wir die mdglichen Venn Diagramme fiir die Situation N € M.
' U @ U N U

Teilmengen selbst sind natiirlich gewohnliche Mengen und kénnen als solche wieder
mit Hilfe von Aussageformen charakterisiert werden. So lésst sich jede beliebige Teilmen-
ge N einer Menge M vermittels einer bis auf logische Aquivalenz iiber der als Universum
betrachteten Menge M eindeutig bestimmten Aussageform E(x) als

N={xeM|Ex))}

darstellen. Fiir £(x) kann zum Beispiel die Aussageform E(x): ,x € N verwendet
werden. Viel interessanter ist es jedoch, vermittels E(x) die Eigenschaft der Elemente
von N zu beschreiben, die sie von den iibrigen Elementen aus M unterscheiden.

Die leere Menge 0 ist Teilmenge jeder beliebigen Menge B vermdoge des folgenden
Arguments: @ enthilt kein Element, folglich gehort jedes Element von @ zu M . Sofort lie-
Be sich wieder einwenden, dass eine AuBerung iiber ,,jedes Element der leeren Menge @
gar keinen Sinn hat, da @ kein einziges Element enthilt. Wie schon bei der Betrachtung
der leeren Menge hilft eine streng formal logische Argumentation aus dem Dilemma: Wir
driicken zunichst einmal den Sachverhalt der Teilmengen-Beziehung formal logisch aus:
Die Aussage ,,Jedes Element von A ist auch Element von B heifit dort etwas umstidndli-
cher dafiir unmissverstindlich ,,Fiir jedes Objekt x gilt: wenn x Element von A ist, dann
ist x auch Element von B* oder formal aufgeschrieben

Vx: (xe€eAd) - (x€B).

Umnun,, € M “ fiir eine beliebige Menge M zu beweisen, ersetzt man in obiger Defini-
tion A durch @ und B durch M und untersucht den Wahrheitswert der dabei entstehenden
Aussage Vx : (x € ¥) — (x € M). Da die Primisse ,,(x € @) der Aussageform
»(x € B) - (x € M)“ fiir jedes wie auch immer fiir x gewihlte Objekt a falsch
ist, ist die Implikation stets wahr und folglich auch die universell quantifizierte Aussa-
ge, Vx:(x €l) —> (x e M)~

Auch die Gleichheit von Mengen konnen wir unter alleiniger Verwendung der Teil-
mengenbeziehung ausdriicken und dadurch formal besser handhabbar machen: ,,4 € B*
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bedeutet ja ,.Jedes Element von A ist auch Element von B*. Also gilt A = B genau dann,
wenn gleichzeitig A € B und B C A gelten. In der formalen Sprache der mathematischen
Logik, in der A € B wieder durch Vx : x € A — x € B ausgedriickt wird, ldsst sich die
Mengengleichheit dann prignant formulieren als

A=B = Vx:(xeA—->xeB)A(NVx:(x € B—xecAd).

3.6 Potenzmenge und Mengenfamilien

Zu jeder Menge M konnen wir die Menge aller Teilmengen von M bilden, die so genannte
Potenzmenge von M .

» Definition3.5 Sei M eine Menge. Dann ist P(M) = {N | N € M} die Potenzmenge
von M.

Wegen @ € M und M C M fiir jede Menge M, gilt stets @ € P(M)und M € P(M).
Ist M endlich, so ist auch (M) endlich.

Beispiele 3.7
(1) P({1,2) ={0,{1},{2}.{1,2}}.
(2) P({1,2,3}) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2, 3}, {1,2, 3}}.
(3) P(N) enthilt unendlich viele Elemente, zum Beispiel
— alle Einermengen {i }, i € N, natiirliche Zahlen,
— alle Zweiermengen, Dreiermengen, . . . natiirlicher Zahlen,
— die Mengen aller durch 2 teilbaren / durch 3 teilbaren / . . . natiirlichen Zah-
len,
— alle dreistelligen / alle vierstelligen /. . . natiirlichen Zahlen und
— natiirlich die Mengen @ und N selbst.

Besteht M nur aus endlich vielen Elementen, so kann man (M) gut mit Hilfe eines
Diagrammes aus Punkten und Verbindungslinien visualisieren: Die Punkte repréisentieren
dabei die Teilmengen von M, also die Elemente von (M), und die Verbindungslinien
zeigen ausgewihlte Enthaltenseinsbeziehungen. Teilmengen mit gleich vielen Elementen
werden auf gleicher Hohe angeordnet, wobei Teilmengen mit groferer Elementzahl iiber
Teilmengen mit geringerer Elementzahl stehen. Zwei Teilmengen N, N’ sind durch eine
Linie verbunden, wenn N C N’ gilt, aber kein N” existiert mit N C N” C N’. Nachfol-
gend werden die Diagramme fiir P({1}), P({1,2}) und P({1, 2, 3}) gezeigt.
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{1,2,3}
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Da P(M) selbst wieder eine Menge ist, konnen wir auch die Potenzmenge P(P(M))
der Potenzmenge P (M ) bilden und diesen Vorgang iterieren. Allgemein schreibt man

|
0

(M) = P(P(P(M)...)).

m-mal

Beispiel 3.8
P*({1,2}) = P(P({1,2}))
= P({0,{1},{2}.{1,2}})
{o. o). () {2 {02,

(0,413}, {9,420}, {0,41,2}}, {1}, €23, {413, 41,2}
{23.{1.23}, {0.{13.{2}}. {@.{1}.{1.2}},

{9,{23. (1,23}, {{1}.42},{1,2}}, {0,{1},{2},{1,2}}}-

Man beachte iibrigens, dass @ # {@} gilt, da @ eine Menge ohne Element ist. Dagegen
ist {0} eine Menge mit einem Element — ndmlich @.

Potenzmengen liefern eine erste Serie von Beispielen fiir eine Menge von Mengen.
Allgemein werden Mengen von Mengen auch Mengenfamilien genannt. Im Rahmen des
Potenzmengenkonzepts spielen die folgenden Mengenfamilien eine wichtige Rolle, die
als Intervalle bekannt sind:

» Definition 3.6 Sei M eine Menge und (M) ihre Potenzmenge. Fiir zwei Mengen A
und B aus P(M) heifit die Mengenfamilie

(A,B)={N eP(M)| AC N C B

ein (offenes) Intervall zwischen A und B.
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Die Mengenfamilien

<A,B>={N e€P(M)|AC N C B},
<A,B)={NePM)|ACS N CB} und
(A,B>={Ne€PM)|ACN C B}

heilen abgeschlossenes bzw. links oder rechts abgeschlossenes Intervall zwischen A
und B.

3.7 Vereinigung, Durchschnitt und Differenz von Mengen

Wir konnen den beiden Mengen {1, 3, 5} und {4, 5, 6} in natiirlicher Weise z. B. die Men-
gen {1,3,4,5,6}, {5} und {1, 3} zuordnen, wobei die erste dieser drei Mengen aus allen
Elementen besteht, die zu {1, 3,5} oder zu {4,5, 6} (oder zu beiden Mengen) gehoren,
die zweite aus den gemeinsamen Elementen beider Mengen und die dritte aus all den
Elementen, die wohl zu {1, 3, 5} gehoren, aber nicht zu {4, 5, 6}. Konstruktionen wie die-
se werden in der Mengenlehre als Mengenoperationen bezeichnet. Diese Begriffsbildung
hat ihren Ursprung in der Beobachtung, dass man — wie sich spiter noch deutlich her-
ausstellen wird — mit Mengen ,,rechnen‘ kann, wie z. B. mit Zahlen. Die dabei geltenden
Rechenregeln folgen natiirlich ihren eigenen Gesetzen.
Allgemein sind Mengenoperationen wie folgt erklirt:

» Definition 3.7 Seien M und N zwei beliebige Mengen.

(1) Die Gesamtheit aller Elemente, die zu wenigstens einer der beiden Mengen M oder
N gehoren, bildet eine Menge, die als Vereinigung von M und N — dargestellt durch
M U N —bezeichnet wird. In der Sprache der formalen Logik gilt

MUN={x|(xeM)v(xeN)}.

(2) Die Gesamtheit aller Elemente, die sowohl zu M als auch zu N gehoren, bildet eine
Menge, die als Durchschnitt von M und N — dargestellt durch M N N — bezeichnet
wird,

MNON={x|(xeM)A(xeN)}.

(3) Die Gesamtheit aller Elemente, die zur Menge M gehoren, aber nicht zur Menge N,
bildet eine Menge, die als Differenz von M und N — dargestellt durch M — N —
bezeichnet wird,

M—-N={x|(xeM)A(x¢N)}.
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Beispiele 3.9

(1) {1,3,5,74U{1,2,4,5} = {1,2,3,4,5,7} .

2) {1,3,5,7}n{1,2,4,5} = {1,5}.

3) {1,3,5,7} —{1,2,4,5} ={3,7}.

@) {a,b}U{a,b} ={a,b} ={a,b}N{a,b}.

(5) {a,b}—{a,b}=90.

6 MNM=9.

7 M—M=M.

(8) Fir A,B € P(M) gilt (A,B)U{A,B} =< A,B > .

(9) Fir A,B € P(M) gilt < A,B) N (A,B >= (A4, B) .

(10){(x,y) | x,y € R und x>+y>=4}n
{(x,y)|x,yeR und y=3x+2}={(0,2),(—6/5 -8/5)}.

Die eingefiihrten Mengenoperationen lassen sich wieder mit Hilfe von Venn Diagram-
men graphisch gut veranschaulichen.

Durchschnitt M N NV Vereinigung M U N Differenz M — N

U U U

Man sieht schon auf den ersten Blick, dass Durchschnitt und Vereinigung zweier Men-
gen in folgender Beziehung stehen:

MNNCM, NCMUN.

Um ganz sicher zu sein, dass wir keinem vorschnellen Schluss erliegen, miissen wir diese
Feststellung logisch einwandfrei und liickenlos begriinden. Dazu gehen wir auf die Defini-
tion von Durchschnitt und Vereinigung zuriick: M N N ist nach Definition die Menge, die
genau aus den gemeinsamen Elementen von M und N besteht. Da folglich jedes Element
von M NN zu M und zu N gehort, gilt M NN € M und M N N € N. Weiter wissen
wir, dass M U N nach Definition diejenige Menge ist, die simtliche Elemente von M und
von N umfasst, dassalso M CT M UNund N C M N N gilt.

Aufgrund der Symmetrie der Definition in Bezug auf die beiden Mengen M und N
kommt es bei der Bildung von Vereinigung und Durchschnitt nicht auf die Reihenfolge
der beiden Mengen an: Wir erhalten stets die gleiche Menge, wenn wir M U N oder
N UM bzw. M N N oder N U M bilden,

MUN=NUM, MNN=NNOM.
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Obwohl diese als Kommutativgesetz bekannte Eigenschaft von Vereinigung und Durch-
schnitt so selbstverstiandlich aussieht, gibt es doch sehr viele andere Operationen, die
diese Eigenschaft nicht besitzen. Beispielsweise ist die Operation der Mengendifferenz
nicht kommutativ, ist es doch ein erheblicher Unterschied, ob man wie im Fall der Bil-
dung von M — N die Elemente der Menge N aus der Menge M aussondert, oder ob man
bei der Bildung von N — M die Elemente von M aus N entfernt.

Fiir Mengenoperationen gelten weitere Eigenschaften. Wir wollen als néchstes nach-
weisen, dass Vereinigung und Durchschnitt assoziativ sind, dass es also auch nicht auf
die Reihenfolge bei der Anwendung dieser Mengenoperationen ankommt. Zum Nach-
weis dieser Behauptung geniigt es, fiir jede dieser beiden Operationen die Giiltigkeit der
folgenden Beziehung fiir beliebig vorgegebene Mengen L, M, N nachzuweisen:

LUMUN)=(LUM)UN ,
LON(MNN)=(LNM)NN .

Der Nachweis der beiden Gleichungen beruht auf ganz analogen Uberlegungen. Wir
brauchen uns deshalb nur von der Giiltigkeit des ersten Faktes zu iiberzeugen. Um die
Gleichheit zweier Mengen nachzuweisen, miissen wir wieder zeigen, dass gleichzeitig
LUMUN)C (LUM)UNund(LUM)UN C LU (M UN) gilt. Sei da-
zua € LU (M U N) beliebig gewidhlt. Dann gilt nach Definition der Vereinigung
(aeLl)yv(i@e MUN)und (@ € L)V ((a € M)V (a € N)). Aufgrund der As-
soziativitit der Disjunktion ist das logisch dquivalent zu ((a € L)V (a € M)) Vv (a € N),
mithin gilt also (@ € LU M)V (a € N) und damit aucha € (L U M) U N. Ganz analog
erhilt man die zweite Enthaltenseinsbeziehung: @ € (L U M) U N heifit nach Definition
(ae LUM)V(a € N)und ((a € L)V(a € M))V(a € N). Aufgrund der Assoziativitit
der Disjunktion ist das logisch dquivalent zu (a € L) V ((a € M) Vv (a € N)), mithin gilt
also (@ € L)V (a € M U N) und damitaucha € L U (M U N).

Durch die mehrmalige Anwendung der oben bewiesenen und als Assoziativgesetz be-
kannten Beziehungen iiberzeugt man sich weiterhin leicht, dass die Vereinigung bzw. der
Durchschnitt einer endlichen Zahl vorgegebener Mengen o. B.d. A.! immer von links nach
rechts? ausgefiihrt werden kann, ohne dass damit das Gesamtergebnis beeinflusst wiirde.

Beispiel 3.10
Fiir beliebig vorgegebene Mengen A, B, C, D, E, F gilt

(AUB)U(CU(DUE)UF))=(((AUB)UC)UD)UE)UF.

'0.B.d. A. ist eine in der Mathematik hiufig benutzte Abkiirzung und steht fiir ,, ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit*. Ausgedriickt wird damit der Sachverhalt, dass die getroffene Festlegung nicht
auf die Betrachtung eines Spezialfalls fiihrt, sondern lediglich eine der moglichen Ausprigungen
des allgemeinen Falls liefert.

2 Wir hitten 0. B. d. A. eben so gut sagen konnen: ,,von rechts nach links*, oder ,,in der Mitte begin-
nend* usw.
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Tatsdchlich liefert die wiederholte Anwendung des Assoziativgesetzes

(AUB)U(CU(DUE)UF)) = ((AUB)UC)U(DUE)UF)
((AUB)UC)U(DUE))UF
(((AUB)UC)UD)UE)UF .

Sind die Mengen M und N mit Hilfe definierender Eigenschaften beschrieben, gilt also
M ={x| Ey(x)}und N = {x | Ey(x)} fiir zwei Aussageformen E);(x) und Ey (x)
tiber dem selben Universum U, dann kénnen Vereinigung, Durchschnitt und Differenz
priagnant geschrieben werden als

MUN = {x| Ey(x)V Ey(x)},
MNON ={x|Eyx)AEyx(x)},
M—-N = {x | Ey(x) /\—'EN(X)}.

Tatsdchlich wird in diesen Beziehungen der tiefe Zusammenhang zwischen logischen Ver-
kniipfungen von Aussageformen einerseits und Mengenoperationen andererseits ganz deut-
lich sichtbar: Uber die in Kap. 2 besprochenen Verkniipfungen von Aussagen und Aussage-
formen und ihren exakt festgelegten Wahrheitswertetabellen konnen Mengenoperationen
ganz formal und logisch exakt beschrieben werden. Wir werden spiter immer wieder von
diesem Zusammenhang ausgiebig Gebrauch machen, wenn wir uns z. B. liber die Beschaf-
fenheit sehr spezieller Mengen oder die Beziehungen zwischen verschiedenen, kompliziert
aufgebauten Mengen Gedanken zu machen haben. Auch zum Nachweis bestimmter Eigen-
schaften der Mengenoperationen kann dieser tiefe Zusammenhang zwischen Aussagenlo-
gik und Mengenlehre nutzbringend angewendet werden. Beispielsweise hitte es zum Nach-
weis sowohl des Assoziativ- als auch des Kommutativgesetzes fiir die beiden Mengenope-
rationen U und N geniigt, auf die entsprechenden bereits gut bekannten Eigenschaften der
korrespondierenden aussagenlogischen Operationen V und A hinzuweisen.

Zur Illustration dieses Zusammenhangs sehen wir uns zwei wichtige Rechenregeln fiir
Mengenoperationen genauer an. Zunichst untersuchen wir die Wechselwirkung von Ver-
einigung und Durchschnitt, und betrachten die Mengenverkniipfung L U (M N N), in
der gleichzeitig U und N vorkommen. Zu diesem Mengenkonstrukt korrespondiert nach
Definition die logische Aussagenverbindung p vV (g Ar)mit p : x € L,q : x € M und
r : x € N. Wendet man das Distributivgesetz fiir die logischen Konnektoren Vv und A auf
diese Aussagenverbindung an, so erhilt man

pNV@AT)=(pVg A(pVr).

Ubertragen auf die durch v und A definierten Mengenoperationen U und N erhilt man
sofort die Mengengleichheit

LUMNN)=(LUM)N(LUN),
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also ein Distributivgesetz fiir die Mengenoperationen U und M. Natiirlich liefern auch die
andere Distributivgesetze fiir aussagenlogische Verbindungen entsprechende Distributiv-
gesetze fiir Mengenverkniipfungen.

Auch die beiden deMorgan’schen Regeln

—(pAg)=(=p)V(=q) bzw. =(pVq)=(=p)A(=q)

aus dem Bereich der Aussagenverkniipfungen konnen sofort in den Bereich der Mengen
iibertragen werden, wobei wir die durch die Definition jeweils beschriebene Korrespon-
denz zwischen Negation und Komplementbildung, zwischen Disjunktion und Vereinigung
und zwischen Konjunktion und Durchschnitt ausnutzen:

(MAON)=MUN bzw. (MUN)=MNN .

Aufgrund ihrer Assoziativitit und Kommutativitit konnen die beiden Mengenoperationen
Vereinigung und Durchschnitt auch auf Mengenfamilien angewendet werden. Um jedem
aus den Schwierigkeiten mit der formalen Mengendefinition resultierenden Problem von
vornherein aus dem Weg zu gehen, betrachten wir nur Mengenfamilien, die Teilmenge
einer Potenzmenge sind.

» Definition 3.8 Sei M eine Menge und F € P(M). Die Menge
JF=x|aIN:(NeFrxeN)

hei3t Vereinigung aller Mengen aus ‘F.
Die Menge

ﬂf:{x|VN:(Nef—>xeN)}ﬂUjF

heiB3t Durchschnitt aller Mengen aus ‘F.
Das Universum der beiden verwendeten Aussageformen N € F Ax € Nund N €
F — x € N mit der freien Variablen N ist P(M).

Beispiele 3.11
(1) Sei M = N. Fir F = {{1,2,3},{3.4,5},{5,6,7},{7,8,9}} ist

| JF=11.2.3456789 ud ((F=0.

(2) Fiir G = {{1,2,3,4},{3,4,5,6}} ist
J6=11.2.3.4.5.6} und ()G=1{3.4}.
(3) Fiir H = {By, By, By, Bs,...} mit B; = {x € N | 2/ teilt x} ist

| J# =N uwnd (H ={0}.
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3.8 Produkt von Mengen

Aus dem tdglichen Leben ist uns das folgende Konstruktionsprinzip fiir Mengen gut be-
kannt: Aus der Menge {Julia, Martin} von Vornamen und der Menge {Meier, Miiller,
Schulze} von Nachnamen konnen wir die Mengen

{ (Julia, Meier), (Julia, Miiller), (Julia, Schulze) ,
(Martin, Meier), (Martin, Miiller), (Martin, Schulze) }

aller moglichen Kombinationen vollstdndiger Namen bilden. Wir haben dabei die jeweils
zusammengehorigen Vor- und Nachnamen in runde Klammern gesetzt. In jedem Fall ste-
hen die Elemente der ersten Menge, also die Vornamen, innerhalb eines Klammerpaares an
erster Stelle, und die Nachnamen, also die Elemente der zweiten Menge, an zweiter Stelle.
Abstrakt mathematisch gesprochen haben wir zu zwei vorgegebenen Mengen M und N
die Menge aller Paare (m, n) gebildet, wobei zuerst ein Element m € M steht und dann
ein Element n € N.In der Mathematik werden solche Paare (m, n) gewohnlich geordnete
Paare genannt. Um sie eindeutig zu beschreiben, miissen sowohl die beiden vorkommen-
den Elemente als auch ihre Reihenfolge angegeben werden. Zwei geordnete Paare (a, b)
und (c, d) werden nur dann als gleich angesehen, wenn die beiden erstplatzierten Elemen-
te iibereinstimmen und wenn die beiden zweitplatzierten Elemente tibereinstimmen, wenn
also a = ¢ und b = d gilt. Erinnern wir uns demgegeniiber an die Definition von Men-
gen, so spielte dort die Reihenfolge, in der die Elemente aufgezihlt wurden, keine Rolle:
Die beiden Mengen {a, b} und {c, d} sind gleich, wenn entweder ¢ = ¢ und b = d gilt
oder wenn a = d und b = c. Aufgrund dieses grundsitzlichen Unterschieds miissen wir
peinlich genau auf den Unterschied zwischen (a, b) und {a, b} achten, geordnete Paare
diirfen also keinesfalls mit Zweiermengen verwechselt werden.

» Definition 3.9 Seien M und N zwei nicht notwendig verschiedene Mengen. Dann ist
die Gesamtheit aller geordneten Paare (m,n) mit m € M und n € N eine Menge, die
(kartesisches oder direktes) Produkt von M und N genannt und mit M x N bezeichnet
wird:

MxN={m,n)|meMAarnecN}.

Fiir den Spezialfall der leeren Menge gilt also

Mx@=0, OxN=0.

Beispiele 3.12
(1) Sei A ={a,b}und B = {«a, B, y}. Dann hat das Produkt A x B von A und B
die Gestalt

Ax B ={(a.a).(@.p).(a.y). (b.a).(b. B). (b.y)} .
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(2) Seien I ={xeR|0<x<5}undJ ={y e R|0 <y < 1}zwei Mengen
reeller Zahlen. Dann besteht das Produkt / x J aus allen geordneten Paaren

IxJ={(x,y)|xel, yel}.

Wie aus dem Geometrieunterricht in der Schule bekannt, stehen derartige
Mengen I x J mit den Rechtecken der (euklidischen) Ebene in enger Bezie-
hung: Dazu wird in der Ebene zunichst ein rechtwinkliges Koordinatensystem
festgelegt. Jeder Punkt kann nun eindeutig allein mit Hilfe seiner x- und y-
Koordinaten, also tiber seine Absténde in Richtung der ersten, iiblicherweise als
x-Achse, und der zweiten, iiblicherweise als y-Achse bezeichneten Koordina-
tenachse beschrieben werden. Die Abstinde werden dabei gemessen in der mit
dem Koordinatensystem festgelegten Maleinheit. Natiirlich ist die Reihenfol-
ge der beiden Koordinaten ganz wesentlich: (2, 7) bezeichnet z. B. einen vollig
anderen Punkt als (7, 2).

Sieht man sich nun im Lichte dieser Zuordnung von Punkten und Zahlenpaaren
noch einmal die Menge I x J als Menge von Koordinatenpaaren (x, y) an,
dann beschreibt / x J genau die Menge aller Punkte eines achsenparallelen
Rechtecks mit den Seitenlingen 5 und 1.

Um den Umgang mit den Begriffen der Mengenlehre und unser abstraktes mathema-
tisch-logisches Denken weiter zu schulen, iiberlegen wir uns nun kurz, wie wir den Begriff
des geordneten Paares hitten allein in den Kategorien der uns bisher bekannten Sprache
der Mengen charakterisieren konnen. Wie bereits bemerkt, beschreiben Zweiermengen
{m,n} keine geordneten Paare. Auch der Versuch, ein geordnetes Paar iiber die Mengen-
konstruktion {{m}, {n}} zu charakterisieren, schldgt aufgrund der fiir jede Menge giiltigen
Beziehung {{m}, {n}} = {{n}, {m}} fehl. Weiter kommen wir schon mit folgender Kon-
struktion {{m}, {m,n}}. Es gilt ndmlich {{m}, {m,n}} = {{r}, {r, s}} dann und nur dann,
wennm =rundn = s.

Um nun diese Behauptung nachzuweisen — also die Aquivalenz der beiden Aussagen
{{m}, {m,n}} = {{r}, {r,s}}und m = r An = s —, gehen wir zunichst von der Annahme
aus, dass {{m}, {m,n}} = {{r}, {r, s}} gilt. Nach Definition der Gleichheit von Mengen
bedeutet das, dass entweder {m} = {r} und {m,n} = {r,s} gilt oder dass {m} = {r, s}
und {r} = {m,n}. Im ersten Fall folgt unmittelbar m = r und folglich auch n = s. Im
zweiten Fall folgtm = r = s und r = m = n, insbesondere also auchm = r undn = s.
Wir miissen nun noch die Umkehrung zeigen, also dass nur im Fall m = r undn = s auch
{{m}, {m,n}} = {{r}, {r, s}} gilt. Dies ist aber unmittelbar klar, da ausm = rundn = s
sofort {m} = {r} und {m,n} = {r, s} folgt, und damit {{m}, {m,n}} = {{r},{r,s}}.

Tatséchlich ist damit gezeigt, dass wir den Begriff des geordneten Paares (mm,7n) un-
ter alleiniger Verwendung des Mengenbegriffs hitten definieren kdnnen als Menge der
Gestalt {{m}, {m,n}}.
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Die Definition des geordneten Paares ldsst sich rekursiv leicht verallgemeinern auf ge-
ordnete Tupel mit mehr als zwei Positionen, ndmlich

my,...,m;)=((my,...,mu_1),m;) .

Auf der rechten Seite steht dabei ein gewdhnliches geordnetes Paar mit einer nicht so
gewohnlichen ersten Komponente. Diese Komponente selbst ist wieder ein geordnetes
Paar mit einer nicht so gewohnlichen ersten Komponente, und so weiter.

» Definition 3.10 Seien M;,..., M; Mengen. Das Produkt von M;,..., M, wird
durch M, x ... x M, bezeichnet und ist die Menge, die aus allen geordneten #-Tupeln
(my,...,m;)mitm; € M;,i = 1,...,t besteht,

My x---x My ={(my,....m;) |mye MyAn---Am; € M;}.

Gilt My = M, = ... = M, = M, dann schreibt man anstelle des langen Ausdrucks
M x M x ---x M kurz M", wobei M in dieser Schreibweise die leere Menge bezeich-

t-mal

net und M ' die Menge M selbst.

Beispiel 3.13

Auf dem selben Weg, wie die Punkte des zweidimensionalen Raums durch ge-
ordnete Koordinatenpaare beschrieben werden konnen, lassen sich die Punkte des
dreidimensionalen Raums durch geordnete Koordinatentripel, also durch geordnete
3-Tupel beschreiben. (x, y, z) repréasentiert dabei den Punkt im Raum, der vom Ko-
ordinatenursprung in der ersten Richtung des zu Grunde gelegten 3-dimensionalen
Koordinatensystems x MafBeinheiten, in der zweiten Richtung y und in der dritten
Richtung z Mafleinheiten entfernt ist. Nimmt man als zusitzliche vierte Koordinate
noch den Zeitpunkt der Messung hinzu, dann erhilt man ein geordnetes 4-Tupel,
das eine Beschreibung des Punktes im sogenannten Raum-Zeit-Kontinuum liefert.
Die Menge

xeR|0<x<1}x{xeR|0<x=<1}x{xeR|0<x<1}
beschreibt also einen Wiirfel mit der Seitenldnge 1, den sogenannten Einheitswiirfel.

Seine Lage im Raum ist achsenparallel zu den drei Koordinatenachsen, die linke,
vordere, untere Ecke liegt im Koordinatenursprung.

Fiir spitere Anwendungen ist die folgende Menge von erheblichem Interesse.
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» Definition 3.11 Die Vereinigung der Produktmengen M° M', ..., M", ... wird mit

M * bezeichnet,
M =M.

0<i
Beispiele 3.14
M er=yeor=Uo=0.
0<i 0<i
Q) {x}* = ()U'{X}i =0 U{x}U{(x,x)}U{(x,x,x)}U...

= {x, (x,x), (x,x,x),...}.

3.9 Weitere Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Wir wollen nun einige weitere Eigenschaften von Mengenoperationen zusammentragen,
die zeigen, dass wir vermoge der eingefiihrten Mengenoperationen mit Mengen wie mit
gewohnlichen Zahlen rechnen konnen. Natiirlich werden sich die dabei zu beachtenden
GesetzmiBigkeiten und Rechenregeln etwas von denen der Rechenregeln fiir Zahlen un-
terscheiden, insgesamt jedoch ist es gerechtfertigt, von einer Algebra der Mengen zu
sprechen. Das Beispiel der Mengen ist dabei paradigmatisch. Tatsidchlich haben die viel-
faltigen Erfolge von Mathematik und Informatik in den unterschiedlichen Anwendungen
in Technik und Wissenschaft ihre Ursache immer in dem Vermdgen, die betrachteten Ge-
genstinde berechenbar, also der Bearbeitung mit formalen Rechen-, Umformungs- und
Vereinfachungsregeln zugénglich zu machen.

Eine reiche Quelle von interessanten und wichtigen Rechenregeln fiir Mengenoperatio-
nen bietet der Fundus an logischen Aquivalenzen fiir Aussagen und Aussageformen aus
Kap. 2. Aufgrund des engen Zusammenhangs zwischen der Aussagenlogik und der Men-
genlehre konnen wir diese Aquivalenzen sofort in die Welt der Mengen iibertragen, da die
Mengenoperationen mit Hilfe aussagenlogischer Verkniipfungen definiert sind. Wie be-
reits diskutiert, liefert die Eigenschaft der Kommutativitit von A, also die Giiltigkeit der
Regel

(png) = (@APp),

beispielsweise sofort die Kommutativitit der Durchschnittsbildung von Mengen:
ANB=BNA.
Tatsdchlich gilt ndmlich nach Definition von N

xeANB =xeAAxeB.
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Da die Aussagen x € A Ax € Bund x € B A x € A aufgrund der Kommutativitit
von A logisch dquivalent sind,

Vx:(x€e AAx€B) =Vx:(xeBAxeA),

folgt
ANB=BNA.

Die auf den nachfolgend aufgefiihrten Mengengleichheiten basierenden Rechenregeln
konnen vermdge ganz analoger Uberlegungen bewiesen werden. Zur Schulung der Fihig-
keit, streng logisch mathematische Beweise zu fiihren, sei dem Leser dringend empfohlen,
jede einzelne der folgenden Gleichheiten auf die ihr zu Grunde liegende aussagenlogische
Tautologie zuriickzufiihren.

Kommutativitit: ANB = BnNnA
AUB = BuA
Assoziativitit: ANBNC) = (ANnB)NC
AUBUC) = (AuB)UC
Distributivitt: AN(BUC) =ANBUMANC)
AUBNC) =(AUB)NAUC)
AXx(BUC) =AxB)UuAxC)
Ax(BNC) =(AxB)NAxC)
(AxB)N(CxD)y=(ANC)x(BND)
Idempotenz: ANA = A
AUA A
Doppelnegation: (IT) = A
deMorgans Regeln: (AN B) = AUB
(AU B) = ANB
Absorption: ANB = A,fallsACB
AUB = B.,fallsACB.



Mathematisches Beweisen

Zusammenfassung

Um sich und andere gesichert von der Allgemeingiiltigkeit einer Beobachtung zu tiber-
zeugen, fiilhrt man in der Mathematik Beweise. Wir machen uns grundlegende Ge-
danken zum Beweisen, damit wir im folgenden Kapitel erste einfache Beweise fiihren
konnen.

In den beiden vorangegangenen Kapiteln standen wir wiederholt vor der Situation, uns
von der Giiltigkeit getroffener Feststellungen iiberzeugen zu miissen. Wihrend sich einige
dieser Feststellungen ganz offensichtlich und unmittelbar aus den eingefiihrten Begriffs-
bildungen folgern lieBen, bedurfte es bei anderen weiterreichenderer und tiefsinnigerer
Argumentationen. Tatsdchlich ist die Art, wie mit Behauptungen und Feststellungen um-
gegangen wird, ein einmaliges Charakteristikum der Mathematik und der ihr verwandten
Gebiete der Informatik. Schliisselworte fiir das hier an den Tag gelegte Herangehen sind
Formalisierung und (mathematischer) Beweis. Ohne Ubertreibung kann die Mathematik
als die Wissenschaft des strengen Beweises angesehen werden. Griinden sich namlich in
anderen Gebieten Theorien auf Erfahrungen oder Lehrmeinungen, Beobachtungen oder
Wabhrscheinlichkeiten, so gilt in der Mathematik eine Behauptung nur dann als richtig,
wenn man sie ,,.beweisen kann, wenn ihre Richtigkeit also mit Hilfe eines mathemati-
schen Beweises nachweisbar ist. Im folgenden Kapitel wollen wir deshalb einige grund-
sitzliche Bemerkungen zum Phénomen des mathematischen Beweises machen und uns
tiber die an ihn gestellten Anspriiche klar werden. Einzelne Beweistechniken werden dann
spéter in gesonderten Kapiteln vorgestellt und besprochen.

Ein mathematischer Beweis erfiillt gleichzeitig verschiedene Zwecke: Zunéchst ermog-
licht er immer wieder jedem Interessenten die vollstindig(st)e Uberpriifung und Beurtei-
lung eines in Frage stehenden Sachverhalts. Er unterliegt dabei selbst einer dauernden
Kritik, hilft Irrtiimer und Unklarheiten auszurdumen und gibt Anlass zur andauernden
Neubewertung eines Sachverhalts. Ein Beweis macht es jedem Studenten méglich, sich
eigenstindig ein addquates Bild des untersuchten Sachverhaltes zu erarbeiten und so bis
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ins Zentrum der mathematischen Forschung vorzudringen. Oft fiihrt erst der Beweis zur
vollen Einsicht und einem vertieften Verstindnis der gewohnlich sehr kurz und mit &du-
Berster Prizision formulierten mathematischen Aussagen und Sachverhalte, indem er zum
Kern der Sache vorst6t und die inneren Zusammenhénge aufdeckt. Der Beweis macht die
Hintergriinde fiir die Giiltigkeit eines Sachverhaltes transparent, zeigt dessen Grenzen auf
und gibt Anregungen fiir mogliche Verallgemeinerungen. Das mathematische Beweisen
setzt so die kreativen mathematischen Kréfte frei, ermoglicht den virtuosen Umgang mit
der untersuchten Materie und legt mathematische Neuschopfungen nahe. Kein Wunder
also, dass viele Mathematikvorlesungen und -biicher lediglich aus einer reinen Aneinan-
derreihung von Sitzen und Beweisen bestehen.

Nach dieser langen Vorrede, die zumindest klar machen sollte, dass es unméglich ist,
ein tieferes Verstindnis fiir mathematische Sachverhalte — sie werden iiblicherweise als
mathematische Sdtze oder Theoreme ausgesprochen — zu erlangen, ohne die Fahigkeit zum
Lesen und eigenstindigen Finden von mathematischen Beweisen, wollen wir anhand eines
konkreten Beispiels sehen, was ein Beweis ist, wie er funktioniert und was er bezweckt.
Wir schauen uns dazu die folgende kleine Behauptung aus der Theorie der Teilbarkeit
natiirlicher Zahlen an:

> Satz4. Sei p > 5 eine Primzahl. Dann ist die Zahl z = p? — 1 stets durch 24 teilbar.

Mit Hilfe eines Taschenrechners kann man schnell zeigen, dass diese Behauptung
z.B. fiir die Primzahlen p = 5,7,11, 13,17 giiltig ist. Hat man mehr Zeit und probiert
grofere Primzahlen aus, dann wird sich an dieser Feststellung nichts dndern. Man kénn-
te diese Einzelbeobachtungen — in anderen Wissenschaften ist das ein durchaus iibliches
Vorgehen — zum Anlass nehmen, die Teilbarkeit von z = p? — 1 durch 24 deshalb als
feststehende und giiltige Tatsache anzusehen. In der Mathematik jedoch ist ein solches
Vorgehen absolut unzuléssig: Da unsere Behauptung Giiltigkeit fiir alle Primzahlen be-
ansprucht, wire sie bereits mit der Existenz nur eines einzigen Gegenbeispiels hinfillig.
Tatsdchlich ist die Strategie des Experimentierens und Ausprobierens von vornherein zum
Scheitern verurteilt, da es unendlich viele Primzahlen gibt. Wie lang unser (endliches) Le-
ben auch ist, durch Ausprobieren konnen wir die Behauptung mit Sicherheit nur fiir eine
endliche Zahl von Primzahlen bestitigen und deshalb prinzipiell nicht ausschlieen, dass
es nicht doch eine sehr, sehr grole Primzahl gibt, auf die wir beim Probieren nur noch
nicht gestoB3en sind, fiir die die Behauptung nicht zutrifft.

Wir sind trotzdem sicher, dass die obige Behauptung fiir alle Primzahlen giiltig ist.
Diese Sicherheit leitet sich aus der Existenz eines mathematischen Beweises her, der ver-
moge strenger logischer Schlussregeln die behauptete Eigenschaft als Konsequenz bereits
frither bewiesener mathematischer Sitze, Definitionen oder einigen wenigen Axiomen —
das sind offensichtlich giiltige ,,letzte* Tatsachen — erscheinen lisst.

Beweis Aufgrund der Giiltigkeit der binomischen Sitze kénnen wir z = p? — 1 zerlegen
in

pPP-l=(p-D-(p+1).
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Zunichst stellen wir fest, dass (p — 1), p und (p + 1) drei aufeinander folgende natiirliche
Zahlen sind. Da von drei aufeinander folgenden Zahlen stets eine durch 3 teilbar ist, und
da p als Primzahl groBer 3 selbst nicht durch 3 teilbar ist, muss entweder (p — 1) oder
(p + 1) durch 3 teilbar sein.

Weiter ist p als Primzahl groer 5 mit Sicherheit eine ungerade Zahl — sie wire sonst
durch 2 teilbar und keine Primzahl. Folglich sind sowohl (p — 1) als auch (p + 1) beides
gerade, also durch 2 teilbare Zahlen. Da eine von zwei aufeinander folgenden geraden
Zahlen durch 4 teilbar ist, muss entweder (p — 1) oder (p + 1) zusitzlich auch durch 4
teilbar sein.

Insgesamt ist also von den beiden Teilern (p — 1) und (p + 1) von z einer durch 3, einer
durch 2 und der andere durch 4 teilbar. Damit ist z als Produkt von (p — 1) und (p + 1)
wie behauptet durch 24 = 2. 3 - 4 teilbar. |

Konzentrieren wir uns nach der inhaltlichen Auseinandersetzung — der anfinglich un-
intuitive und willkiirlich erscheinende, pedantische Gedankengang entpuppt sich nach
Durchlaufen eines gedanklichen Erkenntnisprozesses als strahlende und unumstéBliche
Wahrheit — auf die formale Struktur dieses einfachen Beweises: Unter Ausnutzung der be-
reits frither bewiesenen binomischen Formel wird die in Frage stehende Zahl umgeformt,
so dass die Anwendung einer Reihe weiterer, bereits frither bewiesener zahlentheoreti-
scher Sitze (z. B. ,,Von drei aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen ist stets genau eine
durch 3 teilbar.*) moglich wird. Die dabei zusammengetragenen Fakten werden einzeln
ausgewertet und vermoge der in Kap. 2 vorgestellten logischen Schlussregeln zu kom-
plexeren Aussagen kombiniert (z. B. ,.Ist z gleichzeitig durch 2 und durch 3 teilbar, dann
auch durch 6.%).

Schauen wir uns den Prozess des logischen Schlussfolgerns kurz an: Ein Theorem ver-
kniipft gewohnlich zwei Aussagen A und B in Form einer Implikation

Wenn A, dann B*.

Den einzelnen Beweisschritten muss als logische Inferenzregel jeweils eine Tautologie
zu Grunde liegen, also eine Aussagenverkniipfung, die unabhingig vom Wahrheitswert
der einzelnen Aussagen insgesamt stets wahr ist (vgl. Kap. 2). Besonders hiufig ist das
die folgende, unter dem Namen modus ponens bekannte Tautologie

(pA(p—>q)—q.

Sie besagt, dass aus der Giiltigkeit von p und der Giiltigkeit der Implikation p — ¢ stets
die Giiltigkeit von g gefolgert werden kann. Ein Beweis auf der Basis der Inferenzregel
des modus ponens geht also zunichst von der Richtigkeit der Voraussetzung A aus und
zeigt im ersten Beweisschritt die Giiltigkeit einer geeigneten Implikation A — p;. Gemif
modus ponens ergibt sich daraus die Giiltigkeit der Aussage p;. Der nichste Beweisschritt
liefert iiber den Nachweis der Giiltigkeit einer Implikation p; — p, die Giiltigkeit von
p2. Ist im i-ten Schritt dann die Giiltigkeit von p; und von p; — p;4; ermittelt, dann
liefert der modus ponens die Giiltigkeit von p;;;. Der Beweis ist schlieBlich erbracht,
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wenn fiir eine dieser giiltigen Aussagen p; die Giiltigkeit der Implikation p; — B gezeigt
und damit die Giiltigkeit von B selbst nachgewiesen werden kann.

Alle im Beweis angewandten und ausgenutzten Tatsachen und Sétze miissen ihrer-
seits vollstidndig bewiesen sein. Diese fiir das mathematische Beweisen charakteristischen
Riickverweise konnen natiirlich nicht beliebig ins Unendliche fortgesetzt werden, sondern
miissen — wie schon bemerkt — bei Definitionen und Axiomen enden. Wihrend Defini-
tionen dabei lediglich exakte und unmissverstindliche sprachliche Begriffsbestimmungen
sind, handelt es sich bei den Axiomen um Tatsachen, deren Giiltigkeit nicht weiter in Fra-
ge gestellt wird, die also ohne Beweis akzeptiert werden. Es ist dabei klar, dass man jede
mathematische Theorie auf eine moglichst geringe Zahl einsichtiger Axiome zu stiitzen
sucht.

Die Wahrheit eines mathematischen Satzes wird also stets nur in Bezug auf ein vor-
gegebenes Axiomensystem bewiesen. Kein (guter) Mathematiker wird deshalb einen ma-
thematischen Sachverhalt als absolute Wahrheit ansehen, sondern stets die Relativierung
vornehmen, dass der Satz ,,nur in Bezug auf das zu Grunde liegende Axiomensystem
wabhr ist. Diese Vorsicht im Umgang mit ihren Wahrheiten macht die Mathematik im Ver-
gleich zu anderen Disziplinen oder Ideologien sehr sympathisch und ist die Ursache fiir
ihr hohes Ansehen in der Wissenschaft.

Um im Rahmen der hier gebotenen Kiirze zumindest eine vage Vorstellung von einem
Axiomensystem zu geben, stellen wir kurz das Peano’sche Axiomensystem der natiirli-
chen Zahlen vor. Wir werden es spéter brauchen, um die Wirkungsweise der wichtigen
und erfolgreichen Beweistechnik der vollstindigen Induktion zu verstehen.

Beispiel 4.1
Peano’sche Axiome der natiirlichen Zahlen:

1. Axiom: 0 ist eine natiirliche Zahl.

2. Axiom: Jede natiirliche Zahl n hat einen Nachfolger S(n).

3. Axiom: Aus S(n) = S(m) folgtn = m.

4. Axiom: 0 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

5. Axiom: Jede Menge X, die 0 und mit jeder natiirlichen Zahl n auch deren Nach-
folger S(n) enthilt, umfasst alle natiirlichen Zahlen.

Tatsédchlich hat sich iiber die letzten Jahrhunderte eine feste Kultur des mathematischen
Beweises herausgebildet: Zunichst wird der zu beweisende Sachverhalt als Theorem oder
Satz formuliert. Handelt es sich dabei um einen Sachverhalt, der iiberhaupt nur in Zusam-
menhang mit einem tibergreifenden Sachverhalt Bedeutung besitzt, dann wird von einem
Lemma oder Hilfssatz gesprochen. Kleine Schlussfolgerungen aus Theoremen und Sétzen
werden Korollar genannt.

Um einen Beweis eigenstindig nachvollziehbar zu machen, werden alle im Beweis ver-
wendeten Bezeichnungen und Namen eindeutig erklért und nur solche Sitze und Hilfssét-
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ze angefiihrt, die bereits an friiherer Stelle bewiesen sind. Beweise sollten in vollstindigen
umgangssprachlichen Sitzen gefiihrt werden, Kommentare zur Erlduterung der einzelnen
Schliisse sind erwiinscht. Der Detaillierungsgrad der Erkldrungen sollte dem Kenntnis-
stand der Leser des Beweises angepasst sein. Weder langschweifige und umsténdliche
Erkldrungen noch kaum nachzuvollziehende Gedankensplitter fordern das Verstidndnis ei-
nes Beweises, der letztlich vom Leser selbst gedanklich nachvollzogen werden muss. Der
Beweisgang wird abgeschlossen mit den Worten ,,. . ., was zu beweisen war“ bzw. mit den
lateinischen Worten ,,quod erat demonstrandum* — abgekiirzt ,,q. e. d. — oder mit einem
Symbol — wir nehmen dafiir zum Beispiel B.
Typische Fehler beim Beweisen sind:

unzuldssiges Argumentieren mit Beispielen,

Verwendung gleicher Symbole zur Bezeichnung verschiedener Dinge,

Hantieren mit nicht exakt oder widerspriichlich definierten Begriffsbildungen,
unzulédssige Gedankenspriinge beim Schlussfolgern und

Ausnutzung von bis dahin noch unbewiesenen Behauptungen zur Begriindung von ein-
zelnen Beweisschritten.



Relationen

Zusammenfassung

Beziehungen zwischen Objekten spielen im realen Leben eine grofe Rolle. Mathema-
tisch lassen sie sich mit Hilfe spezieller Mengen — den so genannten Relationen —
gut beschreiben. Vermittels dieser Mengenbeschreibung konnen Eigenschaften von
Relationen untersucht werden, und es kann mit Relationen gerechnet werden (Invertie-
rung, Komposition, usw.). Mit Hilfe spezieller Typen von Relationen (Aquivalenzrela-
tion, Halbordnungsrelation) lassen sich die aus dem Bereich der Zahlen gut bekannten
Gleichheits- und Ordnungsrelationen auf beliebige Objekte verallgemeinern.

5.1 Definition und erste Beispiele

Elemente einer Menge oder Elemente verschiedener Mengen stehen oft in bestimmten
Beziehungen zueinander: Besucher einer Vorlesung kdnnen miteinander befreundet sein
oder eine weitere Vorlesung beim gleichen Professor horen, Gemilde einer Galerie kon-
nen vom gleichen Wert sein oder vom selben Maler stammen, Dreiecke in einer Ebene
konnen dhnlich sein oder gemeinsame Punkte enthalten, ganze Zahlen konnen bei Divi-
sion durch 7 den gleichen Rest lassen, usw. Mathematisch beschreiben lassen sich solche
Beziehungen mit Hilfe des Begriffs der Relation, dem eine dhnlich grundlegende Bedeu-
tung in der Mathematik und ihren Anwendungen zukommt wie dem Begriff der Menge
oder dem Begriff der logischen Aussage.

Das mathematische Konzept, in das sich der Begriff der Relation einfiigen ldsst, hatten
wir bereits kennen gelernt, als wir in Kap. 4 die Produktbildung von Mengen besprochen
hatten. Tatsichlich lassen sich Relationen nimlich als Teilmengen solcher Produktmengen
charakterisieren.
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Um das einzusehen, betrachten wir ein kleines Beispiel:

A = {Martin, Philipp, Louis} sei die Menge der Programmierer in einer Firma und
B = {C++, JAVA, COBOL} sei die Menge der von ihnen beherrschten Programmier-
sprachen.

Martin beherrscht C++ und JAVA, Philipp und Louis sind COBOL-Programmierer. Um
die Relation, welcher Mitarbeiter welche Programmiersprache beherrscht, tibersichtlich
darstellen und dadurch effizienter anderen Anwendungen (z. B. Arbeitsplanung, Service-
Hotline, Urlaubs- und Vertretungsplanung, usw.) zugianglich machen zu kénnen, bezeich-
nen wir sie kurz mit einem GroBbuchstaben R und schreiben ,,Name R Programmier-
sprache® anstelle von ,,Der Programmierer Name beherrscht die Programmiersprache*
und ,,Name (—R) Programmiersprache* sonst. Mit dieser Darstellung beschreiben wir die
oben angefiihrten Programmierer und die von ihnen beherrschten Programmiersprachen
wie folgt.

Martin R C++
Martin R JAVA
Philipp R COBOL
Louis R COBOL

und
Martin (—R) COBOL

Philipp (—R) C++

Philipp (—R) JAVA

Louis (—R) C++

Louis (—R) JAVA.
Man {iiberpriift leicht, dass diese Auflistung eine vollstindige Beschreibung der betrach-
teten Relation gibt: Uber jede mogliche Kombination Martin — C++, Martin — JAVA,
Martin — COBOL, Philipp — C++, Philipp — JAVA, Philipp — COBOL, Louis — C++,
Louis — JAVA, Louis — COBOL von Programmierer zu Programmiersprache wird Aus-
kunft gegeben, indem fiir jede der theoretischen Kombinationsmoglichkeiten mitgeteilt
wird, ob die Paarung zur Relation gehort oder nicht. Bedenkt man nun, dass die Auflis-
tung sdmtlicher Kombinationsméglichkeiten von Programmierer zu Programmiersprache
genau aus allen Elementen der Produktmenge A x B der Menge A der Programmierer und
der Menge B der von ihnen beherrschten Programmiersprachen besteht,

Ax B ={(a,b)lae A N be B},
dann kann die betrachtete Relation R als Teilmenge
R = {(Martin, C++), (Martin, JAVA), (Philipp, COBOL), (Louis, COBOL)}

von A x B verstanden werden.
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Nachdem wir gesehen haben, dass Relationen als Teilmengen von Mengenprodukten
gefasst werden konnen, liegt es nahe zu fragen, ob umgekehrt auch jede Teilmenge eines
Mengenprodukts eine Relation liefert. Um diese Frage zu kldren, erinnern wir uns daran,
wie Teilmengen definiert sind: Jede Teilmenge M eines Universums U kann beschrieben
werden mit Hilfe einer Aussageform E(x) iiber U:

x €M = E(x)istwahr.
Angewandt auf eine Teilmenge M eines Mengenprodukts A x B heil3t das
(a,b) e M = E(a,b)ist wahr .

Ist nun eine beliebige Teilmenge M eines Mengenprodukts A x B vermittels einer Aussa-
geform gegeben, dann ldsst sich sofort eine Relation Ry, zwischen A und B definieren, die
genau die Elemente @ € A und b € B zueinander in Beziehung setzt, fiir die die Aussa-
geform E(a, b) wahr ist. Relationen und Teilmengen eines Mengenprodukts entsprechen
sich also eindeutig.

» Definition 5.1 Seien A und B zwei beliebige Mengen. Eine (bindire) Relation R zwi-
schen den Mengen A und B ist eine Teilmenge der Produktmenge A x B,

RC AxB.

Anstelle (x, y) € R schreibt man oft R(x, y) oder xRy und sagt: ,,x steht in Relation R
zu y“. (x,y) ¢ R wird auch bezeichnet durch x(—R)y.

Natiirlich ist auch die Betrachtung von Relationen zwischen mehr als zwei Elementen
von grofem Interesse. Mathematisch lassen sich solche Relationen ganz analog erfassen:
Anstelle lediglich Teilmengen eines aus zwei Mengen gebildeten Produktes zu betrachten,
werden hier Teilmengen von Produkten von drei oder mehr Mengen betrachtet. Beispiels-
weise ist eine dreistellige Relation, also eine Relation, die drei Elemente zueinander in
Beziehung setzt, formal fassbar als Teilmenge eines aus drei Mengen gebildeten Men-
genprodukts. Aus Platzgriinden werden wir uns aber im folgenden lediglich mit bindren
Relationen befassen, also mit Relationen zwischen zwei Elementen. Wir werden diese
kurz Relationen nennen, ohne Verwechslungen befiirchten zu miissen.

Ist R eine Relation zwischen den Mengen A und B und gilt A = B, dann heiit R Re-
lation iiber A. Die nachfolgend aufgelisteten Relationen existieren iiber jeder beliebigen
Menge A:

Beispiele 5.1
(1) Die Nullrelation R = 0.
(2) Die Allrelation R = A x A.
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3)

Die Gleichheitsrelation R = {(x,x) | x € A}. Die Gleichheitsrelation ist
identisch mit der als Diagonale bezeichneten Menge Ay = {(a,a) |a € A} C
A x A. Sie wird auch Identitdtsrelation Ay (Identitdtsrelation) von A genannt
und durch id 4 bezeichnet.

Die nachfolgenden Beispiele geben einen ersten Eindruck von der Universalitit des
Relationenbegriffs, die diesem Konzept seine selbststindige und grundlegende Bedeutung
fiir die Mathematik gibt.

Beispiele 5.2

ey

@

3)

“)

®)

Sei A die Menge aller Zeichenketten der Liange 5 tiber dem zweibuchstabigen
Alphabet ¥ = {x, y}. Fiir die Relation

R={(s,t) e Ax A |
erster Buchstabe von ¢ und letzter von s stimmen iiberein}

gilt zum Beispiel xxxyy R yyxxx, Xyyyy R yyxyx, yxyxx (—R) yxyyy und
XXyXy R yyxxy, yyyyy (—R) XXXXX.

Sei A = {Eier, Milch, Honig} und B = {Huhn, Kuh, Biene}. Die Beziehung
erzeugt von* definiert die Relation

R = {(Eier, Huhn), (Milch, Kuh), (Honig, Biene)} .

Sei A die Menge aller Staaten der Erde. Dann definiert die Beziehung ,ha-
ben eine gemeinsame Grenze* eine Relation R. Fiir diese Relation gilt z. B.
(Deutschland, Luxemburg) € R, (Deutschland, Polen) € R aber (Luxemburg,
Polen) ¢ R.
A sei die Menge aller Geraden g, und B die Menge aller Ebenen E im euklidi-
schen Raum.

R ={(g,E) € Ax B | gistparallel zu E}

definiert eine Relation zwischen Geraden und Ebenen eines euklidischen
Raums und heilt Parallelitiitsrelation. Anstelle von (g, E) € R schreibt man
héufig kurz g|| E.

Sei A = {1,2} und B = {1, 2, 3}. Fiir die Relation

R ={(a,b) € Ax B | a— b ist gerade}

gil 1R1,1 R3,2R2und 1 (=R) 2,2 (=R) 1,2 (=R) 3.
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(6) Sei A =B =R.
R = {(a,b) € R? | a ist kleiner als b}
definiert eine Relation iiber den reellen Zahlen, die die natiirliche Grofienord-
nungsrelation iiber R genannt wird. Anstelle von (a,b) € R schreibt man
iiblicherweise kurz a < b.
(7) SeiA =B =N.
R ={(a,b) e N? | a = b?}
definiert eine Relation tiber den natiirlichen Zahlen, die eine Quadratzahl ¢ mit
ihrer Quadratwurzel verkniipft. Es gilt z.B. 4 R 2,25 R 5 aber 3 (—R) 4.
(8) Sei A =B =17-—{0}.

R = {(a,b) € (Z —{0})* | a ist Teiler von b}

definiert die als Teilbarkeitsrelation bekannte Relation iiber den ganzen Zahlen.
Anstelle von (a,b) € R schreibt man iiblicherweise kurz a|b. Beispielsweise
gilt 6 | 24,13 | 26 aber 7 4 13, wobei t eine abkiirzende Schreibweise fiir (— |)
ist.

Zur graphischen Darstellung von Relationen R € A x B gibt es verschiedene Mog-
lichkeiten. Die wohl gebréuchlichste, als Relationsgraph bekannte Form geht von einer

Reprisentation der Elemente von 4 und B als Punkte in der Ebene aus (oft gezeichnet in-
nerhalb von zwei verschiedenen, kreisihnlichen Gebilden). Stehennuna € Aund b € B
in Relation R, gilt also a Rb, dann wird ein Pfeil von a nach b gezeichnet. (Da es auf die
Positionen der beiden in Relation stehenden Elemente ankommt, geniigt es nicht, ledig-
lich eine einfache Verbindungskante zwischen a und b zu zeichnen, da unklar bliebe, ob
RCAxBoderRC BxA)

Beispiel 5.3
Graphische Darstellung der Relation aus Beispiel 5.2 (2)
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5.2 Operationen auf Relationen

Da es sich bei Relationen um spezielle Mengen handelt, konnen wir sofort sémtliche Kon-
zepte aus der Mengenlehre wie z. B. Gleichheit oder Teilmengenbeziehung auf Relationen
tibertragen: Zwei Relationen R, S sind gleich, wenn sie als Mengen gleich sind. Die Re-
lation R umfasst die Relation S, wenn R 2 § gilt. S heifit dann auch Teilrelation von R
oder in R enthalten. Weiter ist sofort klar, wie das Komplement — R einer Relation R, die
Vereinigung R U S und der Durchschnitt R N S von zwei Relationen R und S definiert
sind. Formal logisch aufgeschrieben gilt fiir zwei Relationen R, S € A x B zwischen A
und B:

R=S = V(x,y) € AXxB:(xRy < xSy)
RCS = VY(x,y)€ Ax B:(xRy - xSy)
x(—R)y = V(x,y) € Ax B :x(—R)y < —(xRy)
x(RUS)y = V(x,y)eAxB:(xRyvxSy)
x(RNS)y = V(x,y)e AxB:(xRy AxSy)

Neben diesen fiir jede Menge definierten Operationen gibt es noch einige speziell fiir
Relationen definierte Operationen. Wir fithren zunichst die Inversenbildung einer Relation
ein.

» Definition 5.2 Sei R € A x B eine Relation zwischen A und B. Die inverse Relation
R 'zu R, R™! C B x A, ist als Relation zwischen B und A definiert durch

R'={(y.x)e BxA | (x,y) € R}.

Beispiel 5.4
Ist R die Relation R = {(x,y) € Z x N | x> = y}. Dann ist

R ={(y,x) eNxZ|y=x%.

Um den Rollenwechsel von x und y zu verdeutlichen, haben wir zunéchst auch
die Stellung von x und y vertauscht. Gewohnlich wird jedoch die Variable in der
ersten Position mit dem Buchstaben x und die in der zweiten mit y bezeichnet. R™!
schreibt sich dann als

R ={(xy») eNxXZ | x=y%.

Eine weitere speziell fiir Relationen definierte Operation ist das so genannte innere
Produkt zweier Relationen. Obwohl diese Operation nicht mit dem Mengenprodukt ver-
wechselt werden darf, werden wir wieder kurz vom Produkt von Relationen sprechen,
solange keine Verwechslungen zu befiirchten sind.
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» Definition 5.3 Sei R eine Relation zwischen 4 und B und S eine Relation zwischen
C und D. Das innere Produkt R ® S von R und S ist eine Relation zwischen A x C und
B x D, die definiert ist als

R®S ={((a,c),(b,d)) e (AxC)x(BxD)|aRbAcSd}.
Beispiel 5.5

Sei R die GroBenordnungsrelation auf R, R = {(a,¢) e Rx R | a < ¢} und sei S
die inverse Relation von R, S = R~!. Dann gilt

R®S ={((a,b),(c,d) eR2xR2 |a<cArb>d}.

SchlieBlich spielt die Komposition von Relationen eine auflerordentlich wichtige Rolle.

» Definition 5.4 Sei R eine Relation zwischen A und B, und sei S eine Relation zwi-
schen B und C. Die Komposition R o S von R und S ist eine Relation zwischen A und
C, fiir die gilt:

RoS ={(a,c)e AxC |3be B:aRbAbSc}.

Beispiel 5.6
Seien R und S die folgenden beiden Relationen iiber Z:

R={(x,y)€Z® | x|y} und
S={0.2)eZ | 2|y +2)}.

Dann gilt

RoS = {(x.2)eZ?|3y: x|y A 2|(y +2)}

= {(x,z) € Z* | x ist ungerade oder z ist gerade} .

Um das einzusehen, machen wir eine Fallunterscheidung und betrachten zunéchst
ein beliebiges ungerades x. Da offenbar x|x und x|2x, gilt xRx und xR2x. x steht
nach Definition der Komposition mit einem z in Relation R o S, wenn es ein y
gibt mit xRy und ySz. Ist nun z gerade, dann liefert y = 2x ein Element, fiir das
2|y + z = 2x + z und damit x (R o §)z gilt. Ist z ungerade, dann liefert y = x ein
Element, fiir das 2|y + z = x + z und damit x (R o )z gilt.
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Ist x nicht ungerade, also eine gerade Zahl, dann sind samtliche mit x in Relation
R stehenden Elemente notwendigerweise gerade. Wie auch immer wir ein y wéhlen
mit xRy, y ist stets gerade. Aufgrund der Definition von S muss jedes z, das zu
einem solchen geraden y in Relation steht, zwingend selbst gerade sein.

Es bleibt nun noch zu iiberlegen, ob tatsdchlich auch jedes gerade z mit einem
x in Relation R o S steht. Wir betrachten dazu ein beliebiges gerades x und setzen
wieder y = x. Da sowohl y als auch z gerade sind, gilt 2|y + z = x + z und damit
ySz,also x(Ro S)z.

Zwischen Operationen auf Relationen gibt es eine ganze Reihe grundlegender Zusam-
menhénge. Wir formulieren diese Zusammenhinge in Form mathematischer Sétze und
tiberzeugen uns von der Giiltigkeit dieser Sitze jeweils mit Hilfe eines mathematischen
Beweises. Um die Sitze durchsichtiger und leichter fassbar zu machen, beschrinken wir
die Aussagen von vornherein auf Relationen iiber einer Menge. Dem Leser sei zur Ubung
empfohlen, die einzelnen Aussagen soweit als moglich ohne diese Einschrinkung zu for-
mulieren und zu beweisen.

» Satz5.1 Sei A eine beliebige Menge, und seien R und S Relationen iiber A. Dann gilt:
(RUS)'=R1'ust.

Beweis Im Hinblick auf die Definition der Gleichheit von Relationen sind die einzelnen
Aussagen des Theorems Behauptungen iiber die Gleichheit bestimmter Mengen. Wie man
solche Behauptungen nachweist, ist bereits gut bekannt: Es ist zu zeigen, dass jedes Paar
(x,y) € A2, das zu der einen Menge gehort, auch Element der anderen Menge ist und
umgekehrt.

Sei (x,y) € (RU S)~'. GemiB den Definitionen der inversen Relation und der Verei-
nigung von Relationen bedeutet das (y,x) € (R U S), also (y,x) € R oder (y,x) € S.
Die nochmalige Anwendung beider Definitionen ergibt (x, y) € R~! oder (x,y) € S~1,
also (x,y) e R-Tu S~

Sei nun umgekehrt (x, y) € R~' U S~!. Da sich jeder einzelne Schritt der Schlusskette
des letzten Absatzes umkehren lisst, folgt daraus (x, y) € (R U S)~! und die behauptete
Mengengleichheit ist bewiesen. |

> Satz5.2 Sei A eine beliebige Menge, und seien R und S Relationen iiber A. Dann gilt:
(RNS)y'=R'nst.

Beweis Der Beweis kann vollkommen analog zum Beweis von Satz 5.1 gefiihrt werden.
Anstelle der Definition von U muss hier lediglich mit der Definition von N gearbeitet
werden. ]
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> Satz5.3 Sei A eine beliebige Menge, und seien R und S Relationen iiber A. Dann gilt:
(RoS)'=8"ToR™".

Beweis Sei (x,y) € (R o S)~! und folglich (y,x) € (R o S). Dann existiert ein z € A4
mit (y,z) € R und (z,x) € S. Daraus folgt weiter (z,y) € R™! und (x,z) € S~
Zur Vorbereitung des nichsten Schrittes vertauschen wir diese beiden Feststellungen und
erhalten (x,z) € S~'und (z,y) € R™!, und damit (x,y) € S~' o R71.

In obiger Schlusskette ist jede Folgerung auch in umgekehrter Richtung giiltig. Liest
man nun die Argumente in umgekehrter Reihenfolge, dann erhilt man einen Beweis, dass
aus (x,y) € S~ o R™! folgt (x,y) € (Ro S)7!. ]

> Satz5.4 Sei A eine beliebige Menge, und seien R, S und 7" Relationen iiber A. Dann
gilt:

1) (RNS)oT C(RoT)N(SoT),
2) To(RNS)C(ToR)N(T o),
3) (RUS)oT =(RoT)U(SoT),
4) To(RUS)=(ToR)U(ToS).

Beweis (1) Wir haben hier lediglich eine Teilmengenbeziehung zu beweisen. Sei also
(x,y) € (RN S) o T. Unter Beachtung der Definition von o und N erhalten wir die Aus-
sage: ,,Es existiertein z € A mit (x,z) € RNS und (z, y) € T*. Diese Aussage impliziert
zwei gleichzeitig giiltige, jeweils etwas abgeschwichte Aussagen (vgl. Tautologieregeln
aus Kap. 2), ndmlich: ,Es existiert ein z € A mit (x,z) € Rund (z,y) € T und ,,Es
existiert ein z € A mit (x,z) € S und (z, y) € T*“. Wieder unter Ausnutzung der Defini-
tion der Komposition o und der Konjunktion A lésst sich das schreiben als (x, y) € RoT
und (x,y) € SoT bzw. als (x,y) e RoT NSoT.

(2)—(4) lasst sich in ganz analoger Weise zeigen. [ |

5.3 Wichtige Eigenschaften von Relationen

Die meisten der fiir Theorie und Praxis wichtigen Relationen haben eine oder mehrere der
folgenden Eigenschaften:

» Definition 5.5 Sei R eine Relation iiber A.

(1) R heiBt reflexiv, falls fiir jedes x € A gilt xRx.

(2) R heiB3t symmetrisch, falls fiir alle x, y € A aus xRy stets folgt yRx.

(3) R heiB3t antisymmetrisch, falls fiir alle x, y € A aus xRy und yRx stets folgt x = y.
(4) R heiBt transitiv, falls fiir alle x, y,z € A aus xRy und yRz stets folgt xRz.

(5) R heil3t nacheindeutig, falls fiir alle x, y,z € A aus xRy und xRz stets folgt y = z.
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Bei den zur Illustration aufgefiihrten Beispielen greifen wir wieder vornehmlich auf
Situationen aus der mathematischen Welt der Zahlen zuriick. Grund dafiir ist die Kiirze
und Prignanz, mit der wir dort Relationen beschreiben konnen.

Beispiele 5.7

(1) Sei R = {(x,y) € R? | x = y}. R ist reflexiv, symmetrisch, antisymme-
trisch, transitiv und nacheindeutig. Ubrigens iiberpriift man leicht, dass die
Gleichheitsrelation die einzige Relation ist, die sowohl symmetrisch als auch
antisymmetrisch und reflexiv ist.

(2) Sei R € N2 mit R = {(1,2),(2.3).(1,3)}. R ist weder reflexiv noch symme-
trisch, noch nacheindeutig. R ist aber antisymmetrisch und transitiv.

(3) Sei T = {(a,b) € (N*)? | al|b}. T ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
T ist weder symmetrisch noch nacheindeutig.

(4) R = {(x,y) € R? | y = 3x} ist antisymmetrisch und nacheindeutig. R ist
weder reflexiv, noch symmetrisch, noch transitiv.

(5) Sei R = {(x,y) € R? | x2 4+ y? = 1}. R ist symmetrisch, aber weder reflexiv,
noch antisymmetrisch, noch transitiv, noch nacheindeutig.

Wie bereits in den Beispielen zum Ausdruck gekommen, ist ,,antisymmetrisch* nicht
gleichbedeutend mit ,,nicht symmetrisch®. Eine Relation R ist nicht symmetrisch, wenn
es zwei Elemente x, y gibt mit (x, y) € R aber (y,x) & R.

In den folgenden Sitzen werden eine Reihe von interessanten Kriterien aufgelistet,
mit deren Hilfe das Vorhandensein bestimmter Eigenschaften von Relationen entschieden
werden kann. Der logische Bauplan der folgenden Sitze hat die auch sonst sehr hiufig
anzutreffende Struktur:

Aussage A gilt genau dann, wenn Aussage B gilt.

Aufgrund der logischen Aquivalenz (vgl. entsprechende Tautologie aus Beispiel 2.2)
(A< B)=({(A— B)A(B — A))

konnen solche Sitze bewiesen werden, indem die gleichzeitige Giiltigkeit der beiden Im-
plikationen A — B und B — A (oder anders geschrieben A <— B) getrennt voneinander
nachgewiesen wird. Wir konnen dann weiter unserem bisherigem Schema folgen, indem
wir, um die Giiltigkeit von A — B nachzuweisen, von der Annahme ausgehen, dass A4 gilt
und unter dieser Annahme nachweisen, dass dann auch B wabhr ist. Der Fall, dass A nicht
gilt, braucht nicht betrachtet werden, da dann die Implikation nach Definition ohnehin
giiltig ist. Zur tibersichtlicheren Strukturierung des Beweises einer ,, genau dann, wenn “-
Aussage, wird gewohnlich die jeweils betrachtete Implikation durch das vorangestellte
Zeichen (—) bzw. (<) angedeutet.
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> Satz5.5 Sei R eine Relation iiber A. R ist reflexiv genau dann, wenn A4 C R.

Beweis (—) Sei zunichst angenommen, dass R reflexiv ist. Dann gilt fiir alle x € A4,
dass (x, x) € R bzw. dquivalent {(x,x) | x € A} = A4 C R.

(«-) Wird umgekehrt angenommen, dass A4 € R gilt, dann folgt fiir jedes x € A
sofort x Rx, also die Reflexivitit von R. |

» Satz5.6 Sei R eine Relation iiber 4. R ist symmetrisch genau dann, wenn R~! sym-
metrisch ist.

Beweis Der Satz folgt unmittelbar aus der Definition der inversen Relation. [ |

> Satz5.7 Sei R eine Relation iiber A. R ist symmetrisch genau dann, wenn R ! CR.
Tatséchlich gilt sogar R~! = R.

Beweis (—) Ist R symmetrisch, dann folgt fiir alle x, y € A aus xRy auch yRx.Da xRy
und yR~'x dquivalent sind, zieht also yR~'x stets yRx nach sich und es gilt R~' C R.
(<) Aus R~ C R folgt umgekehrt, dass xR~'y oder dquivalent yRx stets xRy nach
sich zieht.
Da nach Satz 5.6 R symmetrisch ist genau dann, wenn R~ symmetrisch ist, gilt auch
R=(R™H ' R, und somit R~! = R. ]

> Satz5.8 Sei R eine Relation iiber A. R ist transitiv genau dann, wenn R o R C R.

Beweis (—) Sei zunichst angenommen, dass R transitiv ist. Dann folgt fiir alle x, y,z €
A aus xRy und yRz stets xRz. Diese Aussage ist aber dquivalent zur Aussage, dass fiir
alle x,z € A aus der Existenz eines y € A mit xRy und yRz stets x Rz folgt. Die letzte
Aussage ist nun gleichbedeutend mit der Aussage, dass fiir alle x,z € A aus x(R o R)z
folgt xRz und deshalb R o R C R gilt.

(<) Wir nehmen an, dass R o R € R gilt. Aus xRy und yRz folgt stets x(R o R)z
und aufgrund der getroffenen Annahme auch xRz, R ist also transitiv. |

> Satz5.9 Sei R eine Relation iiber A. R ist antisymmetrisch genau dann, wenn R N
R'cC Ay.

Beweis (—) Sei R antisymmetrisch. Dann folgt fiir alle x, y € A aus xRy und yRx stets
x =y, also xA,y. Wenn wir anstelle von yRx logisch #iquivalent xR~'y schreiben, liest
sich diese Aussage wie folgt: Fiir alle x,y € A folgt aus xRy und xR~y stets xA,y,
also RN R C Ay.

(<-) Umgekehrt, sei nun angenommen, dass R N R~! C A, gilt. Wir stellen fest, dass
die Menge R N R~! genau aus den Paaren (x, y) besteht, fiir die gleichzeitig xRy und
yRx gilt. Die Enthaltenseinsbeziehung R N R1'cAy, impliziert deshalb, dass alle Paare,
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fiir die gleichzeitig xRy und yRx gilt, aus zwei identischen Elementen x = y bestehen
miissen. u

Oft ist es notwendig und hilfreich, anstelle einer Relation eine diese umfassende Re-
lation zu betrachten, um sicherzustellen, dass eine bestimmte wichtige Eigenschaft auch
tatsdchlich vorhanden ist, z. B. die Symmetrie.

» Definition 5.6 Sei R eine Relation iiber A und sei Z eine Eigenschaft von Relationen.
Die Relation R* heiflt Abschluss von R beziiglich E, wenn gilt

(1) R* besitzt die Eigenschaft ,

(2) RC R*und

(3) fiir alle Relationen S, die R umfassen und die die Eigenschaft Z besitzen, gilt R* C
S.

Hiufig betrachtet wird der reflexive Abschluss, also der Abschluss einer Relation
bzgl. der Eigenschaft der Reflexivitit, der symmetrische Abschluss und der transitive
Abschluss einer Relation.

Besitzt eine Relation R bereits die Eigenschaft Z, dann gilt natiirlich R* = R fiir den
Abschluss R* dieser Relation bzgl. . Man sagt dann, dass R abgeschlossen ist bzgl. E.

Beispiele 5.8

(1) Wir betrachten die Relation R = {(1,2),(2,3),(1,3)}, die eine Teilmen-
ge von {1,2,3} x {1,2,3} ist. R ist abgeschlossen bzgl. Transitivitit. R; =
{(1,2),(2,3),(1,3),(1,1),(2,2),(3,3)} ist der reflexive Abschluss von R.
Ry, ={(1,2),(2,3),(1,3),(2,1),(3,2), (3, 1)} ist der symmetrische Abschluss
von R.

(2) Sei R = {(x,y) € R? | x> + y? = 1}. R ist abgeschlossen bzgl. Symmetrie.
R; = R U Ag ist der reflexive Abschluss von R (vgl. Satz 5.5).
R; = RU (R o R) ist der transitive Abschluss von R (vgl. Satz 5.8).

5.4 Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilung

In Beispiel 5.7 haben wir gesehen, dass die Gleichheitsrelation u. a. reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist. Relationen mit diesen drei Eigenschaften kénnen in einem sich noch ge-
nauer herausschilenden Sinne als Verallgemeinerung der Gleichheitsrelation verstanden
werden. Sie spielen deshalb in Mathematik und Informatik eine sehr wichtige Rolle.

» Definition 5.7 Eine Aquivalenzrelation ist eine binire Relation, die reflexiv, symme-
trisch und transitiv ist.
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Bei Aquivalenzrelationen R schreibt man iiblicherweise x ~z y oder x ~ y anstelle
von xRy und sagt, dass x und y dquivalent sind modulo R. Wenn keine Verwechslungen
zu befiirchten sind, wird R kurzerhand weggelassen.

Beispiele 5.9

ey

2

3

“4)
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(6)

(N
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Allrelation und Gleichheitsrelation sind iiber jeder Menge A4 Aquivalenzrela-
tionen.

Sei R = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,b), (b,a)} eine Relation iiber {a, b, c}. R ist
reflexiv, symmetrisch und transitiv. Also ist R eine Aquivalenzrelation.

Sei R = {(a,a), (b,b), (c,c), (a,b),(b,a),(b,c),(a,c)} eine Relation iiber
{a,b,c}. R ist reflexiv, nicht symmetrisch und transitiv. R ist also keine Aqui-
valenzrelation.

Sei A die Menge aller Waren eines Supermarkts. Die Relation ~, die zwei
Waren aus A in Relation setzt, falls sie den gleichen Preis haben, definiert ei-
ne Aquivalenzrelation iiber A. Die unterschiedlichsten Waren werden vermoge
von ~ klassifiziert bzgl. ihres Preises.

Sei R,, = {(a,b) € Z* | m|(a—b)} (fir m € NT). R, ist reflexiv (m teilt stets
0 = a—a), symmetrisch (wenn m die Differenz (a —b) teilt, dann auch (b —a))
und transitiv (wenn m (@ — b) und (b — ¢) teilt, dann auch (a —c¢) = (a — b) +
(b — ¢)). Zwei Elemente stehen iibrigens genau dann in Relation R,,, wenn
sie bei der Division durch m den gleichen Rest lassen (sieche Lemma 14.3).
Gewohnlich schreibt man @ = b (mod m) anstelle von aR,,b und sagt, dass
a und b kongruent modulo m sind. Die Aquivalenzrelation R,, liefert also eine
Klassifizierung im Hinblick auf die moglichen Reste bei der Division durch
eine natiirliche Zahl m.

Die folgende, iiber den reellen Zahlen definierte Relation

a~b falls a®>=5h?

ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine Aquivalenzrelation.
Die folgende, tiber Z x (Z — {0}) definierte Relation

(a,b) ~(c,d) falls a-d=b-c

ist eine Aquivalenzrelation. Sie hat fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen
grundlegende Bedeutung. Schreibt man néimlich 7 anstelle von (a,b), dann
wird sofort klar, dass ~ die Gleichheitsrelation auf der Menge der gebrochenen
Zahlen ist.

Sei M die Menge aller endlichen Mengen und bezeichne M wie iiblich die
Anzahl der Elemente von M . Die Relation

M1 2 Mz falls rlMl = ﬁMZ
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ist eine Aquivalenzrelation. Sie liefert eine Klassifizierung der endlichen Men-
gen im Hinblick auf deren Kardinalitit.

In vielen Zusammenhingen konnen unterschiedliche Elemente als ,.gleichartig an-
gesehen werden, so sie nur dquivalent sind: Waren mit dem gleichen Preis, Zahlen mit
dem gleichen Rest, Briiche mit dem gleichen Wert, Mengen mit der selben Kardinalitét.
Tats#chlich helfen Aquivalenzrelationen in diesem Sinne, komplexe Situationen iibersicht-
licher zu gestalten. Um den tieferen Grund fiir diese ungeheuer niitzliche Eigenschaft von
Aquivalenzrelationen zu verstehen, untersuchen wir den sehr engen Zusammenhang zwi-
schen einer Aquivalenzrelation und der durch sie definierten Zerlegung einer Menge.

» Definition 5.8 Sei A eine nichtleere Menge. Eine Zerlegung oder Partition von A ist
eine Mengenfamilie Z C P(A) mit

() A=U2z,
(2) 0 & Zund
(3) gilt My, My € Z und M, # M, so folgt M; N M, = @.

Eine Zerlegung einer Menge A ist also eine Einteilung von A in nicht leere, paarweise
elementfremde Teilmengen, deren Vereinigung mit A iibereinstimmt. Die Elemente einer
Zerlegung Z von A heiBen Aquivalenzklassen oder kurz Klassen. Eine Zerlegung selbst
wird auch Klasseneinteilung genannt.

Beispiele 5.10

(1) Sei A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Man kann A beispielsweise in Z; =
{{1,3},{2,5,9},{4,10},{6,7,8}} zerlegen und {1,3} ist eine Klasse dieser
Zerlegung. 2, = {{1,2,3},{5,6},{3,10}} ist keine Zerlegung von A, weil
z.B. das Element 4 von A in keinem Element der Zerlegung vorkommt oder
weil die Mengen {1, 2, 3} und {3, 10} von Z; nicht disjunkt sind.

2) Zy ={Z}und Z, = {{i} | i € Z} sind zwei Zerlegungen der Menge der
ganzen Zahlen Z.

Zwischen Aquivalenzrelationen und Zerlegungen besteht folgender fundamentaler Zu-
sammenhang:

» Satz5.10 Sei A eine nichtleere Menge. Jede Aquivalenzrelation ~ iiber A definiert
eine Zerlegung Z von A, und umgekehrt, jede Zerlegung Z von A bestimmt eine Aquiva-
lenzrelation iiber A.
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Bevor wir dieses wichtige Theorem mathematisch beweisen wollen, soll das anschau-
liche Verstindnis des behaupteten, umkehrbar eindeutigen Zusammenhangs zwischen
Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilungen gefestigt werden. Fassen wir all diejeni-
gen Elemente einer beliebig vorgegebenen Aquivalenzrelation, die zueinander Aquivalent
sind, zu einer Klasse zusammen, dann erhalten wir tatsichlich eine Zerlegung der Grund-
menge: Die Reflexivitit stellt sicher, dass keine Klasse leer ist und dass die Vereinigung
aller Klassen die gesamte Grundmenge ergibt. Symmetrie und Transitivitdt liefern die
Disjunktheit der einzelnen Klassen. Gehen wir umgekehrt von einer Zerlegung aus und
definieren eine Relation, die genau die Elemente zueinander in Beziehung setzt, die zur
gleichen Klasse gehoren, dann ist die Relation selbstverstidndlich reflexiv (jedes Element
steht zu sich selbst in Beziehung, da es zur gleichen Klasse gehort), symmetrisch (gehoren
a und b zur gleichen Klasse, dann natiirlich auch » und a) und transitiv (gehtren a und b
zur selben Klasse und gehoren b und ¢ zur selben Klasse, dann gehoren natiirlich auch a
und ¢ zur selben Klasse), also eine Aquivalenzrelation.

Beweis (—) Sei ~ eine beliebige Aquivalenzrelation iiber A. Wir betrachten die Men-
genfamilie Z aller Mengen A, = {x € A|x ~ a},

Z=1{A,|aec A},

und zeigen, dass Z eine Zerlegung ist.

Da ~ reflexiv und A nicht leer ist, gilta € A, fiir jedes a € A. Keine Klasse A, von Z
ist also leer, A, # @ fiir alle a € A, und die Vereinigung aller Klassen A, ergibt ganz A,
Uz = UaeAAﬂ = A

Es bleibt zu zeigen, dass die Klassen 4, paarweise disjunkt sind. Angenommen, es
gibt zwei Klassen A, und A, und ein Element d € A, so dass d € A, N A,. Nach
Definition der beiden Klassen A, und 4, bedeutet das, d ~ a und d ~ b. Da ~ als Aqui-
valenzrelation symmetrisch und transitiv ist, folgt daraus zunichst a ~ d (Symmetrie),
d ~ b und schlieBlich a ~ b (Transitivitit), also A, = Aj. Besitzen zwei Klassen also
ein gemeinsames Element, dann sind sie identisch.

Insgesamt ist damit gezeigt, dass jede Aquivalenzrelation iiber einer Menge A eine
Zerlegung von A definiert.

(<) Sei nun Z eine Zerlegung von A. Wir bezeichnen die Klassen von Z mit Hilfe
ihrer Elemente: A, € Z sei die Klasse von Z, die das Element x € A enthilt. Wir stéren
uns dabei nicht daran, dass eine Klasse auf diese Weise mehrere Namen erhalten kann.
Auf jeden Fall ist sichergestellt, dass auf diese Weise jede Klasse einen Namen bekommt,
da Zerlegungen keine leeren Klassen enthalten. Wir definieren nun eine Relation R,

R={(ab)e A* | A, = A},

und zeigen, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Wir haben dazu nachzuweisen, dass R
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
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Tatsdchlich ist R reflexiv, da fiir jedes a € A wegen A, = A, offenbar (a,a) €
R gilt. Weiter sei (a,b) € R angenommen. Dann folgt A, = A, und — aufgrund der
Symmetrie der Gleichheitsrelation — auch A, = A, und schlieBlich (b,a) € R. R ist also
symmetrisch.

Zum Nachweis der Transitivitit von R sei angenommen, dass fiir drei Elemente
a,b,c € Agilt (a,b) € Rund (b, c) € R. Nach Definition von R bedeutet das 4, = A4,
und A, = A.. Da die Gleichheitsrelation transitiv ist, folgt daraus sofort A, = A, und
damit (a,c) € R.

Die zu einer beliebig vorgegebenen Zerlegung definierte Relation R ist also tatsidchlich
eine Aquivalenzrelation. [ |

Wie schon im Beweis des letzten Theorems praktiziert, kann jede Klasse einer Zerle-
gung durch ein Element dieser Klasse repréisentiert werden.

» Definition 5.9 Sei ~ eine Aquivalenzrelation iiber A und sei @ € A. Dann bezeichnet
[a] die Aquivalenzklasse von a beziiglich ~,

[al.={xe€eA|x ~a}.

Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, wird nur kurz [a] geschrieben.

Jede Aquivalenzklasse [a].. besteht aus s@mtlichen Elementen, die sich, durch die Bril-
le der Aquivalenzrelation ~ gesehen, nicht unterscheiden lassen. a ~ b gilt genau dann,
wenn ihre Aquivalenzklassen [a]. = [b]. iibereinstimmen. Fiir die Reprisentation ei-
ner Aquivalenzklasse ist es also vollkommen egal, welches Element man auswihlt, alle
erfiillen den selben Zweck mit vollkommen gleicher Eignung — aus Sicht der Aquivalenz-
relation sind sie ja ununterscheidbar.

Beispiele 5.11
(1) Die Aquivalenzklassen der Allrelation haben die Gestalt:

[x]=A firalle xeA.
Die Aquivalenzklassen der Gleichheitsrelation haben die Gestalt:
[x] = {x} fiiralle xe€ A.
(2) Fiir die im Beispiel 5.9 (5) beschriebene Relation R, (fiir m € N) gilt:
lal={x€Z | m|(x—a)}={x€Z | x =a (modm)} .

Da die Division mit Rest in Z eindeutig ausfiihrbar ist, existieren fiir alle a € Z
und m € N eindeutig bestimmte g,,7, > Omita = q, -m + r, und r, < m.
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Wir konnen also auch schreiben:
l[a]={x€Z | x=q-m+r,, q € Z beliebig} .

Die beiden folgenden Fakten, dass
— fiir jedes a € Z ein r < m existiert mit [a] = [r] und
— bei Division durch m genau m verschiedene Reste r gelassen werden:

0,1,....m—1,

beweisen, dass die Aquivalenzrelation R,,, m € N, genau m verschiedene
Aquivalenzklassen besitzt, naimlich

O], [1],...,[m—1].

Anstelle von 0, 1,..., (m — 1) konnen diese Klassen genau so gut von jedem
anderen Element, das bei Division durch m den entsprechenden Rest ldsst, re-
présentiert werden. Die Arbeit mit 0, 1, ..., (2 — 1) ist nur besonders bequem
und darum sehr beliebt.

Die Aquivalenzklassen [z] der Relation x ~ y falls x> = y? bestehen jeweils
aus maximal zwei Elementen, nimlich z und —z. Besonders bequem ist die
Arbeit jeweils mit dem positiven Reprisentanten |z|.

Wie schon aus der Schule gut bekannt, bestehen die Klassen der ebenfalls in
Beispiel 5.9 beschriebenen Aquivalenzrelation auf den gebrochenen Zahlen je-
weils aus unendlich vielen Elementen, namlich

[%]:{2 ) ad=c-b}.

Auch die Anzahl der Aquivalenzklassen ist unendlich. Eine besonders beque-
me Reprisentation der Klassen liefert das bis auf das Vorzeichen eindeutig
bestimmte teilerfremde Paar. Fiir teilerfremde ¢ und b gilt

(]-155 <2,

» Definition 510 Sei ~ eine Aquivalenzrelation iiber einer nichtleeren Menge A. Die
durch ~ definierte Zerlegung von A wird mit A/~ bezeichnet und (je nach Standpunkt)
Quotientenmenge oder Faktormenge von A beziiglich ~ genannt.
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Beispiele 5.12
(1) Die Menge der Restklassen modulo m, also die zu R, gehorende Zerlegung,
wird bezeichnet durch

Z/R, ={[0].[1],...,[m —1]}.

(2) Bezeichnet ~ die bereits ofter zitierte Aquivalenzrelation auf den gebrochenen
Zahlen, dann gilt

Z><(Z—{0})/~={[;i] ‘ a,beZ,b;éo}:Q.

5.5 Rechnen mit Aquivalenzrelationen

Wir stellen uns nun die Frage, inwieweit die auf Relationen eingefiihrten Operationen
auch fiir das ,,Rechnen* mit Aquivalenzrelationen geeignet sind.

» Satz5.11 Sind R und S zwei Aquivalenzrelationen iiber A, dann ist auch R N S eine
Aquivalenzrelation iiber A.

Beweis Seien R und S zwei Aquivalenzrelationen, also reflexiv, symmetrisch und transi-
tiv. Wir miissen nachweisen, dass dann auch R N S diese drei Eigenschaft besitzt.

(1) Die Reflexivitiat von R N S folgt sofort aus der Reflexivitidt von R und S. Fiir alle
x € A gilt ndmlich xRx und xS x und damit nach Definition von N auch x(R N S)x.

(2) Zum Nachweis der Symmetrie von R N S sei fiir zwei beliebige x, y € A angenom-
men, dass x(R N S)y, und damit sowohl xRy als auch xSy gilt. Da R und S als
Aquivalenzrelationen symmetrisch sind, folgt daraus yRx und ySx, also y(RNS)x.
R N S ist folglich symmetrisch.

(3) Zum Nachweis der Transitivitdt von R N S betrachten wir drei Elemente x, y,z € 4
mit x(R N S)y und y(R N §)z. In der formalen Sprache der mathematischen Logik
formuliert, gilt also (xRy A xSy) A (yRz A ySz). Da A assoziativ und kommutativ
ist, folgt (xRy AyRz) A(xSy AySz). Da R und S als Aquivalenzrelationen transitiv
sind, folgt weiter xRz A xSz, oder gleichbedeutend x (R N S)z. R N § ist also wie
behauptet transitiv. [ |

» Satz5.12 Seien R und S zwei Aquivalenzrelationen iiber 4. R o S ist eine Aquiva-
lenzrelation iiber A genau dann, wenn R o § = S o R gilt.

Beweis (—) Sei RoS eine Aquivalenzrelation iiber A. Zum Nachweis von RoS = SoR
benutzen wir die Sitze 5.7 und 5.3. Aus ihnen folgt, dass (Ro S)™! = Ro S gilt und dass
(RoS)'=S"1oR!"=SoR(daS™' = Sund R~! = R) gilt. Alsoist SoR = RoS.
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(<) Seinun R o § = S o R angenommen. Wir miissen zeigen, dass R o S eine
Aquivalenzrelation ist — d. h. R o S muss reflexiv, symmetrisch und transitiv sein.

(1) Ro S istreflexiv:aus Ay € Rund Ay C S folgt Ay = Agj0oAys S Ro S.
(2) Ro S ist symmetrisch: es gilt (RoS) ' =S 'oR!'=SoR=RoS.
(3) Nun zur Transitivitdt: Es gilt

(RoS)o(RoS) = Ro(SoR)oS (o ist assoziativ)
Ro(RoS)oS (o ist symmetrisch)
(RoR)o(SoS) (oistassoziativ)

RoS (daRoRCRundSoS CS).

N

Also ist R o S transitiv. ]

» Satz5.13 Seien R und S zwei Aquivalenzrelationen iiber A bzw. iiber B. Dann ist
auch R ® S eine Aquivalenzrelation iiber 4 x B.

Beweis Wir haben die Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitit von R @ S iiber A x B
nachzuweisen.

(1) Die Reflexivitit von R ® S folgt direkt aus der Reflexivitit von R und S': Fiir alle
x € A,y € B gilt namlich xRx und ySy, also (x, y)(R ® S)(x, y) nach Definition
von ®.

(2) Zum Nachweis der Symmetrie von R ® S betrachten wir zwei Tupel (x, y), (x", y’) €
A x B mit (x,y)(R ® S)(x’, y"). Nach Definition von ® gilt xRx" und ySy’. Auf-
grund der Symmetrie von R und S gilt damit auch x’Rx und 'Sy, also (x’, ') (R ®
S)(x.y).

(3) Die Transitivitidt von ® ergibt sich schlieBlich direkt aus der Transitivitit von R
und S: Seien (x, y1), (x2, y2), (x3,y3) € A x B mit (x1, y1)(R ® S)(x2, y») und
(x2, ¥2)(R ® S)(x3, y3). Nach Definition der Operation ® bedeutet das x; Rx; und
X3 Rx3, sowie y; Sy, und y,Sy;. (Wir haben iibrigens an dieser Stelle wieder einmal
stillschweigend Gebrauch von der Kommutativitdt und der Assoziativitit der logi-
schen Konjunktion gemacht.) Die Transitivitdt von R und S liefert weiter x; Rx3 und
y18y3, also (x1, y1)(R ® S)(x3, y3). u

Ist R eine beliebige Relation iiber einer nichtleeren Menge A, so ist die Allrelation
A x A eine Relation, die R umfasst und auBerdem eine Aquivalenzrelation ist. A x A
ist offensichtlich die grofite R umfassende Aquivalenzrelation iiber A. Von besonderem
Interesse ist nun die Frage nach der - oder zumindest einer - kleinsten R umfassenden
Aquivalenzrelation iiber A4, also den Abschluss von R bzgl. Reflexivitit, Symmetrie und
Transitivitit.
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Beispiel 5.13

Sei A ={a,b,c,d,e, f}und R = {(a,b), (c,b),(d,e), (e, f)}. Dann ist R weder
reflexiv, noch symmetrisch, noch transitiv. Um R zu einer Aquivalenzrelation R
auszubauen, miissen wir zu R alle ,,fehlenden® Paare, also alle Paare, ohne die R’
keine Aquivalenzrelation ist, hinzufiigen. Wir miissen dabei aufpassen, nicht mehr
neue Paare als unbedingt notwendig aufzunehmen:

R = R U {(a,a),(b,b).(c.c).(d.d).(e.e).(f. f)}
U {(b.a).(b.c).(e.d).(f.e)}
U {(@.0).(c.a).d. f). (f.d)}

Zu R’ gehort die Zerlegung

Z="{{a,b,c}.{d,e f}}.

Wir zeigen nun, dass es zu jeder beliebigen Relation R iiber einer nichtleeren Menge
A eine eindeutig bestimmte, kleinste Aquivalenzrelation gibt, die R umfasst.

> Satz5.14 Sei R eine Relation iiber einer nichtleeren Menge A.
(1) Die nachfolgend definierte Relation R’ ist eine Aquivalenzrelation.

R={{(x,y) | meNIx;...qx, € 4: x=x A Yy=x, A
(X,‘ = Xj+1 \/)C,'RX,‘JA \/)C,'JrlR)C,') firallei =1,2,...,n— 1} .

(2) R’ ist die kleinste Aquivalenzrelation, die R umfasst; fiir jede Aquivalenzrelation R”
iiber A mit R € R” giltalso R" € R".

Beweis Zu (1) Wir miissen nachweisen, dass R’ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

R’ ist reflexiv, da fiir alle x € A und x = x| = x; gilt: x = x; = x, = x, also xR'x.
R’ ist symmetrisch, da sdmtliche x; und x;,; vertauscht werden diirfen. Um schlielich
einzusehen, dass R’ transitiv ist, gelte xR'y und yR'z fiir drei beliebige Elemente x, y, z €
A. Dann existieren Elemente x1,...,x, und y,...,y,, € A mit

X1 =X, X =Y =V1,Z = Ym, und
X; = Xx;41 oder Xx;Rx;y; oder x; Rx; fir i=1,...,n, und

Yi =Yj+1 oder y;Ry;; oder y; . Ry, fir j=1,...,m.
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‘Wir setzen nun

zi=x; fir i=1,...,n und

Zney=y; fir j=1,....m
und erhalten

X =121,Z =Zyim, und

Zr = zZx41 oder zpRzpy, oder zp 1Rz, firalle k=1,...,n+m.

Es gilt also xR'z.

Zu (2) Zum Beweis der Behauptung, dass es sich bei R’ um die kleinste R umfassende
Aquivalenzrelation handelt, nehmen wir an, dass es im Gegensatz dazu doch eine Aqui-
valenzrelation S gibt, mit R € §, S € R und S # R’. Dann gibt es (wenigstens) zwei
Elemente x,y € A mit x(—S)y aber xR'y. Nach Definition von R’ existieren Elemente
X1, Xy € Amitx = x4 Ny = XA (x; = Xit1 V.XiRXi+1in+1in). DaRCS folgt
daraus x = x; Ay = X, A(X; = X;41 V X;SX; 41 V X;11SX;) und, aufgrund der Tatsache,
dass S eine Aquivalenzrelation ist, auch xS'y. Die Annahme, dass es eine R umfassende
Aquivalenzrelation S gibt, die echt kleiner ist als R’, fiihrt uns also auf einen offensicht-
lichen Widerspruch: Es miisste gleichzeitig gelten x—Sy und xSy. Der einzige Ausweg
aus diesem logischen Widerspruch ist die Feststellung, dass die Annahme der Existenz
von S definitiv falsch, R’ also tatsidchlich die kleinste, R umfassende Aquivalenzrelation
tiber A ist. ]

» Definition 5.11 Die Aquivalenzrelation R’ aus dem letzten Satz heift die durch R iiber
A induzierte Aquivalenzrelation.

Induzierte Aquivalenzrelationen spielen in der Mathematik und ihren Anwendungen in
der Informatik tatsichlich eine wichtige Rolle. Wir erwihnen lediglich ein Beispiel aus
dem praktischen Leben, das die Bedeutung dieser Konstruktion auch in der Alltagswelt
belegt.

Beispiel 5.14
Sei M die Menge aller Menschen. Wir betrachten die Relation R iiber M, die defi-
niert ist durch

xRy falls xistElternteil vony .

Die Aquivalenzrelation R’ umfasst die Menge aller Paare von verwandten Men-
schen, die Menge aller Paare (x, y) von Menschen, bei denen x Vorfahre von y ist
oder umgekehrt, und noch viel mehr. Es gibt keinen umgangssprachlichen Namen
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fiir R’. Zum Beispiel steht der Onkel y der Urenkel der GroBeltern der Schwi-
gerin von x, die ein Kind mit dem Bruder von x hat, iiber R’ mit x in Relation.
Nach biblischer Vorstellung besitzt diese Aquivalenzrelation iibrigens lediglich eine
Aquivalenzklasse.

5.6 Halbordnungsrelationen

Neben den Aquivalenzrelationen, also Relationen, die reflexiv, symmetrisch und transitiv
sind, spielen so genannte Halbordnungsrelationen, das sind Relationen, die reflexiv, anti-
symmetrisch und transitiv sind, in der Mathematik und ihren Anwendungen eine wichtige
Rolle. War es moglich, mit Hilfe von Aquivalenzrelationen die Elemente einer Grund-
menge zu klassifizieren, so konnen die Elemente einer Grundmenge mit Hilfe solcher
Halbordnungsrelationen ,,angeordnet®, also Beziehungen wie kleiner, grofer/billiger, teu-
rer/langsamer, schneller/diimmer, kliiger/langweiliger, interessanter usw. zum Ausdruck
gebracht werden.

» Definition 5.12 Eine binidre Relation R iiber A heillit Halbordnungsrelation, falls R
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Bei Halbordnungsrelationen R schreibt man {iiblicherweise anstelle von xRy kurz
x < y.Firx <y AXx # y schreibt man abkiirzend x < y.

Beispiele 5.15

(1) Sei R = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,c),(d,b)} eine bindre Relation iiber
A = {a,b,c,d}. Offenbar ist R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, also
eine Halbordnungsrelation.

(2) Die iibliche ,kleiner-gleich*“-Relation iiber den reellen Zahlen ist offenbar eine
Halbordnungsrelation. Sie hat die besondere Eigenschaft, dass sie sdmtliche
reelle Zahlen miteinander in Beziehung setzt, zwei beliebig vorgegebene reelle
Zahlen also stets in kleiner-gleich-Relation zueinander stehen.

(3) Sei A die Menge aller logischen Aussagen mit der logischen Aquivalenz als
Gleichheitsrelation. Dann definiert die Implikation — eine Halbordnungsrela-
tion auf A,

p=<q falls p—gq.

Tatséchlich gilt fiir alle Aussagen p,q,r € A stets p — p (Reflexivitit), aus
p — qund g — p folgt p = g (Antisymmetrie) und p — qgund g — r
impliziert p — r (Transitivitat).
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(4) Die Teilbarkeitsrelation | iiber den positiven natiirlichen Zahlen N ist reflexiv
(jede ganze Zahl teilt sich selbst), antisymmetrisch (aus a | b und b | a folgt
stets @ = b) und transitiv (aus @ | b und b | ¢ folgt stets a | c¢), also eine
Halbordnungsrelation.

(5) Wir betrachten die Potenzmenge P(A) einer Menge A zusammen mit der Ent-
haltenseinsrelation C. C ist eine Halbordnungsrelation auf 2(A4), denn fiir alle
Ay, Ay, A3 € T(A) gllt A; C A, (Reflexivitit), Ay € A, und A, C A, 1mp11-
ziert stets A; = A, (Antisymmetrie) und aus A; € A, und A, € Aj; folgt stets
A C As.

» Definition 5.13 Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A. Zwei Elemente a,b € A
heilen vergleichbar beziiglich <, falls a < b oder b < a gilt.

Unter den Halbordnungsrelationen sind diejenigen Relationen, bei denen alle Elemente
der Grundmenge miteinander vergleichbar sind, der tiblichen kleiner-gleich-Relation aus
dem Reich der Zahlen am dhnlichsten.

» Definition5.14 Eine Halbordnungsrelation < iiber A heillt Ordnungsrelation, falls alle
x,y € A vergleichbar beziiglich < sind —d. h. fiir zwei beliebige x, y € A giltstets x < y
oder y < x.

Beispiele 5.16

(1) Die kleiner-gleich-Relation < iiber den reellen Zahlen R ist eine Ordnungsre-
lation.

(2) Die Relation R in Beispiel 5.15 (1) ist keine Ordnungsrelation, da a und b nicht
vergleichbar sind: es ist weder (@, b) noch (b, a) in R.

Zur Veranschaulichung stellt man Halbordnungsrelationen gerne graphisch dar. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit werden meist nicht alle Ordnungsbeziehungen dargestellt,
sondern nur die, die sich nicht durch Reflexivitit und Transitivitit herleiten lassen.

» Definition 5.15 Sei < eine Halbordnungsrelation auf A. a € A heilit unmittelbarer
Vorginger von b € A, falls a < b und kein ¢ € A existiert mita < ¢ und ¢ < b. b wird
unter diesen Umsténden unmittelbarer Nachfolger von a genannt.

Die Darstellung einer Halbordnungsrelation als Hasse-Diagramm besteht aus den Ele-
menten der Grundmenge und Pfeilen von Elementen zu ihren unmittelbaren Nachfolgern.
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Abb. 5.1 Darstellung der auf
P({a, b, c}) durch C definier-
ten Halbordnungsrelation als
Hasse-Diagramm

Beispiel 5.17

{a,b,c}

|
{ay  {ach o)
{T}><{ }><{T}

\i/

Die auf der Potenzmenge P(A) von A = {a, b, ¢} durch die Teilmengenbeziehung
C definierte Halbordnung kann durch das Hasse-Diagramm in Abb. 5.1 dargestellt
werden. Der Pfeil von {b} nach {a, b} driickt aus, dass {b} unmittelbarer Vorginger
von {a, b} ist. Obwohl {b} C {a, b, c}, enthilt das Hasse-Diagramm keinen Pfeil
von {b} nach {a, b, c}, da {b} kein unmittelbarer Vorginger von {a, b, c} ist.

Tatsdchlich kann aus dem Hasse-Diagramm die urspriingliche Halbordnung eindeu-
tig wiedergewonnen werden. Jeder Pfeil im Hasse-Diagramm bestimmt ein Element der
Relation. Der reflexive und transitive Abschluss davon ist die urspriingliche Halbord-

nungsrelation.

Beispiel 5.18

Die Pfeile im Hasse-Diagramm in Abb. 5.1 von Beispiel 5.17 definieren die folgende
Relation. Da im Hasse-Diagramm 12 Pfeile enthalten sind, enthilt die Relation 12
Elemente.

R={ (@.{a}).(@.{b}).(@.{c}). ({a}. {a.b}). ({a}.{a.c}),
({b}.{a.b}), (1b}. {b.c}), (ic}. {a. c}). ({c}. b, c}),
({a.b}.{a.b.c}).({a.c}.{a.b.c}). ({b.c}. {a.b.c}) }

Der reflexive und transitive Abschluss von R enthélt dann zum Beispiel die Elemen-
te ({a, b}, {a, b}) (Reflexivitit), ({a},{a, b, c} und (@, {b, c¢}) (Transitivitit). Damit
ist dieser Abschluss die Teilmengenrelation zwischen Elementen von P({a, b, c}).

Bei der Betrachtung von Ordnungs- bzw. Halbordnungsrelationen kommt es schnell
zur Frage nach ,,groBten* bzw. ,kleinsten® Elementen. Wir werden sehen, dass wir mit
diesen Begriffen im Kontext der Halbordnungen sehr viel achtsamer umgehen miissen als

bei den vertrauteren Ordnungsrelationen.
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Wir stellen zunichst fest, dass die Einschrinkung <,, einer tiber einer Menge A de-
finierten Halbordnung < auf eine nichtleere Teilmenge @ # M C A eine Halbordnung
auf M definiert. <y, wird die durch < induzierte Halbordnung genannt. Wenn keine Ver-
wechslungen zu befiirchten sind, wird anstelle von <, wieder kurz < geschrieben.

» Definition 5.16 Sei < eine Halbordnungsrelation auf A und sei M C A mit § # M
eine nichtleere Teilmenge von A. Ein Element m € M heilit maximales Element in M ,
wenn fiir alle m" € M aus m < m’ folgt m = m’. m heilit minimales Element, wenn fiir
allem’ € M aus m’ < m folgtm = m’.

Bevor wir uns diese Situation am Beispiel verdeutlichen wollen, miissen wir noch
einige weitere Begriffe einfithren, mit denen man ,,groffte” und ,kleinste* Elemente in
Halbordnungen charakterisieren kann.

» Definition 5.17 Sei < eine Halbordnungsrelation auf A und sei @ # M C A eine
nichtleere Teilmenge von A. Ein Element a € A heiit obere Schranke von M in A, wenn
firallem € M giltm < a.

Eine minimale obere Schranke, also eine obere Schranke ¢ mit a < a’ fiir alle oberen
Schranken a’ von M in A, heiit Supremum von M in A. Gilta € M fiir das Supremum a
von M in A, dann wird a Maximum von M genannt.

Ein Element a € A heilit untere Schranke von M in A, wenn fiir alle m € M gilt
a <m.

Eine maximale untere Schranke, also eine untere Schranke a mit a’ < a fiir alle unteren
Schranken a’ von M in A, heilt Infimum von M in A. Gilta € M fiir das Infimum a von
M in A, dann heit a Minimum von M .

Beispiele 5.19

(1) A ={a,b,c,d} ist maximales Element/obere Schranke/Supremum/Maximum
der Potenzmenge P(A) von A = {a,b,c,d} bzgl. der durch die Teilmen-
genbeziehung C definierten Halbordnung, @ ist minimales Element/untere
Schranke/Infimum/Minimum.
Betrachtet man die durch C auf der Teilmenge M aller dreielementigen Teil-
mengen von P(A) induzierte Halbordnung, dann ist jedes Element von M
ein maximales bzw. ein minimales Element. {a, b, ¢, d} ist die einzige obere
Schranke von M in A und damit das Supremum von M. M besitzt aber kein
Maximum, da das Supremum nicht zu M gehort. Einzige untere Schranke und
damit Infimum von M in A ist die leere Menge . Wegen @ ¢ M besitzt M
auch keine Minimum.

(2) Die kleiner-gleich-Relation < besitzt auf der Menge der ganzen Zahlen Z
weder maximale Elemente oder Maximum noch minimale Elemente oder Mi-
nimum. Jede endliche Teilmenge A C Z von Z besitzt dagegen sowohl ein
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maximales Element/Supremum/Maximum als auch ein minimales Element/In-
fimum/Minimum.

(3) Wir betrachten auf der Menge aller Menschen die Relation <, die sich durch
reflexiven Abschluss aus der Beziehung ,,ist Nachfahre von* ergibt. Offensicht-
lich ist < eine Halbordnung. In dieser Halbordnung gibt es nach biblischer
Vorstellung ein minimales Element/Infimum/Minimum, namlich Adam. (Per-
sonen, die aus den Rippen von Adam erschaffen wurden, sollen auch zu den
Nachfahren von Adam gezihlt werden. Feministinnen konnten mit einem ge-
wissen Recht geneigt sein, hier zu widersprechen. Folgt man Ihrem Einspruch
und betrachtet Eva nicht als Nachfahre von Adam, dann besitzt unsere Halb-
ordnung zwei minimale Elemente.) Jeder Mensch, der keine Kinder gezeugt
oder geboren hat, ist ein maximales Element bzgl. <.

Aus den Definitionen wird unmittelbar klar, dass eine Halbordnung wohl mehrere ma-
ximale (minimale) Elemente, aber hochstens ein Supremum (Infimum) bzw. Maximum
(Minimum) besitzen kann.

Methodische Grundlage fiir das in Kap. 6 nédher betrachtete Prinzip der vollstindigen
Induktion ist ein Axiom aus der Mengenlehre, das so genannte Maximalkettenprinzip.
Seine Giiltigkeit bei der Betrachtungen endlicher Halbordnungen steht aufler Zweifel.
Will man aber auch im Falle unendlicher Mengen bestimmte Aussagen zur Maximalitit
bzw. Minimalitit tiber Halbordnungen beweisen, dann bendtigt man, wie schon bespro-
chen, einige ,,letzte* auch ohne Beweis als giiltig anzusehende Aussagen — die Axiome —
wie das Maximalkettenprinzip.

» Definition 5.18 Sei < eine Halbordnung iiber A. K € A heilit Kette bzgl. <, falls die
auf K induzierte Halbordnung <k eine Ordnung ist. K heilit maximale Kette in A, falls
es keine K umfassende Kette in A bzgl. < gibt.

» Maximalkettenprinzip (Hausdorff-Birkhoff)

(1) In jeder halbgeordneten Menge gibt es bzgl. Mengeninklusion maximale Ketten.
(2) In jeder halbgeordneten Menge gibt es zu jeder Kette K eine K umfassende, bzgl. <
maximale Kette.

Es ldsst sich nicht nur nachweisen, dass die beiden Maximalkettenprinzipien (1) und
(2) untereinander, sondern dass beide auch zu dem in der Mathematik sehr gut bekannten
Zorn’schen Maximalprinzip oder dem im nichsten Abschnitt anzusprechenden Auswahl-
axiom dquivalent sind.



Abbildungen und Funktionen

Zusammenfassung

Abbildungen und Funktionen sind Relationen mit besonderen Eigenschaften im Hin-
blick auf die in Beziehungen stehenden Objekte. Wir werden uns grundlegende Ei-
genschaften anschauen (surjektiv, injektiv, bijektiv) und sehen, wie man mit ihnen die
GroBe unendlicher Mengen beschreiben kann.

6.1 Definition und erste Beispiele

Im folgenden Kapitel wollen wir uns mit Relationen befassen, die sehr spezifische Zuord-
nungseigenschaften besitzen und unter dem Begriff der Abbildung bzw. der Funktionen
seit Schulzeiten gut bekannt sind. Abbildungen und Funktionen spielen eine tragende
Rolle in simtlichen Anwendungen und Disziplinen, bei denen man sich mathematischer
Beschreibungen und Methoden bedient.

» Definition 6.1 Sei F C A x B eine Relation zwischen 4 und B.

(1) F heiBt linksvollstindig, falls es zu jedema € Aein b € B gibt, sodassa F b.
(2) F heilt rechtseindeutig, falls fiir alle Paare (a, b), (a,b’) € A x B mita F b und
a Fbglth=1>0"

Beispiele 6.1

(1) Die Relation F = {(1,2),(2,3),(3,4), (4, 1)} ist iiber der Menge {1, 2, 3, 4}
sowohl linksvollstandig als auch rechtseindeutig. Das Weglassen des Paares
(4,1) aus F zerstort die Linksvollstindigkeit. Die Hinzunahme des Paares
(4,2) zu F verletzt die Rechtseindeutigkeit.
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(2) Die Teilbarkeitsrelation n | m auf Z ist linksvollstindig auf der Menge Z — {0},
da z.B. stets gilt n | n. Sie ist aber nicht rechtseindeutig, da z.B. gilt n | n,
n | 2n,n | 3n usw.

(3) Sei F die iiber den reellen Zahlen R durch F = {(x,y) | x*>+ y?> = 1} de-
finierte Relation. F ist weder linksvollstdndig noch rechtseindeutig. Fasst man
x und y als Koordinaten in der Ebene auf und betrachtet die Einschrinkung
F’ von F auf den Einheitskreis, dann erhélt man eine linksvollstindige Relati-
on, die aber nicht rechtseindeutig ist. Schrinkt man F’ weiter ein auf den ersten
Quadranten, d. h. setzt man stets 0 < x, y voraus, dann erhilt man eine Relation
F", die sowohl linksvollstindig als auch rechtseindeutig ist.

» Definition 6.2 Sei ' € A x B eine linksvollstindige und rechtseindeutige Rela-
tion. Dann heifit das Tripel f = (A, B, F') Abbildung von A nach B. Abbildungen
werden meist geschrieben als f : A — B. Zwei Abbildungen f = (A4, B, F) und
f'= (A", B, F’) sind gleich, wenn gilt A = A’, B = B'und F = F’.

Ist f = (A, B, F) eine Abbildung, dann heifit F Graph von f. A ist der Definitions-
bereich von f und B der Wertebereich.

Fiir jedes Element a € A des Definitionsbereichs von f bezeichnet man das eindeutig
bestimmte Element b € B im Wertebereich, fiir das gilta F b, mit f(a). f(a) wird das
Bild von a bei [ genannt, a ist das Urbild. Die Zuordnung von a zu b wird durch das
Symbol f : a + b beschrieben.

Beispiele 6.2

(1) Die Relation, die jedem bei der UNO registrierten Staat der Erde seine
Hauptstadt zuordnet, ist eine Abbildung. Die Menge der Staaten ist der Defi-
nitionsbereich dieser Abbildung, die Menge der Hauptstddte der Wertebereich.
Berlin ist bei dieser Abbildung das Bild von Deutschland.

(2) Die Relationen, die jedem Mitarbeiter einer Firma sein Gehalt / seine Personal-
nummer / sein Uberstundenkonto usw. zuordnet, definieren Abbildungen.

(3) Die Gleichheitsrelation definiert iiber jeder Menge A eine Abbildung, ndmlich
die identische Abbildung, kurz auch Identitit genannt. Die Identitdt wird ge-
wohnlich bezeichnet durch 1,4 oder idy oder einfach durch id. Der Graph der
identischen Abbildung ist die Diagonale Ay = {(a,a) | a € A} von A.

(4) Sei A eine beliebige Menge und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Ordnen
wir jeder Aquivalenzklasse bzgl. ~ eines der in ihr enthaltenen Elemente zu,
dann erhalten wir eine Abbildung von A/~ nach A. Das Bild jeder Klasse ist
ein Reprasentant der Klasse in A. Umgekehrt erhalten wir eine Abbildung von
A nach A/~, wenn wir jedem Element von A seine Aquivalenzklasse bzgl. ~
zuordnen.
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(5) Eine Relation, die samtlichen Elementen aus A stets das selbe Element aus B
zuordnet, definiert eine Abbildung f : A — B mitfi{ f(a) | a € A} = 1. Jede
Abbildung f mit dieser Eigenschaft heilit konstante Abbildung. Gilt f(a) = b
fiir alle @ € A, dann wird die konstante Abbildung bezeichnet durch c.

(6) Sei M C A eine Teilmenge von A. Die fiir alle m € M definierte Relation
Iy = {(m,m) | m € M} zwischen M und A definiert eine Abbildung i,, =
(M, A, Iy), die als natiirliche Einbettung oder Inklusion bezeichnet wird. Fiir
M = @ spricht man von der leeren Abbildung.

» Definition 6.3 Eine Funktion ist eine Abbildung f = (A, B, F), deren Wertebereich
ein Zahlbereich ist. Eine zahlentheoretische Funktion ist eine Funktion mit Werten im Be-
reich der ganzen Zahlen, eine reellwertige Funktion ist eine Funktion mit reellen Werten.

Beispiele 6.3
(1) Die Abbildung, die jedem Element einer Menge A die selbe natiirliche Zahl m
zuordnet, heilt konstante Funktion und wird mit c,, bezeichnet,

cpi.at>m firalle ae A.

(2) Ordnet man jeder natiirlichen Zahl n € N ihren Nachfolger n 4+ 1 zu, dann
erhilt man eine Funktion auf N, die unter dem Namen Nachfolgerfunktion be-
kanntist und bei der Definition der natiirlichen Zahlen eine wichtige Rolle spielt
(vgl. das in Kap. 4 vorgestellte Peano’sche Axiomensystem).

(3) Die Zuordnung f(x) = x> — 3x% + 7x — 11 beschreibt eine Funktion von
der Menge der reellen Zahlen in die Menge der reellen Zahlen. Jedem Urbild x
wird ein eindeutig bestimmtes Bildelement y = f(x) zugeordnet.

(4) Sei A = {0, 1}" die Menge aller n-Bitstrings. Die Relation

(b1,....by) F bi by bgi=1...njpi=1}

i=1

ist linksvollstiandig und rechtseindeutig und definiert deshalb eine Funktion von
A in die Menge {0, 1}. Ubrigens spielen 0, 1-wertige Funktionen iiber Mengen
der Gestalt {0, 1}"* — die so genannten Boole’sche Funktionen — in der Informa-
tik eine zentrale Rolle. Thnen wird deshalb spiter ein eigenes Kapitel gewidmet
sein.

Zur graphischen Darstellung von Abbildungen und Funktionen wird einfach auf die
graphische Darstellung des Graphen der Abbildung bzw. der Funktion zuriickgegriffen.
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Abb. 6.1 Graphische Darstel-
lung der Nachfolgerfunktion

Abb. 6.2 Graphische Dar-

stellung der Funktion aus 1
Beispiel 6.4 (2) 5
3
4
)
6
7
8
9
Beispiele 6.4

(1) Abbildung 6.1 zeigt eine graphische Darstellung der Nachfolgerfunktion.

(2) Der Graph der Funktion f = (A,B,Rs) mit A = {1,2,....,9}, B =
{0,1,2,3,4} und aRsb = a mod 5 = b (vgl. Beispiel 5.9) ist in Abb. 6.2
dargestellt.

Bei der Untersuchung von Abbildungen und Funktionen ist hiufig die Betrachtung von
Teilstrukturen und Einschrinkungen hilfreich und wichtig.

» Definition 6.4 Sei f = (A, B, F) eine Abbildung und seien M € Aund N € B
Teilmengen des Definitions- bzw. des Wertebereichs von f.

Die Menge f(M) = {b € B | esexistierteinm € M mitbh = f(m)} heifit Bild von
M unter f.In manchen Zusammenhingen wird anstelle /(M) auch im; M geschrieben.
f(A) wird auch Wertemenge von f genannt.
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Die Menge f~'(N) = {a € A | f(a) € N} heiBt Urbild von N unter f. Gilt
N = {b}, dann schreibt man anstelle /' ({b}) kurz f~'(b).

» Satz6.1 Seien M|, M, C A Teilmengen von A und seien N, N, Teilmengen von B.
Fiir jede Abbildung f : A — B gilt:

(1) f(MyU M) = f(M)U f(M>),
(2) f(My N M) C f(M)N f(M>),
B) fTHUNUNy) = fTH(N) U fH(N),
4 fTUININNy) = fTUN) N TN .

Beweis Wir beweisen lediglich die erste und die dritte Behauptung. Die tibrigen Behaup-
tungen ergeben sich ganz analog. In Bezug auf die zweite Behauptung sei dem Leser
empfohlen, sich ein Beispiel zu iiberlegen, dass tatsdchlich auch f(MNM;) C f(M;)N
f(M;) gelten kann.

Zu (1) Seib € f(M; U M,). Dann existiert ein a € M; U M, mit f(a) = b. Da nach
Definition der Vereinigung a € M| oder a € M, gilt, folgt b = f(a) € f(M;) oder
b= f(a) e f(M,),alsob € f(M;)U f(M;).Istumgekehrt b € f(M;) U f(M;), also
b € f(M)) oder b € f(M,), dann gibt es eina € A mit f(a) = b und a € M, oder
a € M,,alsoa € M; U M,.Esfolgth = f(a) € f(M; U M,).

Zu (3) Seia € f~Y(N, U N,). Fiir a gilt f(a) € N; U N, also f(a) € N; oder
f(a) € Ny.Esfolgta € f~'(Ny)odera € f~'(N,),alsoa € f~'(N;) U f~1(N,). Sei
nuna € f~Y(Ny)U f~'(N,). Dann gilt f(a) € N, oder f(a) € N,,also f(a) € NJUN;,
und damita € f~'(N, U N>). ]

Beim alltidglichen Umgang mit Abbildungen und Funktionen wird oft nur die Zuord-
nungsvorschrift angegeben. Wie bei jeder Relation gehort aber zu einer exakten Beschrei-
bung zwingend auch die Angabe der betrachteten Grundbereiche. Wie in den Beispielen
gesehen, konnen bereits leichte Verdnderungen dort Grundeigenschaften wie die Links-
vollstidndigkeit oder die Rechtseindeutigkeit zerstoren und damit die Eigenschaft einer
Relation, iiberhaupt Abbildung oder Funktion zu sein. Offensichtlich bezeichnen f =
(A, B, F)und f' = (A, f(A), F) im allgemeinen verschiedene Abbildungen. Lediglich
wenn gilt B = f(A),ist f = f’.

» Definition 6.5 Sei f = (A, B, F) eine Abbildung und M < A eine Teilmenge ihres
Definitionsbereichs A. Die Abbildung ¢ = (M, B, F N (M x B)) heilt die Einschrinkung
von f auf M. g wird iiblicherweise durch f |, bezeichnet.

Beispiel 6.5
Sei f die durch die Zuordnungsvorschrift f(x) = x? auf der Menge R der reellen
Zahlen definierte Funktion. Fiir alle y € R, y > 0 gilt ff f ~!(y) = 2. Betrachten
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wir die Einschrinkung f/ = f|n von f auf den Bereich der natiirlichen Zahlen,
dann gilt f f~1(y) < 1.

Die Operation der Komposition von Relationen liefert eine wichtige Operation auf Ab-
bildungen.

> Satz6.2 Seien f = (A, B, F)und g = (B, C, G) zwei Abbildungen. Dann ist auch
h = (A, C, F o G) eine Abbildung. Fiir alle x € A4 gilt

h:xe g(f(x)).

Beweis Sind f und g Abbildungen, dann sind die Relationen F und G linksvollstindig
und rechtseindeutig. Zum Beweis der Behauptung geniigt es zu zeigen, dass auch die
Relation F o G linksvollstdndig und rechtseindeutig ist.

Tatsdchlich ist F o G linksvollstindig, da F linksvollstindig ist und somit fiir jedes
a € Aein f(a) und folglich auch ein g( f(a)) definiert ist mit (a, g(f(a))) € F o G.

Um zu zeigen, dass F' o G rechtseindeutig ist, wihlen wir zwei beliebige Paare
(a,c),(a,c’) € F o G. Nach Definition der Komposition von Relationen existieren dann
zwei Elemente b und b’ mit (a, b), (a,b’) € F und (b, c), (b’,c’) € G. Aus der Rechts-
eindeutigkeit von F folgt b = &', die Rechtseindeutigkeit von G liefert weiter ¢ = ¢/,
also die Rechtseindeutigkeit der Relation F o G. |

» Definition 6.6 Seien f = (A, B, F) und g = (B, C, G) zwei Abbildungen. Die Ab-
bildung (4, C, F o G) heiit Komposition oder auch Superposition der Abbildungen f und
g und wird durch g o f bezeichnet. (Man beachte die vertauschte Reihenfolge.)

Der Nachweis des folgenden Satzes liefert eine schéne Ubungsaufgabe, um sich weiter
mit dem Begriff der Abbildung vertraut zu machen.

» Satz 6.3 Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d. h., fiir drei Abbildungen
f=(A.B,F),g=(B,C.G),h =(C.,D, H) gilt

ho(gof)=(hog)of.

6.2 Surjektive, injektive und bijektive Abbildungen

» Definition 6.7 Sei f = (A, B, F) eine Abbildung.

(1) f heilt surjektiv, falls f(A) = B gilt;
(2) f heiBt injektiv oder eineindeutig, falls fiir alle a,a’ € A gilt: aus a # a’ folgt

fla) # f(@);

(3) f heibt bijektiv oder umkehrbar eindeutig, falls f surjektiv und injektiv ist.
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die Menge {r, s, 1} betrachtet, ist sie nicht surjektiv. In keinem der beiden Flle
ist f injektiv — es gilt ndmlich f(a) = f(c) — oder gar bijektiv.

(6) Die Abbildung, die jedem lebenden Menschen sein momentanes Lebensalter
zuordnet, ist eine Funktion in die Menge der ganzen Zahlen Z. Sie ist nicht
injektiv, da viele Menschen das gleiche Lebensalter haben. Diese Funktion ist
nicht surjektiv, da es weder Menschen mit negativem noch mit 4-stelligem Le-
bensalter gibt.

(7) Die durch f(n) = n® + 1 auf der Menge der natiirlichen Zahlen N definierte
Funktion ist injektiv, aber nicht surjektiv — z. B. hat die Zahl 3 kein Urbild. f ist
folglich nicht bijektiv.

(8) Sei R eine Aquivalenzrelation auf A, dann ist die Abbildung f, die jedem Ele-
ment a € A seine Aquivalenzklasse [a] zuordnet, eine surjektive Abbildung
von A auf die Menge A/R der Aquivalenzklassen von R. Ob diese Abbildung
auch injektiv und damit bijektiv ist, ldsst sich allgemein nicht sagen. Besitzt A
zum Beispiel n Elemente und gilt f4/R = n (und folglich fi[a,] = 1 fiir alle
a € A), dann ist f injektiv und damit auch bijektiv. Gibt es nur eine Aquiva-
lenzklasse mit mehr als einem Element, dann ist f nicht injektiv.

Die Eigenschaft einer Funktion, injektiv, surjektiv oder bijektiv zu sein, besitzt vielfil-
tige dquivalente Charakterisierungen.

> Satz6.4 Sei f = (A, B, F) eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind logisch
dquivalent:

(1) f ist surjektiv.

(2) Fiiralle b € B gilt f~'(b) # 0.

(3) Es gibt eine Abbildung g = (B, A,G) mit f o g = idp.

(4) Fir alle Mengen C und alle Abbildungen r,s : B — C gilt: Ausr o f = so f folgt
r=s.

Beweis Bevor wir die behauptete Aquivalenz der vier Aussagen beweisen wollen, iiber-
legen wir uns einen cleveren Beweisplan. Standardgemdf wiirde man hingehen und zum
Beispiel die folgenden drei Aquivalenzbeziehungen nachweisen: (1) < (2), (1) < (3),
(1) <> (4). Man hitte dazu insgesamt sechs Implikationen zu beweisen, nimlich (1) —
2), 2) — (1),(1) = (3),(3) = (1), (1) = (4) und (4) — (1). Tatsdchlich ist es aber
moglich, geschickter vorzugehen. Wenn wir nimlich zeigen, dass die vier Implikationen
1) = 2),2) — (3),(3) — (4) und (4) — (1) giiltig sind, dann folgt auf Grund der
gegenseitigen Verkettung der einzelnen Implikationen bereits die Aquivalenz aller vier
Aussagen (1) bis (4). Unter Anwendung der in Kap. 2 vorgestellten Tautologie

(p=>Nn(g—>r1)—>(p—>r1)
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liefern die Implikationen
H->2—->B)->H->0

ndmlich ,,automatisch® die fehlenden, noch nicht bewiesenen Implikationen (2) — (1),
(1) = (3), 3) = (1), (1) - (4) und (4) — (1).

(1) = (2): Sei f surjektiv, dann gilt nach Definition f(A4) = B. Fiir alle b € B gibt
esalsoeina € A mit f(a) = b und folglich f~1(b) # 0.

(2) — (3): Da f~(b) # 0 fiir alle b € B, konnen wir fiir jedes b € B ein a; €
f~1(b) auswihlen und eine Abbildung g : B — A definieren mit g(b) = aj. Fiir alle
b € Bgiltdann f o g(b) = f(ap) = b,also f og =idp.

(3) — (4): Seien r,s : B — C zwei beliebige Abbildungen, fiir die gilt r o f =
s o f. Nach Voraussetzung existiert eine Abbildung g : B — A mit f o g = idp.
Unter Ausnutzung der bereits bewiesenen Assoziativitit der Komposition ergibt sich die
Behauptung wie folgt:

r=roidg=ro(fog)=(rof)og=(sof)og=so(fog)=soidy=s.

(4) — (1): Zum Nachweis der letzten noch zu beweisenden Implikation benutzen wir die
folgende logische Tautologie aus Kap. 2:

(p—q) < (—q——p).

Anstelle also die Giiltigkeit der Implikation (4) — (1) zu beweisen, zeigen wir die Giil-
tigkeit der Implikation —(1) — —(4). Aufgrund der logischen Aquivalenz der beiden
Implikationen ist damit auch die Giiltigkeit der Implikation (4) — (1) bewiesen. Man
nennt diese Vorgehensweise iibrigens einen indirekten Beweis (vgl. Kap. 7).

Sei also angenommen, dass f nicht surjektiv ist. Dann existiert ein by € B mit f(a) #
by fiir alle @ € A. Wir betrachten nun die beiden Abbildungen r,s : B — {0, 1} mit
r(b) = s(b) = 0 fiir alle von by verschiedenen b € B und r(by) = 0 bzw. s(by) = 1.
Offenbar gilt r o f = 5o f aber r # s. Das ist aber genau die Negation der Aussage (4).

|

Analysiert man den Beweis der Implikation (2) — (3), dann wurde dort Gebrauch ge-
macht von einer im tiglichen Leben evidenten Tatsache: Aus einer beliebigen, nichtleeren
Menge kann man stets ein Element auswéhlen. Die Mathematik als selbstkritische und
gegeniiber angeblichen Selbstverstindlichkeiten sehr misstrauische Wissenschaft hat na-
tiirlich nach einer Begriindung oder einem Beweis fiir diese Tatsache gesucht. Verlésst
man nidmlich den aus unserer Anschauung vertrauten Bereich der (kleinen) endlichen
Mengen, dann ist gar nicht mehr so klar, ob es wirklich stets ohne weiteres moglich ist, aus
einer unendlichen Menge ein einzelnes Element auszuwihlen. Um die um diese Frage ge-
fiihrten Auseinandersetzungen auf den Punkt zu bringen: Man hat keinen Beweis fiir diese
Tatsache gefunden! Mehr noch, man kann eine in sich geschlossene und ,richtige* Ma-
thematik erhalten, wenn man annimmt, dass man stets auswihlen kann und eine andere,
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von dieser verschiedene, jedoch genau so ,richtige* Mathematik, wenn man die Auswahl
nur im Falle endlicher Mengen fiir uneingeschrinkt realisierbar hilt. (In letztgenannter
Mathematik lésst sich Eigenschaft (3) unseres Satzes nicht mehr beweisen, kann dort also
auch nicht als allgemeingiiltig angesehen werden.) Bei der Feststellung, aus jeder belie-
bigen, nichtleeren Menge ein Element auswihlen zu kdnnen, handelt es sich ndmlich um
eine der unbeweisbaren letzten Annahmen, auf die die Mathematik aufbaut — ein Axiom.

» Auswahlaxiom (Zermelo) Zu jeder Menge M von nichtleeren Mengen gibt es eine
Abbildung f von M, deren Wert f(A) fiir alle A € M jeweils ein Element von A ist.

Das Auswahlaxiom bildet die Basis fiir viele Existenzsitze in der Mathematik. Es ldsst
sich zeigen, dass das Auswahlaxiom und das im letzten Abschnitt besprochene Maximal-
kettenprinzip dquivalent sind.

> Satz6.5 Sei f = (A, B, F) eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind logisch
dquivalent:

(1) f istinjektiv.

(2) Fiiralleb € B giltff~'(b) < 1.

(3) Es gibt eine Abbildung g = (B, A,G) mitgo f =idy.

(4) Fiir alle Mengen D und alle Abbildungen r,s : D — A gilt: Aus f or = f os folgt
r=s.

Beweis Wir folgen einem analogen Beweisplan wie im letzten Satz.

(1) — (2) ergibt sich wieder unmittelbar aus der Definition der Injektivitit.

(2) — (3): Sei ay ein beliebig fixiertes Element aus A. Nach Voraussetzung ist £ ~!(b)
fiir alle » € B eine Einermenge oder leer. Wir definieren eine Abbildung g : B — A
durch

a, falls f~'(b) ={a} eine Einermenge ist

b
g0 ap, falls f~1(b) = 0.

Tatsédchlich ist g eine Abbildung, da g nach Definition linksvollstindig und nach Voraus-
setzung rechtseindeutig ist. Sei nun b € B beliebig. Da fiiralle a € A gilt (g o f)(a) =
g(f(a)) = a,folgtgo f =idy.

(3) — (4): Seien r,s : D — A zwei beliebige Abbildungen, fiir die gilt f o r =
f o s. Nach Voraussetzung existiert eine Abbildung g : B — A mit g o f = idy.
Unter Ausnutzung der bereits bewiesenen Assoziativitit der Komposition ergibt sich die
Behauptung wie folgt:

r=idjor=(gof)or=go(for)y=go(fos)=(go f)los=idjos=s.

(4) — (1): Wir beweisen wieder die Giiltigkeit der Implikation —(1) — —(4) anstelle
der logisch dquivalenten Implikation (4) — (1), fiihren also einen indirekten Beweis.
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Sei angenommen, dass f nicht injektiv ist. Dann existieren zwei Elemente a; # a, in
A mit f(a;) = f(ap). Wir betrachten nun die beiden Abbildungen r, s : {0, 1} — A mit
r(0) = r(1) = a; und 5(0) = s(1) = a,. Offenbar gilt f or = f o s aber r # s, also
die Negation der Aussage (4). |

Die beiden letzten Sitze kombiniert liefern die folgende Aussage fiir die wichtige Klas-
se der bijektiven Abbildungen.

> Satz6.6 Sei f = (A, B, F) eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind logisch
dquivalent:

(1) f ist bijektiv.
(2) Fiiralleb € B giltfi f~1(b) = 1.
(3) Es gibt genau eine Abbildung g = (B, A,G) mitgo f =idsund f og =idp .

» Definition 6.8 Sei f : A — B eine bijektive Abbildung. Die aufgrund des letzten
Theorems zu [ stets existierende Abbildung g mit g o f = id4 und f o g = idp heifit
die zu f inverse Abbildung oder Umkehrabbildung. Sie wird bezeichnet durch f~!.

Man iiberzeugt sich schnell, dass f~! wieder eine bijektive Abbildung ist, und dass
fhHl=7f
gilt.

Beispiele 6.7

(1) Man iiberpriift sofort, dass die lineare Funktion f(x) = 2x + 3 auf R (oder Q)
bijektiv ist. Die Umkehrfunktion hat die Gestalt f~!(y) = y2;3

(2) Die Funktion f(x) = e* — 1 definiert eine bijektive Funktion auf den positiven
reellen Zahlen. Fiir die inverse Funktion gilt f~'(x) = In(x + 1).

Zur weiteren Festigung des Umgangs mit den Begriffen injektiv, surjektiv und bijektiv
empfehlen wir dem Leser, den folgenden Satz selbststiindig zu beweisen.

» Satz6.7

(1) Die Komposition von injektiven Abbildungen ist injektiv.
(2) Die Komposition von surjektiven Abbildungen ist surjektiv.
(3) Die Komposition von bijektiven Abbildungen ist bijektiv.

Interessanterweise sind die Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv bei Abbildun-
gen endlicher Mengen aus kombinatorischen Griinden gleichwertig.
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> Satz 6.8 Sei A eine endliche Menge und f : A — A eine Abbildung. Die folgenden
Aussagen sind logisch dquivalent.

(1) f ist surjektiv.
(2) f istinjektiv.
(3) f ist bijektiv.

Beweis Zum Beweis des Satzes geniigt der Nachweis der Giiltigkeit der beiden Implika-
tionen: (1) — (2) und (2) — (3). Die fehlenden Implikationen (3) — (1) und (3) — (2)
folgen sofort aus der Definition der Bijektivitit. Eine sehr elegante Methode, diese beiden
Implikationen zu beweisen, liefert die Methode der vollstdndigen Induktion. Da wir diese
erst im néchsten Kapitel besprechen wollen, soll der Satz hier unbewiesen bleiben. |

6.3 Folgen und Mengenfamilien

Abbildungen f aus der Menge der natiirlichen Zahlen in eine beliebige Menge M haben
eine besondere Eigenschaft: Sie fiihren zu einer Nummerierung der Elemente m € f(N)
aus M: Gilt beispielsweise f(i) = m, dann kann die Zahl i als Nummer oder Index
von m angesehen werden. Dabei spielt es zunédchst einmal keine Rolle, ob einem Element
m € M nur eine Nummer zugeordnet wird, oder ob alle Elemente aus M nummeriert
werden. In jedem Fall lassen sich die Bilder von f in der Reihenfolge ihrer Nummern
0,1,2,3,...auflisten:

(mo = f(0),m = f(1),my = f(2),m3= f(3),...).

Tatsdchlich sind solche Auflistungen — mathematisch unter dem Begriff Folge bekannt —
auf Grund ihrer Bedeutung fiir viele Anwendungen in Mathematik und Informatik ein
wichtiger Untersuchungsgegenstand.

Betrachten wir zum Beispiel die Folge von Briichen

I 11 1 1 1

15 A N R R
2 4 8 16 32

Um sie effizient zu beschreiben, ist es das Beste, sie als eine Funktion f von den na-
tiirlichen Zahlen in die rationalen Zahlen aufzufassen mit 0 — 1,1 — %, 2 = % und
allgemein i — 2%
» Definition 6.9 Eine endliche Folge mit Gliedern aus einer Menge M ist eine Abbil-
dung f : [n] - M vonderMenge [n] ={i e N | i <n}in M.

Eine unendliche Folge ist eine Abbildung f : N — M.

Gewdohnlich wird eine Folge f in der Form (m;);e[,) bzw. (m;);en aufgeschrieben,
also als Abfolge der Folgenglieder m; = f(i).
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3

Die Idee, mit Hilfe von Abbildungen Elemente einer Menge ,,durchzunummerieren’
und damit Folgen zu definieren, ldsst sich wesentlich verallgemeinern, wenn man von
der Forderung abgeht, dass zur Nummerierung der Folgenglieder die natiirlichen Zahlen
verwendet werden miissen.

» Definition 6.10 Sei M eine beliebige Menge und sei / eine nichtleere Menge. Eine
Abbildung f : I — M heilit Indexfunktion von I nach M, I heilit Indexmenge.

Die Werte f(i) einer Indexfunktion werden durch m; bezeichnet. i heiit Index von m;.
Indexfunktionen werden gewohnlich bezeichnet durch

(m;)ie; oderkurz (m;).

Sind die Elemente A der indizierten Menge M Mengen, dann heif3t (A4;) Mengenfamilie
aus M.

Beispiele 6.9
(1) Die Zuordnung eines Personalausweises zu jedem Biirger Deutschlands, der
dlter als 16 Jahre ist, liefert eine Indexfunktion. Die Indexmenge ist dabei die
Menge der giiltigen Personalausweise.
(2) Bezeichne IT die Menge aller Primzahlen. Fiir p € I1 sei M, C N definiert
durch
M,={p" | n e N}.

Nun ist (M}),en eine Mengenfamilie aus P(N), die mit Primzahlen indiziert
ist. Die Indexfunktion ist eine Abbildung von /T nach P(N) mit p — M,,.

Bei der Betrachtung von Mengenoperationen in Kap. 3 hatten wir bereits das Bediirfnis
gehabt, Mengenoperationen auf mehr als zwei Mengen anzuwenden. Solange die be-
trachtete Operation assoziativ war, spielte dabei die Reihenfolge bei der Ausfiihrung der
Operationen keine Rolle. War die betrachtete Operation gar kommutativ, dann konnten
sogar die Operanden beliebig vertauscht werden.

» Definition 6.11 Sei (A4;);c; eine Familie von Teilmengen von M. Dann ist

(1Ai ={m | me A; firalle icl}

iel

und
UAi:{m | me A; firein iel}.
iel
Offensichtlich liefern die beiden Definitionen — wie in Kap. 3 besprochen — genau
Vereinigung und Durchschnitt, wenn die Indexmenge / endlich ist.
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Beispiel 6.10
Sei [ = Z. Fiir jedes ¢t € Z betrachten wir das halboffene Intervall A, = (—o0, ]
mit A € R. Da fiir jede reelle Zahl r zwei ganze Zahlen ¢, t, existieren mit #; <

a < t,gilt
a¢UAt aber anAt.

1<t 1<ty

Aufgrund dieser Beobachtung gilt

J4 =R und (4, =0.

teZ teZ

» Satz 6.9 (Verallgemeinerte deMorgan’sche Regel) Sei / eine beliebige Indexmenge
und (4;);c; eine Mengenfamilie. Dann gilt

Ua=Na wa 4=

iel iel iel iel

Beweis Wir beweisen | J,.; 4; = (),.; 4;. Die andere Gleichheit lasst sich analog be-
weisen.

(S) Seia € | J;.; Ai, alsoa ¢ | J;.; Ai. Nach Definition bedeutet das a ¢ A; fiir alle
iel, alsoa € A; firallei € I und damita € mielA_i'

(D) ergibt sich sofort aufgrund der Tatsache, dass jeder Schluss der obigen Folgerungs-
kette umkehrbar ist. ]

6.4 Kardinalitit von Mengen

Mit Hilfe bijektiver Abbildungen wollen wir uns jetzt noch einmal der Frage nach der
»Anzahl“ der Elemente einer Menge, also nach ihrer Mdchtigkeit bzw. Kardinalitdt zu-
wenden. In Abschn. 3.1 hatten wir diese Frage lediglich fiir den Fall endlicher Mengen
behandelt und die Kardinalitét einer endlichen Menge als Zahl ihrer Elemente definiert.
Von Mengen mit einer nicht endlichen Anzahl von Elementen hatten wir dort einfach als
von unendlichen Mengen gesprochen. Dass es neben den offensichtlich existierenden end-
lichen Mengen tatsdchlich auch unendliche Mengen gibt, zeigen schon die Beispiele der
Menge der natiirlichen Zahlen, der Menge der ganzen, rationalen bzw. reellen Zahlen, die
Menge der Punkte in der euklidischen Ebene, die Menge aller Kreise, usw. Als charak-
teristischer Unterschied zwischen endlichen und unendlichen Mengen sticht der folgende
ins Auge: Der Prozess des Abzihlens der Elemente einer Menge hat im Falle endlicher
Mengen mit Sicherheit ein Ende, auch wenn die Zahl der Elemente riesengrof} ist. Ver-
sucht man dagegen, die Elemente einer unendlichen Menge abzuzihlen, dann wird man,
soviel Zeit man auch immer investiert, nie fertig werden.
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Um nun den Begriff der ,,Anzahl* der Elemente auch fiir unendliche Mengen M kon-
kretisieren zu konnen, hinterfragen wir, was es denn mit dem Prozess des Abzihlens
eigentlich auf sich hat: Wenn wir die Elemente einer endlichen Menge abzihlen, dann
ordnen wir jedem Element der Menge fortlaufend genau eine natiirliche Zahl zu. Wir be-
ginnen dabei mit 1, ordnen einem néchsten, zu diesem Zeitpunkt noch nicht aufgezidhlten
Element die 2 zu und fahren solange fort, bis es kein unnummeriertes Element mehr gibt.
Im Ergebnis haben wir jedem Element der Menge auf diese Weise genau eine Nummer
zugeordnet. Da der Nummerierungprozess mit 1 gestartet und fortlaufende Nummern ver-
geben wurden, gibt die zuletzt vergebene Nummer genau die Anzahl der Elemente der
Menge an. Ubrigens liefert der beschriebene Abzihlungsprozess im Sinne des letzten Ab-
schnittes eine Indizierung der Menge mit der Indexmenge {1,2,...,§M} € N, allerdings
mit der Besonderheit, dass wir verlangen, dass die Indexfunktion bijektiv ist. Hitten wir
z. B. nicht aufgepasst und zwei verschiedenen Elementen die gleiche Nummer zugeordnet
(die Indexfunktion ist dann nicht injektiv) oder ein Element zu nummerieren vergessen
(die Indexfunktion ist dann nicht surjektiv), dann wiirde die zuletzt vergebene Nummer
nicht mehr die Kardinalitiit — also die Anzahl der Elemente der Menge — angeben.

Tatsdchlich ist die Idee, die Kardinalitiit einer (beliebigen) Menge mit Hilfe eines
Abzihlprozesses — also einer bijektiven Indizierung mit den Elementen einer bekannten
Menge — zu messen, sehr fruchtbar.

» Definition 6.12 Zwei Mengen A und B heilen gleichmdichtig, falls es eine bijektive
Abbildung f von A nach B gibt.

Offensichtlich definiert die Gleichmichtigkeit eine Aquivalenzrelation zwischen Men-
gen. Endliche Mengen sind genau dann gleichmichtig, wenn sie die gleiche Anzahl n von
Elementen besitzen. Mit Hilfe des Begriffs der Gleichmichtigkeit lassen sich — und das
ist eine der ganz groflen Erkenntnisleistungen der mathematischen Logik — auch Verglei-
che zwischen unendlichen Mengen ziehen, die deutlich machen, dass es sehr verschiedene
(ndmlich unendlich viele) Arten von Unendlichkeit gibt. Das bekannteste und erste Bei-
spiel einer unendlichen Menge ist die Menge der natiirlichen Zahlen N. Sie bestimmt die
,einfachste* Art von Unendlichkeit.

» Definition 6.13 Eine unendliche Menge A heilt abzihlbar unendlich, wenn A und N
gleichmichtig sind. A heiBt abzdhlbar, wenn A endlich oder abzzhlbar unendlich ist.

> Satz6.10 Jede Teilmenge von N ist abzdhlbar.
Beweis Da jede endliche Menge nach Definition abzéhlbar ist, untersuchen wir lediglich

den Fall, dass A € N unendlich ist. Wir erinnern uns dazu an die Tatsache, dass N
und jede Teilmenge von N eine Ordnung ist. Also kénnen sdmtliche Elemente von A
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paarweise verglichen und folglich in einer aufsteigenden Anordnung ag < a; < a; <
. < a, < ...aufgeschrieben werden. Die Abbildung f : i + a; ist offensichtlich
bijektiv und zeigt, dass N und A gleichmichtig sind, A also abzéhlbar (unendlich) ist. W

Wir konnen die Behauptung des letzten Satzes wesentlich verallgemeinern.

» Korollar 6.1 Ist M eine abzidhlbare Menge, dann ist jede Teilmenge A von M abzihl-
bar.

Beweis Auch hier ist lediglich der Fall zu bedenken, dass A unendlichist. Da M abzéhlbar
ist, existiert eine Bijektion f : N — M. Wir betrachten die Folge ng,ny,ny, . .., nj,...
all derjenigen Elemente aus N, deren Bilder f(n;) zu A gehtren. Ordnen wir nun jedem i
das Bild des Folgenelementes n; zu, dann erhalten wir eine Abbildung g : N — A mit
g(i) = f(n;). Die Abbildung g ist offensichtlich bijektiv und belegt, dass A tatséchlich
abzihlbar (unendlich) ist. [ |

Beispiele 6.11

(1) Als Teilmengen der natiirlichen Zahlen sind die folgenden Mengen abzihlbar:
Die Menge aller geraden/durch 3 teilbaren/durch 4 teilbaren/. .. natiirlichen
Zahlen, die Menge aller Primzahlen/Quadratzahlen/Kubikzahlen, sidmtliche
Intervalle, die Aquivalenzklassen N/R,, bzgl. R, fir alle m > 1 (vgl. Ab-
schn. 5.4) usw.

(2) Die bereits in Abschn. 6.3 betrachtete bijektive Nummerierung der ganzen Zah-

len
N =01 2 3 4 5 6 7
N T 2N
Z = 01 -1 2 -2 3 -3 4
liefert eine Bijektion f : N — Z
=&, falls n gerade
fine
1%, sonst

und zeigt, dass auch die Menge Z der ganzen Zahlen abzdhlbar ist. Zusammen
mit Z sind wieder alle Teilmengen von Z abzéhlbar.

(3) Das folgende Schema zeigt die bereits vorgestellte Idee der Cantor’schen Ab-
zdhlung, die es moglich macht zu zeigen, dass auch die Menge Q alle rationalen
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Zahlen abzihlbar ist. Wir betrachten dazu zunéchst die Menge Q™ aller positi-
ven rationalen Zahlen.

1 - 2 3 — 4 5 —
v /! v /!

1 2 3 4 5

2 2 2 2 2

\ v /! v

1 2 3 4 5

3 3 3 3 3
v /! v /!

1 2 3 4 5

1 7 7 ! 7

L Ve /! v

1 2 3 4 S

5 5 5 5 5

Die Pfeile zeigen einen Weg durch Q, auf dem man jede positive rationale
Zahl antrifft. Die gezeigte Anreihung liefert eine Folge der positiven rationalen
Zahlen, die wir bereits im letzten Abschnitt kennengelernt hatten. Wir betrach-
ten sie hier erneut, da sich unschwer erkennen lésst, dass sich die angegebene
Indexierung der positiven rationalen Zahlen durch die natiirlichen Zahlen zu
einer bijektiven Abbildung f : N — Q™ ausbauen lisst, und damit die Ab-
zdhlbarkeit der positiven rationalen Zahlen bewiesen ist. Kombiniert man diese
Idee mit der im letzten Beispiel vorgestellten Idee, die ganzen Zahlen abzuzzh-
len, dann kann man weiter zeigen, dass die Menge Q aller rationalen Zahlen
abzdhlbar ist.

(4) Samtliche Folgen sind nach Definition abzahlbar, da wie im Beispiel der Can-
tor’schen Abzdhlung der positiven rationalen Zahlen die Indexierung stets zu
einer bijektiven Abbildung ausgebaut werden kann.

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, ob es neben den abzihlbar unendlichen Men-
gen auch noch andere Arten unendlicher Mengen gibt. Im Falle einer abzéhlbaren Menge
M liefert die nach Definition existierende Bijektion f : N — M eine Reihenfolge, in
der die Elemente von M abgezihlt werden konnen, namlich £(0), f(1), f(2), f(3),....
Wir sehen uns nun einmal die Potenzmenge P(N) der Menge N der natiirlichen Zahlen
genauer an und versuchen, fiir diese eine Abzéahlung zu finden.

> Satz6.11 Die Potenzmenge P(N) der natiirlichen Zahlen ist nicht abzahlbar.
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Beweis Wir verwenden die von Cantor am Ende des neunzehnten Jahrhunderts entwi-
ckelte Methode der Diagonalisierung und fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Wir
gehen dazu von der Annahme aus, dass 2 (IN) abzidhlbar ist, und zeigen, dass das zu einem
Widerspruch fiihrt.

Sei also angenommen, dass P(N) abzihlbar ist. Dann gibt es nach Definition eine
bijektive Abbildung f : N — P(N), die jede natiirliche Zahl n auf eine Menge von
natiirlichen Zahlen f(n) abbildet.

Wir betrachten nun die sehr speziell konstruierte Menge S mit

S=neN | ndfn);.

Offensichtlich ist S eine Teilmenge von N und es gilt § € P(N). Da wir angenommen
hatten, dass P(N) abzihlbar ist, gibt es einen Index np € N mit S = f(ng).

Wir untersuchen nun, ob ny zu S gehort oder nicht. Nach Definition von S folgt aus
no € S,dassng & S gilt,daja S = f(ng). Andererseits folgt aus der Annahme ny &€ S,
dass ny € S gilt. Damit haben wir gezeigt, dass unsere Annahme iiber die Abzihlbarkeit
von P(N) den folgenden unauflosbaren Widerspruch impliziert:

7’!06S<—>710¢S.

Da diese Folgerung offensichtlich eine falsche Aussage ist, muss die Ausgangsannahme
falsch gewesen sein. |

» Definition 6.14 Eine Menge M heil3t nicht abzdhlbar oder iiberabzdhlbar, wenn M
nicht abzihlbar ist.

Beispiele 6.12

(1) Die Menge aller reellen Zahlen R ist iiberabzihlbar. Zum Beweis dieser Be-
hauptung geht man wieder von der Annahme aus, dass die Menge abzéhlbar
wire, und zeigt mit Hilfe eines Diagonalisierungsarguments, dass es reelle Zah-
len geben muss, die in der Abzdhlung nicht vorkommen konnen.

(2) Das Intervall (0, 1) C R ist tiberabzihlbar.

(3) Die Menge aller irrationalen Zahlen ist iiberabzahlbar.

Mit wesentlich aufwéndigeren Methoden kann man weiter zeigen, dass nicht alle iiber-
abzdhlbaren Mengen auch die gleiche Michtigkeit besitzen. Tatsdchlich gibt es iiberab-
zdhlbar viele verschiedene iiberabzdhlbare Michtigkeiten. Beispielsweise ist P(P(N))
michtiger als P(N), P(P(P(N))) ist michtiger als P(P(N)) und so weiter.
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Zum Abschluss dieses Abschnittes weisen wir lediglich noch darauf hin, dass man mit
den Kardinalzahlen — das sind die verschiedenen Méchtigkeiten von Mengen — wieder
»~rechnen kann wie mit Zahlen, Aussagen, Mengen oder Relationen. Um dazu nur ein
Beispiel zu geben, sei erwihnt, dass die Vereinigung von abzihlbar vielen abzidhlbaren
Mengen wieder abzihlbar ist.

6.5 Quellen und weiterfiihrende Literatur

Allgemeine Darstellungen der in Teil I behandelten Themen mit unterschiedlichen
Schwerpunkten findet man in

P.J. Davis, R. Hersh.
Erfahrung Mathematik.
Birkhéuser Verlag, 1985.

W.M. Dymacek, H. Sharp.

Introduction to discrete mathematics.
McGraw-Hill, 1998.

S. Epp.
Discrete mathematics with applications.
PWS Publishing Company, 1995.

J.L. Gersting.
Mathematical structures for computer science.
Computer Science Press, 1993.

K.H. Rosen.

Discrete mathematics and its applications.
McGraw-Hill, 1991.
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Grundlegende Beweisstrategien

Zusammenfassung

Mathematiker bezweifeln alles. Um sich und andere von der Richtigkeit eines Sach-
verhaltes zu iiberzeugen, verlangen sie einen mathematischen Beweis, der den sehr
strengen Regeln der mathematischen Logik unterliegt. In diesem Kapitel werden wir
Methoden besprechen, mit denen ein solcher Beweis gefiihrt werden kann.

Mathematische Aussagen haben hiufig die Form ,,wenn p, dann g*. Als Formel ausge-
driickt ist das eine Implikation p — ¢. Dabei konnen p und g selbst auch zusammen-
gesetzte Aussagen sein. An der Wahrheitstafel sieht man, dass p — ¢ genau dann wahr
ist, wenn (1) p falsch ist oder (2) wenn p und g beide wahr sind. Um die Wahrheit von
p — g zu beweisen, braucht man sich also nur um den Fall zu kiimmern, dass p wabhr ist.
Kann man unter dieser Annahme herleiten, dass g ebenfalls wahr ist, dann ist p — ¢ be-
wiesen. Eine solche Herleitung besteht aus einer Folge von Schritten, an deren Anfang p
und an deren Ende ¢ steht. Im ersten Schritt setzt man voraus, dass p wahr ist. Deshalb
wird p auch als Hypothese bezeichnet. Jeder weitere Schritt besteht darin, die Wahrheit
einer neuen Aussage herzuleiten. Dazu kann man die Wahrheit aller zuvor hergeleiteten
Aussagen voraussetzen und auch andere, bereits bewiesene und damit als wahr bekannte
Aussagen benutzen. Diese Strategie nennt man einen direkten Beweis. Andere Strategien
entstehen dadurch, dass man zu p — ¢ logisch dquivalente Aussagen betrachtet und diese
beweist. Bei einem Beweis durch Kontraposition zum Beispiel leitet man —p aus —g her.
Man fiihrt also einen direkten Beweis fiir die zu p — ¢ logisch dquivalenten Aussage
—q — —p. Ein Widerspruchs-Beweis leitet f aus der Aussage p A —¢q her. Er basiert auf
der Aquivalenz von p — ¢ und (p A —q) — f. Diese drei grundlegenden Strategien
werden an Beispielen vorgestellt. Natiirlich kann man sich auf der Basis anderer Aquiva-
lenzen auch weitere Strategien iiberlegen. AnschlieBend gehen wir in diesem Kapitel auf
Beweis-Strategien fiir Aussagen ein, die nicht die Form p — ¢ haben.
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7.1 Direkter Beweis

Wir wollen schrittweise die Behauptung
Wenn a durch 6 teilbar ist, dann ist a auch durch 3 teilbar.

beweisen. Dabei ist a eine beliebige natiirliche Zahl.
Die Hypothese ist

a ist durch 6 teilbar.
und daraus soll
a ist durch 3 teilbar.

hergeleitet werden. Im ersten Schritt benutzen wir die Definition der Teilbarkeit: a ist
durch 6 teilbar genau dann, wenn a = 6 - k fiir eine ganze Zahl k. Also kann man aus der
Hypothese herleiten, dass

a = 6 - k fiir eine ganze Zahl k .
Da 6 = 2. 3 gilt, ergibt sich als nichster Herleitungsschritt die Aussage
a = (2-3) - k fiir eine ganze Zahl k .
Nun nutzen wir die Kommutativitdt der Multiplikation und erhalten
a = (3-2) - k fiir eine ganze Zahl k .
Aufgrund der Assoziativitit der Multiplikation ergibt sich weiter
a =3-(2-k) fiir eine ganze Zahl k .

Da k eine ganze Zahl ist, ist 2 - k ebenfalls eine ganze Zahl. Wir setzen k' fiir 2 - k und
erhalten
a = 3 - k' fiir eine ganze Zahl k' .

Nun konnen wir wieder die Definition der Teilbarkeit — diesmal die Teilbarkeit durch 3 —
benutzen, erhalten

a ist durch 3 teilbar.

und schlieen damit die Herleitung ab.
Wir schreiben die einzelnen Schritte und deren Begriindung noch einmal schrittweise
auf. Die in den Zwischenschritten hergeleiteten Aussagen werden durch sy, 5;, 53, §4 und
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S5 bezeichnet.

p: aistdurch 6 teilbar.

s1:  a = 6 -k fiir eine ganze Zahl k. (Def. der Teilbarkeit durch 6)
§2: a = (2-3) -k fiir eine ganze Zahl k. (6 =2-3)

s3: a = (3-2) -k fiir eine ganze Zahl k. (Kommutativitit von -)

s4: a =3-(2-k) fiir eine ganze Zahl k. (Assoziativitit von -)

ss: a = 3 -k’ fiir eine ganze Zahl k’. (Ersetzung von 2 - k durch k”)
q: aistdurch 3 teilbar. (Def. der Teilbarkeit durch 3)

Wir betrachten nun die logische Struktur des Beweises. Wir haben bewiesen, dass die fiinf
Implikationen

D = 81,81 —> 82,82 —> 83,83 —> 84,84 — 85,55 —> ¢

jeweils wahre Aussagen sind. Auflerdem haben wir als Hypothese benutzt, dass p wahr
ist. Das Ziel des Beweises, aus dieser Hypothese auf die Giiltigkeit der Aussage g zu
schlieen, erreicht man durch wiederholte Anwendung des modus ponens (vgl. Kap. 4).
Der modus ponens basiert auf der Tautologie

(pA(p—>5)—s

und liefert die folgende Regel fiir beliebige Aussagen p und s:

Aus p
und p—s
ergibt sich s

Wenden wir den modus ponens auf die Hypothese p und die erste hergeleitete Implikation
p — s an, dann erhalten wir als Folgerung die Giiltigkeit von s;. Nun wenden wir den
modus ponens auf s; und die hergeleitete Implikation s; — s, an, und so weiter. Insgesamt
erhalten wir ¢ als Folgerung aus der Hypothese p und haben wie gewiinscht p — ¢
bewiesen.

Alle diese Zwischenschritte und logischen Uberlegungen muss man nicht unbedingt so
ausfiihrlich aufschreiben, um einen korrekten Beweis einer Behauptung zu fiihren. Es ist
jedoch wichtig, so ausfiihrlich zu sein, dass jeder Leser des Beweises von der Korrektheit
der Beweisfiihrung — also von der Korrektheit jedes einzelnen Schrittes — {iberzeugt ist.
Das konnte wie folgt aussehen.

» Lemma7.1 Wenn a durch 6 teilbar ist, dann ist ¢ auch durch 3 teilbar.
Beweis Wenn a durch 6 teilbar ist, dann gibt es eine ganze Zahl k, so dass a = 6 - k gilt.

Da6 =2-3,folgta = (2-3) - k. Durch Umformung erhidlt mana = 3- (2-k). Weil 2- k
eine ganze Zahl ist, folgt schlieBlich, dass a durch 3 teilbar ist. [ ]
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7.2 Beweis durch Kontraposition

Beim Beweis durch Kontraposition wird anstelle von p — ¢ die logisch dquivalente
Aussage —g — —p direkt bewiesen.
Zur Illustration beweisen wir folgende Behauptung durch Kontraposition:

Wenn a?

eine ungerade Zahl ist, dann ist a ungerade.
Die Aussage p ist
a’ ist eine ungerade Zahl.
und die Aussage ¢ ist
a ist ungerade.
Die logisch dquivalente Aussage —q — —p lautet
Wenn a gerade ist, dann ist a* gerade.
Die Hypothese —g¢ ist also
a ist gerade.
und das Ziel ist es, die Aussage —p
a? ist gerade.

herzuleiten. Mogliche Herleitungsschritte sind

—g: a ist gerade.

s1: a =2 -k fiir eine ganze Zahl k. (Definition einer geraden Zahl)
sy a-a=(2-k)-a fir eine ganze Zahl k. (Multiplikation mit a)

s3: a®?=2-(k-a) fiir eine ganze Zahl k. (Assoziativitit von -)

s4 0 a*=2-k'fiir eine ganze Zahl k’. (Ersetzung von a - k durch k)
—p: a?ist gerade. (Definition einer geraden Zahl)

Kurz zusammengefasst wird der Beweis wie folgt aufgeschrieben:

2

» Lemma?7.2 Wenn a” eine ungerade Zahl ist, dann ist a ungerade.

Beweis Wir fiihren einen Beweis durch Kontraposition. Sei also angenommen, dass a
gerade ist. Dann ist a = 2 -k fiir eine ganze Zahl k. Deshalb ist a> = 2- (k -a). Weil k -a
eine ganze Zahl ist, folgt schlieBlich a> = 2k’ fiir eine ganze Zahl k’. Also ist a” gerade.

|
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7.3 Widerspruchs-Beweis

Im Widerspruchs-Beweis wird anstelle von p — ¢ die logisch dquivalente Aussage (p A
—q) — f bewiesen. Eine Aussage der Art r — f ist genau dann wahr, wenn r falsch
ist. Also ist ein Widerspruchs-Beweis von p — ¢ ein Beweis dafiir, dass p A —¢ falsch
ist. Dazu geniigt es, eine falsche Aussage aus der Hypothese p A —¢g herzuleiten. Zur
[lustration des Vorgehens beweisen wir die Aussage

Wenn a und b gerade natiirliche Zahlen sind, dann ist auch a - b gerade.

mittels Widerspruchs-Beweis. Wir zeigen dazu, dass die Aussage

a und b sind gerade natiirliche Zahlen, und a - b ist ungerade.

falsch ist. Diese Aussage ist gleichzeitig auch die Hypothese.

p A—q: aundb sind gerade, und a - b ist ungerade

s1: aist gerade, und b = 2 - k fiir eine ganze Zahl k,

und a - b ist ungerade. (Definition einer geraden Zahl)
s3: aistgerade,unda-b = a - (2- k) fiir eine ganze Zahl k,

und a - b ist ungerade. (Multiplikation von @ und b)
s3: aistgerade,und a - b = (a -2) - k fiir eine ganze Zahl k,

und a - b ist ungerade. (Assoziativitit von -)
s4: aist gerade,unda -b = (2-a) - k fiir eine ganze Zahl k,

und a - b ist ungerade. (Kommutativitéit von -)
s5: aist gerade,und a -b = 2 - (a - k) fiir eine ganz Zahl k,

und a - b ist ungerade. (Assoziativitdt von )
S¢: aist gerade,und a - b = 2 - k' fiir eine ganze Zahl &,

und a - b ist ungerade. (Ersetzung von a - k durch k)
s7: a ist gerade, und a - b ist gerade, und a - b ist ungerade.

(Definition einer geraden Zahl)

Die letzte Aussage

a ist gerade, und a - b ist gerade, und a - b ist ungerade.

ist offensichtlich falsch, da sie eine Konjunktion zweier sich widersprechender Aussagen
ist. Also ist 57 der Widerspruch, der hergeleitet werden sollte. Im allgemeinen schleppt
man nicht unbedingt die ganze Hypothese durch den Beweis mit. Als Widerspruch zur
Hypothese reicht es schon aus, die Aussage ,,a - b ist gerade* zu beweisen. So werden wir
es auch in der folgenden Zusammenfassung machen.

» Lemma7.3 Wenn ¢ und b gerade sind, dann ist auch a - b gerade.
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Beweis Wir fithren einen Widerspruchs-Beweis. Sei also angenommen, dass a und b gera-
de sind, und dass a-b ungerade ist. Da b gerade ist, kann b geschrieben werden als b = 2-k
fiir eine ganze Zahl k. Deshalb gilta - b = 2 - (a - k). Da a - k eine ganze Zahl ist, muss
a - b gerade sein. Damit haben wir einen Widerspruch zur Annahme hergeleitet. |

7.4 Aquivalenzbeweis

Nicht immer haben zu beweisende Aussagen die Form p — ¢q. Trotzdem ist es vermittels
einfacher logischer Uberlegungen moglich, die bereits vorgestellten Strategien anzuwen-
den.

Eine Aussage der Form p <> ¢ beweist man mit einem Aquivalenzbeweis. Er besteht
aus zwei Beweisen: Einem fiir die Implikation p — ¢ und einem fiir die Implikation
q > p.Dap < gund (p — q) A (g — p) logisch dquivalent sind, liefern die beiden
Beweise zusammen einen Beweis fiir p < q.

Zur Illustration beweisen wir die Behauptung

a ist gerade genau dann, wenn a’ gerade ist.
durch einen Aquivalenzbeweis. Die Aussage p ist
a ist gerade.
und die Aussage g ist
a ist gerade.
Zuerst fithren wir einen Beweis fiir p — ¢, also fiir die Behauptung
Wenn a gerade ist, dann ist a* gerade.
Diese Behauptung ist ein Spezialfall von Lemma 7.3
Wenn a und b gerade sind, dann ist auch a - b gerade.

Da wir eine beliebige natiirliche Zahl fiir b einsetzen konnen, setzen wir hier die natiirliche
Zahl a fiir b ein. Damit erhalten wir sofort den Beweis fiir p — ¢.
Nun ist noch der Bewesis fiir ¢ — p zu fiihren, also fiir die Behauptung

Wenn a* gerade ist, dann ist a gerade.

Diese Implikation ¢ — p beweisen wir durch Kontraposition, beginnen also mit der
Hypothese —p:

a ist ungerade.

Dann ist @ — 1 gerade und kann als a — 1 = 2-k fiir eine ganze Zahl k geschrieben werden.
Esfolgta = 2-k + 1. Dannist a> = (2-k)?> +2-(2- k) + 1. Durch Umformen erhilt
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mana®=2-(k-2-k +2-k) + 1. Also folgt, dass a? ungerade ist. Damit ist
Wenn a ungerade ist, dann ist a*> ungerade.

bewiesen.
Da wir sowohl p — ¢ als auch ¢ — p bewiesen haben, ist der Beweis fiir die Aquiva-
lenz p <> g erbracht.

» Lemma?7.4 q ist gerade genau dann, wenn a? gerade ist.

Beweis Wir fiihren einen Aquivalenzbeweis.

(—) Sei a gerade. Aus Lemma 7.3 folgt, dass a® ebenfalls gerade ist.

(«—) Wir fiihren einen Beweis durch Kontraposition. Sei a ungerade. Dann ist a =
2 -k + 1 fiir eine ganze Zahl k. Also ista®> = 2- (k -2 -k + k - 2) + 1. Das heiit, a? ist
ungerade. |

7.5 Beweis atomarer Aussagen

Auch eine Aussage der Form p, die man nicht weiter zerlegen kann, lédsst sich mit den
oben betrachteten Beweisstrategien beweisen. Die Aussage p ist ndmlich logisch dquiva-
lent zu t — p. Da die Hypothese t wahr ist, kommt ein direkter Beweis ohne Hypothese
aus. In einem Beweis durch Kontraposition muss —p — f bewiesen werden. Das ent-
spricht dem Vorgehen bei einem Widerspruchs-Beweis. Diese beiden Beweisstrategien
fallen also hier zusammen.

Als Beispiel fiihren wir einen Beweis der Behauptung

\/E ist keine rationale Zahl.

Jede positive rationale Zahl r ldsst sich als Bruch ¢ = 7 zweier natiirlicher Zahlen m und
n darstellen, die keinen gemeinsamen echten Teiler besitzen — sogenannte teilerfremde
Zahlen. Alle gemeinsamen Teiler kann man durch Kiirzen entfernen. Zum Beweis der
Behauptung muss man also zeigen, dass V2 # + fiir jedes Paar m, n natiirlicher Zahlen.
Dafiir bietet es sich an, einen Widerspruchs-Beweis zu fiihren. Die Hypothese lautet dann

/2 ist eine rationale Zahl.

Da v/2 > 0, gibt es natiirliche Zahlen m und n, so dass

V2 = n fiir teilerfremde Zahlen m und n .
n

Durch Quadrieren beider Seiten der Gleichung erhélt man

m2

2=—.
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Wir multiplizieren beide Seiten mit 7% und folgern aus
2.0 =m? ,

dass m? eine gerade Zahl ist. In Lemma 7.6 wurde bereits gezeigt, dass jede Quadratzahl

entweder durch 4 teilbar ist oder Rest 1 beim Teilen durch 4 ergibt. Jede gerade Zahl hat
beim Teilen durch 4 entweder Rest 0 oder Rest 2. Also muss m? durch 4 teilbar sein, das
heif3t

m>=4-k
fiir eine ganze Zahl k. Die Zusammenfassung der letzten beiden Gleichungen ergibt
2.-nt=4-k,
woraus
n=2-k

folgt. Also ist n? ebenfalls gerade. Weil jede gerade Quadratzahl das Quadrat einer gera-
den Zahl ist, erhalten wir
m und n sind gerade.

Also haben m und n beide den Teiler 2, das heif3t

m und n sind nicht teilerfremd.

Das ist ein Widerspruch zur Hypothese und beendet den Widerspruchsbeweis.
» Lemma7.5 +/2ist keine rationale Zahl.

Beweis Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Sei dazu angenommen, dass +/2 eine ra-
tionale Zahl ist. Dann gilt V2 = ~ fiir zwei teilerfremde ganze Zahlen m und n. Damit
erhilt man 2 = ;”—22 und folglich 2 - n> = m?. Also ist m? gerade. Nach Lemma 7.6 ist m?
durch 4 teilbar, das heiBt m*> = 4 - k fiir eine ganze Zahl k. Dann ist n” ebenfalls gerade,
weil n? = 2 - k ist. Da die Quadrate von m und n gerade sind, folgt aus Lemma 7.4, dass
n und m ebenfalls gerade sind. Damit erhalten wir einen Widerspruch dazu, dass n und m
teilerfremd sind. ]

Den Beweis von Satz 6.11 haben wir auch bereits als Widerspruchs-Beweis gefiihrt.
Die Aussage p des Satzes ist

Die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ist nicht abzdhlbar.

Der Widerspruchs-Beweis besteht darin, aus der Aussage —p etwas Falsches herzuleiten
— also die Aussage —p — f zu beweisen. Aus der Aussage —p

Die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ist abzdhlbar.

haben wir die falsche Aussage ng € S <> ng € S logisch hergeleitet. Da —p — f = p,
ist damit die Aussage p bewiesen.
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7.6 Beweis durch Fallunterscheidung

Jede Aussage p ist logisch dquivalent zu der Aussage (¢ — p) A (—g — p) fiir eine
beliebig wihlbare Aussage ¢q. Also kann p bewiesen werden, indem man die beiden Im-
plikationen ¢ — p und —g — p beweist: In der ersten Implikation wird der Fall ,,q ist
wahr* betrachtet und in der zweiten Implikation wird der Fall ,,q ist falsch. Diese bei-
den Implikationen nennt man deshalb eine Fallunterscheidung. Denn entweder ist ¢ wahr,
oder es ist =g wahr — einer der beiden betrachteten Fille tritt also immer ein.

Als Beispiel fiir die Anwendung der Fallunterscheidung beweisen wir die Behauptung

a? geteilt durch 4 ldsst entweder den Rest 1 oder den Rest 0.

fiir eine beliebige natiirliche Zahl a. Jede natiirliche Zahl ist entweder gerade oder unge-
rade. Und das sind die beiden Fille, die unterschieden werden sollen. Die Aussage ¢ ist
also in diesem Beispiel

a ist gerade.
Also ist die Aussage —gq
a ist ungerade.
Die beiden zu beweisenden Implikationen sind dann

Wenn a gerade ist,
dann lisst a® geteilt durch 4 entweder den Rest 1 oder den Rest 0.

und

Wenn a ungerade ist,
dann lisst a® geteilt durch 4 entweder den Rest 1 oder den Rest 0.

Wir betrachten zuerst den Fall ,,a ist gerade*. Dann ist a = 2 - k fiir eine ganze Zahl k.
Also ista®? = (2-k) - (2- k). Das kann man zu a?> = (2-2) - (k - k) umformen. Da k - k
eine ganze Zahl und 2 - 2 = 4 ist, ist a> = 4 - [ fiir eine ganze Zahl /. Also erhilt man —
unter der Voraussetzung, dass a gerade ist — beim Teilen von a? durch 4 den Rest 0.

Nun kommen wir zum zweiten Fall ,.,a ist ungerade*. Dann ist a—1 gerade, und deshalb
gilta = 2 -k + 1 fiir eine ganze Zahl k. Durch Ausmultiplizieren ergibt sich a?> =
(2-k)*4+2-(2-k)+1. Ausklammern liefert a> = 4-(k>+k)+1. Alsoista>—1 = 4-(k>+k)
durch 4 teilbar. Das heiBt, es bleibt der Rest 1 beim Teilen von a? durch 4.

Da a entweder gerade oder ungerade ist, decken diese beiden Fille alle Moglichkeiten
ab. Also lisst a? beim Teilen durch 4 entweder den Rest 0 oder den Rest 1.

» Lemma7.6 a’ geteilt durch 4 lisst entweder den Rest 1 oder den Rest 0.
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Beweis Wir fiihren einen Beweis durch Fallunterscheidung.

Fall I: a ist gerade. Dann ist a = 2 - k fiir eine ganze Zahl k. Daraus folgt a> = 4 - k2.
Also ist a® ohne Rest durch 4 teilbar.

Fall 2: a ist ungerade. Dann gilt a = 2 - k + 1 fiir eine ganze Zahl k. Daraus folgt
a? = 4-(k? 4+ k) + 1. Also bleibt Rest 1 beim Teilen von a? durch 4.

Damit sind alle moglichen Fille betrachtet. |

Im allgemeinen miissen es nicht nur zwei Fille sein, die bei einer Fallunterscheidung
betrachtet werden. Wichtig ist nur, dass alle moglichen Fille betrachtet werden. Im fol-
genden Beispiel werden die verschiedenen Fille abhingig davon unterschieden, wie grof3
der Rest beim Teilen einer Zahl durch 3 ist. Man erhélt hier drei Fille: Rest 0, Rest 1 und
Rest 2.

» Lemma7.7 Mindestens eine der ganzen Zahlen a, a + 2 und a + 4 ist durch 3 teilbar.

Beweis Wir fiihren eine Fallunterscheidung iiber den Rest beim Teilen von a durch 3.

Fall 1: a geteilt durch 3 ldsst den Rest 0. Dann ist a durch 3 teilbar.

Fall 2: a geteilt durch 3 ldsst den Rest 1. Dannista +2 = 3-k+1)+2=3-(k+1)
fiir eine ganze Zahl k. Also ist a + 2 durch 3 teilbar.

Fall 3: a geteilt durch 3 liisst den Rest 2. Dannista +4 = (3-k+2)+4=3-(k+2)
fiir eine ganze Zahl k. Also ist a + 4 durch 3 teilbar.

Da a geteilt durch 3 keinen anderen Rest lassen kann, ist der Beweis vollendet. [ |

7.7 Beweis von Aussagen mit Quantoren

Viele mathematische Aussagen haben die Gestalt von universellen Aussagen der Form
Vx: (p(x) = q(x)) .
Man beweist sie, indem man die Aussage
pla) = q(a)

fiir jedes Element a des zugrundeliegenden Universums beweist. In der Regel fiihrt man
dazu einen einzigen Beweis, der unabhiingig davon, welches konkrete Element @ des Uni-
versums gewdhlt wurde, giiltig ist. Typischerweise sieht ein Beweis dann so aus:

Wihle a beliebig aus dem Universum.
Nun folgt der Beweis fiir die Implikation p(a) — ¢(a).
Da a beliebig gewihlt werden kann, folgt Vx: (p(x) — ¢g(x)).

Solche Beweise unterscheiden sich also kaum von den Beweisen, die wir bisher gefiihrt
haben. Einige Aussagen, die wir bereits bewiesen haben, kann man auch leicht als univer-
selle Aussagen auffassen. Zum Beispiel erhalten wir aus der Aussage

Wenn a durch 6 teilbar ist, dann ist a auch durch 3 teilbar.
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mit dem Universum der natiirlichen Zahlen die universelle Aussage

Fiir jede natiirliche Zahl x gilt:
Wenn x durch 6 teilbar ist, dann ist x auch durch 3 teilbar.

Der Beweis geht dann folgendermaf3en: Wihle fiir x eine beliebige natiirliche Zahl a. Nun
folgt der Beweis der Aussage ,,Wenn a durch 6 teilbar ist, dann ist a auch durch 3 teilbar*
von oben. Da a beliebig gewihlt wurde, gilt fiir jede natiirliche Zahl x: wenn x durch 6
teilbar ist, dann ist x auch durch 3 teilbar.

Bei mehreren universellen Quantoren muss fiir jede quantifizierte Variable unabhéngig
ein Wert gewihlt werden. Als Beispiel fithren wir einen Beweis der Aussage

Fiir jede natiirliche Zahl t und fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
wennt > 2 undt ein Teiler von n ist,
dann ist t kein Teiler vonn + 1.

Zum Beweis wihlen wir fiir ¢ eine natiirliche Zahl a und fiir n eine natiirliche Zahl b. Wir
fiihren einen Widerspruchs-Beweis der Aussage

Wenn a > 2 und a ein Teiler von b ist, dann ist a kein Teiler von b + 1.

Diese Aussage hat die Form (p A ¢) — r. Im Widerspruchs-Beweis muss die Aussage
(p A q) A —r widerlegt werden. Die Hypothese lautet also

a>2, und ateilth, und ateilth +1.

Nach Definition der Teilbarkeit gibt es ganze Zahlen k und k', so dass
b=k-a und b+1=k"-a.
Subtrahiert man die erste von der zweiten Gleichung, ergibt sich
1=k a)—(k-a).
Durch Ausklammern erhalten wir daraus
l=(k—-k")a.
Da k und k' ganze Zahlen sind, ist auch k — k' eine ganze Zahl und
a ist Teiler von 1.

Es gibt genau zwei ganze Zahlen, die Teiler von 1 sind: ndmlich 1 selbst und —1. Wegen
a > 0 folgt
a=1,

im Widerspruch zur Hypothese a > 2. Der Widerspruchs-Beweis ist beendet. Da die Wahl
der fiir  und n eingesetzten natiirlichen Zahlen beliebig war, ist die Behauptung bewiesen.
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Um Schreibarbeit zu sparen, verzichtet man oft darauf, das fiir eine universell quan-
tifizierte Variable eingesetzte Element anders zu benennen als die Variable. Im obigen
Beispiel haben wir fiir die Variable ¢ eine natiirliche Zahl a eingesetzt und im Beweis
benutzt. Oft sagt man stattdessen einfach ,,wihle fiir ¢ eine beliebige natiirliche Zahl* und
benutzt dann weiterhin ¢ nun als Bezeichner fiir diese Zahl.

» Lemma7.8 Fiir jede natiirliche Zahl 7 und fiir jede natiirliche Zahl n gilt: Wenn ¢ > 2
und ¢ ein Teiler von n ist, dann ist ¢ kein Teiler von n + 1.

Beweis Wir wihlen fiir # und n unabhingig zwei beliebige natiirliche Zahlen und fiihren
einen Widerspruchs-Beweis. Sei angenommen, dass ¢ > 2 ein Teiler von n und ein Teiler
vonn + list. Dannistn = ¢ -k undn 4+ 1 = ¢ - k' fiir zwei ganze Zahlen k und k’. Also
istl=t¢t-k'"—t-k =t-(k'—k). Daraus folgt % = k' —k.Dak’ — k eine ganze Zahl ist,
muss ¢ = 1 gelten. Das ist ein Widerspruch zur Hypothese ¢ > 2. |

Wir betrachten nun existenzielle Aussagen. Diese haben die Form

Ax: (p(x) = q(x)).

Sie konnen bewiesen werden, indem man ein Element ¢ aus dem Universum findet, fiir
das p(a) — gq(a) wahr ist. Typischerweise sieht ein Beweis wie folgt aus:

Sei a ein geeignetes Element aus dem Universum.

Nun folgt der Beweis fiir die Implikation p(a) — ¢(a).

Damit ist die Existenz eines a mit der Eigenschaft p(a) — ¢(a) und die Giiltigkeit der
Aussage Ix: (p(x) — g(x)) bewiesen.

Als Beispiel beweisen wir die Behauptung, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
» Satz7.1 Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis Zuerst miissen wir uns iiberlegen, welche logische Struktur die Aussage hat und
wie wir sie mittels Quantoren und geeigneten logischen Verkniipfungen von Eigenschaf-
ten natiirlicher Zahlen ausdriicken kdnnen. Wenn es nur endlich viele Primzahlen gébe,
dann miisste eine grofite Primzahl existieren. Jede natiirliche Zahl, die grofer als diese
grofite Primzahl ist, kann dann keine Primzahl sein. Im Lichte dieser Konsequenz aus der
Negation der Behauptung lisst sich die folgende logisch dquivalente Aussage formulieren:

Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl p,
die grofier als n und eine Primzahl ist.

Diese Aussage konnen wir nun formalisiert aufschreiben als

Vnidp: (n < p) A p ist Primzahl .



7.8 Kombinatorischer Beweis m

Am Anfang der Aussage steht ein V-Quantor. Also beginnen wir damit, fiir n eine belie-
bige natiirliche Zahl zu wihlen, die wir @ nennen. Damit erhalten wir die Aussage

dp: (a < p) A p ist Primzahl .

Diese Aussage beginnt mit einem 3-Quantor. Um sie zu beweisen, miissen wir eine natiir-
liche Zahl b finden, fiir die gilt:

(a < b) A b ist Primzahl .

Dieses b konstruieren wir wie folgt. Wir nehmen alle Primzahlen py, ps, ..., px, die klei-
ner oder gleich a sind, bilden deren Produkt und addieren 1 hinzu:

b=pi-pr-...-pr+1.

Ist b eine Primzahl, dann sind wir fertig, da natiirlicha < b gilt. Ist  keine Primzahl, dann
hat b einen Teiler /, der eine Primzahl ist — dieser Fakt wird in Satz 8.7 bewiesen. Nach
Lemma 7.8 kann / als Teiler von b kein Teiler von b — 1 sein. Dab —1 = p;-pr-...- pi
gilt, ist [ eine Primzahl, die sich von allen Primzahlen py, ps,..., pi, die kleiner oder
gleich a sind, unterscheidet. Insgesamt haben wir also gezeigt:

a < [ und [ ist eine Primzahl. [ ]

7.8 Kombinatorischer Beweis

Beweise, die mit Hilfe von Abzdhlargumenten gefiihrt werden, heillen kombinatorische
Beweise. Sie spielen in der diskreten Mathematik eine nicht unwesentliche Rolle und
eignen sich vor allem zum Beweis von Aussagen iiber die Anzahl von Objekten mit
bestimmten Eigenschaften in speziellen Situationen. Da auch Existenzfragen als Fragen
nach einer Anzahl — Null oder groBer als Null — aufgefasst werden konnen, ist es nicht
verwunderlich, dass kombinatorische Beweise auch eine wichtige Rolle beim Beweis von
Existenzaussagen spielen.

Die Kraft eines kombinatorischen Arguments liegt in der Stirke des verwendeten Ab-
zdhlarguments. Wir werden einige besonders wichtige Abzihlargumente und Zahltech-
niken in einem eigenstdndigen spiteren Kapitel, in Kap. 9, besprechen. Zur Illustration
der Vorgehensweise bei einem kombinatorischen Beweis beschréinken wir uns deshalb an
dieser Stelle auf die Anwendung eines einzigen Abzédhlarguments, des berithmten Tau-
benschlagprinzips von Dirichlet. Das Dirichlet’sche Taubenschlagprinzip, auch Schub-
fachprinzip genannt, beruht auf der folgenden einfachen Beobachtung:

» Dirichlets Taubenschlagprinzip Halten sich k + 1 Tauben in k Taubenschlidgen auf,
so gibt es mindestens einen Taubenschlag, in dem sich wenigstens zwei Tauben befinden.
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Nach diesem Prinzip gibt es beispielsweise stets einen unter 10 Taubenschligen, der
von wenigstens zwei Tauben besetzt ist, wenn sich 11 oder mehr Tauben auf diese 10
Schlédge verteilen. Obwohl das Taubenschlagprinzip die Existenz eines solchen Tauben-
schlages garantiert, gibt es keinen Hinweis, welcher Taubenschlag das ist. Tatsdchlich
hingt das allein von der konkreten Situation ab und kann von Mal zu Mal verschieden
sein.

Ist das Verhiltnis von Taubenschlidgen zu Tauben nicht nur k + 1 zu k sondern zum
Beispiel 2k + 1 zu k, so kann man sogar schlieBen, dass in einem der Taubenschlige
mindestens 3 Tauben sitzen miissen. Ubersetzt in die mathematische Sprache lisst sich
Dirichlets Taubenschlagprinzip im folgenden Satz ausdriicken.

» Satz7.2 Seien A und B zwei endliche Mengen, und sei f: A — B eine Funktion.
Dann gibt es ein Element by € B mit ff f ! (by) > H—g—‘ L

Beweis Sei b, ein Element von B, das die meisten Urbilder in A besitzt. Das heiBt, fiir
alle b € f(A) giltfi f~1(by) >t f~1(b). Offensichtlich gilt

4 < Y #f7'(0) < #B-1f 7 (o).

beB

Diese Ungleichung ist dquivalent zu

14 ~1
— < by) .
TR
Da die Anzahl der Urbilder natiirlich ganzzahlig ist, folgt die Behauptung des Satzes. W

Wir wollen nun einige kombinatorische Beweise fiihren, die von dem Abzihlargument
des Taubenschlagprinzips Gebrauch machen.

» Satz7.3 In einer Gruppe von acht Leuten haben (mindestens) zwei am gleichen Wo-
chentag Geburtstag.

Beweis Wir betrachten die Funktion f, die jeder Person der Gruppe den Wochentag
zuordnet, an dem sie Geburtstag hat. Der Definitionsbereich A dieser Funktion ist die Per-
sonengruppe und enthélt 8 Elemente, f4 = 8. Der Wertebereich B von f ist die Menge
der Wochentage und enthilt 7 Elemente, §B = 7.

Das Taubenschlagprinzip garantiert in dieser Situation die Existenz eines Wochenta-

ges b mit
- > _ﬁ > § >

an dem also zwei oder mehr Leute der Gruppe Geburtstag haben. |

! [ 5] bezeichnet die kleinste ganze Zahl, die groBer oder gleich 7 ist. Also gilt zum Beispiel [§—| =
67 —
3und [§] =3.
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» Satz7.4 Injeder Menge A, die aus drei natiirlichen Zahlen gebildet werden kann, sind
stets zwei Zahlen, deren Summe gerade ist.

Beweis Die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist genau dann gerade, wenn beide Zahlen
ungerade oder wenn beide Zahlen gerade sind.

Wir definieren uns eine Funktion f auf der Menge A, die als Funktionswert angibt, ob
das Argument a gerade oder ungerade ist, f(a) € {gerade, ungerade}.

Das Taubenschlagprinzip garantiert nun die Existenz eines Bildelements b € {gerade,
ungerade} mit wenigstens zwei Urbilderna, a’ € A.Bildet man die Summe a + a’ dieser
beiden Urbilder, dann muss diese, unserer obigen Beobachtung zufolge, gerade sein. W

Eine andere Anwendung des Taubenschlagprinzip liefert der Beweis des folgenden
Satzes.

» Satz7.5 Sei A eine Gruppe von 6 Leuten, von denen jede beliebig ausgewéhlte Zwei-
ergruppe entweder befreundet oder verfeindet ist. Dann gibt es in dieser Gruppe 3 Leute,
die paarweise befreundet oder die paarweise verfeindet sind.

Beweis Sei die Gruppe A = {Albert,Bob,Chris,Dieter,Eike,Fritz}. Wir
nehmen Albert aus der Gruppe heraus und betrachten, wer von den iibrigen mit
Albert befreundet und wer mit ihm verfeindet ist. Das definiert eine Funktion von
einem 5-elementigen Definitionsbereich in einen 2-elementigen Wertebereich. Nach dem
Taubenschlagprinzip ist Albert also entweder mit [§—| = 3 der iibrigen Gruppenmit-
glieder befreundet oder mit 3 der iibrigen Gruppenmitglieder verfeindet.

Es bleibt zu untersuchen, wie das Verhiltnis der mit Albert befreundeten bzw. ver-
feindeten 3 Gruppenmitglieder untereinander aussieht. Wir betrachten dazu die beiden
Fille getrennt und fiihren eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1: Albert ist mit [ﬂ = 3 der iibrigen Gruppenmitglieder befreundet. Sind diese
3 Gruppenmitglieder untereinander verfeindet, so haben wir 3 untereinander verfeindete
Leute gefunden. Sind diese 3 Gruppenmitglieder nicht paarweise untereinander verfein-
det, so sind 2 von ihnen befreundet. Da sie ihrerseits auch mit Albert befreundet sind,
haben wir 3 untereinander befreundete Gruppenmitglieder gefunden.

Fall 2: Albert ist mit [ 3] = 3 der iibrigen Gruppenmitglieder verfeindet. Dieser Fall
lasst sich ganz analog zu Fall 1 16sen. |

Als letztes Beispiel fiir einen kombinatorischen Beweis sehen wir uns eine kleine Be-

hauptung iiber Zahlenfolgen an.

» Satz7.6 Jede Folge von n? + 1 verschiedenen Zahlen enthélt eine monoton fallende
oder eine monoton wachsende Unterfolge der Linge n 4 1.
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Beispiel 7.1
Sein = 3. Die Folge 7,6, 11,13,5,2,4,1,9, 8 der Liange 10 besitzt z. B. die mono-
ton fallende Unterfolge 7, 6,2, 1.

Beweis Sei aj,...,a,>,, eine Folge verschiedener reeller Zahlen. Wir ordnen a; das
Paar (i, di) zu, wobei iy fiir die Linge der ldngsten monoton fallenden Unterfolge steht,
die in ay, startet, und dj, fiir die Lénge der ldngsten monoton wachsenden Unterfolge, die
in ay startet.

Angenommen, ay, . .., a,2 besitzt weder eine monoton wachsende noch eine mono-
ton fallende Unterfolge der Linge n + 1. Dann gilt iy, d; < n firallek = 1,..., n?+1
und es kann hichstens n? verschiedene Paare (iy, di), k = 1,...,n%>+1 geben. Das heift,
wenigstens zwei der n2 + 1 Paare sind gleich, fiir zwei verschiedene Elemente der Folge
a;,ag, s <t giltalso iy = i; und dy = d,. Das ist jedoch unmdoglich, da a; < a, ein
Widerspruch zu iy = i, und a; > a, einen Widerspruch zu d,; = d, liefert. [ |



Volistdandige Induktion

Zusammenfassung

Vollstiandige Induktion ist hdufig ein ausgezeichnetes Hilfsmittel zum Beweis von Aus-
sagen der Form ,,Vn € N: p(n)“. Wir beweisen das hinter dieser Beweismethode ste-
hende Prinzip und fiihren sie an verschiedenen Beispielen vor.

Nicht immer lésst sich eine Aussage der Form ,,Vn € N: p(n)“ einfach dadurch beweisen,
dass man fiir n eine beliebige natiirliche Zahl a wihlt und dann einen Beweis fiir p(a)
fiihrt. Zum Beispiel ist ein solcher Beweis fiir die Behauptung

Jeder Geldbetrag von mindestens 4 Cent
ldsst sich allein mit Zwei- und Fiinfcentstiicken bezahlen.

etwas umstindlich, falls wir @ Cent bezahlen miissen und sonst nichts iiber a wissen. Wenn
wir jedoch wissen, in welcher Stiickelung a Cent zu bezahlen sind, konnen wir daraus
recht leicht schlieBen, wie eine Stiickelung fiir a 4+ 1 Cent aussehen kann: Man stelle sich
dazu den Miinzenhaufen fiir a Cent vor. Wenn er zwei Zweipcentstiicke enthélt, nehmen
wir sie fort und legen dafiir ein Fiinfcentstiick hinzu (Regel 1). Wenn er ein Fiinfcentstiick
enthilt, nehmen wir es fort und legen dafiir drei Zweicentstiicke hinzu (Regel 2). Im ersten
Fall enthélt der Miinzenhaufena —2-2 + 5 = a + 1 Cent, und im zweiten Fall a — 5 +
3.2 =a + 1 Cent. Da jeder solcher Miinzenhaufen von mindestens 4 Cent entweder ein
Fiinfcentstiick oder zwei Zweicentstiicke enthalten muss, ist stets eine der beiden Regeln
anwendbar.

Da sich 4 Cent mit zwei Zweicentstiicken bezahlen lassen, knnen wir jetzt mit Hil-
fe der beiden Umtauschregeln fiir jeden grofleren Betrag eine Stiickelung in Zwei- und
Fiinfcentstiicken angeben. Damit erhalten wir die in Abb. 8.1 angefiihrten Stiickelungen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 15
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Abb. 8.1 Wie man mit Zwei- Betrag | Zweicentstiicke | Fiinfcentstiicke
und Fiinfcentstiicken bezahlen 4 2 0
kann 5 0 1

6 3 0

7 1 1

8 4 0

9 2 1

10 0 2

11 3 1

In der Beweisargumentation haben wir {ibrigens nicht gezeigt, wie man einen beliebi-
gen Betrag stiickeln kann. Wir haben ,,lediglich* gezeigt, dass man 4 Cent stiickeln kann,
und wie man aus der Stiickelung eines Betrages von a Cent — fiir ein beliebiges a > 4 —
die Stiickelung von a 4 1 Cent ableiten kann. Da jede natiirliche Zahl a > 4 durch wieder-
holte Addition von 1 erhalten werden kann, erhalten wir fiir jedes a auch eine Stiickelung.
Diese Vorgehensweise nennt man Induktion.

8.1 Idee der vollstandigen Induktion

Die Grundidee der vollstindigen Induktion beruht auf dem axiomatischen Aufbau der na-
tiirlichen Zahlen nach Peano: Man kann jede natiirliche Zahl dadurch erhalten, dass man,
beginnend mit der 0, wiederholt 1 addiert. Entsprechend beweist man eine Eigenschaft
p(n) fiir jede natiirliche Zahl n, indem man zuerst die Eigenschaft p(0) — die so genannte
Induktionsbasis — beweist, und anschlieSend zeigt, dass fiir beliebige natiirliche Zahlen a
aus p(a) auch p(a + 1) folgt — der so genannte Induktionsschritt.

(1) Induktionsbasis: Es wird gezeigt, dass p(0) gilt.
(2) Induktionsschritt: Es wird gezeigt, dass die Aussage Vn € N: p(n) — p(n + 1) gilt.

Insgesamt folgt aus der gleichzeitigen Giiltigkeit von Induktionsbasis und Induktions-
schritt, dass die Aussage Vn € N: p(n) gilt. Das wird im Induktionssatz formal bewiesen.

> Satz 8.1 (Induktionssatz) Gelten die beiden Aussagen p(0) und Vn € N: p(n) —
p(n + 1), dann gilt auch die Aussage Vn € N: p(n).

Beweis Sei W = {n € N | p(n)} die Menge aller natiirlichen Zahlen n, fiir die p(n) gilt.
Wir erinnern uns an den axiomatischen Aufbau der natiirlichen Zahlen nach Peano (siehe
Kap. 4). Da Induktionsbasis und Induktionsschritt fiir p(n) gelten, erfiillt W die Axiome
1 und 2 von Peano:

Axiom I: 0 e W
Axiom 2: firallei e Ngilt ieW - (i +1)eW
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Also folgt aus Axiom 5 des Axiomensystems von Peano, dass W = N ist. Das heif3t, dass
die Aussage Vn € N: p(n) gilt. [ |

8.2 Beispiele fiir Induktionsbeweise

Es folgen einige Beispiele fiir Sétze, die man gut mittels vollstdndiger Induktion beweisen
kann.

Als erstes betrachten wir das Aufsummieren aufeinander folgender natiirlicher Zahlen.
Dabei ergibt sich folgendes Muster:

0-(0+1
0= 0= 0-0+1
2
1-(1+1
O+1= 1= g
2
2.2+ 1
0+1+2= 3= %
3.3+1
04+14+24+3= 6= %
4-(4+1
0+1+2+3+4=1o:%.

Es hat den Anschein, als ob die folgende Beziehung gelten wiirde:

n-(n+1)

O+14+24+...+n= 2

Tatsichlich gilt:

n
. 1
» Satz 8.2 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Zi = L;) .
i=0
Beweis Die betrachtete Eigenschaft p(n) hat fiir eine natiirliche Zahl n die Gestalt

n-(n+1)

pm)0+14+2+...+n= 5

Wir haben zu zeigen, dass die Aussage
Vn € N: p(n)

gilt. Wir fiithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber zn. Die Induktionsbasis
ist p(0), und der Induktionsschritt ist die Aussage Vn € N: p(n) — p(n + 1).
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0 0
Induktionsbasis: Die Eigenschaft p(0) bedeutet Y i = w. Durch ) i werden

i=0 i=0

alle natiirlichen Zahlen aufsummiert, die groer oder gleich 0 und kleiner oder gleich
0 0

0 sind. Das ist nur die 0 selbst. Deshalb gilt ;)i =0.Da0 = %, gilt ;)i = %,

womit die Eigenschaft p(0) bewiesen ist.

Induktionsschritt: Nun miissen wir die Aussage Vn € N: p(n) — p(n + 1) beweisen.
Wir wihlen dazu eine beliebige natiirliche Zahl @ und beweisen p(a) — p(a + 1). Die
a
Aussage p(a): Y i = "("Z—H) ist die Hypothese. Aus der Annahme, dass die Hypothese
i=0
gilt, muss die Giiltigkeit der Aussage p(a + 1) abgeleitet werden, also

%i @+ 1)-(a+2)
i=0 2
Fiir die Summe auf der linken Seite der Gleichung gilt

a+1 a
Yoi= (Zi)+(a+l).
i=0

i=0

Durch Anwendung der Hypothese ) i = w ergibt sich daraus
i=0
a
. a-(a+1
(Zz)-l—(a-l—l):(T)-l-(a-i-l).
i=0
Durch Erweitern und Umformen erhilt man
a-(a+1 a-(a+1)+2-(a+1
@h) | qyp=tlerDt2@tD

und
a~(a+1)+2~(a+1): (a+1)-(a+2)

2 2
Insgesamt haben wir nun gezeigt, dass die folgende Aussage fiir beliebiges a € N gilt.

a a+1

. oa-(a+1 . (a+1)-(a+2)
A E: =" folet E: 2 rJvra
us ,-:Ol 7 olg ,-:Ol 5

Damit ist der Induktionsschritt (die Eigenschaft Vi € N: p(n) — p(n + 1)) bewiesen.

Aus dem Beweis der Induktionsbasis und des Induktionsschrittes folgt nach Indukti-
n
onssatz 8.1, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: )" i = %ﬂ) |
i=0
Durch die Anwendung der Hypothese im Induktionsschritt wurde der Beweis entschie-
den vereinfacht. Man muss nur die richtige Stelle finden, an der man die Hypothese
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verwenden kann. Um das zu iiben, betrachten wir nun die Summe fortlaufender unge-
rader Zahlen. Wir benutzen dabei, dass die i-te ungerade Zahl genau die Zahl 2 - i — 1
ist.
i [1]2]3]4]5]-
i-te ungerade Zahl ‘ 1 ‘ 3 ‘ 5 ‘ 7 ‘ 9 ‘

Summiert man die ersten 7 ungeraden Zahlen auf, dann ergibt sich n? als Summe.

n

» Satz 8.3 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: 2(2 di—1)=n>.

i=1

Beweis Die betrachtete Eigenschaft p(n) einer natiirlichen Zahl n ist
pn): 14+3+5+...+Q2-n—1)=n?.

Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber 7.

0
Induktionsbasis: Fiir n = 0 haben wir die Aussage > (2i — 1) = 0* zu beweisen. Da
i=1

0
die ,leere” Summe Y (2-i — 1) den Wert O hat, ist die Aussage p(0) wahr.
i=1

Induktionsschritt: Wir wihlen ein beliebiges @ € N und haben zu zeigen, dass p(a) —
p(a + 1) gilt. Als Hypothese p(a) steht

Xu:(z-i—l)zaz.
i=l1

Daraus muss die Giiltigkeit von p(a + 1) geschlussfolgert werden.

Wir beginnen wieder damit, die Summe so aufzuschreiben, dass einer der Summanden
durch Anwendung der Hypothese ersetzt werden kann:

a+1 a
dY@i-1n= (Z(z-i—1))+(2.(a+1)—1).

i=1 i=1

Die rechte Seite der Gleichung kann durch Anwendung der Hypothese umgeschrieben
werden und es ergibt sich

(Z(Z-i—l))+(2-(a+1)—1)=a2+(2-(a+1)—1)=a2+2-a+1.
i=1

Da nach den binomischen Regeln

a>+2-a+1=(@a+1)»>
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gilt, ist mit
a+1

dY@i-1)=(@+1)

i=1
der Induktionsschritt fiir ein beliebiges a bewiesen.

Mit Induktionsbasis und Induktionsschritt ist der Satz nach dem Induktionssatz 8.1
bewiesen. |

8.3 Struktur von Induktionsbeweisen

Die Struktur eines Induktionsbeweises bleibt stets gleich:

(1) Induktionsbasis: Beweise p(0).
(2) Induktionsschritt: Beweise p(a) — p(a + 1) fiir ein beliebiges a.

Induktionsbasis und -schritt zusammen liefern nach Induktionssatz 8.1 den Beweis dafiir,
dass fiir alle natiirlichen Zahlen n die Eigenschaft p(n) gilt.

Um Schreibarbeit zu sparen, kann die ,,monotone‘ Schlussbemerkung, dass aus Induk-
tionsbasis und -schritt der Beweis folgt, weggelassen werden. Da im Beweis des Indukti-
onsschrittes p(a) — p(a + 1) stets mit der Hypothese p(a) gearbeitet wird, fithrt man
sie auch als Induktionsvoraussetzung an. Im Induktionsschluss ist dann nur noch p(a + 1)
aus der Induktionsvoraussetzung zu folgern. Damit ergibt sich die folgende vereinfachte
Struktur eines Induktionsbeweises:

(1) Induktionsbasis: Beweise p(0).
(2) Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebig gewihltes a gilt p(a).
(3) Induktionsschluss: Folgere p(a + 1) aus der Induktionsvoraussetzung p(a).

Da die Induktionsvoraussetzung eine Hypothese ist, muss nur die Induktionsbasis und der
Induktionsschluss bewiesen werden. Diese Form des Induktionsbeweises soll im Beweis
des nichsten Satzes angewendet werden

n
» Satz 8.4 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Z 20 =t
i=0

Beweis Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber 7.
0 .
Induktionsbasis: Firn = 0 gilt Y 2/ =20 =21 — 1.
i=0

a .
Induktionsvoraussetzung: Es gilt > 2! = 24+ — 1 fiir ein beliebig gewihltes a € N.
i=0
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Induktionsschluss: Unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung folgt

a+1 a
i=0 i=0
——
Induktionsvoraussetzung
e e

— (2u+1 _ 1) + 2a+1
— 2. 2a+1 —1

— 2(u+1)+1 —1. [

Wir sehen uns noch ein weiteres Beispiel an: Die Folge der so genannten harmonischen
Zahlen hy, hy, hs, . . . ist definiert durch

he=1+s4tp 4]
L T T

fiir jedes k € N,

» Satz 8.5 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: hy > 1+ %

Beweis Wir fiilhren den Beweis mittels vollstandiger Induktion iiber 7.
Induktionsbasis: Firn = 0 gilthy = 1> 1+ 2.

Induktionsvoraussetzung: Es gilt hya > 1 + 5 fiir ein beliebig gewdhltes a € N.

Induktionsschluss: Unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung folgt

P, 1 1 1
satl = +E+...+2—a +2a+1+"'+ﬁ
h ! !
= 24 +2a+1+ '+2u+l
Induktionsvoraussetzung
p——
> (1+3) Loy :
— 2 2¢ 4+ 1 Da+1
a . 1
= (1+3) T
= (1+2) i
B 2 2
1
R n



122 8 Vollstéandige Induktion

8.4 Verallgemeinerte vollstandige Induktion

Nicht immer ist es im Induktionsschritt einfach, von p(a) auf p(a + 1) zu schlieBen.
Betrachtet man den Induktionsschritt genauer, so sieht man, dass man eigentlich sogar die
Giiltigkeit von p(0) A --- A p(a) als Voraussetzung nutzen kann. Damit ergibt sich das
Prinzip der verallgemeinerten vollstindigen Induktion.

> Satz 8.6 (Verallgemeinerter Induktionssatz) Gelten die beiden Aussagen p(0) und
Vn e N: (p(0) A--- A p(n)) — p(n + 1), dann gilt die Aussage Vn € N: p(n).

Beweis Die Giiltigkeit der beiden Aussagen
p0) und VneN: (pO)A---Apn)— pn+1)

impliziert sofort die Giiltigkeit der beiden Aussagen p(0) und Vn € N: p(n) — p(n+1).
Der Induktionssatz 8.1 liefert daraus direkt die Giiltigkeit der Aussage Vn € N: p(n). B

Wir zeigen nun mittels verallgemeinerter vollstindiger Induktion, dass jede natiirliche
Zahl, die grofler oder gleich 2 ist, als Produkt von Primzahlen dargestellt werden kann. Es
gilt zum Beispiel

1815=3-5-11-11.

Aus dieser Faktorisierung von 1815 lésst sich nicht unmittelbar auf die Primzahlzerlegung
von 1815 4 1 = 1816 schliefen, wie es bei der bisher betrachteten Induktion notwendig
gewesen ware.

» Satz 8.7 Sei n eine natiirliche Zahl, und » > 2. Dann ist n Produkt von Primzahlen.
Beweis Wir fiihren den Beweis mittels verallgemeinerter vollstindiger Induktion.

Induktionsbasis: Da 2 eine Primzahl ist, ist 2 triviales Produkt von sich selbst, also
Produkt einer Primzahl.

Induktionsvoraussetzung: Fiir eine beliebige natiirliche Zahl a gilt: Alle Zahlen von 2
bis a lassen sich als Produkte von Primzahlen schreiben.

Induktionsschluss: Wir zeigen, dass dann a 4 1 ebenfalls ein Produkt von Primzahlen
ist. Dazu machen wir eine Fallunterscheidung.

Fall 1: a 41 ist eine Primzahl. Dann ist a 4 1 die einzige Primzahl, aus der das Produkt
a + 1 besteht.

Fall 2: a+1 ist keine Primzahl. Dann gibt es zwei echte Teiler von a 41, also natiirliche
Zahlenbund c mit2 < b,c <a + 1,s0dassa + 1 = b - c. Da b und ¢ beide kleiner
als a 4 1 sind, konnen wir die Induktionsvoraussetzung nutzen und sie als Produkte
von Primzahlen b = p; - py-...- p,undc = ¢y - ¢, - .. .- g fiir geeignete Primzahlen
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P1sP2s---sPr:sq1,92, - - -, q; schreiben. Daraus erhalten wir eine Darstellung von a +
l=(p1-pr-...-pr)-(q1-q2...-q) als Produkt von Primzahlen. [

Der letzte Beweis ist in dem Sinne konstruktiv, dass man nach der dort angegebenen
Methode jede Zahl als Produkt von Primzahlen darstellen kann. Nehmen wir zum Beispiel
die Zahl 24. Da 24 = 4 . 6, ergibt sich — wie im Induktionsschritt angegeben — die Fakto-
risierung von 24 als Produkt der Faktorisierungen von 4 und 6. Da 4 und 6 beide groSer
als 2 sind, ldsst sich ihre Faktorisierung aus einer weiteren Anwendung des Induktions-
schrittes bestimmen. Thre einzigen Faktorisierungen sind 4 = 2-2und 6 = 2 - 3. Also
ist 24 = 2.2.2-3. Da 2 und 3 Primzahlen sind, haben wir die Faktorisierung von 24
gefunden.

8.5 Induktive Definitionen

Bei den obigen Beispielen zur vollstindigen Induktion wurde stets die Folge der natiir-
lichen Zahlen betrachtet und ihr induktiver Aufbau ausgenutzt. Natiirlich kénnen auch
andere Zahlenfolgen ag, ay, a,, . . . induktiv aufgebaut sein. Dazu muss lediglich die erste
Zahl a der Folge festgelegt — das entspricht der Induktionsbasis — und angegeben wer-
den, wie sich a; 11 aus ag, ay, . . ., a; bestimmt — das entspricht dem Induktionsschritt. Der
grof3e Vorteil bei der Arbeit mit induktiv definierten Folgen ist die Tatsache, dass sich ihre
Eigenschaften oft sehr einfach mittels vollstandiger Induktion beweisen lassen.

Als Beispiel betrachten wir die Folge ag, a1, a», . . ., die wie folgt induktiv definiert ist:

a():l

any1=a,-(n+1)

fiir alle natiirlichen Zahlen n. Entsprechend der induktiven Definition der natiirlichen Zah-
len ist ein Basiswert ag angegeben. Dazu kommt eine Regel, mit der sich jedes a; aus i
und dem zuvor berechneten a;_; gewinnen ldsst. Zum Beispiel erhdlt man a; durch zwei-
malige Anwendung der Regel, bis man schlieflich den Basiswert g erreicht hat:

a3=a-3=a;-2-3=ay-1-2-3=1-1-2.3=6.

Der Anfangsabschnitt der Folge (a;);cN ist also

In vielen Fillen ist eine induktive Definition viel einfacher als eine ,,geschlossene® oder
»explizite* Definition. Zudem erlaubt sie direkt, die vollstindige Induktion zum Beweis
spezieller Eigenschaften der Folge zu benutzen. Wir demonstrieren das im Beweis der
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Behauptung, dass jedes a,, der eben definierten Folge das Produkt der natiirlichen Zahlen
1,2,...,nist

» Satz 8.8 Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: a,, = 1-2-...-n.

Beweis Wir fiihren einen Beweis mittels vollstandiger Induktion iiber 7.

Induktionsbasis: Da 0 kleiner als 1 ist, enthilt das Produkt der natiirlichen Zahlen be-
ginnend bei 1 und endend bei 0 keinen Faktor. Dieses ,,leere Produkt* hat den Wert 1.
Da a ebenfalls als 1 definiert ist, gilt die Behauptung also fiir n = 0.

Induktionsvoraussetzung: ap = 1-2- ... -k fiir ein beliebig gewihltes k € N.

Induktionsschluss: Wir betrachten das Folgenglied ay ;. Laut Definition ist az4; =
ay - (k + 1). Nach Induktionsvoraussetzung ist ay = 1-2-...-k. Also gilt

arpr=0-2-...-k)-k+1)=1-2-...-k-(k+1).
Damit ist die Behauptung bewiesen. -

Als weiteres Beispiel betrachten wir die beriihmte Folge der Fibonacci-Zahlen
fo, f1, f2, ..., die induktiv definiert ist durch

f():Os f1:1,
fn+2=fn+fn+l

fiir alle natiirlichen Zahlen n. Die Basis besteht hier aus zwei unabhiingigen Werten: Einer
fiir fy und einer fiir f. Deshalb kann in der Erzeugungsregel auch auf die zwei vorher-
gehenden Folgenglieder zuriickgegriffen werden; es lassen sich also alle Werte f5, f,. ..
berechnen. Zum Beispiel hat f; den Wert

fs=fait i=2-i+1=3-HL+2-fi=5-fi+3-fo=5.

Im Falle der Fibonacci-Zahlen lésst sich jedes f, auch explizit durch die beeindruckende
Formel
) - ()
2 2
V5

definieren. Man beachte, dass diese ,,geschlossene Definition der Fibonacci-Zahlen re-
elle Zahlen benutzt. Deshalb kann sie nur mit Vorsicht in einem Computer-Programm
benutzt werden, denn es konnen sich schnell Rundungsfehler ergeben, die das Ergebnis
drastisch verfilschen. Im Gegensatz dazu ist das Berechnen einer Fibonacci-Zahl nach der
induktiven Definition zwar aufwéndig, aber auch mit Computern exakt moglich.

Wir werden nun mittels vollstdndiger Induktion zeigen, dass beide Definitionen tat-
sédchlich auf die gleiche Zahlenfolge fiihren.

F(n) = (

» Satz 8.9 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: F(n) = f,.
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Beweis Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber 7.

Induktionsbasis: Hier miissen wir die Behauptung fiir die beiden Basisfille f; und f
beweisen, also F(0) = fyund F(1) = f;.

(55) - (55 1o

F(0) = 7 = ﬁ—o—ﬁ)
15 _ (125 2/5
o V) (),

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebig gewihltes a € N und alle natiirlichen Zah-
lenn <a+ 1gilt F(n) = f,.

Induktionsschluss: Wir miissen die Behauptung fiir a + 2 beweisen. Zunichst machen
wir folgende Beobachtung: Es gilt

(1+«/§)2=1+2«/§+5= 1++/5

1
2 4 + 2

und entsprechend

2
1-4/5 _1—2J§+5_1+1—J§
2 B 4 B 2

Damit ergibt sich

Fla+2) =

=Fa+1)+ F(a)
= far1+ fa
= fat2 - |
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Nicht nur Mengen von Zahlen, auch andere Mengen lassen sich induktiv definieren.
Die induktive Definition einer Menge besteht dann aus der Angabe einer Basismenge —
das entspricht der Induktionsbasis — und aus Regeln, durch deren wiederholte Anwendung
die weiteren Elemente der Menge erzeugt werden — das entspricht dem Induktionsschritt.
Natiirlich muss jedes Element der zu definierenden Menge nach einer endlichen Anzahl
von Regelanwendungen erzeugt sein.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Menge X'* aller Worter iiber einem Alphabet X.
Ein Alphabet ist eine endliche Menge, zum Beispiel ¥ = {a,b,e, h,l, p,t}. Ein Wort
tiber X ist eine beliebige endliche Folge von Elementen aus X'. Zum Beispiel sind

abt, e, bbpt, alphabet, help, p

sechs verschiedene Worter iiber dem Alphabet {a, b, e, h, [, p,t}.

Schreibt man zwei Worter direkt hintereinander auf — man sagt dazu konkatenieren —,
dann erhélt man daraus ein neues Wort. Beispielsweise ergibt das Wort aap konkateniert
mit dem Wort al das Wort aapal. Eine besondere Rolle spielt das leere Wort ¢. Wird
es mit einem beliebigen anderen Wort w konkateniert, so ist das Ergebnis wiederum w.
Beispielsweise ergibt aap konkateniert mit ¢ wieder das Wort aap, es gilt also aape =
aap. Das leere Wort bildet die Basis in der induktiven Definition der Menge X* aller
Worter iiber X'.

» Definition 8.1 Sei X ein Alphabet. Die Menge X'* aller Worter iiber X' ist induktiv
definiert durch

Basismenge: Das leere Wort € gehort zu X'*; das heifit: ¢ € X'*.
Erzeugungsregel: Ist w ein Wort in ¥* und a ein Element von ¥, dann gehort wa zu
X'*; das heiit: wenn w € X* und a € ¥, dann gilt wa € X*.

Fiir ¥ = {a, x} ergibt sich X'* also schrittweise aus

Basismenge &

ein Erzeugungsschritt!  a, x

zwei Erzeugungsschritte aa, xa,ax, xx

drei Erzeugungsschritte aaa,aax,xaa,xax,axa,axx,xxa,xxx

Die Lédnge |w| eines Wortes w € X* ist die Anzahl der Zeichen von w. Sie ldsst sich
ebenfalls induktiv definieren.

» Definition 8.2 Sei X' ein Alphabet. Die Linge eines Wortes w € X* ist induktiv defi-
niert durch:

' Wir geben jeweils nur die bisher noch nicht erzeugten Worter an.
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1. Die Linge des leeren Wortes ¢ ist 0, |¢| = 0.
2. Seiw € Y*unda € ¥. Dann ist jwa| = |w| + 1.

Zum Beispiel ist |axxaa] = 5 und |¢| = 0. Wie man leicht sieht, ist die Linge eines
Wortes also genau die minimale Anzahl der Erzeugungsschritte, mit denen man das Wort
aus dem leeren Wort erzeugen kann.

> Satz 8.10 Sei X' ein Alphabet, und u und v seien Worter aus X'*. Dann ist |uv| =
|ul + Jvl.

Beweis Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber die Wortldnge |v| von v. Dabei benutzen
wir die induktive Definition der Wortlidnge.

Induktionsbasis: Betrachte ein Wort v der Lange 0. Dann ist v = ¢. Also gilt uv =
ue = u. Insgesamt gilt also |uv| = |u| = |[u| + 0 = |u| + |v|.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebig gewihltes k und alle Worter v der Lénge
|v| = k gilt die Behauptung.

Induktionsschluss: Betrachte ein Wort v der Lange k + 1. Dann ist v = v'a fiireina €
X und ein Wort v’ € X* der Linge |v'| = k. Also kann die Induktionsvoraussetzung
auf v’ angewendet werden. Dann gilt

luv| = |uv'al (dav = v'a)
= |uv'|+1 (Definition der Lénge eines Wortes)
= (Jjul+ [v']) + 1 (nach Induktionsvoraussetzung)
= |ul+(v]+1D
= |u|+ |va| (Definition der Linge eines Wortes)
lu| + |v| (dav =v'a). ]

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel: Auch die Menge aller aussagenlogischen
Formeln ldsst sich induktiv definieren. Als Basismenge wird dabei die (unendlich grofie)
Menge aller Variablen und Konstanten gewihlt. Die Basismenge besteht aus den so ge-
nannten atomaren Formeln. In der Erzeugungsregel wird festgelegt, wie man bereits er-
zeugte Formeln zu neuen Formeln zusammensetzen kann.

» Definition 8.3 Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist induktiv definiert durch:

Basismenge: w, f, xo, X1, X2, ... sind aussagenlogische Formeln, die sogenannten
atomaren Formeln.

Erzeugungsregel: Seien « und B aussagenlogische Formeln. Dann sind auch (—«),
(¢ A B), (@ V P), (@ — B)und (¢ <> pB) aussagenlogische Formeln.
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Basismenge T / T2 \ Z7
(ZL’] A Ig) (“IQ) (I7 g Iz)

~N

((z1 Awo) V (-22))

\

(((x1 A o) V (m22)) < (27 — 22))

nach einer Anwendung
der Erzeugungsregel

nach zwei Anwendungen
der Erzeugungsregel

nach drei Anwendungen
der Erzeugungsregel

Abb. 8.2 Induktiver Erzeugungsprozess der Formel (((x; A x3) V (—x2)) <> (x7 = X2))

Formeln, die man durch einmalige Anwendung der Erzeugungsregel erhilt, sind

(_'W)s (_'f)s (_'XO)s (_'xl)v (_'-XZ)v cee (_'xi)v o

(W/\f),...,(Xo/\X()),...,(xl/\Xg),...,(xi/\xj'),...

Durch eine weitere Anwendung der Erzeugungsregel erhilt man entsprechend kompli-
ziertere Formeln, wie zum Beispiel

((x1 A x2) V (—=x2)) .

Der induktive Erzeugungsprozess einer Formel ist in Abb. 8.2 veranschaulicht. Tatsidchlich
lasst sich jede aussagenlogische Formel in einer endlichen Anzahl von Erzeugungsschrit-
ten aus den Formeln der Basismenge erzeugen. In einem Bewesis fiir eine Eigenschaft von
Formeln kann man deshalb ihre induktive Erzeugung ausnutzen: Fiir die Induktionsbasis
wird bewiesen, dass alle Elemente der Basismenge, also alle atomaren Formeln, die be-
trachtete Eigenschaft besitzen. Im Induktionsschritt wird fiir alle » € N folgendes gezeigt:
Wenn die Eigenschaft fiir alle Formeln gilt, die in hochstens n Schritten erzeugt werden
konnen, dann gilt sie auch fiir alle in 7 + 1 Schritten erzeugbaren Formeln. Zur Illustration
des Vorgehens beweisen wir den folgenden interessanten Satz.

» Satz 8.11 Sei ¢ eine aussagenlogische Formel. Dann gibt es eine aussagenlogische
Formel ¢, in der nur A und — als Verkniipfungszeichen vorkommen und die logisch dqui-
valent ist zu ¢.

Beweis Wir fiihren einen Beweis mittels verallgemeinerter vollstindiger Induktion tiber
den induktiven Aufbau der aussagenlogischen Formeln gemif Definition 8.3.

Induktionsbasis: Wir beweisen die Behauptung fiir alle atomaren Formeln. Das sind
aber genau die Formeln, die nur aus einer Konstanten oder einer Variablen bestehen.
Da jede solche Formel ¢ iiberhaupt kein Verkniipfungszeichen enthilt, kann ¢’ = ¢
gewihlt werden.



8.5 Induktive Definitionen 129

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle Formeln, die in hochstens n Schritten erzeugt wer-
den konnen, gilt die Behauptung.

Induktionsschluss: Wir miissen die Behauptung fiir alle Formeln beweisen, die inn + 1
Schritten erzeugt werden konnen. Sei ¢ eine beliebige solche Formel. Wir betrachten

nun alle Moglichkeiten, wie ¢ entstanden sein kann. Dazu fiihren wir eine Fallunter-
scheidung durch.

Fall 1: ¢ = (—a). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine zu « dquivalente For-
mel &', in der nur A und — als Verkniipfungszeichen vorkommen. Da « und o’ dqui-
valent sind, sind auch (—«) und (—«’) dquivalent. Wir nehmen nun fiir ¢ die Formel
(—a’). Dann kommen in ¢’ nur A und — als Verkniipfungszeichen vor und es gilt

¢ = (=) = (ma) =9,
also ¢’ = ¢.

Fall 2: ¢ = (o A B). Dann sind « und 8 zwei Formeln, die jeweils in hochstens n
Schritten erzeugt werden konnen. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es &’ und §’, die
zu « bzw. f dquivalent sind und nur A und — als Verkniipfungszeichen besitzen. Wir
wihlen ¢’ = (&’ A B’). Dann kommen in ¢’ nur A und — als Verkniipfungszeichen vor
und es gilt

P=@np)=(@rB)=¢,
also ¢’ = ¢.
Fall 3: ¢ = (o Vv B). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es wieder o’ und 8’ wie oben.
Nach der deMorgan’schen Regel ist

(Vv p) = (=((=a) A (=5)))-

Wir wihlen ¢’ = (—=((—a’) A (—f’))). Dann kommen in ¢’ nur A und — als Verkniip-
fungszeichen vor. Aufgrund der deMorgan’schen Regel gilt

' = (=)A= =@ VE)=(@Vvh) =9,
also ¢’ = ¢.

Fall 4: ¢ = (0 — ). Dieser Fall wird analog zu den vorangegangenen Fillen bewie-
sen, diesmal unter Ausnutzung der Aquivalenz (o« — B) = (—=(a A —B)). Die Formel
¢’ = (—=(a’ A —f")) erfiillt die Bedingung.

Fall 5: ¢ = (o <> B). Auch dieser Fall wird nach dem gleichen Schema bewiesen. Wir
benutzen hier die Aquivalenz (o < B) = ((=(a A (=B))) A (—=(B A (—)))).

Damit sind alle Moglichkeiten der Erzeugung von ¢ betrachtet, und der Induktions-
schluss ist gefiihrt. |

Als abschlieBendes Beispiel betrachten wir bincire Terme.
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» Definition 8.4 Die Menge aller biniren Terme ist induktiv definiert durch:

Basismenge: 0 ist ein bindrer Term.

Erzeugungsregel: Sei o ein binérer Term. Dann sind auch 2 -« + 0 und 2 - o + 1 binére
Terme.
(Falls o # 0, schreibt man bindre Terme mit Klammern 2 - (&) + 0 und
2-(@)+ 1)

Binire Terme sind zum Beispiel 0,2-04+1,2-(2-04+1)4+0,2-(2-04 1) + 1,
2-2-2-0+1)+0)+ 1.

Jeder bindre Term kann zu einer natiirlichen Zahl ausgewertet werden. Zum Beispiel
ist2-(2-0+ 1) + 1 = 3. Es ist auf den ersten Blick nicht offensichtlich, dass auch jede
natiirliche Zahl der Wert eines bindren Terms ist. Im induktiven Beweis des folgenden
Satzes werden wir sehen, wie der bindre Term fiir eine natiirliche Zahl konstruiert werden
kann.

» Satz 8.12 Jede natiirliche Zahl wird durch einen bindren Term beschrieben.

Beweis Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber die natiirlichen Zah-
len.

Induktionsbasis: k = 0. Die natiirliche Zahl 0 wird durch den biniren Term 0 beschrie-
ben.

Induktionsvoraussetzung: jede natiirliche Zahl k < n wird durch einen bindren Term
beschrieben.

Induktionsschluss: wir konstruieren einen bindren Term fiir die natiirliche Zahl n + 1.
Dazu werden zwei Fille betrachtet.

Fall I: n + 1 ist eine gerade Zahl. Dann ist ";1 eine natiirliche Zahl, die kleiner als

n 4+ 1 ist. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen bindren Term ¢, dessen Wert
% ist. Dann ist 2 - ¢ + 0 ein bindrer Term mit Wert n + 1.

Fall 2: n + 1 ist ungerade. Dann ist 5 eine natiirliche Zahl, die kleiner als n + 1 ist.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen binidren Term ¢, dessen Wert 5 ist. Dann
ist 2- ¢ + 1 ein bindrer Term mit Wert n + 1. [ |

Wir wollen nun einen bindren Term mit Wert 17 bestimmen. Da 18 gerade ist, gibt es
einen bindren Term ¢¢ mit Wert % = 9,und 18 = 2 - ¢p9 + 0. Da 9 ungerade ist, gibt es
einen bindren Term ¢4 mit Wert % =4,und 9 = 2-¢4 + 1. Da 4 gerade ist, gibt es einen
binédren Term ¢, mit Wert % =2,und 4 = 2-¢, + 0. Da 2 gerade ist, gibt es einen bindren
Term ¢; mit Wert % = 1,und 2 = 2-¢;. Da 1 ungerade ist, gibt es einen bindren Term ¢,
mit Wert % = 0,und 1 = 2- ¢ + 1. Fiir 0 gibt es den biniren Term 0. Die folgenden
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Gleichungen fassen diese Schritte zusammen und ergeben den bindren Term mit Wert 18.

18=2-¢9+0
=2-Q2-¢s+1)+0
=222 $+0)+1D+0
=2:2:2: 2 +0)+0+1H+0
=2:2-2- 229+ DH+0+0+1)+0
=2:2-2-2-2-0+ D) +0)+0)+ 1) +0.

Als abschlieBende Bemerkung sei hier hinzugefiigt, dass letztlich die Binédrdarstellung
von natiirlichen Zahl hinter den bindren Termen steckt. Die Folge von Summanden am
Ende des Termes — im Beispiel fiir 18 ist das 10010 — ist genau die Binérdarstellung von
18. Eine Binirzahl ist ein (nicht-leeres) Wort iiber dem Alphabet {0, 1}. Die Binirzahl

k
brby_y -+ +bibo hat den Wert > b; - 27
i=0

Beispiele 8.1
(1) Bestimmung der Bindrdarstellung einer natiirlichen Zahl. Fiir die Binérdarstel-
lung einer Zahl sind nur die Summanden (in der richtigen Reihenfolge) am
Ende des bindren Termes wichtig. Deswegen braucht man nicht den ganzen
Term aufzuschreiben, sondern konzentriert sich auf die Summanden der Teil-
Terme. Zum Beispiel beginnt man die Berechnung des binédren Termes fiir 70
mit der Gleichung 70 = 2 - 35 4 0. Damit weil3 man: das letzte (am weitesten
rechts stehende) Zeichen b, in der Bindrdarstellung von 70 ist 0 — der Sum-
mand obiger Gleichung. Das links von b, stehende Zeichen b; ist dann der
letzte Summand im bindren Term fiir 35. Da 35 = 2 - 17 + 1, ist also b; = 1.
Wir schreiben nun die Berechnung des bindren Termes fiir 70 auf diese Weise
auf.
Aus 70=2-354+0 folgt by =0.
Aus 35=2-17+1 folgt by =1.
Aus 17=2-8+41 folgt b, =1.
Aus 8=2-440 folgt b3=0.
Aus 4=2-240 folgt by=0.
Aus 2=2-140 folgt bs=0.
Aus 1=2-0+1 folgt bg=1.
Der bindre Term fiir 1, der hier in der letzten Zeile steht, liefert das letz-

te Zeichen fiir die Bindrdarstellung. Damit haben wir die Bindrdarstellung
bebsbsbsb, by by fiir 70 bestimmt. Es ist bgbsbsb3bybiby = 1000110.
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Zahlen

Zusammenfassung

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Kombinatorik, also der Bestimmung der
Anzahl der Elemente endlicher Mengen. Zuerst werden wir sehen, dass die Kenntnis,
wie eine Menge aus anderen Mengen aufgebaut ist, ausgenutzt werden kann, um die
GroBe dieser Menge aus den Groflen der beteiligten ,,Baustein“-Mengen zu bestimmen.
Danach werden wir zédhlen, wie viele Moglichkeiten es gibt, Elemente einer Menge
auszuwdhlen oder anzuordnen — eine Fragestellung, die in vielen Anwendungen der
Mathematik und Informatik von grundlegender Bedeutung ist.

9.1 Grundlegende Zdhlprinzipien

In einem Hotel hat jedes Telefon eine Nummer, die aus zwei Ziffern besteht. Wie
viele verschiedene Telefonnummern gibt es? M bezeichne die Menge aller mogli-
chen Telefonnummern. Jedes Element von M ist eine Nummer aus zwei Ziffern.
Jede Ziffer ist ein Element der Menge D = {0,1,2,...,9}. Eine zweistellige Num-
mer kann man als geordnetes Paar, also als Element des Kreuzproduktes D x D =
{(0,0),(0,1),...,(0,9),(1,0),...,(9,9)} auffassen. Fiir jede der zwei Stellen hat man
gD = 10 mogliche Ziffern zur Auswahl. Ist die erste Stelle eine 0, dann gibt es 10
verschiedene Mdoglichkeiten fiir die zweite Stelle. Das gilt ebenso, wenn die erste Stelle
eine 1 ist, eine 2 ist, ...eine 9 ist. Insgesamt gibt es also 10 - 10 mogliche zweistellige
Telefonnummern, M = 100. Die Menge der zweistelligen Telefonnummern, die nicht
mit O beginnen, lisst sich entsprechend als Kreuzprodukt {1,2,...,9} x {0,1,2,...,9}
darstellen. Thre GroBe ist 9- 10 = 90.
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» Satz9.1 Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt

#(Ax B) =tA-1B.

Beweis Wir fiihren einen Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber die Grofle der Men-
ge B.

Induktionsbasis: Sei B eine Menge der Grofe fB = 0. Dann ist B = @ und folglich
AXx B =@undesgilt§(4A x B) =0.Daff4-0 = 0 gilt, folgt f(A x B) = §A4 - {B.
Induktionsvoraussetzung: Fiir jede Menge B der Grofe n gilt die Behauptung.

Induktionsschluss: Sei nun B eine Menge der GroBe fB = n + 1. Fiir ein beliebiges
Element b € B betrachten wir B’ = B — {b}. Dann ist §B’ = n. Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt §(A x B’) = {4 - n. Zusitzlich zu den §A - n Elementen von A x B’
gehoren alle Paare (a, b) fiireina € A zu A x B, also weitere {4 Elemente. Insgesamt
gilt also

#(Ax B) =tA-n+ 4
=tA-(n+1)
=#A4-4B . n

Diese Argumentation lésst sich sofort auf das Kreuzprodukt einer beliebigen Anzahl
endlicher Mengen verallgemeinern. Man erhilt die so genannte Produkt-Regel.

> Satz9.2(Produkt-Regel) Seik eine positive natiirliche Zahl, und seien A, A,, ..., Ak
endliche Mengen. Dann gilt

k
f(A x Ay x..ox A) =[] #4; . [
i=1

Beispiel 9.1
Mit der Produkt-Regel kann man die Anzahl aller Worter fester Lénge k iiber einem
endlichen Alphabet X' ausrechnen. Jedes Wort x; - - - X, X; € X, entspricht einem

k-Tupel (xi,...,x;) € X x --- x X. Also gibt es genau (X)* Worter der Linge k
k-mal
iiber X',
Besteht ¥ zum Beispiel aus den 26 kleinen Buchstaben a, b, c, . . ., z, dann gibt

es 26> Worter der Linge 3 iiber X.
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Wie viele Worter gibt es nun, die aus drei oder vier kleinen Buchstaben bestehen? Die-
se Menge lisst sich in zwei disjunkte Teilmengen aufteilen: die Menge A aller Worter
aus drei Buchstaben und die Menge B aller Worter aus vier Buchstaben. Die Anzahl aller
Worter aus drei oder vier Buchstaben ist die Anzahl der Elemente in der Vereinigungs-
menge A U B. Da A und B disjunkt sind, stammt jedes Element von A U B entweder
aus A oder aus B, aber nicht aus beiden Mengen A und B gleichzeitig. Deshalb ist die
Grofle von A U B gleich der Summe der Anzahl der Elemente in A und der Anzahl der
Elemente in B, also #{(A U B) = §A + §B. Die Anzahl aller Worter aus drei oder vier
kleinen Buchstaben ist also 26* + 26%.

> Satz9.3 Seien A und B paarweise disjunkte endliche Mengen. Dann gilt
f(AUB) =84+ 1B.
Beweis Wir fiilhren wieder einen induktiven Beweis iiber die Groe der Menge B.
Induktionsbasis: Sei B eine Menge der Grofe fB = 0. Dann ist B = @. Deshalb gilt

HAUB)=H#A=1#A+0=4HA+1B.

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle Mengen B der Grole fB = n gilt f(4A U B) =
A +1B.

Induktionsschluss: Sei B eine Menge mit fB = n + 1 Elementen. Sei b € B beliebig
gewihltund B’ = B — {b}. Wegen B = n folgt nach Induktionsvoraussetzung

#(AUB') = A +n.

Da A und B disjunkt sind, gehort b nicht zu A. Nach Definition von B’ gilt weiter
b ¢ B'. Alsoist §((A U B’) U {b}) = #§(A U B’) + 1 und es folgt

#AUB) = (AUB)U D) =H(AUB)+1=tA+n+1. n

Diese Argumentation kann man leicht auf beliebig viele Mengen verallgemeinern. Man
erhilt die Summen-Regel.

> Satz 9.4 (Summen-Regel) Sei k eine positive natiirliche Zahl, und seien Ay, 4,,
..., Ay paarweise disjunkte endliche Mengen. Dann gilt
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Beispiel 9.2

In einigen Programmiersprachen beginnt jeder Variablenname mit einem der 26
Buchstaben des Alphabets. AnschlieBend folgen bis zu 7 weitere Zeichen, von de-
nen jedes wiederum einer der 26 Buchstaben des Alphabets oder eine der Ziffern
0,1,...,9ist. Wie viele verschiedene Variablennamen gibt es?

Zuerst teilen wir die Menge A der Variablennamen in 8 disjunkte Teilmengen
auf. A; bezeichne die Menge aller Variablennamen der Lénge 1, A, die Menge aller
Variablennamen der Lénge 2, und so weiter bis Ag. Aufgrund der Summen-Regel
gilt

fA =84, + 4, + ... + {4s.

Jeder Variablenname aus einem Zeichen ist ein Zeichen aus dem Alphabet ¥ =
{a,b,c,...,z} der 26 Buchstaben. Also stimmt die Menge A; der Variablennamen
aus einem Zeichen mit dem Alphabet X iiberein und es gilt f4; = 26. Jeder Va-
riablenname aus zwei Zeichen besteht aus einem Buchstaben aus dem Alphabet X
gefolgt von einem Buchstaben oder einer Ziffer aus {0, 1, ..., 9}. Die Menge A, der
Variablennamen aus zwei Zeichen ist also das Kreuzprodukt ¥ x (X' U{0, 1, ..., 9}).
Da ¥ und {0, 1, ..., 9} disjunkt sind, hat ihre Vereinigung nach der Summen-Regel
die Grofie 26 + 10 = 36. Nach der Produkt-Regel ist also A4, = 26 - 36. Entspre-
chend ist
A3 =Y x (X U{0,1,...,9}) x (X U{0,1,...,9}).

Damit ergibt sich A3 = 26-36-36 = 26-367 . Insgesamt ist f4; + A4, + ...+ Ag
gleich

26 4 26-36 4+ 26 -36% + 26 - 36> + 26 - 36* + 26 - 36° + 26 - 36° + 26 - 367 .

Bei nicht-disjunkten Mengen ergibt sich die GroB3e der Vereinigungsmenge nicht so
einfach aus der Summe der Grofen der einzelnen Mengen. Elemente, die zum Beispiel im
Durchschnitt zweier Mengen liegen, wiirden dann ndmlich doppelt gezéhlt werden.

Beispiel 9.3

Sei A = {1,2,3,4,5} und B = {4,5,6,7}. Dann ist fA = 5 und B = 4. Die

Vereinigungsmenge ist AUB = {1,2,3,4,5,6,7}undes gilt {(AUB) = 7 # 5+4.
Die Differenz von §4 + B und (A U B) ist genau die GroBe §(A4 N B) des

Durchschnitts von A und B. Tatsdchlich gilt A N B = {4, 5} und damit 7 = f#{(4 U

B)=#A+ B —-#(ANB)=5+4-2.
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» Satz 9.5 (Inklusions-Exklusionsprinzip) Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt

#(AUB) =HA+ 1B —H(ANB) .

Beweis Wir fiihren einen Induktions-Beweis iiber die Grofie der Menge B.

Induktionsbasis: Sei B eine Menge B der Grofle ff B = 0. Dann gilt B = @ und folglich
AN B = 0. Also folgt

#HAUB)=A=184A+0—-0=fAd+ 1B — (AN B).

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gilt fiir alle Mengen der Grofie 7.

Induktionsschluss: Sei nun B eine Menge mit f B = n + 1 Elementen. Fiir ein belie-
biges b € B sei B’ = B — {b}. Es gilt §B’ = n und aus der Induktionsvoraussetzung
folgt #(A U B’) = A + B’ — (A N B’). Wir miissen nun zwei Fille unterscheiden:
beAundb ¢ A.

Fall 1: b € A.Dannist AU B = A U B’, und die Mengen A N B’ und {b} sind
disjunkt. Deshalb liefert die Summen-Regel §((4 N B) U {b}) = (A N B’) + 1. Da

AN B = (AN B’) U {b}, folgt damit §(4 N B) = (A N B’) + 1. Insgesamt erhalten
wir

f(AUB) = (AU B) (dab e A)
=fA+1B —f#(ANB) (nach Induktionsvoraussetzung)
=fA+HB-1D—-HANB)—1) daff(ANB)=HANB)+1)
=fA+iB—-f#(ANB).

Fall2: b ¢ A.Dannist AU B" = (AU B) —{b}und (AN B’) = AN B. Also gilt
g(A N B) = §(A N B’). Damit folgt

#(AUB) = #(AU B') + 1 dab & A)
=fA+H#B' —f(ANB)+1 (nach Induktionsvoraussetzung)
— A+ (EB—1)—H8(ANB)+1 (dabg AN B)
=fiA+ B —f(ANB). [ |
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Beispiel 9.4
Wir betrachten die Anzahl der Worter tiber {0, 1} mit Liange 8, die mit 0 anfangen
oder mit 11 enden: Sei

A={we{0,1}®|w beginntmit 0} = {O0v|v e {0,1}"},
und
B={we{0,1}®|w endetmit 11} = {vll|v e {0,1}%}.
Dann ist
AN B = {0wll |w € {0,1}°}.
Es gilt A = 27, 1B = 2% und #{(A N B) = 2°. Also ist

#(AUB) =#A+ 1B —f(ANB) =27 +20-2°.

Das Inklusions-Exklusionsprinzip lisst sich einfach auf drei Mengen verallgemeinern.
Bei drei Mengen A, B und C miissen nicht nur die Schnittmengen A N B, A N C und
BNC in Betracht gezogen werden, sondern auch noch der Durchschnitt aller drei Mengen
ANBNC.

» Satz9.6 Seien A, B und C endliche Mengen. Dann gilt

#(AU B UC)
=fA+ B +4C —#(ANB)—HANC)—H(BNC)+#(ANBNC).

Beweis Um Satz 9.5 anwenden zu konnen, fassen wir die Vereinigung der drei Mengen 4,
B und C als Vereinigung der beiden Mengen A U B und C auf. Nun ldsst sich durch
Anwendung von Satz 9.5 und den Rechenregeln fiir die Mengenoperationen der Beweis
fiihren.

(AU B UC)
=f(AUB)+4C —#((AUB)NC) (nach Satz 9.5)
=44+ 4B —#(ANB)+{C —#((AUB)NC) (nach Satz 9.5)

=f#A+ B —#(ANB)+ §C — ]j((A NC)U (BN C)) (Distribut.ges.)

:]iA+]iB—ﬁ(AﬂB)+ﬁC—(ﬁ(AﬂC)—I—Ii(BﬁC)—ﬁ(AﬂBﬂC))
(nach Satz 9.5)

=f#A+iB+HC —#(ANB)—-4ANC)—-HBNC)+HANBNC) ]
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Beispiel 9.5

In der Mensa sitzen 100 Studenten und essen, 60 Studenten reden und 20 Studen-
ten lesen Zeitung. 23 dieser Studenten essen und reden gleichzeitig, 5 essen und
lesen Zeitung, 3 reden und lesen Zeitung und einer isst, redet und liest gleichzei-
tig. Wieviele Studenten sind in der Mensa? Sei E die Menge aller Studenten, die
essen, R die Menge der redenden Studenten und L die der Zeitung lesenden. Also
gilt f£ = 100, fR = 60 und L = 20. Die Studenten, die verschiedenes zu-
gleich machen, finden sich in den Schnittmengen wieder. Hier ist f(£ N R) = 23,
f(ENL)=58(RNL)=3und §(E N RNL)=1.Nach Satz 9.6 ist die Anzahl
der Studenten in der Mensa 100 + 60 + 20 —23 —5—3 4+ 1 = 150.

9.2 Permutationen und Binomialkoeffizienten

Wir haben bereits gesehen, wie viele verschiedene zweistellige Telefonnummern aus den
Ziffern 0,1,2,...,9 gebildet werden konnen. Wie viele unterschiedliche Telefonnum-
mern gibt es nun, wenn beide Ziffern verschieden sein miissen? Die Telefonnummer 33
ist dann zum Beispiel nicht mehr erlaubt. Gehen wir systematisch vor und betrachten zu-
erst alle zweistelligen Nummern, deren erste Ziffer O ist. Das sind die Nummern 01, 02,
..., 09. Die Nummer 00 ist nicht erlaubt, und deshalb haben wir 9 verschiedene Num-
mern. Entsprechendes gilt bei Nummern mit 1 als erster Ziffer. Dort haben wir 10, 12, 13,
... 19— also wiederum 9 Nummern. Fiir jede erste Ziffer in {0, 1,2, ..., 9} gibt es also 9
verschiedene zweistellige Telefonnummern. Da es 10 verschiedene Mdoglichkeiten fiir die
Auswahl der ersten Stelle gibt, erhélt man insgesamt 10-9 = 90 verschiedene zweistellige
Telefonnummern, die nicht aus zwei gleichen Ziffern bestehen.

Entsprechend kann man sich iiberlegen, dass es 10 - 9 - 8 dreistellige Telefonnum-
mern ohne doppelte Ziffern gibt. Die Zahl dieser Nummern ist deshalb interessant, da
sie genau die Anzahl aller Moglichkeiten ausdriickt, drei verschiedene Elemente aus einer
10-elementigen Menge auszuwihlen und anzuordnen.

Wir wollen nun eine Formel finden, die uns sagt, wie viele Moglichkeiten es gibt, r
Elemente aus einer n-elementigen Menge auszuwéhlen und anzuordnen. Dazu betrachten
wir zuerst die moglichen Anordnungen aller Elemente einer Menge.

» Definition 9.1 Eine Anordnung aller Elemente einer endlichen Menge heilit Permuta-
tion.
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Beispiel 9.6
Die Menge S = {1, 2, 3} besitzt genau die folgenden Permutationen:

(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), 2.3,1), (3,1,2), (3.2, 1).

Den Wert des Produktes 1-2-3-...-n bezeichnet man mit n! (sprich: n Fakultdt). Per
Definition gilt 0! = 1.

» Satz 9.7 Die Anzahl aller Permutationen einer n-elementigen Menge S ist n!.

Beweis Den Beweis fithren wir mit Induktion tiber die Groe .S der Menge S.

Induktionsbasis: Sei §S = 1. Dann gibt es nur eine Permutation der Elemente von S.
Diese besteht aus dem einzigen Element von S. Fiir n = 1 ist 1! = 1. Damit ist die
Induktionsbasis bewiesen.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gilt fiir alle Mengen der GroBe k.

Induktionsschluss: Sei S eine Menge der GroBe §S = k + 1. Wir wihlen ein beliebiges
Element a aus S und bilden die Permutationen von S, die mit @ beginnen und dann
aus einer beliebigen Permutation von S — {a} bestehen. Da f(S — {a}) = k, gibt es
nach Induktionsvoraussetzung k! solcher Permutationen. Weiter gibt es insgesamt §.5
Moglichkeiten, das Element a auszuwéhlen. Fiir jede dieser #fS = k + 1 Moglichkeiten
erhalten wir k! verschiedene Permutationen. Andere Permutationen von S gibt es nicht.
Insgesamt ergibt sich also die Anzahl aller Permutationen von S als

(k+1)-k!'= (k + 1)!. n

» Definition 9.2 Eine k-Permutation einer endlichen Menge S ist eine Permutation einer
k-elementigen Teilmenge von S.

Beispiel 9.7

Sei wiederum S = {1, 2, 3}. Die 2-elementigen Teilmengen von S sind {1, 2}, {1, 3}
und {2, 3}. Jede dieser Teilmengen besitzt 2! Permutationen. Damit ergeben sich als
2-Permutationen von S

(1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,3), (3,2).

n
» Definition 9.3 Wir bezeichnen mit [ k] die Anzahl aller k-Permutationen einer n-

elementigen Menge.
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» Satz 9.8 Seien n und k natiirliche Zahlen mit n > k > 1. Fiir die Anzahl [Z] aller
k-Permutationen einer n-elementigen Menge gilt

[Z]zn-(n—u.....(n—kﬂ).

Beweis Sei S eine Menge mit n Elementen. Den Beweis fithren wir mittels Induktion
tiber k.

Induktionsbasis: Fir k = 1 ist ['1'] die Anzahl aller Permutationen der 1-elementigen
Teilmengen von S. Jede 1-elementige Menge besitzt genau 1! = 1 Permutation. Al-
so stimmt ['1’] mit der Anzahl aller 1-elementigen Teilmengen von S iiberein. Diese

Anzahl ist genau n, das heil3t [’1’] =n.

Induktionsvoraussetzung: Es gilt [} ] =n-(n—1)-...- (n —k + 1) fiir die natiirliche
Zahlk > 1.

Induktionsschluss: Wir betrachten nun [ k_"H] und wihlen ein beliebiges Element a aus
S. Wir bilden alle (k + 1)-Permutationen von S, die mit a beginnen und darauf folgend
aus einer beliebigen k-Permutation von S — {a} bestehen. Aus der Induktionsvoraus-
setzung folgt, dass es

[nzl}:(n—1)-((n—1)—1)-...-((n—1)—k+1)

solcher Permutationen gibt. Da es n Moglichkeiten gibt, ein Element a aus S zu wih-
len, gibt es insgesamt

n-m—1)-n—=2)-...-(n—1)—k+1)

Anzahl der k-Permutationen von S — {a}

(k + 1)-Permutationen von S. Da (n — 1) —k +1 = n — (k + 1) + 1, folgt die
Behauptung. |

Unter Benutzung der Fakultitsfunktion erhalten wir:

» Korollar 9.1 Fiir alle natiirlichen Zahlen n und k mitn > k > 1 gilt
[n] _ n! -
kKl m—k)-

Beispiel 9.8

Wie viele Moglichkeiten gibt es, beim Lotto 6 aus 49 Zahlen zu ziehen? [469] lie-

fert die Anzahl aller Permutationen von 6 der 49 Zahlen. Beim Lotto kommt es
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jedoch nicht auf die Reihenfolge an, in der die Zahlen gezogen werden. Die beiden
verschiedenen Permutationen

3,43,6,17,22,11 und 22,6,43,3,11,17

liefern beide die Menge {3, 6, 11, 17,22, 43} als Ergebnis der Ziehung. Fiir jede 6-
elementige Menge gibt es 6! Permutationen. Also gibt es

49
[6]_49-48-47-46-45-44
6! 1-2-3-4-5-6

= 13.983.816

mogliche Ergebnisse bei einer Ziehung der Lottozahlen.

Wir verallgemeinern nun diese Betrachtungen.

» Definition 9.4 (Z) bezeichnet die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge.

(Z) wird ,,n liber k* ausgesprochen und auch Binomialkoeffizient von n und k genannt.

Beispiel 9.9
Fir S = {1, 2, 3, 4} sind alle 3-elementigen Teilmengen

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}.
Also gilt (}) = 4.
Wie im Beispiel mit den Lottozahlen bereits bemerkt, lidsst sich (Z) mit Hilfe der Fa-
kultédtsfunktion ausdriicken.

» Satz 9.9 Seien k und n natiirliche Zahlen mit k < n. Fiir die Anzahl (Z) der k-
elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge gilt

ny n-m-=1)-...-(n—k+1)
k] k! ‘
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Beweis Sei T eine k-elementige Teilmenge der n-elementigen Menge S. Dann gibt es
]/i] Permutationen von 7. Also ist die Anzahl der k-Permutationen von S gleich dem

Produkt aus der Anzahl der k-elementigen Teilmengen von S und der Anzahl der Permu-
tationen jeder dieser Teilmengen, das heifit

Da []/i] = k!, erhdlt man durch Umformung

(n) ;] n-—D-...-n—k+1) u

]

Nach obigem Satz gilt (’é) = 1 fiir jedes n € N. Fiir ganzzahliges negatives k wird
(}) = 0 definiert.

Binomialkoeffizienten haben viele Eigenschaften, von denen einige im folgenden Ka-
pitel vorgestellt werden.

Beispiele 9.10

(1) Wie viele Worter iiber dem Alphabet {0, 1} gibt es, deren Linge n ist und die
an genau k Stellen eine 1 und an allen anderen Stellen eine 0 haben?
Die Auswahl der k Stellen, an denen eine 1 steht, entspricht einer Auswahl einer
k-elementigen Teilmenge der Menge aller Stellen {1, 2, ...,n}. Die gesuchte
Anzahl ist also (}).

(2) Wie viele Worter iiber dem Alphabet {0, 1,2} gibt es, deren Lange 7 ist und die
an genau k Stellen eine 1 haben?
Wiederum wihlt man die k Stellen aus, an denen eine 1 steht. Auf allen anderen
Stellen steht nun eine 0 oder eine 2 — es gibt also 2 Moglichkeiten fiir jede der
iibrigen n—k Positionen. Damit ergibt sich (})-2"~* als Anzahl der betrachteten
Worter.

(3) Wie viele Moglichkeiten gibt es, n Bonbons so auf k Kinder zu verteilen, dass
jedes Kind mindestens einen Bonbon bekommt?
Zur Ermittlung dieser Anzahl geht man am Besten folgendermaflen vor: Man
legt alle Bonbons in eine Reihe

| 1
1

plalal 3 | v |3
Position | 213

|3 fn—2]n=1]n]
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und ldsst der Reihe nach jedes der Kinder Bonbons wegnehmen. Das erste Kind
nimmt die Bonbons 1 bis ¢, das zweite Kind die Bonbons ¢; + 1 bis ¢, und so
weiter. Das letzte Kind nimmt schlie8lich die Bonbons c¢;_; + 1 bis n. Dabei
miissen natiirlich immer soviele Bonbons tiibrigbleiben, dass jedes der nach-
folgenden Kinder noch mindestens einen Bonbon abbekommt. Die Aufgabe
besteht nun darin, die Anzahl aller Moglichkeiten zu bestimmen, mit denen die
Positionen ¢ bis ¢x_; ausgewihlt werden konnen. Aufgrund obiger Bedingung
stammen die k — 1 Positionen aus dem Bereich {1,2,...,n — 1}, es gibt al-
SO (Zj) Moglichkeiten, diese Positionen auszuwihlen und n Bonbons auf k
Kinder zu verteilen.

Wie geht man vor, wenn einige Kinder auch leer ausgehen konnen, das heif3t
wenn nicht jedes Kind mindestens einen Bonbon bekommen muss? Die obige
Argumentation kann nun nicht mehr ohne weiteres angewendet werden. Wir
modifizieren sie wie folgt. Zu Beginn ,,bezahlt* jedes Kind einen Bonbon. An-
schlieBend verteilt man die nun zur Verteilung bereitstehenden n + k Bonbons
wie oben. Die Kinder, die dabei nur einen Bonbon bekommen haben, haben also
tatsdchlich keinen Bonbon dazubekommen. Da nun insgesamt n + k Bonbons

verteilt werden, gibt es ("}*,") Verteilungsmoglichkeiten.

9.3 Rechnen mit Binomialkoeffizienten

Schreibt man die Binomialkoeffizienten geordnet auf, dann erhélt man das berithmte Pas-
cal’sche Dreieck (Abb. 9.1).

60666666
0 1 2 3 4 5 6 7

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

Abb. 9.1 Das Pascal’sche Dreieck
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Das Pascal’sche Dreieck steckt voller RegelmifBigkeiten. Wir betrachten hier nur eini-
ge davon. Zunéchst beobachten wir, dass sich jeder Eintrag im Pascal’schen Dreieck als
Summe zweier Eintrdge der dariiberliegenden Zeile ergibt.

=W N = O
@
—_

Diese Eigenschaft driickt sich in der so genannten Pascal’schen Gleichung wie folgt
aus.

> Satz9.10 (Pascal’sche Gleichung) Fiir alle natiirlichen Zahlen k und n mit 1 < k <n

gilt

ny ([(n—1 n—1

k) “\e—1) Tk )
Beweis Betrachten wir diese Gleichung zunichst aus dem Blickwinkel der Mengen-Inter-
pretation: Sei A eine n-elementige, nicht leere Menge, von der wir Teilmengen bilden
wollen. Dazu nehmen wir ein Element a aus A heraus. A —{a} ist eine (n — 1)-elementige
Menge. Jede k-elementige Teilmenge von A, die a enthilt, enthilt k — 1 Elemente aus
A —{a}. Also gibt es (Zj) solcher Teilmengen. Jede k-elementige Teilmenge von A, die
a nicht enthilt, enthilt k Elemente aus A — {a}. Also gibt es ("_l) solcher Teilmengen.

k
Damit ergibt sich die Anzahl der k-elementigen Teilmengen als Summe von ("71) und

k—1
("s)
<)
Wir kénnen den Satz aber auch ,,rein rechnerisch® beweisen, indem wir die uns be-
kannten Regeln zur Manipulation von Produkten und Briichen anwenden.

(n) n-m=1-...-(n—k+1)

k k!
o kHn—k) =1 (n—k+1)
N k!
k-m—-1-...-cn—k+1) @w—-k)y-mn—-1-...-(n—k+1)
- k! * A
=D on=k+1D)  (n—=1-...-(n—k+1)-(n—k)
B k=D M Kl

(o))
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Die Pascal’sche Gleichung liefert einen oft verwendeten Ansatz, Binomialkoeffizienten
induktiv zu definieren.

Basis: (1) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt (’(;) =1.

(2) Fiir alle natiirlichen Zahlen n, k mitn < k gilt Z =0.

Regel: Fiir alle natiirlichen Zahlen n und k mitn > k > 1 gilt

(-6

Die Pascal’sche Gleichung kann verallgemeinert werden. Eintrage in Zeile n + m kon-
nen als Summe von Produkten von Eintrdgen in Zeile m und in Zeile n berechnet werden.
Diese Beziehung ist unter dem Namen Gleichung von Vandermonde bekannt.

» Satz 9.1 (Gleichung von Vandermonde) Fiir alle natiirlichen Zahlen k, m und n mit

k <mundn < m gilt
m+n K m n

Beweis Bei diesem Satz ist ein rechnerischer Beweis recht aufwindig. Deswegen fiih-
ren wir den Beweis wieder iiber eine Mengen-Interpretation. (m:") ist die Anzahl der
k-elementigen Teilmengen einer (m + n)-elementigen Menge A. Diese Menge A lasst
sich in zwei Mengen B und C mit den GroBen |B| = m und |C| = n aufteilen, die dis-
junkt sind und deren Vereinigung A ergibt. Jede k-elementige Teilmenge von A besteht
aus i Elementen von B und k — i Elementen von C fiir ein i < k. Fiir jedes i gibt es also

(") - (") verschiedene k-clementige Teilmengen von A. Also ist

()

die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von A. |

Wie man leicht sieht, ist die Pascal’sche Gleichung ein Spezialfall der Gleichung von
Vandermonde.

Aus der Pascal’schen Gleichung ergibt sich eine weitere induktive Definition der Bi-
nomialkoeffizienten. Dazu betrachten wir als Beispiel die Berechnung von (‘2‘) Lost man
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in (3) = (3) + () den ersten Summanden (}) = (3) + (}) auf, wiederholt das gleiche mit
1

dem ersten Summanden (i) = (2) + (}), dann erhélt man

)= 0)+()+6)

Ein Eintrag, der nicht in der ersten Spalte des Pascal’schen Dreiecks liegt, ergibt sich
also als Summe aller Eintrédge, die in der Spalte links davon dariiber stehen.

=W N = O
e
B lw D=
w
—

» Satz9.12 Fiir alle natiirlichen Zahlen k und n gilt

()-26)

Beweis Hier fillt die Betrachtung einer Mengen-Interpretation des Satzes nicht so leicht.
Deswegen beschrinken wir uns auf einen rechnerischen Beweis. Wir fiithren ihn mittels
Induktion iiber n.

Induktionsbasis n = 0:

(i) o) _{ tfask=0 ] [ 1
—\k) \k) | ofask=1 § \k+1)

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gilt fiir die natiirliche Zahl n.

Induktionsschluss:

%le) =()20)

i=0

n—+1 n—+1 .
= + k41 (nach Induktionsvoraussetzung)

n+2 .
= k41 (nach Pascal’scher Gleichung) [ |
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Wir erhalten schlieBlich eine dritte induktive Definition der Binomialkoeffizienten mit
der Basis (g) = 1 fiir alle » > 0 gemdB obigem Induktionsschritt. Da das Pascal’sche
Dreieck symmetrisch ist, ergibt sich eine entsprechende Summenformel, wenn iiber Ein-

tragen in einer Diagonalen aufsummiert wird.

=W N = O

» Satz9.13 Fiir alle natiirlichen Zahlen k und n mit k < n gilt

(1)-507)

Beweis Wir fiihren einen Beweis mittels Induktion iiber 7.

o)== 00) =2 )

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gilt fiir die natiirliche Zahl .

Induktionsbasisn = 0:

Induktionsschluss:

2 1 1
(n Z ) = (Z + 1) + (n Z ) (nach Pascal’scher Gleichung)

_ i n—i + nt1 (nach Induktionsvoraussetzung)
IE=AERIEY: k g

i=0
n—i n+1
k—(@G+1) + k
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Jede Zeile des Pascal’schen Dreiecks enthilt simtliche Koeffizienten der Potenz einer
Summe aus zwei Summanden — daher auch der Name Binomialkoeffizienten.

» Satz 9.14 (Binomischer Satz) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

(x+ )" =Z(?)'X"’-y"-

Jj=0

Beweis Anders aufgeschrieben ist (x + y)" = (x + ») -...- (x + y) ein Produkt aus n

n—mal
Faktoren (x + y). Beim Ausmultiplizieren ergibt sich ein Summe von Produkten der Form

X+X-x-...-y-y.Jeder dieser Summanden entsteht, indem aus jedem der n Faktoren
(x + y) jeweils das x oder das y ausgewihlt wird. Also entspricht jedem der Summanden
eine Teilmenge von {1, 2, ..., n}, die genau die Nummern der Faktoren enthilt, aus denen
y ausgewihlt wurde. Damit ergibt sich

(x+y)" = Z 1_[ x.l_[y = Z x”—ﬁA.yﬁA.

AC{12,..n} \i€{l2,..n}—A  i€A AC{12....n}

In der Summe kommt es nur noch auf die Anzahl der Elemente in der Indexmenge an,
nicht mehr auf die einzelnen Elemente selbst. Also konnen wir iiber diese Anzahlen auf-
summieren.

n

Z xnfﬁA . y]iA — Z Z xn*j . yj

AC{1.2,...n} =0 \AC{12...n}.14=]

Daes (;1) Teilmengen von {1, 2, ...,n} mit j Elementen gibt und fiir jede dieser Teilmen-
gen der Summand gleich ist, folgt schlieBlich

n n n
J=0 AC{12.n} A= j=o \J

Die Koeffizienten fiir (x + y)" erhilt man also aus der n-ten Zeile des Pascal’schen
Dreiecks. Zum Beispiel ist

(x +y)° = 1x° 4+ 5x*y + 10x3y? + 10x%y3 + 5xy* + 1y°.
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Wir konnen nun leicht einsehen, dass die Summe aller Eintrige einer Zeile des Pas-
cal’schen Dreiecks (mit Ausnahme der ersten Zeile) mit abwechselnden Vorzeichen 0
ergibt.

0 1

1 1 -1 =0
2 1 -2+ 1 =0
3 1 -3+ 3 -1 =0
4 1 -4 +6 —4 + 1 =0

» Satz9.15 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt
. n
PR <l> =0.
i=0

Beweis Aus Satz 9.14 folgt sofort

0=((-D+1" =" ('f) NS

i=0

= (’:) (=) -
i=0

Wir haben bereits gesehen, dass es (Z) Worter der Lénge n iiber {0, 1} gibt, die genau
k Einsen enthalten. Da jedes Wort der Linge n entweder O Einsen oder eine Eins, oder 2
Einsen, ... oder n Einsen enthilt, ist Z:’:O (:’) die Anzahl aller Worter der Lidnge 7 iiber
{0, 1}, die uns aus fritheren Betrachtungen als 2" gut bekannt ist.

0 1 =20
1 1+ 1 =9l
2 1+ 2 + 1 =22
3 1 +3+3+1 =23
4 1 +4+ 6+ 4+ 1 =24
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» Satz9.16 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

>()==

Beweis Wegen Satz 9.14 gilt

1+1)"= Z(?)-l”ﬂﬂ

|
INNgE
<]
~ 3
\—/

Da?2" = (1 4+ 1), folgt der Satz. [ |

Bemerkenswerterweise kann man Binomialkoeffizienten auch fiir ganzzahlige negative
n definieren. Wenn man in Satz 9.9 auf die Voraussetzung k < n verzichtet, erhilt man
(_32) = % = —4. Damit gibt man zwar eine mogliche Mengeninterpretation iiber
Anzahlen von Teilmengen auf, trotzdem ist die Betrachtung solcher Binomialkoeffizienten

verniinftig und wichtig fiir viele Anwendungen.

> Satz 9.17 Fiir alle natiirlichen Zahlen r und k gilt

r k—r—1
= (=DF. .
Beweis Es gilt

(r)zr-(r—l)-...-(r—k-i—l)

k k!
D)) (A=) (D) (k= =)
k!
D) k=r=1)-...-(0=7r)-(=r)
- k!

k. k—r—1
—(1)( X ) [ ]



152 9 Zéhlen

Um einen Binomialkoeffizienten exakt zu bestimmen, muss man Quotienten von sehr
grofen Produkten berechnen. Rechnet man mit einem Computer, kann es schnell vorkom-
men, dass der Speicherplatz, der fiir Rechenoperationen und Zwischenergebnisse vorge-
sehen ist, nicht ausreicht. Deshalb greift man gerne auf die Stirling sche Formel zuriick,
die eine Abschitzung der Fakultitsfunktion liefert.

» Satz 9.18 (Stirling’sche Formel) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

1

Znn-(g)"<n'<\/_() e™ . m

Die Stirling’sche Formel liefert sofort auch eine einfache Abschitzung von (Z)

> Korollar 9.2 Fiir alle natiirlichen Zahlen n und k gilt

n\* n e-n\~

-] < < (== .

k)] —\k) —\ k
Beweis Um die erste Ungleichung zu beweisen, bemerken wir, dass ¢ < 7= fiir 0 <
a < k < n. Damit ergibt sich

n n-m—1-...-n—k+1)
(k): 12 .k
n n—1 n-=-2 n—k+1
Tk k-1 k-2 1
n on n n
SRR

Aus der Stirling’schen Formel ergibt sich (%)k < k! und wir erhalten

n\ n-n=1-...-(n—k+1)
L=

IA
?v|3
— =

|

S

=
/N
|
N——
=

Il

/N
Q
~|
N
N——
~
| |



Diskrete Stochastik 1 0

Zusammenfassung

In der diskreten Stochastik geht es um das Berechnen der Wahrscheinlichkeit, mit der
ein Zufallsexperiment ein bestimmtes Ergebnis liefert. Diese Wahrscheinlichkeitsbe-
rechnungen lassen sich zuriickfiihren auf das (normierte) Zihlen von Elementen in
speziellen Teilmengen eines Ereignisraums. Wir betrachten die Grundbegriffe und ty-
pische Arten von Zufallsexperimenten.

Betrachtungen der diskreten Stochastik sind nicht zuletzt durch das Gliicksspiel motiviert.
Beim Lotto zum Beispiel besteht das Zufallsexperiment aus dem Ziehen von Zahlenkugeln
aus einer Trommel. Dieses Experiment kann sehr viele verschiedene Ausgidnge haben.
Wer Lotto spielt, moéchte nun gerne wissen, wie grof} die Wahrscheinlichkeit ist, dass er
die richtigen Zahlen getippt hat. Laplace definierte im 19. Jahrhundert als Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses den Quotienten aus der Anzahl der positiven Ausginge eines
Experimentes und der Anzahl aller moglichen Ergebnisse.

10.1 Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeiten

Ein Zufallsexperiment liefert ein Ergebnis, das nicht exakt vorhersagbar ist. Jedes mogli-
che Ergebnis wird elementares Ereignis genannt.

Beispiele 10.1

(1) Ein Minzwurf hat zwei elementare Ereignisse: Entweder landet die Miinze so,
dass Kopf oben liegt, oder so, dass Zahl oben liegt.

(2) Der Wurf eines Wiirfels hat sechs elementare Ereignisse: Entweder wird eine
1, oder eine 2.. .. oder eine 6 gewiirfelt.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 153
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(3) Die Ziehung der Lottozahlen ,,6 aus 49 hat als Ergebnis eine 6-elementige
Teilmenge von {1,2,...,49}. Es gibt also (469) verschiedene elementare Ereig-
nisse.

Die Menge aller elementaren Ereignisse eines Zufallsexperiments bilden einen Ereig-
nisraum.

» Definition 10.1 Eine abzihlbare Menge S heil3t Ereignisraum.

Beispiele 10.2

(1) Der Ereignisraum beim Miinzwurf ist {Kopf, Zahl}.

(2) Der Ereignisraum beim Wurf eines Wiirfels ist {1, 2, 3,4, 5, 6}.
(3) Der Ereignisraum beim Ziehen der Lottozahlen ist

(41,2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,7},...,{44,45,46,47,48,49}} .

Ein elementares Ereignis beim Lotto ist ein bestimmter Tipp von 6 Zahlen. Es konnen
auch mehrere elementare Ereignisse zu einem Ereignis zusammengefasst werden.

» Definition10.2 Sei S ein Ereignisraum. Eine Teilmenge E C S heif3it Ereignis.

Beispiele 10.3

(1) Das Ereignis, eine gerade Zahl zu wiirfeln, ist die Teilmenge {2, 4, 6} des Er-
eignisraums {1, 2, 3,4, 5, 6}.

(2) Beim Werfen von zwei Wiirfeln besteht der Ereignisraum aus allen moglichen
geordneten Paaren von Augenzahlen, also aus den elementaren Ereignissen

{1,2,...,6} x{1,2,...,6} = {(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)}.
Das Ereignis, die Summe der Augenzahlen 7 zu wiirfeln, ist die Teilmenge

{(1,6).(2.5).(3.4).(4.3).(5.2). (6. 1)} .
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(3) Das Ereignis, dass der Lotto-Tipp {2, 3,6, 11, 19,22} genau 5 der gezogenen
Zahlen enthilt, ist

{{1,3,6,11,19,22}, {4,3,6,11,19,22}, ... {49,3,6,11,19,22},
2,1,6,11,19,22}, {2,4,6,11,19,22}, ... {2,49.6,11,19,22},
{2,3,6,11,19,1},  {2,3,6,11,19,4}, ... {2,3,6,11,19,49} }.

Jedem Ereignis wird als Wahrscheinlichkeit seines Eintretens eine reelle Zahl grofB3er
gleich 0 und kleiner gleich 1 gemil folgender Interpretation zugeordnet:

(1) Ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit O tritt nie als Ergebnis des Experiments ein. Jedes
Ereignis hat eine Wahrscheinlichkeit grof3er oder gleich 0.

(2) Ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 1 tritt immer als Ergebnis des Experiments ein.
Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit des gesamten Ereignisraumes gleich 1.

(3) Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ergibt sich als Summe der Wahrscheinlich-
keiten seiner elementaren Ereignisse.

Eine Funktion, die jedem Ereignis iiber einem Ereignisraum eine Wahrscheinlichkeit
zuordnet und diese drei Bedingungen erfiillt, hei3t Wahrscheinlichkeitsverteilung.

» Definition 10.3 Sei S ein Ereignisraum. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine
Funktion Prob: P(S) — R mit den Eigenschaften

(1) Prob(E) > 0 fiir jedes Ereignis E € S,

(2) Prob(S) =1,und

(3) Prob(E) = Z Prob({e}) fiir jedes Ereignis £ C S.
ecE

Beispiel 10.4
Beim Werfen einer Miinze ist der Ereignisraum {Kopf, Zahl}. Wir nennen eine
Miinze fair, wenn die beiden moglichen elementaren Ereignisse Kopf und Zahl die
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gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Die Funktion Prob mit

E | 0 | (Kopf} | {zanly | (Kopf, Zani} |
Prob(E) | 0 | 1 | 1 | 1 |

ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer fairen Miinze.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ldsst sich angeben, indem man nur den elementa-
ren Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit groer oder gleich 0 zuordnet, und zwar so, dass
die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller elementaren Ereignisse gleich 1 ist. Damit sind
die Bedingungen (1) und (2) in Definition 10.3 erfiillt. Schlielich definiert man die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung nicht-elementarer Ereignisse als Summe der Wahrscheinlichkei-
ten aller darin enthaltenen elementaren Ereignisse. Damit ist dann auch Bedingung (3) in
Definition 10.3 erfiillt.

» Satz10.1 Sei S ein Ereignisraum und P eine Funktion P: S — R mit den Eigenschaf-
ten

(I) P(e) = O fiir jedes elementare Ereignis e € S, und

) Y Pe) = 1.

eeS

Sei die Funktion Prob: P(S) — R definiert durch Prob(E) = ) P(e) fiiralle E C S.
eckE
Dann ist Prob eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S.

Beweis Wir miissen feststellen, dass Prob die drei Eigenschaften einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung aus Definition 10.3 erfiillt.

Eigenschaft (1): Aus Eigenschaft (I) von P und der Definition von Prob folgt Prob(E) =
> P(e) > 0 fiir jedes Ereignis E C S.

ecE

Eigenschaft (2): Aus Eigenschaft (IT) von P und der Definition von Prob folgt Prob(S) =
> P(e) =1.
eeS

Eigenschaft (3): Nach Definition von Prob gilt P(e) = Prob({e}) fiir jedes elementare

Ereignis e € S. Also gilt >~ P(e) = )_ Prob({e}) fiir jedes Ereignis
eck eck
E C S, und damit Prob(E) = )_ Prob({e}). [ ]
ecE
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Beispiele 10.5

(1

2

Beim Werfen eines Wiirfels besteht der Ereignisraum S aus allen moglichen
Augenzahlen, S = {1,2,3,4,5, 6}. Wir gehen davon aus, dass jede Augenzahl

mit gleicher Wahrscheinlichkeit gewiirfelt wird. Da S aus §S = 6 elementaren

Ereignissen besteht, hat jedes die Wahrscheinlichkeit ﬁLS = % Daraus ergibt

sich die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die elementaren Ereignisse

Prob(ie}) | 1 | ¢ |

Die Wahrscheinlichkeit jedes elementaren Ereignisses ist grofler oder gleich 0,
und die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller elementaren Ereignisse ist 1.
Nach Satz 10.1 ist Prob eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S.
Wir berechnen nun die Wahrscheinlichkeit eines nicht-elementaren Ereignisses.
Das Ereignis, eine gerade Zahl zu wiirfeln, ist £ = {2, 4, 6}. Die Wahrschein-
lichkeit Prob({2, 4, 6}) ergibt sich als Summe der Wahrscheinlichkeiten der
elementaren Ereignisse 2, 4 und 6,

Prob({2, 4, 6}) = Prob({2}) + Prob({4}) + Prob({6}) =% .

Beim Werfen von zwei Wiirfeln besteht der Ereignisraum S aus allen geordne-
ten Paaren moglicher Augenzahlen,

S =1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}.

Es gibt also 6> = 36 elementare Ereignisse. Wir gehen davon aus, dass jedes
elementare Ereignis die gleiche Wahrscheinlichkeit hat. Die Funktion Prob mit
Prob(e) = % fuir alle elementaren Ereignisse in S ist nach Satz 10.1 eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wurf als Summe
der Augenzahlen 7 zu erhalten, ergibt sich dann zu

Prob({(1.6),(2,5),(3.4), (4.3),(5.2).(6,1)}) =6- % = %.

Aus Definition 10.3 konnen sofort weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen abgeleitet werden. Sie lassen sich leicht mit dem, was wir bereits iiber Mengen
gelernt haben, beweisen.
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>

Satz 10.2 Sei Prob eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber dem Ereignisraum S. A

und B seien Ereignisse iiber S. Dann gilt:

(1) Fiir disjunkte Ereignisse 4 und B gilt Prob(4 U B) = Prob(A) + Prob(B).

(2) Wenn A C B, dann ist Prob(A4) < Prob(B).

(3) Fir A = S — A gilt Prob(A4) = 1 — Prob(A).

(4) Prob(@) = 0.

Beweis

(1) Seien A und B disjunkte Ereignisse. Dann ist Prob(4) = ),_, Prob({e}) Prob(B) =
Y ccp Prob({e}) . Alsoist Prob(AU B) = ),z Prob({e}) = >_,., Prob({e}) +
> .cp Prob({e}) = Prob(A4) + Prob(B).

(2) Sei A € B.Falls A = B, dann ist Prob(A) = Prob(B). Falls A C B, dann gibt es
ein Ereignis C = B — A. Da Prob(B) = Prob(A) + Prob(C) und Prob(C) > 0, gilt
Prob(A) < Prob(B).

(3) Da S = AU 4, gilt Prob(S) = Prob(A) + Prob(A). Da Prob(S) = 1, folgt 1 =
Prob(A) 4 Prob(A), also Prob(A) = 1 — Prob(A).

(4) Da@ = S und Prob(S) = 1, folgt Prob(S) = 1 — Prob(?) und damit Prob (@) = 0.

|
Beispiele 10.6
(1) Beim Zahlen-Lotto ist der Ereignisraum S die Menge aller 6-elementigen Teil-

mengen von {1,2,...,48,49}. Wir gehen davon aus, dass jedes elementare
Ereignis e € S die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, also Prob({e}) = ﬁ Wir

6
wollen nun entsprechend Bedingung (3) in Definition 10.3 die Wahrscheinlich-
keit ausrechnen, dass bei einer Ziehung die Zahl 2 unter den gezogenen Zahlen
ist, Prob({E | E € S,2 € E}). Nach Satz 10.2 gilt

Prob(E) = 1 — Prob(E)
fir E =S — E. Also ist
Prob({E | EC S,2 € E}) = 1 —Prob({E | EC S,2 { E}) .

Die letzte Wahrscheinlichkeit ldsst sich leicht bestimmen, da{E | E C S,2 &
E} die Menge aller 6-elementigen Teilmengen des um das elementare Ereig-
nis 2 verminderten Ereignisraums S — {2} = {1,3.4,...,49} ist. Es gilt

Prob({E | EC S,2 ¢ E})

fi(Menge aller 6-elementigen Teilmengen von {1, 3,4, ...,49})
gS
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@

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Ziehung von 6 Lotto-Zahlen die 2 gezo-
gen wird, ist also

43 6

Prob{E | ECS,2€eE})=1——=—.

49 49
Zum Waurf einer fairen Miinze gehort der Ereignisraum S = {Kopf, Zahl} und
die Wahrscheinlichkeitsverteilung Prob({Kopf}) = Prob({Zahl}) = % Fiihrt
man n Wiirfe hintereinander aus, dann besteht der Ereignisraum aus allen Fol-
gen aus Kopf und Zahl mit Lange n. Der Ereignisraum ist also

S" = {Kopf, Zahl} x {Kopf, Zahl} x ... x {Kopf, Zahl} .

n-mal

Da f#S" = 2" und jede geworfene Folge gleich wahrscheinlich ist, ergibt sich
die Wahrscheinlichkeitsverteilung

1
Prob ({e}) = 7 fiir jedes elementare Ereignis e € S" .

Wir betrachten das Ereignis 4;, dass bei n Wiirfen genau j-mal Kopf geworfen
wird, also
Aj ={w e S" |w enthilt genau jmal Kopf} .

Die Anzahl der elementaren Ereignisse in A; ist §4; = (;’) Deshalb ist die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4;

Prob(A4;) = (7) : Zi :

Wir betrachten nun das Ereignis B, dass bei den n Miinzwiirfen Kopf mit ge-
radzahliger Hiufigkeit geworfen wurde, das heif3t

B ={e | e € S", die Anzahl von Kopf in e ist gerade} .
Das Ereignis B ist die Vereinigung der Ereignisse A; mit geradem j,
B=AUAUAU...UAy 2.

Alle A; sind paarweise disjunkt. Nach Satz 10.2 ist die Wahrscheinlichkeit von
B deshalb gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller A; mit geradem j,
also'

[3] [3] n 1
Prob(B) = ) Prob(dy;) =y <2i) Con

i=0 i=0
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Nach Satz 9.15 gilt

o ()-)- ()6 <)

die Summe der Binomialkoeffizienten mit negativem Vorzeichen ist also gleich
der Summe der Binomialkoeffizienten mit positivem Vorzeichen. Wenn 7 gera-
de ist, heil3t das

R A R R e B R

und wenn n ungerade ist, heifit das

o)e)orrle o) le )= GGl o) L)

Um beide Fille in einer Gleichung exakt aufschreiben zu konnen, fithren wir
eine neue Schreibweise ein. Mit | 5| wird die groBte ganze Zahl kleiner oder
gleich 5 bezeichnet. Zum Beispiel gilt I_gj = 3 und L%J = 3. Wenn n gerade
ist, dann gilt 2 - | 7] = n. Ist n ungerade, dannist2- [5| + 1 = n.

Da ( " ) = 0, konnen wir die beiden Gleichheiten in einer Gleichung auf-

n+1
schreiben:

(g)+(;)+...+ (2_”@) _ (’;)+(g)+...+(2_é+l) |

Il
I ] 5=
o P
oY
[~
v

I
I M G=
L P
oY
2
+§
—_
\—/
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(3) Wir gehen nun auf das so genannte Geburtstags-Paradoxon ein. Wieviele Giste

1

muss man zu einer Party einladen, damit mit Wahrscheinlichkeit mindestens >

zwei Giéste am gleichen Tag des Jahres Geburtstag haben?

Der Einfachheit halber laden wir keine Leute ein, die am 29. Februar Geburtstag
haben — wir betrachten also nur Jahre mit d = 365 Tagen. Aulerdem nehmen
wir an, dass jeder Tag mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstag in Frage
kommt.

Seien x1, ..., x; also unsere k Giiste. Jeder Gast hat natiirlich einen Geburts-
tag. Der Ereignisraum S ist die Menge aller k-stelligen Folgen, die aus den
Geburtstagen der k Giiste bestehen.

S={1,2,...,d} x{1,2,...,d} x---x{1,2,...,d}

k-mal

Das i-te Element einer solchen Folge gibt den Geburtstag von Gast x; an. Die
Anzahl der elementaren Ereignisse in S ist nach Produkt-Regel (Satz 9.2) S =
d*.

Das betrachtete Ereignis E ist die Menge aller Folgen in S, in denen mindestens
ein Tag doppelt vorkommt. Um die Wahrscheinlichkeit von E zu bestimmen,
berechnen wir die komplementidre Wahrscheinlichkeit — also die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses, dass alle Géste an unterschiedlichen Tagen Geburtstag
haben,

Prob(E) = 1 — Prob(E) .

Das Ereignis E besteht aus der Menge aller Folgen in S, in denen kein Tag
doppelt vorkommt. Das ist die Menge aller k-Permutationen von {1,2,...,d}.
Nach Definition 9.2 gibt es [Z] k-Permutationen von {1,2,...,d}, also ist
HE = [i] und nach Satz 9.8 gilt [;j] =d-(d—1)-...-(d —k + 1). Damit
ergibt sich

tE

gS

- 7 (o= 1)

_ d-(d—1)- dk d—-k+1 (nach Satz 9.8).

Prob(E) =

Insgesamt erhalten wir

d-(d—1)-...-(d—k+1)

Prob(E) =1 — I
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Da wir wissen wollen, wann Prob(E) > %, miissen wir ein k finden, fiir das
die rechte Seite der Gleichung grofler oder gleich % ist. Bei d = 365 ist das
bereits fiir k > 23 der Fall! Wenn wir also mindestens 23 Giste zur Party
eingeladen haben, konnen wir mit Wahrscheinlichkeit mindestens % sicher sein,
dass wenigstens zwei unserer Giste am gleichen Tag des Jahres Geburtstag
haben.

Wiirden wir unsere Party auf dem Mars mit seinem Mars-Jahr von 669 Tagen
ausrichten, miissten wir mindestens 31 Géste einladen . . .

10.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wie groB} ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Miinzwiirfe beide Kopf ergeben, wenn
man sicher weil3, dass mindestens einer der beiden Wiirfe Kopf ergibt? Dieses Vorwissen
verkleinert den betrachteten Ereignisraum. Er besteht nun nicht mehr aus allen moglichen
Ergebnissen beider Miinzwiirfe, sondern nur noch aus denen, die mindestens einmal Kopf
enthalten. Damit enthélt der Ereignisraum anstelle von vier in diesem Fall nur noch drei
gleichwahrscheinliche Ereignisse. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also %

» Definition 10.4 Die bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignis A unter der Vorausset-
zung, dass Ereignis B eintritt, ist definiert als

Prob(A N B)

Prob(A|B) = Prob(B)

Beispiel 10.7
Im obigen Beispiel ist der Ereignisraum

S = {(Kopf, Kopf), (Kopf, Zahl), (Zahl, Kopf), (Zahl, Zahl)} ,
und die betrachteten Ereignisse A und B sind
A = {(Kopf, Zahl)} und B = {(Kopf, Zahl), (Zahl, Kopf), (Kopf, Kopf)} .
Mit Prob(w) = i fiir jedes w € S ergibt sich

_ Prob(4NB) _ Prob(4) _ 1
Prob(A4[B) = Prob(B) ~ Prob(B) 3

! 5] tgezeichnet die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich £ ist. Also gilt zum Beispiel L%J =2
und [ §] =3.
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Wir sehen, dass sich unter der Voraussetzung B die Wahrscheinlichkeit von Er-
eignis A vergroBert. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A wird also in diesem
Beispiel von der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B beeinflusst.

Nicht in jeder Situation beeinflussen sich die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Er-
eignisse.

» Definition 10.5 Zwei Ereignisse A und B heilen unabhdngig, falls
Prob(A N B) = Prob(A) - Prob(B)

und damit Prob(A|B) = Prob(A).

Beispiele 10.8

(1) Wir betrachten zwei Miinzwiirfe mit den beiden Ereignissen A =,,Der erste
Waurf ergibt Kopf* und B =,,Die Ergebnisse beider Wiirfe sind verschieden®.
Da Prob(4) = 1 und Prob(B) = 1, ist Prob(4) - Prob(B) = 1. Das Ereignis
A N B ist ,.Der erste Wurf ergibt Kopf und beide Wiirfe sind verschieden®. Es
gilt Prob(A N B) = %. Insgesamt gilt also Prob(A) - Prob(B) = Prob(A4 N B)
und die Ereignisse A und B sind unabhingig.

(2) Wir betrachten zwei Miinzwiirfe mit den Ereignissen A =,,Beide Wiirfe erge-
ben Kopf* und B =, Mindestens ein Wurf ergibt Kopf*. Da Prob(A4) = %, aber
Prob(A|B) = %, sind die beiden Ereignisse nicht unabhéngig.

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt
Prob(A N B) = Prob(B) - Prob(A|B)

und
Prob(A N B) = Prob(B N A) = Prob(A) - Prob(B|A).

Insgesamt gilt also
Prob(B) - Prob(A4|B) = Prob(A) - Prob(B|A) .
Durch Umformung erhalten wir den bekannten Satz von Bayes.

> Satz10.3 (Satz von Bayes) Seien A und B zwei Ereignisse. Dann gilt

Prob(A) - Prob(B|A)

Prob(A|B) = Prob(B)
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Beispiel 10.9

Wir haben eine faire Miinze, deren Wurf mit gleicher Wahrscheinlichkeit Kopf oder
Zahl ergibt, und eine unfaire Miinze, deren Wurf immer Kopf ergibt. Wir fiihren das
folgende Zufallsexperiment durch:

,,Wihle eine der beiden Miinzen zufillig aus und wirf sie zweimal.*

Wir wollen nun ausrechnen, wie groll die Wahrscheinlichkeit ist, dass die unfaire
Miinze ausgewihlt wurde, falls beide Wiirfe Kopf ergeben. Sei A das Ereignis, dass
die unfaire Miinze ausgewihlt wurde, und B sei das Ereignis, dass beide Wiirfe der
Miinze Kopf ergeben. Es ist also Prob(A|B) zu bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit,
die unfaire Miinze bzw. die faire Miinze auszuwéahlen, ist

Prob(A4) = Prob(4) = %

Fiir das Ereignis B betrachten wir die bedingten Wahrscheinlichkeiten in Abhin-
gigkeit davon, ob die faire oder die unfaire Miinze ausgewdhlt wurde. Es gilt
Prob(B|A) = 1 und Prob(B|A) = 1. Aus diesen bedingten Wahrscheinlichkeiten
von B und der Wahrscheinlichkeit von A ldsst sich die ,,un-bedingte* Wahrschein-
lichkeit von B bestimmen: Da B = (B N A) U (B N A), folgt mit Satz 10.2, dass

Prob(B) = Prob(B N A) + Prob(B N A).

Ersetzen wir Prob(B N A) und Prob(B N A) gemiB Definition 10.4, dann erhalten
wir

Prob(B) = Prob(A) - Prob(B|A) + Prob(A) - Prob(B|A)

l—l-11
2 4

ol L N —

Nun konnen wir den Satz von Bayes anwenden und erhalten schlieBlich mit

Prob(A) - Prob(B|A)

Prob(A|B) = Prob(B)

1
5ol
5
8

W &~

die gesuchte Wahrscheinlichkeit.
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10.3 Zufallsvariablen

Bisher haben wir Ereignisse durch Mengen von elementaren Ereignissen beschrieben, de-
ren Wahrscheinlichkeit sich aus der Summe der Wahrscheinlichkeiten der elementaren
Ereignisse ergab. Die Betrachtung von Zufallsvariablen liefert eine weitere Methode, Er-
eignisse zu beschreiben.

» Definition10.6 Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion aus einem Ereignisraum S in
die reellen Zahlen, X: S — R.

Beispiele 10.10

(1) Das Zufallsexperiment des Wiirfelns mit einem Wiirfel kann mit der Zu-
fallsvariablen X, ausgedriickt werden, die jede Augenzahl i auf die reelle
Zahl i abbildet. X, ist also die Identititsfunktion. Ubrigens lisst sich jedes Zu-
fallsexperiment, dessen elementare Ereignisse Zahlen sind, mit einer solchen
Zufallsvariable ausdriicken.

(2) Wir definieren eine Zufallsvariable fiir das Experiment, mit zwei Wiirfeln zu
wiirfeln. Der Ereignisraum S ist nun die Menge aller moglichen Wiirfelergeb-
nisse

S =1{1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6} .

Wir definieren die Zufallsvariable X, als Funktion von S auf die Zahlenmen-
ge {1,2,3,4,5,6} mit Xpa((a, b)) = max{a, b}.

Wir interessieren uns nun dafiir, welchen Wert eine Zufallsvariable X abhéngig vom
Ausgang des Zufallsexperimentes annimmt. Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen be-
stimmten Wert annimmt, ist durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Ereignis-
raum vollstindig festgelegt.

» Definition 10.7 Sei S ein Ereignisraum, Prob eine Wahrscheinlichkeitsverteilung von
S und X eine Zufallsvariable auf S. Die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert » annimmt,
ist

Prob[X =7]= > Prob(fe}).

ecX~1(r)

Beispiele 10.11
(1) Fiir die Zufallsvariable X; beim Wiirfeln mit einem Wiirfel ist Prob[ X = r] =
Prob({r}) fiiralle r € {1,2,...,6}.
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(2) Betrachten wir nun das Experiment, mit zwei Wiirfeln zu wiirfeln, zusammen
mit der Zufallsvariablen X.,. Wenn alle Wiirfel-Ergebnisse gleich wahr-
scheinlich sind, erhalten wir iiber dem Ereignisraum S = {1,2,3,4,5,6} x
{1,2,3,4,5, 6} die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Probs ({(a, b)}) = %

fur alle (a,b) € S. Die Wahrscheinlichkeit, dass die grofte der beiden gewiir-
felten Zahlen 3 ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass X.x den Wert 3 annimmt,
also Prob[X .« = 3]. Nach Definition ist das die Summe der Wahrscheinlich-
keiten aller Ereignisse e € S mit X.x(e) = 3. Da Xjax(e) = 3 genau fiir
e €{(1,3),(2,3),(3,3),(3,2), (3, 1)}, ist Prob[ X ,.x = 3] =5- 3% Insgesamt
ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten Prob[ X .« = k] zu

k |1 ]2]3]
Prob[Xma, = k] | L &2

K| &
Rlo| L

36|%|36‘

Eine Zufallsvariable X liefert eine Zerlegung des Ereignisraumes S in Ereignisse {s |
X(s) = r} fir jedes r aus dem Wertebereich von X. Jedes Element der Zerlegung wird
durch eine reelle Zahl beschrieben. Der Wertebereich X(S) von X kann dann als neuer
Ereignisraum angesehen werden. Auf ihm ist durch X und die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Proby () = Prob[X = r] definiert.
Tatséchlich hat Proby die drei Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsverteilung aus De-
finition 10.3:

(1) Proby(r) =Prob[X =r] = ). Prob(e) > 0 fiir alle r in X(S),

ecX~1(r)
(2) Y. Proby(r)y= > > Prob(e) = ) Prob(e) = 1, und
reX(s) reX(S) eex-(r) ecs
(3) Proby(R) = ) Prob[X =r] = ) Probx(r).
reRr reRr

Weil der Ereignisraum X (S) aus Zahlen besteht, kann man die durch X definierte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung vermittels ,,typischer” Zahlenwerte charakterisieren.

» Definition 10.8 Sei S ein Ereignisraum und X eine Zufallsvariable auf S. Der Erwar-
tungswert von X ist definiert als

E[X] = ) r-Prob[X =1r].
reX(S)
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Beispiele 10.12
(1) Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X des Wiirfelexperimentes berech-
net sich als

EX,J= > r-Prob[X; =r]

re{l,2,...,6}
1
S
6
refl2,...6}
1
=3~ .
2

Tatsdchlich ist 3% genau der Mittelwert fiir alle Wiirfelergebnisse.

Da jede Augenzahl gleich wahrscheinlich ist, hilft einem dieser Erwartungs-
wert jedoch nicht weiter bei der Voraussage der Ergebnisse zukiinftiger Wiirfe.
Bevor wir den Erwartungswert fiir solche Voraussagen ausnutzen konnen,
brauchen wir noch eine weitere Kenngrofle, nimlich die Standardabweichung
(siehe Definition 10.9). Sie liefert einen zusitzlichen ,,typischen® Wert fiir eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung und hilft, die Vorhersagetauglichkeit des Erwar-
tungswertes einzuschétzen.

(2) Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X,y ist

EXml = D) 7 Prob[Xpe =]

re{l2.,...6}
1464154284454 66
- 36

161

T 36

~ 4,47 .

Fiir viele Anwendungen ist es wichtig, den Wert einer Zufallsvariablen abschitzen zu
konnen. Mit Prob[X > ¢] wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass die Zufallsvaria-
ble X einen Wert grofer oder gleich ¢ annimmt. Also ist Prob[X > ¢] = " Prob[X = r].

r=c
» Satz10.4 (Ungleichung von Markoff) Seic > 0 und X eine Zufallsvariable, die keinen
negativen Wert annimmt. Dann gilt

Prob[X > ¢] < g
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Beweis Es gilt

Prob[X >¢] = > Prob[X =r]

r=zc

< > Z-Prob[X =] (daz >1)

r=zc

= %Zr-Prob[X:r]

r>c

IA

1.E[X] (Definition des Erwartungswertes). [

Weitere typische Werte zur Charakterisierung von Zufallsvariablen liefern Varianz und
Standardabweichung.

» Definition 10.9 Die Varianz Var[X] einer Zufallsvariablen X ist der Erwartungswert
Var[X] = E[(X — E[X])*].

Die (positive) Quadratwurzel /Var[X] der Varianz heifit Standardabweichung von X .
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Eine Zufallsvariable ist eine Funktion. Deshalb sind Summen oder Produkte von Zu-
fallsvariablen auch wiederum Funktionen und konnen entsprechend als Zufallsvariablen
aufgefasst werden. Das fiihrt zu den folgenden Moglichkeiten, mit Zufallsvariablen zu
rechnen.

> Satz10.5 Seien X und Y Zufallsvariablen iiber dem Ereignisraum S, und & sei in R.
Dann gilt

(1) E[k] =k,

(2) E[E[X]] = E[X],

(3) Elk-X] =k -E[X],

(4) E[X 4+ Y] = E[X] + E[Y] und
(5) E[X -E[X]] = E[X]*.

Beweis

(1) E[k] ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen X, die alle Ereignisse auf k abbildet.
Also ist X(S) = {k}. Die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert £ annimmt, ist 1
(Prob[X = k] = 1). Damit folgt

E] = Y r-Prob[X =] =k-Prob[X = k] = k.
reX(S)

(2) Folgt aus E[k] = k, da E[X] eine Zahl (und keine Zufallsvariable) ist.
(3) Wir fassen k - X als eine Zufallsvariable auf mit (k - X)(s) = k - X(s) fiir jedes s € S.
Dann gilt

Elk-X]= Y r-Prob[(k-X)=r]

re(k-X)(S)
= Y k-r-Prob[X =]
reX(s)
=k- Y r-Prob[X =]
reX(s)
=k -E[X].

(4) Wir fassen X + Y als eine Zufallsvariable auf mit (X + Y)(s) = X(s)+ Y (s) fiir jedes
s € §. Dann folgt die Behauptung durch Umformung von Ausdriicken wie oben.
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(5) Man mache sich zunichst klar, dass E[X] eine reelle Zahl ist. Also ist X - E[X] das
E[X]-fache von X. Damit folgt

E[X - E[X]]

= > r-Prob[X -E[X] =r] (Def. des Erwartungswertes)
re(X-E[X])(S)

= > r-E[X]-Prob[X =r] (da (X -E[X])(r) = X(r) - E[X))
reX(s)

= E[X]- > r-Prob[X =r]
rex(s)

= E[X]-E[X] (Def. des Erwartungswertes)
= E[X]?. [

Diese Eigenschaften von Zufallsvariablen und Erwartungswerten liefern eine alternati-
ve Beschreibung der Varianz.

> Satz10.6 Sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt:
Var[X] = E[X?] — E[X]?.
Beweis Es gilt

Var[X] = E[(X —E[X])?] (Def. der Varianz)
E[X?—2-X -E[X] + E[X]?)] (binomische Regel)
= E[X?—2.E[XP+EX]P] (nachSatz 10.5)

= E[X2 — E[X]z] (nach Satz 10.5)

= E[X?]-EX]? (nach Satz 10.5) ]
Beispiel 10.14
Wir berechnen die Varianz der Zufallsvariablen X, (siche Beispiel 10.10). Den

Erwartungswert E[ X.x] = % haben wir bereits in Beispiel 10.12 berechnet. Bleibt

also noch E[X2, ] zu berechnen.

E[X2 ]

max

> r-Prob[X}, =]
re{1,4,9,16,25,36}
1+ 12+ 45+ 112 + 225 + 396

36

791
36
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Den Erwartungswert E[X.x] = % haben wir bereits in Beispiel 10.12 berechnet.

Damit ergibt sich die Varianz von Xy,,x wie folgt.

791 1602
VarlXmal = 3¢ = (%)

2876
T 1296

~ 2,22

Mit der Varianz lisst sich beschreiben, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich die Zu-
fallsvariable vom Erwartungswert um einen Wert ¢ unterscheidet.

» Satz 10.7 (Ungleichung von Tschebyscheff) Sei X eine Zufallsvariable und ¢ > 0.

Dann gilt
Var[X]
-

Prob[|X —E[X]| = ¢] < -

Beweis Fiir die niemals negative Zufallsvariable (X — E[X])? und ein d > 0 erhilt man

aus der Ungleichung von Markoff die Beziehung

Prob[(X —E[X])* = d] < Vard[X] .

Da (X — E[X])? > d genau dann, wenn |X — E[X]| > +/d, folgt die Behauptung fiir
c=+d. |

Aus Tschebyscheffs Ungleichung folgt sofort
1
Prob[| X —E[X]| > yVar[X]-c] < =
Fiir ¢ = 1 ist das nicht sonderlich interessant, aber fiir ¢ = 2 heifit das zum Beispiel:
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X einen Wert annimmt, der sich um die

doppelte Standardabweichung von ihrem Erwartungswert unterscheidet, ist hochstens %.

10.4 Binomial-Verteilung und geometrische Verteilung

Ein Miinzwurf ist ein gutes Beispiel fiir einen Bernoulli-Versuch. Ein Bernoulli-Versuch
hat zwei mogliche Ergebnisse: Erfolg (iiblicherweise mit 1 beschrieben) oder Misserfolg
(liblicherweise mit O beschrieben). Wihrend wir bisher meistens von einer Gleichver-
teilung iiber dem Ereignisraum ausgegangen sind, werden wir nun Bernoulli-Versuche
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betrachten, bei denen die Wahrscheinlichkeiten von Erfolg und Misserfolg verschieden
sein konnen: Mit Wahrscheinlichkeit p tritt Erfolg ein und mit Wahrscheinlichkeit ¢ =
(1 — p) tritt Misserfolg ein, wobei 0 < p < 1.

Binomial-Verteilung

Sei eine unfaire Miinze geworfen, deren Wurf dreimal hdufiger Kopf ergibt als Zahl. Das
ist ein Bernoulli-Versuch, bei dem Erfolg mit Wahrscheinlichkeit p = % und Misserfolg
mit Wahrscheinlichkeit ¢ = % eintritt. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass 5 unab-
hingige Miinzwiirfe genau 3-mal Kopf ergeben? Die Folge Kopf, Kopf, Zahl, Kopf, Zahl
enthilt genau 3-mal Kopf. Thre Wahrscheinlichkeit ist p*-g2, da die Ergebnisse der einzel-
nen Wiirfe voneinander unabhingig sind. Folglich hat jede Folge mit genau 3-mal Kopf
die Wahrscheinlichkeit p? - ¢2. Da es (3) solcher Folgen gibt, gilt

Prob(5 Wiirfe enthalten 3-mal Kopf) = [~ | - p* - ¢ = -2
urre enthalten s>-ma = . . = —
P 3] P9 T J02a

Generell wird die Wahrscheinlichkeit, bei n unabhingigen Bernoulli-Versuchen mit Er-
folgswahrscheinlichkeit p genau k-mal Erfolg zu haben, mit b(k; n, p) bezeichnet.

> Satz10.8 Fiir die Wahrscheinlichkeit b(k;n, p), bei n unabhingigen Bernoulli-Versu-
chen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p genau k-mal Erfolg zu haben, gilt

n B
b(k;n, p) = (k) pr gk

Beweis Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber n.

Induktionsbasis: n = 1. Hier gilt die Gleichung offensichtlich.

Induktionsvoraussetzung: Fiir die natiirliche Zahl m gilt

m _
b(k;m, p) = (k) AR

Induktionsschluss: Sei n = m + 1. Die Wahrscheinlichkeit, genau k-mal Erfolg zu
haben, ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten

(1) mit m Versuchen k-mal Erfolg zu haben und im (m + 1)-ten Versuch keinen Erfolg
zu haben und

(2) mit m Versuchen (k — 1)-mal Erfolg zu haben und im (m + 1)-ten Versuch Erfolg
zu haben (vergleiche Pascal’sche Gleichung).
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Formal ergibt das

b(kim+1,p) =b(k;m,p)-qg+blk—1;m,p)-p

k. m—k mo\ k-1 m—kt1
) P q q+<k_1) Pq p
_ m Lok m—k+1

m +
— (m+1)— k [
k ) P q

> 3

Die durch b(k;n, p) definierte Wahrscheinlichkeit heiit Binomial-Verteilung, weil
b(k;n, p) genau der k-te Summand der Entwicklung von (p + ¢)" gemifl dem binomi-
schen Satz (Satz 9.14) ist.

Wir definieren nun eine Zufallsvariable X, die jedes Ereignis des Ereignisraumes — also
n unabhiingige Bernoulli-Versuche mit Erfolgswahrscheinlichkeit p — auf die Anzahl der
erfolgreichen Versuche abbildet. Es gilt Prob[X = k] = b(k;n, p). Der Erwartungswert
von X ist

E[X] =) k-b(k:n.p)
k=0

k=1
- n (n—1
— k.o—. k n—k
2 kg (k—l) P
k=1
— (n—1 k=1 n—k
=n-p Z( ) Py
= k—1
n—1 n—1
=n-p Z( N ) pk qnflfk
k=0
n—1
:n~p~Zb(kn—1p) =n-p.

Zur Berechnung der Varianz von X benutzen wir die Gleichung Var[X] = E[X?] — E[X]?
(Satz 10.6). Wir beginnen mit der Berechnung von E[X?] und wenden dabei eine #hnliche
Methode an wie oben.
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E[X?] =) k*-b(k:n, p)

k=0

n—1 B ne
—npzk( )‘pkl_qk
o n—1

k=0

n—1
n—1 L
:np(Zk( X )_pk.qnlk
k=0
n—1 n—1
+21 )-p"-q”‘l"‘)
k=0
=n-p-(n—-1)-p+1)
2

=n-p-q+n*-p’.
Da E[X]?> = n? - p?, folgt unmittelbar Var[X] =n-p-q.

Geometrische Verteilung

Wir werfen eine Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit p Kopf zeigt. Wie oft muss man wer-
fen, bis das erste Mal Kopf erscheint? Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der
notwendigen Wiirfe. Der Definitionsbereich von X ist die Menge aller endlichen Folgen e
von Miinzwiirfen, die Kopf enthalten. Der Funktionswert X (e) ist der Index der ersten Stelle
von e, die Kopf ist. Zum Beispiel gilt X ((Zahl, Zahl, Zahl, Kopf, Kopf, Zahl, Kopf)) = 4.
Der Wertebereich von X sind die positiven natiirlichen Zahlen. Die Wahrscheinlichkeit
Prob[X = k] ergibt sich als g*~! - p, wobei ¢*~! die Wahrscheinlichkeit ist, dass (k — 1)-
mal Zahl geworfen wurde, und p die Wahrscheinlichkeit ist, dass beim k-ten Wurf Kopf
geworfen wurde. Da io: gt = et gilt Z g*'. p = 1. Tatsichlich liefert X eine

k=1
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die so genannte geometrische Verteilung.

Der Erwartungswert der geometrischen Verteilung berechnet sich wie folgt.

I
NE
Pl
é»
|

=

E[X]
k=1
7 =
P _4
q (1-¢q)?
1
>

Die Varianz der geometrischen Verteilung ist Var[X] = %.
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Beispiele 10.15

ey

2

Die geometrische Verteilung liefert uns eine Moglichkeit, eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf der abzéhlbar unendlichen Menge aller Worter iiber dem
Alphabet {0, 1} zu definieren. Zunichst wird zufillig die Linge des Wortes
bestimmt. Dazu wird eine Miinze solange geworfen, bis das erste Mal Kopf ge-
worfen wird. Anschliefend wird mit einer weiteren Miinze jedes Zeichen des
Wortes geworfen. Seien p; und p, die Erfolgswahrscheinlichkeiten der beiden
Miinzen. Die Wahrscheinlichkeit des Wortes by - - - b, ist dann

(1= p)" ™ pr-(p)*- (1= pa),

wobei a die Anzahl der Einsen und b die Anzahl der Nullen des Wortes ist.
Wir verteilen wieder Bonbons an Kinder (siehe Beispiel 9.10). Dazu werfen
wir wiederholt einen Bonbon in eine Gruppe aus r Kindern. Der Versuch eines
Kindes, den geworfenen Bonbon zu fangen, ist ein Bernoulli-Versuch. Jedes der
Kinder fangt mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen Bonbon. Die Erfolgswahr-
scheinlichkeit jedes Kindes ist dann p = }, und die Wahrscheinlichkeit eines
Misserfolges ist ¢ = %

Wie grof} ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Kind von n
geworfenen Bonbons genau k fingt? Sei X die Zufallsvariable, deren Wert
die Anzahl der von diesem Kind gefangenen Bonbons beschreibt. Dann ist
Prob[X = k] = b(n;k, p) durch die Binomial-Verteilung bestimmt. Die er-
wartete Anzahl gefangener Bonbons ist also .

Wie viele Bonbons miissen geworfen werden, bis dieses Kind einen Bon-
bon gefangen hat? Hier gibt eine geeignete Zufallsvariable X die Nummer
des Versuchs an, bei dem das Kind erstmals einen Bonbon fingt. Dann ist
Prob[X = k] = ¢! - p durch die geometrische Verteilung bestimmt. Also
ist der Erwartungswert % =r.

Wie viele Bonbons miissen geworfen werden, bis jedes Kind einen Bonbon ge-
fangen hat? Dazu definieren wir Zufallsvariablen X;. Wenn bereits i — 1 Kinder
einen Bonbon gefangen haben, gibt X; die Anzahl der Wiirfe an, die gemacht
werden miissen, bis das i-te Kind einen Bonbon fingt. Die Misserfolgswahr-
scheinlichkeit dieses Versuchs ist % Alle X; sind voneinander unabhidngig
und unterliegen der geometrischen Verteilung. Also ist

ELX] = 1 . r
ST =R

r

Der Erwartungswert der Anzahl der zu werfenden Bonbons ergibt sich aus der
Summe der Erwartungswerte der X,

r r

,
1
A= = =70 -

i=1
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Boole’sche Algebra

Zusammenfassung

Eine Boole’sche Algebra ist eine mathematische Struktur, die unsere Vorstellungen von
Aussagen und deren Verkniipfung in einem Rechenkalkiil formal beschreibt. In dieser
Struktur gibt es bestimmte Rechenoperationen und es gelten bestimmte Rechenregeln.
Wir schauen uns verschiedene Beispiele Boole’scher Algebren an und werden sehen,
dass sie ,,eigentlich gleich* (isomorph) sind.

Computer und andere digitale Systeme sind aus elektronischen Schaltkreisen aufgebaut.
Diese erzeugen beim Anlegen bestimmter Spannungen an den Eingabepins bestimmte
Signale an den Ausgabepins. Das vereinfachte Modell zur Beschreibung des Zusammen-
hangs zwischen Eingabe- und Ausgabespannungen geht von zwei wohlunterschiedenen
Spannungswerten aus: Es flieit Strom, symbolisiert durch den Wert 1, und es flieBit kein
Strom, symbolisiert durch den Wert 0. Zur Modellierung der binédren Signale werden Boo-
le’sche Variablen verwendet, also Variablen mit Werten aus {0, 1}. Beschreibt man nun die
Eingabesignale eines Schaltkreises mit Hilfe solcher Boole’schen Variablen, dann konnen
die resultierenden Ausgabesignale y vermodge von Schaltfunktionen y = f(xy,...,Xx,)
beschrieben werden.

Schaltkreise produzieren ihre Ausgaben oder berechnen ihre Schaltfunktion mit Hilfe
einer hoch komplexen Kombination von sehr einfachen Schaltelementen, den so genann-
ten Gattern, welche einfachste logische Operationen ausfiihren. Mit seinem ,,Calculus of
Switching Circuits® war C. E. Shannon 1936 der erste, der die grundlegenden Regeln der
klassischen Logik und elementaren Mengenlehre, wie sie 1854 von G. Boole in den ,,Laws
of Thought* formuliert wurden, auch zur Analyse und Beschreibung von Schaltkreisen
durch Schaltfunktionen angewendet hat.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2015 181
C. Meinel, M. Mundhenk, Mathematische Grundlagen der Informatik,
DOI 10.1007/978-3-658-09886-5_11
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11.1 Schaltfunktionen und Ausdriicke

In der Logik betrachtet man Aussagen und deren Wahrheitswerte ,,wahr* und ,.falsch®,
auch dargestellt als 1 und 0. Die grundlegenden Rechenregeln der Logik haben wir be-
reits kennen gelernt: ,,wahr und falsch* ergibt ,,falsch®, ,,wahr oder falsch* ergibt ,,wahr*
und ,,nicht falsch* ergibt ,,wahr*. Wir benutzen also zweistellige Funktionen — und, oder —
und eine einstellige Funktion — nicht —, die ein oder zwei Argumente aus der Grundmen-
ge {wahr, falsch} auf einen Wert aus derselben Menge abbilden. Schaltfunktionen rechnen
tiber der Grundmenge der beiden Boole’schen Konstanten {0, 1}, die wir im folgenden mit
B bezeichnen. Variablen, die nur die beiden (Wahrheits-)Werte 0 oder 1 annehmen kon-
nen, heilen Boole’sche Variablen. Schaltfunktionen, also Funktionen iiber Boole’schen
Variablen, konnen beliebige Stelligkeit besitzen. Eine n-stellige Schaltfunktion f bildet n
Argumente aus B auf einen Wert in B ab. Formal bezeichnet man das mit f:B” — B.
Eine einfache Beschreibungsmethode fiir Schaltfunktionen ist die Werte-Tabelle. Die
nachfolgende Tabelle beschreibt zum Beispiel eine 1-stellige Schaltfunktion f: B — B.

b | /)
0] 1
1| 0

Der Wert dieser Funktion ist stets genau das ,,Gegenteil* ihres Argumentes. Deshalb be-
zeichnet man sie als Boole’sches Komplement und schreibt kurz b anstelle von f(b). Es
gibt noch drei weitere 1-stellige Schaltfunktionen:

b | g(b) b | h(b) b |i(b)
0 o 0 1 0| 0
1/ 0 11, 1| 1

Die Funktionen g und % sind konstant, das heifit, ihr Funktionswert ist unabhingig vom
Argument. Deswegen bezeichnet man sie auch einfach durch ihren Funktionswert O
bzw. 1. Konstante Funktionen gibt es iibrigens mit beliebiger Stelligkeit. Die Schaltfunk-
tion i ist die Identitédtsfunktion, da Argument und Wert stets gleich sind.

Betrachten wir nun 2-stellige Schaltfunktionen. Von besonderer Bedeutung sind die
beiden folgenden:

by by | r (b1, by) by by ‘ s(b1, ba)
0 O 0 0 0 0
0o 1 0 0o 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
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Die Funktion r wird Boole’sches Produkt ihrer Argumente genannt. Das Boole’sche Pro-
dukt stimmt mit dem arithmetischen Produkt iiberein, wenn wir die beiden Boole’schen
Konstanten 0 und 1 als natiirliche Zahlen auffassen. Man schreibt kurz b, - b, fiir r (b1, by).
Die Funktion s heiit Boole’sche Summe. Man schreibt b; + b, fiir h(b;, b,). Die Summe
1 4+ 1 1ist 1. Sie darf also nicht mit der arithmetischen Summe verwechselt werden.

Die Beschreibung einer n-stelligen Schaltfunktion als Tabelle kann sehr aufwéndig
sein. Eine solche Tabelle umfasst 2" Zeilen. Zum Gliick haben wir aber die oben defi-
nierten Operationen Komplement, Summe und Produkt. Man nennt sie auch Boole’sche
Operationen. So wie es aus der Arithmetik bekannt ist, konnen mit diesen Operationen
Boole’sche Ausdriicke gebildet werden, mit deren Hilfe wir spéter die Schaltfunktionen
beschreiben. Wir werden sehen, dass Boole’sche Ausdriicke dhnlich wie aussagenlogi-
sche Formeln definiert sind. Anstelle von — benutzt man nun ~, anstelle von A benutzt
man -, und anstelle von Vv benutzt man +.

» Definition 11.1 Die Menge aller n-stelligen Boole’schen Ausdriicke ist induktiv defi-
niert durch:

(1) Die Konstanten 0 und 1 sowie die Boole’schen Variablen xi,...,x, sind n-stellige
Boole’sche Ausdriicke.

(2) Sind « und B n-stellige Boole’sche Ausdriicke, dann sind auch @, (¢ + ) und (« - B)
n-stellige Boole’sche Ausdriicke.
Die Stelligkeit eines Boole’schen Ausdrucks gibt also an, welche Boole’schen Varia-

blen in ihm vorkommen konnen.

Beispiele 11.1
(1) O-stellige Boole’sche Ausdriicke:

0, 1,0, (1-0), A+ 1), (1-0), A-0)+ (1 +1),...
(2) 1-stellige Boole’sche Ausdriicke:
0, 1, 0,.... x1, ¥, (xy + D, (x1 %), ((x1 + 1) X, ...

(3) k-stellige Boole’sche Ausdriicke:

0, 1,..., X1y.ovy Xpyoon, (O (O + x5) +X3)) - (1 - X1))5 - -
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Enthilt ein Boole’scher Ausdruck nur die beiden Konstanten 0, 1 und keine Variablen
X1, ..., X, dann kann man seinen Wert sofort mit Hilfe der Boole’schen Operationen fiir
Komplement, Summe und Produkt bestimmen. Zum Beispiel gilt:

(1-0)+(T+1D)+0=0+(1+1)+0
=0+1+0
=041
=040
=0.

Jeder Boole’sche Ausdruck ohne Variablen hat entweder den Wert 0 oder den Wert 1.
Andererseits gibt es genau zwei O-stellige Schaltfunktionen: die 0-stellige Funktion mit
dem Wert O und die mit dem Wert 1. Jeder Boole’sche Ausdruck ohne Variablen stellt also
eine 0-stellige Schaltfunktion dar.

Die von einem 1-stelligen Boole’schen Ausdruck dargestellte Funktion erhilt man,
indem man mit Hilfe der Boole’schen Operationen die beiden O-stelligen Ausdriicke aus-
wertet, die entstehen, wenn man die Boole’sche Variable x; durch durch ihre moglichen
Werte 0 bzw. 1 in B ersetzt. (Wir werden spéter in Definition 11.5 sehen, dass man anstelle
von B auch eine grofere Menge nehmen kann, iiber der die von einem Ausdruck darge-
stellte Funktion definiert ist. In diesem Abschnitt beschrinken wir uns jedoch auf B.) Fiir
den Ausdruck ((x; + 1) - X7) ergibt das

Ersetzung von x| durch | 0 | ergibt ((04+1)-0)= | 1
Ersetzung von x| durch | 1 | ergibt ((14+1)-1)= |0
Die beiden eingerahmten Spalten liefern die vom Ausdruck ((x; + 1) - X7) dargestellte
Funktion f:B — B mit der folgenden Werte-Tabelle

x| S
0l 1
1| o

Auf diese Weise kann nun jeder Boole’sche Ausdruck zur Darstellung einer Schalt-
funktion benutzt werden.

» Definition 11.2 Jeder n-stellige Boole’sche Ausdruck o stellt eine n-stellige Schalt-
funktion f:B" — B dar. Man erhilt den Wert von f fiir das Argument (by,...,b,),
indem im Boole’schen Ausdruck « die Variable x; durch den Wert b,. . ., die Variable x,,
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Abb. 11.1 Tabelle der Schalt-

r1 T2 ‘ f(ﬂf?1.,-732)
funktion f(xy,x;) = 0 0 0
(x1-x2)+ (1 +1) 0 1 0

1 0 0

1 1 1

durch den Wert b, ersetzt und den Wert des so erhaltenen Ausdrucks nach den Boole’schen
Operationen berechnet.

Wir betrachten den Ausdruck (x; - x2) 4+ (x; + 1), der eine Schaltfunktion f darstellt.
Der Wert von f fiir das Argument (0, 1) ist

fO,H)=0-H)+0O+1)=0+1=0.

Aus der Berechnung des Wertes von f fiir jedes mogliche Argument erhilt man die Ta-
belle in Abb. 11.1. Diese Tabelle kennen wir bereits. Sie stimmt mit dem Boole’schen
Produkt iiberein. Also stellen die beiden Ausdriicke (x| - x;) + (x; + 1) und x| - x, die-
selbe zweistellige Schaltfunktion, ndmlich das Boole’sche Produkt, dar.

» Definition 11.3 Zwei Boole’sche Ausdriicke « und f heilen dquivalent genau dann,
wenn sie dieselbe Schaltfunktion darstellen.

Man schreibt @ = B, um auszudriicken, dass die Ausdriicke & und B dquivalent sind.
Die Aquivalenz verschiedener Ausdriicke kann man iiberpriifen, indem man die Tabel-
len der dargestellten Funktionen vergleicht. Wir konnen uns diese Arbeit aber wie bereits
gesehen durch die geschickte Anwendung der Boole’schen Operationen erleichtern. Be-
trachten wir zum Beispiel den Summanden (x; + 1) des obigen Ausdruckes. Er enthélt
die Summe x; 4 1. Die Boole’sche Summe eines beliebigen Ausdrucks und 1 ist stets
dquivalent 1 (vgl. die Werte-Tabelle der Boole’schen Summe). Also gilt (x; + 1) = 1.
Da 1 = 0 ist, folgt (x; + 1) = 0. Setzt man 0 anstelle von (x; + 1) in den Ausdruck
(x1-x2) + (x1 + 1) ein, erhdlt man den dquivalenten Ausdruck (x; - x) 4+ 0. Da die Boo-
le’sche Summe eines beliebigen Ausdrucks und O stets dquivalent zum Ausdruck ist, folgt
(x1 - x2) + 0 = (x; - xp). Wir fassen diese Schritte nocheinmal zusammen und benutzen
dabei b zur Bezeichnung eines beliebigen Elementes von B:

Anfangsausdruck: (x1-x)+ (1 + 1)
Schritt 1: = (x;-x2)+1 (wegenb +1=1)
Schritt 2: = (x1-x)+0 (wegen 1 = 0)

Schritt 3: = (x1-x2) (wegen b + 0 = b).
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Abb. 11.2 Rechenregeln der Fiir beliebige Elemente z, y und z in B gilt:
Boole’schen Algebra

Kommutativgesetz:  +y =y + =
Toy=y-x
Distributivgesetz: z-(y+z2)=x-y+z-z
z+y-2)=(x+y) (x+2)
Neutralitdtsgesetz: ©+0 =2
r-l==a
Komplementgesetz: © + 7 = 1
z-T=0

Vermittels dieser Umformungskette haben wir die Aquivalenz des Anfangsausdruckes
mit dem nach drei Schritten erhaltenen Ausdruck gezeigt, also

(x1-x2) + (x1+1) = (x1-x2) .

In jedem Schritt haben wir eine Umformung entsprechend einer Aquivalenz, deren Kor-
rektheit wir anhand einer Werte-Tabelle zuvor liberpriift haben, durchgefiihrt. Anstatt nun
immer wieder neue Tabellen zu tiberpriifen, kann man mit Umformungen arbeiten, die auf
ganz wenigen grundlegenden Aquivalenzen — den so genannten Rechengesetzen — basie-
ren. Sie sind in Abb. 11.2 dargestellt. Die genannten Rechengesetze stellen Eigenschaften
dar, die uns bereits aus der Aussagenlogik gut bekannt sind. Das Kommutativgesetz be-
sagt, dass 4+ und - kommutative Operationen sind. Das Distributivgesetz besagt, dass +
und - gegenseitig distributive Operationen sind. Das Identitétsgesetz besagt, dass 0 das
neutrale Element beziiglich + ist, und dass 1 das neutrale Element beziiglich - ist.

Die Rechengesetze lassen sich iiberpriifen, indem man die entsprechenden Werte-
Tabellen aufstellt und untersucht. Wir demonstrieren das am Beispiel des Distributivge-
setzes.

x y 2O Ay |2 || x+ -2 | (bt y)-(x+2)
00 0| 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0] o0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 of o 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0] o0 1 1 1 1
111 1 1 1 1 1

Da die beiden letzten Spalten der Tabelle gleich sind, ist das Distributivgesetz bewiesen.
Wir wollen jetzt die oben durchgefiihrte Umformung nocheinmal mit Hilfe der Re-

chengesetze durchfiihren: Schritt 3 ist die Anwendung des Neutralititsgesetzes. Bei den

anderen Schritte haben wir jedoch nicht direkt ein Rechengesetz angewendet. In Schritt 1
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Abb.11.3 Aquivalente Umfor- y=y+0 Neutralitiitsgesetz

mungen von y zu X im Beweis =y+(z-7) Komplementgesetz

von Satz 11.1 (y+x) - (y+7) Distributivgesetz
=(xz+y) (y+7) Kommutativgesetz
=1-(y+7) Voraussetzung = +y = 1
=(y+7)-1 Kommutativgesetz
=y+7T Komplementgesetz
=T+y Kommutativgesetz
=(T+vy)-1 Komplementgesetz
=1-(T+vy) Kommutativgesetz
=(z+7) (T+vy) Komplementgesetz
=Z+z) (T+y) Kommutativgesetz

T+ (z-y) Distributivgesetz

=740 Voraussetzung z -y = 0
=7 Neutralitéitsgesetz.

haben wir die Aquivalenz y + 1 = 1 benutzt. Diese Aquivalenz kommt unter den Rechen-
gesetzen nicht vor. Wir kénnen sie jedoch leicht aus ihnen herleiten:

y+1l=@U+1-1 Anwendung des Neutralititsgesetzes
=Q+D-(v+Yy) Anwendung des Komplementgesetzes
=0+y-O+1 Anwendung des Kommutativgesetzes

=y+@-1 Anwendung des Distributivgesetzes
=y+y Anwendung des Neutralititsgesetzes
=1 Anwendung des Komplementgesetzes.

In Schritt 2 haben wir die Aquivalenz 1 = 0 benutzt. Sie ergibt sich aus der im folgenden
Satz bewiesenen Eindeutigkeit des Komplements.

» Satz11.1 Ausx + y = lund x - y = O folgt stets y = X.

Beweis Gelte x + y = 1 und x - y = 0. Beginnend mit y fiihren wir dquivalente Um-
formungen unter Anwendung der Rechengesetze und den Voraussetzungen durch, bis wir
schlieBlich X erhalten. Die sind in Abb. 11.3 dargestellt. |

Ersetzen wir in Satz 11.1 x durch 1 und y durch 0, dann erhalten wirx+y = 14+0 = 1
undx-y=1-0=0.Alsofolgt0 =y =% = 1.

Tatsdchlich haben wir nun die Giiltigkeit aller drei Schritte nachgewiesen unter alleini-
ger Anwendung des Kommutativgesetzes, des Distributivgesetzes, des Neutralitdtsgeset-
zes und des Komplementgesetzes. In der Tat lassen sich alle denkbaren Umformungen,
die einen Ausdruck in einen &dquivalenten Ausdruck tiberfiihren, durch geeignete An-
wendung und Kombination dieser vier Rechengesetze erhalten. Die Beziehung zwischen
Ausdriicken sind also vollkommen bestimmt durch die Giiltigkeit der Rechengesetze.
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1.2 Definition der Boole’schen Algebra

Die schon mehrfach angesprochene Analogie der Boole’schen Ausdriicke zu den aussa-
genlogischen Formeln hat ihre Begriindung in der einfachen Tatsache, dass fiir Formeln —
bezogen auf die aussagenlogischen Operationen A, Vv und — — die gleichen Rechengesetze
gelten wie fiir Ausdriicke. Tatsdchlich ist es eine der groen Leistungen der modernen Al-
gebra, erkannt zu haben, dass Kalkiile, deren Operationen den gleichen Rechengesetzen
folgen, gleiche Eigenschaften haben und es demzufolge ausreicht, sie nur einmal, ohne die
konkrete Natur der Elemente des Kalkiils zu beachten, abstrakt zu untersuchen. Im Fal-
le Boole’scher Ausdriicke bzw. aussagenlogischer Formeln wird diese abstrakte Struktur
Boole’sche Algebra genannt.

Schauen wir uns nocheinmal die Bestandteile Boole’scher Ausdriicke an. Die Varia-
blen x; sind Platzhalter fiir Elemente der Grundmenge. Im letzten Abschnitt war das stets
die Menge B, wir konnen aber auch eine andere Grundmenge betrachten. Die Operationen
+,-und ~ haben eine festgelegte Bedeutung. In den Rechengesetzen spielen auBerdem
noch die neutralen Elemente eine besondere Rolle.

» Definition 11.4 Eine Boole’sche Algebra besteht aus

(1) einer Grundmenge B,

(2) den zweistelligen Operationen @ und ® auf B,

(3) der einstelligen Operation « auf B und

(4) den beiden unterschiedlichen Elementen O und 1 in B.

Es gelten die folgenden vier Rechengesetze fiir alle Elemente a, b und ¢ in der Grund-
menge B:

Kommutativgesetz: @ und ® sind kommutative Operationen,
dhesgilta®db=bDaunda®b=>bQ®a.

Distributivgesetz: @ und ® sind gegenseitig distributive Operationen,
dhesgilta®@bdc)=@®b)P(@Rc)unda ® (b ®c) =
(a@®b)®@dc).

Neutralititsgesetz: 1 ist neutrales Element beziiglich ®,
d.h.es gilta ® 1 = a, und 0 ist neutrales Element beziiglich &,
d.h.esgilta 0 = a.

Komplementgesetz: «(a) ist das Komplement von a,
d.h.esgilta ®«(a) = 1lunda ® k(a) = 0.

Eine Boole’sche Algebra wird durch das Quadrupel (B, @, ®, k) bezeichnet.

Die Operationen @, ® und k bezeichnet man als Summe, Produkt und Komple-
ment. Die vier Rechengesetze sind die bereits bekannten Kommutativ-, Distributiv-,
Neutralitits- und Komplementgesetze. Die Grundmenge B muss mindestens zwei Ele-
mente mit den in den Neutralitéts- und Komplementgesetzen angegebenen Eigenschaften
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besitzen: Ein Element, das mit O bezeichnet wird, und ein anderes, das mit 1 bezeichnet
wird. Diese beiden Elemente von B werden Nullelement und Einselement genannt.

Beispiel 11.2 (Schalt-Algebra)

Wir nehmen als Grundmenge B die Menge der Boole’schen Werte B = {0, 1}.
Wir benutzen die Operationen +, - und ~, die in Abschn. 11.1 definiert wurden.
Als Operation @ nehmen wir die Operation +, fiir ® nehmen wir -, und fiir ¥ die
einstellige Operation ~ . Wir wollen nun nachweisen, dass (B, +,-,  ,0, 1) eine
Boole’sche Algebra ist. Mit dem Nullelement 0 € B und dem Einselement 1 € B
sind die vier Rechengesetze aus Definition 11.4 erfiillt.

Nach der Definition der Boole’schen Algebra ist nur die Existenz des Nullelements
und des Einselements festgelegt. Trotzdem gibt es nur genau ein Element in der Grund-
menge B, das die Eigenschaften des Einselements erfiillt, und genau ein weiteres, das die
Eigenschaften des Nullelements erfiillt.

» Satz 11.2 Das Nullelement und das Einselement in einer Boole’schen Algebra sind
eindeutig bestimmt.

Beweis Sei (B, ®, ®,«,0, 1) eine Boole’sche Algebra, und sei angenommen, dass das
Element b € B die Eigenschaften des Einselementes im Neutralititsgesetz erfiillt. Also
gilt 1 ® b = 1. Das Einselement 1 hat die Eigenschaft » ® 1 = ». Da ® kommutativ ist
(Kommutativgesetz), gilt b ® ¢ = ¢ ® b. Damit folgt b = 1.

Der Nachweis der Eindeutigkeit des Nullelementes erfolgt ganz analog. |

Wir kénnen nun den Begriff der Boole’schen Funktion definieren. Eine Boole’sche
Funktion lédsst sich mit Hilfe eines Boole’schen Ausdrucks beschreiben. Als Operationen
verwenden wir dabei die Operationen der Boole’schen Algebra.

» Definition 11.5 Sei (B, ®, ®,«,0, 1) eine Boole’sche Algebra. Eine n-stellige Funk-
tion f:B" — B heilit Boole’sche Funktion, wenn es einen n-stelligen Boole’schen
Ausdruck o mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Den Wert von f* fiir das Argument (b, . .., b,) erhdlt man, indem man im Ausdruck o

(1) die Variable x; durch den Wert by,. .., die Variable x, durch den Wert b,, ersetzt,

(2) die Konstante 0 durch das Nullelement und die Konstante 1 durch das Einselement
ersetzt,

(3) jedes Operationszeichen + durch ein &,

(4) jedes Operationszeichen - durch ein ® und

(5) jedes Operationszeichen ~ durch ein « ersetzt,

und den Wert des so erhaltenen Ausdrucks nach den Definitionen von @, ® und « berech-
net.
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Einen Spezialfall von Boole’schen Funktion haben wir bereits kennen gelernt: die
Schaltfunktionen. Die Boole’sche Algebra, die ihnen zu Grunde liegt, ist die bereits er-
wihnte Schalt-Algebra.

11.3 Beispiele Boole’scher Algebren
Wir betrachten nun einige weitere Beispiele fiir Boole’sche Algebren.

Schaltfunktionen-Algebra Sei B = {0, 1}. Die Menge B, aller n-stelligen Schaltfunk-
tionen f:B" — B (fiir beliebiges n > 0) mit den Operationen max, min und k ist eine
Boole’sche Algebra. Die Operation max bildet hierbei zwei n-stellige Schaltfunktionen g
und /4 auf eine n-stellige Schaltfunktion max[g, #] ab, wobei max|[g, h](by, ..., b,) das
arithmetische Maximum von g(by,...,b,) und h(by,...,b,) ist:

max|g, h](b1,...,by) = max(g(by,...,by), h(bi,...,by)) .
Die Operation min ist entsprechend definiert durch
min[g, h](bi,...,b,) = min(g(by,...,b,), h(by,...,by)),

wobei max und min die Maximum- bzw. Minimumfunktion auf Paaren natiirlicher Zahlen
bezeichnen.

Die einstellige Operation k bildet eine Funktion g auf eine Funktion k[g] mit
kigl(hy,...,b,) =1—g(by,...,b,) ab.

Beispiel 11.3
Aus den Funktionen g und /4 mit
x y gy x y|hxy)
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

werden mittels max, min und k die folgenden Funktionen max[g, ], min[g, 4] und
k[g] gebildet:

Xy | max[g, hl(x,y) Xy | min[g, A](x,y) x y | kiglx)
0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0 1 0 1
11 1 11 1 11 0
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Wir wollen nachweisen, dass (B,, max, min, k, fy, f1) eine Boole’sche Algebra ist.
Das Einselement 1 ist die konstante Funktion fj, die stets den Funktionswert 1 besitzt.
Entsprechend ist das Nullelement O die konstante Funktion fj, die stets den Funktions-
wert 0 besitzt.

Nun miissen wir beweisen, dass die vier Rechengesetze gelten. Wir beginnen mit der
Kommutativitit von max und min. Sie basiert auf der Kommutativitit von max und min.
Es gilt

max|[g, h](by,...,b,) = max(g(by,...,b,), h(by,...,b,))
=max(h(by,...,b,),g(by,...,b,))
= max|h, g](b1,...,by)

und
min[g, h](by,...,b,) = min(g(by,...,b,), h(by,...,b,))
= min(h(by,...,b,),g(by,...,b,))
= min[h, g](by,...,by,)
fiir beliebige by, ..., b, € B. Damit ist das Kommutativgesetz erfiillt. Zum Nachweis des

Distributivgesetzes miissen wir die gegenseitige Distributivitit von max und min untersu-
chen. Da
max[ f, min[g, k]](bi, ..., by,)
= max(f(b1,...,by), min(g(b1,...,by), h(by,...,b,)))
= min(max(f(bi,...,b,), g(b1,...,b,)), max(f(by,...,b,), h(by,...,by)))
= min[max[ f, g], max[ f, k]| (b1, . ... b,)

und

min[ f, max|g, h]](by, ..., b,)
= min(f(bla s 5bn)amax(g(bla s 5bn)’ h(bl’ LI} bn)))
= max(min( f(by,...,b,),g(by,..., b)), min(f(by,...,b,),h(by,...,by)))
= max[min[ f, g], min[ f, h]] (b1, ..., b,)
fiir beliebige by, . .., b, € B, gilt auch das Distributivgesetz. Zum Nachweis des Neutrali-

titsgesetzes miissen wir iiberpriifen, ob fj tatséchlich neutrales Element fiir max ist, und
ob f] neutrales Element fiir min ist. Wegen

max[f, fol(b1.....by) = f(b1,....b,)

und

min[f, fi](b1,....b,) =1
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fiir beliebige by, ..., b, € B, gilt das Neutralititsgesetz. Schlieflich muss noch das Kom-
plementgesetz tiberpriift werden. Einer der beiden Werte f(by, ..., b,)undk[ f](b1, ..., b,)
ist O und der andere ist 1. Also ist

max[f K[ f 1Dy, ..., by) = max(f(by.....Dn) K[ f](b1,....Dy)) =1

und
min[ £, k[ f1](b1,...,b,) = min( f(by,...,b,), k[ f](b1,...,b,)) =0.

Folglich ist auch das Komplementgesetz erfiillt.
Da alle Rechengesetze der Boole’schen Algebra erfiillt sind, ist der Nachweis erbracht,
dass (B,;, max, min, k, fo, f1) eine Boole’sche Algebra ist.

Funktionen-Algebra Sei (B, ®, ®, «, 0, 1) eine Boole’sche Algebra. Mit B, bezeichnen
wirdie Menge aller n-stelligen Boole’schen Funktionen f: B" — Biiber (B, ®, ®,«,0,1).
Ahnlich, wie aus der Operation max iiber den natiirlichen Zahlen die Operation max iiber
den Schaltfunktionen gewonnen wurde, verallgemeinern wir die Operation @ (definiert
iiber B) zu einer Operation H iiber B,. Fiir Funktionen f und g in B, ist die Operation
H| f, g] definiert durch

B[f.gl(br,....by) = f(b1,....by) ® g(by,....by) .
Entsprechend definieren wir die Operation X| f, g] durch
IZ[](;g](blv’b}'l) = f(blv-‘-5bn) ®g(bla-*-,bn) .

und die Operation k[ f] durch

KA1y, ..o by) =k (f(br, ... b)) .

Wir zeigen nun, dass (B,,, B, X, k, fy, f1) eine Boole’sche Algebraist. Als Nullelement in
B,, wihlen wir die konstante Funktion f;, deren Wert stets das Nullelement von B ist. Als
Einselement in B, wihlen wir entsprechend die konstante Funktion f}, deren Wert stets
das Einselement von B ist. Wir iiberpriifen die Giiltigkeit der vier Rechengesetze, indem
wir sie auf die Giiltigkeit der entsprechenden Sitze in (B, @, ®, , 0, 1) zuriickfiihren.

Kommutativgesetz B[ f, g] = H[g, f] gilt, da aus der Kommutativitit von @ folgt fiir
beliebige (b1, ..., b,) folgt

B/, g1, ....by) = f(b1.....Dby) ® g(b1.....by)
=gbi,....b) ® f(by,...,by)
=Hlg. f1(b1.....by) .

Entsprechend konnen wir das Kommutativgesetz fiir X nachweisen.
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Distributivgesetz Es gilt B[ f, K[g, h]] = K[H[/, g], B[ f, h]], da aus der Distributivitt
von @ iiber ® folgt:

B [/, X[g, hl]l(b1,....by)
= f(by,....by) ® (g(by,....by) @ h(by,....by,))
= (f(b1,....b) ®gb1,....by) & (f(br,....by) ®h(by,...,by))
= X[B[f. g]. B[A Al](b1, ..., by) .

Entsprechend konnen wir die Distributivitit von X iiber B nachweisen.

Neutralititsgesetz Es gilt X[ f, fi] = f, da aus der Neutralitit von 1 beziiglich ® folgt:

X[f. filbr.....by) = f(br.....Dy) ® fi(D1,....Dy)
= f(by,....b,) ®1
= f(by,....by).

Die Neutralitidt von f; beziiglich B konnen wir entsprechend nachweisen.

Komplementgesetz Fiir jede Funktion f in B, gilt B[ f, k[ f]] = fi, da aufgrund des
Komplementgesetzes fiir « gilt:

BLAKL NG by) = f(br,... by) @ k(f(by, ... b)) = 1.

Der Nachweis von X[ £, k[ f]] = fo erfolgt enstprechend.

Insgesamt haben wir damit die Giiltigkeit der vier Rechengesetze der Boole’schen Al-
gebra fiir die Operationen H, X und k nachgewiesen. Also ist (B,, B, X, k, fy, f1) eine
Boole’sche Algebra.

Teiler-Algebra Wir nehmen als Grundmenge die Menge A = {1, 2, 3, 6}. Als 2-stellige
Operationen nehmen wir ggt: A x A — A und kgv: A x A — A, die als grofiter gemein-
samer Teiler bzw. kleinstes gemeinsames Vielfaches ihrer Argumente definiert sind. Als
1-stellige Operation nehmen wir k auf A4, die durch k(a) = g definiert ist.

Wir zeigen nun, dass (4, ggt, kgv, k, 1, 6) eine Boole’sche Algebra ist. Als Nullelement
wihlen wir 1 und als Einselement 6. Zum Nachweis des Kommutativgesetzes miissen
wir die Kommutativitit von ggt und kgv iiberpriifen. Da ggt(a,b) = ggt(h,a) und
kgv(a, b) = kgv(b, a), sind beide Operationen kommutativ.

Zum Nachweis des Distributivgesetzes miissen wir die gegenseitige Distributivitit von
ggt und kgv tiberpriifen. Dazu ist zu zeigen, dass fiir beliebige Elemente a, b und ¢ der
Grundmenge die Gleichungen

ggt(a, kgv(b, ¢)) = kgv(ggt(a,b), ggt(a, ¢))
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und
kgv(a,ggt(b,c)) = ggt(kgv(a,b), kgv(a,¢))
gelten. Wir fiihren das lediglich am Beispiel fiira = 2, b = 6 und ¢ = 3 durch. Es gilt

ggt(2,kgv(6,3)) = ggt(2,6) = 2

und
kgv(ggt(2,6),99t(2,3)) = kgv(2,1) =2
sowie
kgv(2,ggt(6,3)) = kgv(2,3) = 6
und

ggt(kgv(2, 6), kgv(2, 3)) = ggt(6,6) = 6.

Nachdem die Distributivitit auch fiir alle anderen Wahlméglichkeiten von a, b und ¢
erbracht hat, erhilt man die Giiltigkeit des Distributivgesetzes.

Zum Nachweis des Neutralititsgesetzes miissen wir liberpriifen, ob 1 neutrales Element
fiir ggt ist, und ob 6 neutrales Element fiir kgv ist. Wegen ggt(a, 1) = a und kgv(a, 6) =
6, ist das Neutralititsgesetz erfiillt.

SchlieBlich muss noch das Komplementgesetz iiberpriift werden. Wir betrachten zuerst
den Fall @ = 1. Es gilt ggt(1, k(1)) = ggt(1,6) = 1 und kgv(1, k(1)) = kgv(l,6) = 6.
Fir a = 2 gilt ggt(2,k(2)) = ggt(2,3) = 1 und kgv(2,k(2)) = 6. Fir a = 3 gilt
ggt(3,k(3)) = gat(3,2) = 1 und kgv(3,k(3)) = 6. Und fiir a = 6 gilt schlieBlich
ggt(6,k(6)) = 1 und kgv(6,k(6)) = 6. Das Komplementgesetz ist tatsdchlich erfiillt.
Damit ist der Nachweis erbracht, dass ({1, 2, 3, 6}, ggt, kgv, k, 1, 6) eine Boole’sche Al-
gebra ist.

Potenzmengen-Algebra Nun betrachten wir als Grundmenge die Potenzmenge P ({0}) =
{0, {0}} zusammen mit den Mengenoperationen Vereinigung, Durchschnitt und Komple-
ment. Wir erhalten die Boole’sche Algebra (P({0}),U,N, —,d,{0}). Die einstellige
Operation ~ ist das Mengenkomplement beziiglich {0}. Wir nehmen @ als Nullelement
und {0} als Einselement.

Entsprechend konnen wir auch die Potenzmenge einer grofleren endlichen Menge als
Grundmenge einer Boole’schen Algebra nehmen. Die Potenzmenge von {0, 1} beispiels-
weise ist die Menge P({0,1}) = {@,{0}, {1}, {0, 1}}. Dann ist (P({0,1}),U,N, ., @,
{0, 1}) ebenfalls eine Boole’sche Algebra. Als Nullelement nehmen wir wieder @, aber
als Einselement nehmen wir jetzt das Komplement von @, also {0, 1}. Wir wissen be-
reits, dass das Kommutativ-, Distributiv- und das Neutralitdtsgesetz fiir U und N gelten.
Es bleibt also lediglich noch das Komplementgesetz nachzuweisen. Fiir das Element {1}
der Grundmenge ist das Komplement {1} = {0}. Die Vereinigung von {1} und {1} ist
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{1} U {0} = {0, 1}, und der Durchschnitt von {1} und {1} ist {0} N {1} = @. Also ist das
Komplementgesetz fiir das Element {1} erfiillt. Fiir die anderen Elemente der Grundmen-
ge kann man das Komplementgesetz entsprechend tiberpriifen. Das Komplementgesetz
sagt in diesem Beispiel aus, dass die Vereinigung einer Menge mit ihrem Komplement die
volle Grundmenge ergibt, und dass der Durchschnitt einer Menge mit ihrem Komplement
die leere Menge ergibt.

Ausdruck-Algebra Entsprechend zur Schaltfunktionen-Algebra kann man eine Boo-
le’sche Algebra iiber allen n-stelligen Boole’schen Ausdriicken iiber B bestimmen.
Wihrend es ,,nur 22" viele n-stellige Schaltfunktionen gibt, gibt es jedoch unendlich
viele n-stellige Boole’sche Ausdriicke. Jeder Ausdruck stellt eine Funktion dar, aber jede
Funktion wird kann durch unendlich viele Ausdriicke reprisentiert werden. Also gibt es
2?" Klassen dquivalenter n-stelliger Boole’scher Ausdriicke. Mit A, bezeichnen wir die
Menge aller Klassen dquivalenter n-stelliger Boole’scher Ausdriicke.

Wir betrachten zunidchst A. 0-stellige Boole’sche Ausdriicke enthalten keine Varia-
blen, sondern nur Operationen auf 0 und 1. Sie stellen die beiden 0-stelligen Boole’schen
Funktionen dar, also die konstanten O-stelligen Funktionen mit Funktionswert O und
mit Funktionswert 1. Entsprechend besteht A aus zwei Elementen: der Klasse aller
0-stelligen Ausdriicke mit Wert 0 und der Klasse aller 0-stelligen Ausdriicke mit Wert 1.

Ag=1{0,(040),(0-1),T,...}, {1,(o+1),(1.1),6,...}}
= [0] =[1]

Eine Aquivalenzklasse, die den Ausdruck « enthiilt, wird mit [«] bezeichnet.

1-stellige Boole’sche Ausdriicke enthalten Operationen auf x;, O und 1. Es gibt vier
1-stellige Boole’sche Funktionen. Also enthélt A; vier Klassen. Die Klasse [0] besteht aus
allen zu 0 dquivalenten Ausdriicken, [0] = {0, (x; - 0), (x; - X1), (x; + X7),...}. Es gilt

o = {0} . .10}

Nachdem wir die Grundmenge bestimmt haben, miissen wir geeignete Operationen fest-
legen: Die Operation + auf zwei Klassen A = [«] und B = [f] liefert die Klasse [« + B].
Entsprechend liefert die Operation - auf zwei Klassen A = [«] und B = [f] die Klasse
[ - B]. Die Operation ~ schlieBlich iiberfiihrt A = [«] in die Klasse [@]. Die Klasse [0]
tibernimmt die Rolle des Nullelements, und [1] die des Einselements. Aufgrund der be-
kannten Eigenschaften Boole’scher Ausdriicke ist (A, +, -, ~, [0],[1]) eine Boole’sche
Algebra.
In Abschn. 11.10 werden wir noch die Schaltkreis-Algebra betrachten.
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11.4 Eigenschaften Boole’scher Algebren

Neben den vier Rechengesetzen gelten in den in Abschn. 11.3 vorgestellten Beispielen
Boole’scher Algebren natiirlich eine Vielzahl weiterer Regeln fiir die einzelnen Operatio-
nen und ihr Zusammenspiel. Zum Beispiel gelten fiir die Operationen U und N aus der
Potenzmengen-Algebra

(P({1,2,3,4),U,n, " ,8,{1,2,3,4})

auch die Idempotenz und die Assoziativitit. Weiter gelten die deMorgan’schen Regeln.
Wir werden nun zeigen, dass alle diese Regeln nicht nur in einigen Beispielen gelten,
sondern in jeder Boole’schen Algebra giiltig sind. Sie lassen sich ndmlich unmittelbar aus
den vier Rechengesetzen ableiten.

> Satz11.3 Sei (B, ®, ®, «,0, 1) eine endliche Boole’sche Algebra. Die Operation & ist
idempotent, das heifit es gilt x & x = x fiir jedes Element x € B.

Beweis Zum Beweis fiihren wir unter Ausnutzung der Rechengesetze einige dquivalente
Umformungen aus. Wir starten mit x @ x und erhalten x am Ende unserer Kette dquiva-
lenter Umformungen.

Im ersten Schritt wenden wir das Neutralititsgesetz an:

a®@l=a.

Fiir a setzen wir das durch x @ x bezeichnete Element der Grundmenge ein. Dann erhalten
wir
XBx=xdx)®1.

Wegen des Komplementgesetzes wissen wir, dass 1 = (a @ «(a)) fiir beliebiges a € B
gilt. Ersetzen wir a durch s, dann ergibt sich fiir die rechte Seite der letzten Aquivalenz

xEX)R1I=xDPx)Q (x Pk(x)).

Die rechte Seite dieser Aquivalenz kann nun mit dem Distributivgesetz umgeformt wer-
den:
xBX)RQMxDKk(x) =xD (x ®K(X)) .

Nun wenden wir das Komplementgesetz a ® «(a) = 0 an,
XP(xRKk(Xx)=xd0,
und erhalten gemif Neutralititsgesetz a @ 0 = a schlussendlich

x®0=x.
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Nach fiinf dquivalenten Umformungen auf der Grundlage der giiltigen Rechengesetze
haben wir also x @ x = x bewiesen. Da wir keinerlei Einschrinkungen iiber die Ei-
genschaften von x gemacht haben, gelten die Umformungen fiir jedes beliebige x aus der
Grundmenge B. |

Spiter werden wir Beweise viel kiirzer aufschreiben, indem wir lediglich die Umfor-
mungen selbst mit einer kurzen Begriindung angeben. Der Beweis der Aussage, dass auch
die Operation ® idempotent ist —d. h. es gilt x ® x = x fiir jedes x € B —, sieht dann wie
folgt aus.

X®x = (x®x)®0 (Neutralititsgesetz)
= (x®x)®(x®«k(x)) (Komplementgesetz)
= x®(xdkkx)) (Distributivgesetz)
= x®1 (Komplementgesetz)

X (Neutralititsgesetz)

Anders als im Beweis von Satz 11.3, wo wir im ersten Schritt die Aquivalenza ® 1 = a
aus dem Neutralititsgesetz benutzt haben, haben wir hier die Aquivalenz a @ 0 = a aus
dem Neutralititsgesetz benutzt. Jedes der vier Rechengesetze besteht ja aus zwei Aqui-
valenzen. Vertauscht man gleichzeitig in der einen Aquivalenz @ und ® sowie 0 und
1, dann erhilt man die andere Aquivalenz. Diese Beobachtung gilt nicht nur im Zusam-
menhang mit der Idempotenz, sondern spiegelt eine sehr tiefliegende Struktureigenschaft
Boole’scher Algebren wieder. Dieses Vertauschen wird dualisieren genannt. Hat man den
Beweis einer Eigenschaft der Boole’schen Algebra, erhdlt man durch Dualisieren aller
Aquivalenzen des Beweises einen Beweis fiir die duale Eigenschaft. Aus dem Beweis der
Idempotenz von @ haben wir einen Beweis der dualen Idempotenz von ® bekommen,
indem wir jeden Beweisschritt dualisiert haben, also jeweils mit der dualen Aquivalenz
des Rechengesetzes argumentiert haben. Daraus ergibt sich das Dualitdtsprinzip der Boo-
le’schen Algebra.

» Satz 11.4 (Dualitatsprinzip) Gilt eine Eigenschaft in der Boole’schen Algebra, dann
gilt auch die duale Eigenschaft. [ |

Nun werden wir eine Reihe weiterer Eigenschaften fiir Boole’sche Algebren beweisen.

» Satz11.5 Sei (B, @, ®,«, 0, 1) eine endliche Boole’sche Algebra. Fiir alle Elemente a,
b und ¢ in B gelten die folgenden Aquivalenzen.

(1) Dominanzgesetz: a @ 1 = 1.
(2) Absorptionsgesetz: a @ (a @ b) = a.
(3) Gesetz zur Vereinfachung von Gleichungen:

wenn b@da=cPa und bdk(a)=cd«k(a), dannist b =rc.
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(4) Assoziativgesetz:a @ (b dc) = (a D b) ® c.
(5) deMorgan’sches Gesetz: k(a @ b) = k(a) ® k(b).
(6) Eindeutigkeit des Komplements:

wenn a®b=1 und a®b =0, dannist b =«(a).

(7) Komplementaritit der neutralen Elemente Qund 1: 0 = 1 und 1 = 0.
(8) Doppelnegationsgesetz: k(k(a)) = a.

Aufgrund des Dualitétsprinzips (Satz 11.4) brauchen wir die ebenfalls geltenden dualen
Eigenschaften — wie z. B. das duale Absorptionsgesetz @ ® (a @ b) = a oder das duale
deMorgan’sche Gesetz k(a ® b) = «k(a) @ «(b) — nicht extra aufzuschreiben und zu
beweisen.

Beweis Die Beweise der einzelnen Eigenschaften fithren wir wieder durch dquivalente
Umformungen. Dazu benutzen wir entweder die Rechenregeln einer Boole’schen Algebra
oder solche Eigenschaften, die wir bereits bewiesen haben.

(1) Esgilt
adl = @)l (Neutralititsgesetz)
= (@dl)®(a®«(a)) (Komplementgesetz)
= a® (1®«k(a)) (Distributivgesetz)
= ad«k(a) (Kommut.- und Neutr.ges.)
1 (Komplementgesetz)
(2) Esgilt
a®@®b) = @®1) @ (a®b) (Neutralititsgesetz)
= a®(Udb) (Distributivgesetz)
= a®l (Kommut.- und Dominanzges.)
a (Neutralitédtsgesetz)

(3) Angenommen, die beiden Aquivalenzen b @ a = ¢ @ a und b ® «(a) = ¢  k(a)
gelten. Dann ist auch das Produkt der beiden linken Seiten dquivalent zum Produkt
der beiden rechten Seiten, also

bBa)@b®k(a)=(cPa)R(c®kl(a)).
Aufgrund des Distributivgesetzes kann ausgeklammert werden, und man erhilt
bd(a®«k(a))=c® (a®k(a)).
Da nach dem Komplementgesetz a ® «(a) = 0 gilt, ergibt sich

be0=c®0.
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Nach dem Neutralititsgesetz ist 0 neutrales Element fiir &, und wir erhalten schlief3-
lich
b=c.

(4) Wir zeigen (e ®b)Pc)®a=@® b ®c)) ®aund ((a ®b)Pc)R«(a) =
(a® (b ®c)) ®k(a). Aufgrund des Gesetzes zur Vereinfachung von Gleichungen
folgt daraus die Assoziativitit von .

(a®db)®dc)®a

= a®(a&b)dc) (Kommutativgesetz)

= @R@dh)d@®c) (Distributivgesetz)

= ad@®c) (Absorptionsgesetz)

= a (Absorption)

= a®@@dbdc)) (Absorptionsgesetz)
a@adbdc)®a (Kommutativgesetz)

(@a®b)®c)®«K(a)

= k(@) (adb)dc) (Kommutativgesetz)

= (k@) ®@db)) @ (k(a)®c) (Distributivgesetz)

= (k(a)®b)® (k(a) ®c) (Distrib.- und Kompl.gesetz)

= «x(@)MBLdc) (Distributivgesetz)

= 0dk@®(bBdC)) (Neutr.- und Kommutativgesetz)

= k@ ®a)® (k@) ® (B dc)) (Komplementgesetz)

= k(@)@@@dbdc)) (Distributivgesetz)
ad®d®c) k(a) (Kommutativgesetz)

(5) Wir zeigen (a ® b)) ® (k(a) ® k(b)) = 0und (¢ ® b) & (k(a) ® k(b)) = 1. Nach
dem Komplementgesetz ist dann «(a) ® k (b) das Komplement von a & b.

(a®b)® (k(a) ® k(b))
= (a® (k(a) ® k(D)) & (b ® (k(a) @ k(D))
= (@ ®«(a)) ® k(b)) & ((b ®« (b)) ®K(a))

(a ®b) @ (k(a) ® k(b))
=@dbdk@) @ @dbadk())
=1®1
=1.
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(6)

(N

®)

Esgeltea ®b =1unda ® b = 0. Dann ist
k(@) =1®«k(a)=(a®db)®«(a) =b«k(a)

und
k(@) =0®«k(a)=(@®b)Dk(a) =bD«k(a).

Nun setzen wir auf der rechten Seite der Aquivalenz fiir « (a) das dquivalente b ® k' (a)
ein und erhalten
k(@) =bdb®«K(a)=>b.

Aufgrund des Dominanzgesetzes und des Kommutativgesetzes gilt

06l=1 und 0®1=0.
Wegen der Eindeutigkeit des Komplements folgt (1) = 0. Das Dualititsprinzip lie-
fert schlieBlich « (0) = 1.

Nach dem Komplementgesetz gilt a & x(a) = 1. Da 0 und 1 gegenseitig komple-
mentér sind, erhalten wir k(a @ k(a)) = 0. Durch Anwendung des deMorgan’schen
Gesetzes und aufgrund der Assoziativitit von ® ergibt sich x(k(a)) ® k(a) = 0. Das
Dualititsprinzip liefert uns daraus «(k(a)) @ «(a) = 1. Aus der Eindeutigkeit des
Komplements folgt schlieBlich « (k (a)) = a aus den letzten beiden Aquivalenzen. M

11.5 Halbordnungen in einer Boole’schen Algebra

Das Einselement 1 kann im folgenden Sinne als groftes Element einer Boole’schen Al-
gebra ansehen werden: Egal was man zum Einselement hinzuaddiert, die Summe ist stets
das Einselement. Diese Idee kann man verallgemeinern und auf einer Boole’schen Alge-
bra eine Halbordnung zu definieren.

>

Definition 11.6 Sei (B, ®, ®, «, 0, 1) eine Boole’sche Algebra, und seien a und b Ele-

mente aus der Grundmenge B. Wir sagen, dass a kleiner oder gleich b ist — geschrieben
a < b — genau dann, wenna @ b = b.

Beispiele 11.4

(1) Die Potenzmengen-Algebra (P({0,1}),U,N, , @, {0, 1}) besitzt als Grund-
menge P({0, 1}) = {0, {0}, {1}, {0, 1}}. Hier gilt gemiB obiger Definition zum
Beispiel {0} < {0, 1}, da {0} U {0, 1} = {0, 1}. Es gilt aber weder {0} < {1}
noch {1} < {0}, da {0} U {1} = {0, 1}.
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Abb. 11.4 Hasse-Diagramme {0,1}

fiir die Halbordnung / \

(P({0,1}),9) {0} {1}
0

(2) In der Schaltfunktionen-Algebra der 2-stelligen Schaltfunktionen betrachten
wir die Funktionen g, 2 und k mit

Xy | g(x,y) x y | h(x,y) x y | k(x,y)
0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 1 11 1 1 1 1

Die Rolle von & hat hier die Operation max inne. Es gilt max[g, #] = k. Da die
Funktionen 4 und k verschieden sind, gilt nicht g < h. Da g und k ebenfalls
verschieden sind und auf Grund des Kommutativgesetzes gilt nicht 7 < g. Die
beiden Funktionen g und 4 lassen sich also nicht bezgl. < miteinander verglei-
chen. Andererseits gilt aber max[g, k] = k. Es folgt also g < k. Das kann man
auch am Werteverlauf von g und k erkennen. Der Werteverlauf von g und der
von k unterscheiden sich in der dritten Position, das heit g(1,0) # k(1,0).
Der Wert g(1, 0) ist 0 und der Wert k(1, 0) ist 1. In den anderen Positionen sind
die Werte gleich. Die Relation < entspricht also dem positionsweisen Vergleich
der Funktionswerte.

Fiir Potenzmengen-Algebren entspricht < genau der Teilmengenrelation C, da fiir be-
liebige Mengen x und y gilt: x U y = y genau dann, wenn x C y.

Die Relation < bestimmt eine Halbordnungsrelation gemaf Definition 5.12. Ein Paar
(A, R) bestehend aus einer Menge A und einer Halbordnungsrelation R auf A wird Halb-
ordnung genannt. Die Halbordnung (2 ({0, 1}), €) wird durch das Hasse-Diagramm in
Abb. 11.4 dargestellt. Auf der Potenzmengen-Algebra (P({0,1,2}),U,N, ~,#,{0,1,2})
lasst sich die Halbordnung (7 ({0, 1, 2}), ©) entsprechend darstellen — siche Abb. 11.5.

Am Hasse-Diagramm kann man auch die Werte der Operationen N und U ablesen:
x Ny ist das grote Element, das kleiner oder gleich x und kleiner oder gleich y ist.
Entsprechend ist x U y das kleinste Element, das grofler oder gleich x und groBer oder
gleich y ist.

> Satz11.6 Sei (B, d,®,«,0,1) eine Boole’sche Algebra. Dann ist (B, <) eine Halb-
ordnung auf der Grundmenge B.
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Abb.11.5 Hasse-Diagramme {0,1,2}
fiir die Halbordnung
(P({0.1,2}).9)

{0,1} {0,2} {1,2}

e

{0} {1} {2}

~| 7

0

Beweis FEine Relation ist eine Halbordnungsrelation, wenn sie reflexiv, transitiv und an-
tisymmetrisch ist. Wir miissen also nachweisen, dass < diese drei Eigenschaften besitzt.
Reflexivitit: Da @ idempotent ist, gilt x @& x = x fiir alle Elemente x der Grundmenge.
Also folgt x < x.
Transitivitit: Sei x < y und y < z fiir beliebige Elemente x, y und z der Grundmenge.
Nach Definition von < bedeutet das x @y = y und y &z = z. Wir konnen also schreiben

XPz=x®d(y®z)=(xBy)Dz=yDz=1z

und erhalten x < z.
Antisymmetrie: Sei x < y und y < x fiir beliebige Elemente x, y und z der Grund-
menge B. Dann folgt x @ y = y und y @ x = x und schlieBlich

X=ydx=xdy=y. |

Wir haben die Halbordnungsrelation < in einer Boole’schen Algebra mit Hilfe der
Eigenschaft der Addition eingefiihrt. Wie der folgende Satz zeigt, hitten wir genau so
gut eine analoge Eigenschaft der Multiplikation nutzen kdonnen. Die Multiplikation eines
Elementes x mit einem grofleren Element y ergibt stets x.

» Satz11.7 x < y genau dann, wenn x ® y = x.

Beweis Es gelte x < y. Nach Definition bedeutet das x @ y = y. Laut Absorptionsgesetz
gilt x ® (x & y) = x. Aufgrund der Voraussetzung x < y konnen wir (x @ y) durch y
ersetzen und erhalten x ® y = x.

Nun gelte x ® y = x. Laut Absorptionsgesetz gilt y & (x ® y) = y. Nach Ersetzung
von (x ® y) durch x erhalten wir daraus x @ y = y, alsox < y. |

Addiert man das Komplement «(x) zu x, ergibt sich das Einselement. Tatséchlich gilt
mehr:

> Satz11.8 x < y genaudann, wennk(x) @y = 1.

Beweis x < y gilt genau dann, wenn x @ y = y. Nun komplementieren wir bei-
de Seiten der Aquivalenz und erhalten nach Anwendung des deMorgan’schen Gesetzes
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k(x) ® k(y) = k(y). Durch Multiplikation beider Seiten mit x erhalten wir x ® (k(x) ®
k(¥)) = x ® k(y), woraus sich 0 = x ® k(y) ergibt. Durch erneutes Komplementieren
beider Seiten und nach Anwendung des deMorgan’schen Gesetzes erhalten wir schlieflich
1=«x(x)®y. [ ]

11.6 Atome

Eine besondere Rolle spielen in Boole’schen Algebren die Elemente, die grofer als das
Nullelement O und kleiner als alle anderen Elemente der Grundmenge sind, mit denen sie
sich vergleichen lassen.

» Definition 11.7 Ein Afom einer Boole’schen Algebra (B, @, ®, k, 0, 1) ist ein Element
a € B mit folgenden Eigenschaften: a # 0, und fiir alle » < a gilt: b = 0 oder b = a.

Im Hasse-Diagramm einer Algebra sind die Atome genau die direkten Nachbarn des
Nullelementes.

Beispiele 11.5

(1) Inder Algebra (P({0,1,2}),U,N, ., @,{0, 1,2}) ist das Nullelement die leere
Menge @, und die Atome sind die Elemente {0}, {1} und {2}.

(2) In der Funktionen-Algebra ist das Nullelement die Funktion mit dem konstan-
ten Funktionswert 0. Die induzierte Halbordnung < entspricht dem positions-
weisen Vergleich der Funktionswerte. Also sind die Atome der Funktionen-
Algebra genau die Funktionen, deren Funktionswert nur fiir genau ein Argu-
ment 1 und sonst immer O ist. Die Algebra der 2-stelligen Schaltfunktionen
besitzt die vier Atome

LD | gilx,y) x y \ gx,y) x y | glx,y) x y | ga(x,y)
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0
11 0 11 0 11 0 11 1

Fiir das Produkt eines Atoms mit einem beliebigen anderen Element gibt es nur zwei
Moglichkeiten: Entweder ist das Produkt 0, die beiden Elemente sind also unvergleichbar,
oder das Produkt ist das Atom selbst.

» Satz11.9 Sei a ein Atom einer Boole’schen Algebra, und b sei ein beliebiges Element
aus deren Grundmenge. Dann gilta ® b = 0 odera ® b = a.
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Beweis Sei angenommen, dassa ® b # a.Daa ® b < a, mussa ® b = 0 gelten, da 0
das einzige Element der Grundmenge ist, das echt kleiner als a ist. |

Ist ein Atom mit einem Element nicht vergleichbar, dann ist es mit dessen Komplement
vergleichbar, und umgekehrt.

> Satz11.10 Seia ein Atom einer Boole’schen Algebra, und b sei ein beliebiges Element
aus deren Grundmenge. Dann gilt ¢ ® b = 0 genau dann, wenna ® x(b) = a.

Beweis (<) Zuerst zeigen wir, dass man aus a ® k(b) = a die Folgerunga ® b = 0
ziehen kann. Gelte alsoa @ k(b)) = a.Ista ® b # 0, dannista @ b = a. Also folgt

a®kbh)=(@®b)®Kkb)=0,

was der Annahme widerspricht.

(—) Nun gelte a ® b = 0. Aus der Annahme a ® k(b) # a folgta @ «(b) = 0. Damit
folgta ® b = a ® «(b). Addiert man a zu beiden Seiten dieser Aquivalenz, erhilt man
a ® k(b) = k(b). Setzt man diese Summe in a ® «(b) = 0 ein, erhilt man ¢ = 0, also
einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass a ein Atom ist. |

> Satz11.11 Sei a ein Atom einer Boole’schen Algebra, und b sei ein beliebiges Element
aus deren Grundmenge. Dann gilt a < b oder a < k(b).

Beweis Sei angenommen, dass weder a < b noch a < «(b) gilt. Dannista ® b = 0
und a ® k(b) = 0. Alsoista ® b = a ® «(b). Durch Addition von «(b) erhilt man
a ®«(b) = k(b). Also muss a = 0 gelten, im Widerspruch dazu, dass a ein Atom ist. W

Beispiele 11.6

(1) Die Algebra (P({0,1,2}),U,N, ,@,{0, 1,2}) besitzt genau die Atome {0},
{1} und {2}. Jedes Element der Grundmenge ist eine Teilmenge von {0, 1, 2}.
Also lasst sich jedes Element x als die Vereinigung von Atomen darstellen.
Zum Beispiel kann das Element {0, 2} als Vereinigung der Atome {0} und {2}
dargestellt werden,

{0} U {2} = {0.2} .

Die in der Vereinigung vorkommenden Atome sind genau die Atome, die klei-
ner als {0, 2} sind.
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(2) In der Schaltfunktionen-Algebra ist jede Funktion f ebenfalls die Summe aller
atomaren Funktionen, die kleiner oder gleich f sind. Zum Beispiel gilt

X y \ gix,y)  x vy \ ga(x,y) Xy | g(x,y)
0 0 1 0 0 0 0 0 1
max| 0 1 0 . 0 1 0 =0 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1
oder
Xy Xy Xy
0 0[1 0 010 0 00
max|max| 0 1|0, 0 1|0 |, 0 1]0 =
1 0[O0 1 010 1 011
1 1]0 1 1]1 1 11]0

» Satz11.12 Jedes Element a einer Boole’schen Algebra ist die Summe der Atome, die
kleiner oder gleich a sind.

Beweis Sei b Element einer Boole’schen Algebra (B,®,®,,0,1), und seien
ai,...,ag alle Atome aus B mit a; < b. Mit o), bezeichnen wir die Summe a; @ - - - D ay
dieser Atome. Wir zeigen nun, dass b < g, und 0}, < b gilt, woraus dann b = g, folgt.

Wir zeigen zunichst b ® 0, = 0} und betrachten dazu das Produkt b ® (a1 & a, &
-+- @ ay). Dieses Produkt ist auf Grund des Distributivgesetzes dquivalent zu (b ® a;) &
bRa)®---®(bay).Daa; <b,gilta; ® b = a;. Also ist die Summe dquivalent
zua; Da, - Dag.

Wir betrachten nun das Produkt b ® k(03) = b® (a1 D ar & - - - H ay). Angenommen,
dass b®«(0p) # 0 gilt. Dann gibt es ein Atoma < b®xk (0p). Also gilta Qb R« (0p) = a.
Angenommen, es gilt @ < b. Dann ist a einer der Summanden in 03, sagen wir a.. Also
gilt

a=a®bQk(0p) =a@bRXk(a) - Qk(a.) V- Rk(ay) =0.



206 11 Boole'sche Algebra

Da a ein Atom ist, folgt a # 0. Also ist die Annahme a < b falsch, und es muss
a < k(b) gelten, das heiit a ® k(D) = a. Damit ergibt sich

a=a®b®k(0p) =a@k(b)®bRk(0oy) =0.

Wir erhalten also einen Widerspruch dazu, dass a ein Atom ist. Folglich gilt b®x« (03) = 0.
Damit haben wir b ® 0, = 0, und b ® k(0,) = 0 gezeigt. Aufgrund des Gesetzes zur
Vereinfachung von Gleichungen folgt b = oy. [ |

Jede Summe von Atomen beschreibt eindeutig ein Element der Grundmenge.

» Satz11.13 Jedes Element einer Boole’schen Algebra ist eindeutig als Summe von Ato-
men ist darstellbar.

Beweis Angenommen, das Element b ist durch zwei verschiedene Summen von Atomen
b = o und b = ¢’ darstellbar. Dann gibt es in einer der beiden Summen ein Atom
a < b, das in der anderen Summe nicht vorkommt. O.B.d. A. sei a in ¢ enthalten. Wegen
Satz 119 gilta ® b = a ® ¢’ = 0. Also folgt a = 0 im Widerspruch dazu, dass a ein
Atom ist. |

» Korollar 11.1 Besitzt eine Boole’sche Algebra n Atome, dann besitzt sie also genau 2"
Elemente.

Ein Atomkomplement ist das Komplement « (a) eines Atoms a.

» Satz 11.14 Jedes Element einer Boole’schen Algebra ist das Produkt aller groferen
Atomkomplemente.

Die Sitze 11.12 und 11.14 werden auch Normalformsditze genannt. Sie erlauben eine
einheitliche Darstellung sdmtlicher Elemente einer Boole’schen Algebra mit Hilfe der
Atome.

11.7 Normalformen fiir Boole’sche Ausdriicke

Uns interessieren nun die Atome der in Abschn. 11.3 eingefiihrten Ausdruck-Algebra.
Jedes Element der Ausdruck-Algebra ist eine Menge von dquivalenten Boole’schen Aus-
driicken. Da dquivalente Boole’sche Ausdriicke die gleiche Schaltfunktion darstellen, ent-
hilt jedes Element der Ausdruck-Algebra genau die verschiedenen Boole’schen Aus-
driicke, die die gleiche Schaltfunktion darstellen. Abbildung 11.6 zeigt ein Beispiel.

Um die Atome der Ausdruck-Algebra zu bestimmen, erinnern wir uns an die Atome
der Schaltfunktionen-Algebra. Die Atome dort sind genau die Funktionen, die fiir genau
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Abb.11.6 Eine Schaltfunktion Schaltfunktion dquivalente Darstellungen
und verschiedene dquivalente
Darstellungen (F1-T2) + (z1 - x2)

1 w2 | flare) (@1 72) + (@1 72)

(1 + x2) - (1 + T2)

(z1 - @2) - (2 +@71)

== O O
= o = O
= O O

ein Argument den Wert 1 besitzen und sonst stets O sind. Ein Beschreibung eines sol-
chen Atom als Boole’scher Ausdruck erhélt man ausgehend von dem Argument mit dem
Funktionswert 1. Die atomare Schaltfunktion g

X1 X | g(x1,x2)

0 O 0
0 1 0
1 0 1
I 1 0

besitzt genau fiir das Argument (1,0) den Funktionswert 1. Ein g darstellender Boo-
le’scher Ausdruck ist also genau dann dquivalent 1, wenn man in ihm x; — das erste
Element des Argumentes (1,0) — durch 1 und x, — das zweite Element des Argumen-
tes (1,0) — durch O ersetzt. Ein Ausdruck mit diesen Eigenschaften ist z. B. x; - X;. Das
Argument (1,0) gibt die ,,Vorzeichen® fiir die beiden Variablen an: x; hat das Vorzei-
chen 1, das heifit es kommt ,,positiv* im Produkt vor. x;, hat das Vorzeichen 0, das heifit
es kommt ,,negativ* als X, im Produkt vor.

Eine Variable x; oder eine komplementierte Variable X; nennt man Liferal. Wir haben
gerade an einem Beispiel gesehen, dass die Atome der Schaltfunktionen-Algebra durch
ein Produkt von Literalen dargestellt werden konnen. Dieses Produkt wird Minterm ge-
nannt. Kommt in ihm jede der Variablen xi,...,X, genau einmal vor, dann wird von
einem vollstindigen Minterm gesprochen. In der Ausdruck-Algebra mit den Variablen
X1, X2, X3 sind zum Beispiel x| - x, - x3 und x; - X - X3 vollstindige Minterme. Kommt
nicht jede Variable in dem Produkt vor, dann wird von einem Minterm an Stelle von einem
vollstindigen Minterm gesprochen. Jeder Minterm ist die Summe kleinerer vollstindiger
Minterme. Zum Beispiel gilt x; - X; = (x1 - X7 - x3) + (x1 - X3 - X3).

Jedem Atom in der Algebra der n-stelligen Schaltfunktionen entspricht in der Aus-
druck-Algebra iiber den Variablen x, .. ., x,, genau die Menge der zu einem vollstindigen
Minterm dquivalenten Ausdriicke. Nach Satz 11.12 ist jedes Element einer Boole’schen
Algebra die Summe von Atomen. Damit folgt fiir die Ausdruck-Algebra:
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» Satz 11.15 Jeder Boole’sche Ausdruck ist dquivalent zu einer Summe vollstindiger
Minterme. ]

Um diese Summe zu bestimmen, betrachten wir die vom Ausdruck dargestellte Funkti-
on an Hand der Werte-Tabelle und bestimmen aus den mit 1 endenden Zeilen der Tabelle
alle Minterme. Die gesuchte Summe besteht genau aus diesen Mintermen.

Beispiel 11.7
Der Ausdruck
(x1 + x2) - (X1 - X2) + (x2 - x3)

stellt die folgende Funktion f dar, aus der wir die entsprechenden Minterme erhal-
ten.

x1 X2 x3 | fx1,x2,x3)

0O 0 O 0

0 0 1 0

0O 1 0 0

0 1 1 1 — X1:X2-X3
1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1 — XXy X3

Tatsdchlich gilt (x; + x2) - (X7 - X2) + (X2 - X3) = X1+ X2 - X3 + X1 - X3 - X3.

Wir betrachten nun das Komplement eines Minterms, zum Beispiel X7 - x; - x3. Durch
Anwendung der deMorgan’schen Regel und der Doppelnegationsregel erhalten wir

X1 X2 X3 =X+ X2+ X3.

Das Komplement eines Minterms ist also stets die Summe von Literalen. Eine solche
Summe wird Maxterm genannt. Ein Maxterm heiflt vollstindig, wenn jede der Varia-
blen xi,...,x,, iber der die Ausdruck-Algebra definiert ist, in ihm vorkommt. Nach
Satz 11.14 ist jedes Element einer Boole’schen Algebra das Produkt von Atomkomple-
menten. Damit folgt fiir die Ausdruck-Algebra:

» Satz 11.16 Jeder Boole’sche Ausdruck ist dquivalent zu einem Produkt vollstindiger
Maxterme. |
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Zur Bestimmung dieses Produktes kann man ganz analog vorgehen wie zur Bestim-
mung der Summe von Mintermen: Nach Satz 11.11 ist jedes Element einer Boole’schen
Algebra entweder groBler als ein Atom oder kleiner als dessen Komplement. Stellt man
die 1-Zeilen der Werte-Tabelle einer Schaltfunktion als Boole’sche Ausdriicke dar, erhilt
man genau die kleineren Atome. Entsprechend liefern die 0-Zeilen genau die groferen
Atomkomplemente. Wir miissen also lediglich zu jeder 0-Zeile den Minterm bestimmen,
dessen Komplement bilden und erhalten so den gesuchten Maxterm.

Beispiel 11.8
Fiir die Schaltfunktion aus Beispiel 11.7 erhalten wir:

x1 x2 x3 | f(x1,x2,x3) Minterm Komplement
des Minterms

0O 0 O 0 — X% X3 =~ e

0 0 1 0 — X1:%3: X3 =~ T

0O 1 O 0 — e T — P

0 1 1 1

1 0 0 0 — X1:X3 %3 — T + X3 + X3

I 0 1 0 — 50 © 33 @ 63 — T+ X% +75

Pho 0 = XXXz o X+ X+ x;

1 1 1 1

Es gilt also

(X1 4+ x2) - (X1 - X2) + (02 - x3) = (1 + X2 +x3) - (X1 + X2 +X3) - (X1 + X3 + x3) .

11.8 Minimierung Boole’scher Ausdriicke

Unser Ziel ist es nun, zu einem Boole’schen Ausdruck eine dquivalente und moglichst
kompakte Summe von Mintermen — d. h. eine Summe von moglichst wenigen und mog-
lichst kurzen Mintermen — zu finden. Nach Satz 11.16 ist jeder Boole’sche Ausdruck dqui-
valent zu einer Summe vollstindiger Minterme. Man erhilt diese Darstellung, indem man
einen vorgelegten Ausdruck durch dquivalente Umformungen in die gewiinschte Form
bringt. Zunéchst muss man dafiir sorgen, dass simtliche komplementierten Teilausdriicke



210 11 Boole'sche Algebra

verschwinden und nur noch Variablen komplementiert werden. Das erreicht man durch
wiederholte Anwendungen der deMorgan’schen Gesetze und des Doppelnegationsgeset-
zes. Anschliefend kann der Ausdruck mit Hilfe von Distributivgesetz, Absorptionsgesetz
und Idempotenzgesetz in eine dquivalente Summe von Mintermen umgeformt werden:

(X1 +x2) - (x1 + x2) + (%2 + X3)
= (x1 +x2) - (%1 - %2) + (x2 - x3)
= (X1 - X1 - X2) + (X2 - X7 - X2) + (X1 - X2 - x3) + (X1x2 - X3)

= (X1 - x2 - x3) + (X7 - X2 - x3)

Wir betrachten die erhaltene Darstellung als Summe von Mintermen. Die beiden voll-
stindigen Minterme dieser Summe enthalten die gleichen Variablen und unterscheiden
sich nur in einem einzigen Literal. Man kann also die Summe der beiden Minterme mit
jeweils drei Literalen durch einen einzigen dquivalenten Minterm mit nur zwei Variablen
ersetzen. Dieser dquivalente Minterm heilit Resolvent. Zwei Minterme, von denen man
einen Resolventen bilden kann, sind resolvierbar. Der Resolvent von x; und X; ist 1.

Wir wollen nun eine Summe von Mintermen so umformen, dass sie moglichst wenige
und moglichst kurze Summanden enthélt. Dazu bildet man alle Resolventen — also auch
die Resolventen von Resolventen — und merkt sich, welche Minterme resolviert wurden.
Aus der Menge der nicht resolvierbaren Mintermen bestimmt man schlieBlich eine mini-
male Teilmenge, die Resolventen aus allen vollstindigen Mintermen enthélt.

Wir beschreiben dieses Verfahren induktiv. Dabei konstruieren wir einen Graphen G =
(V, E), dessen Knoten Minterme sind und dessen gerichtete Kanten jeweils von einem
Minterm zu seinen Resolventen fiihren.

Wir beginnen mit allen in der Summe vorkommenden vollstindigen Mintermen
my,...,mg:

Basis
Gy = (V(),Eo) mit V= {ml,...,mk},Eo =0.

In jedem Schritt erweitern wir die Knotenmenge um neue Resolventen. Jeder neue
Resolvent ist Endpunkt neuer Kanten, deren Startpunkte die Knoten sind, aus denen er
resolviert wurde:

Regel
Gig1 = (Vigr, Eiy) mit
Vie1 = Vi U{r | r ist Resolvent von t,t' € V;},
Eiy1 = E; U{(t,r),(t,r) | ristResolventvon ¢,t € V;}.
Die Knoten in Vj sind vollstindige Minterme. Die Knoten in V; sind alle aus V; und
Minterme mit einem Literal weniger, und so weiter. Sei n die Anzahl der Variablen der

vollstdndigen Minterme. Dann sind die Knoten in V; — V;_; Minterme mit n —i Variablen.
Nach spitestens n Schritten dndert sich der Graph nicht mehr. Wir erhalten schliellich
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den Graphen G = G,. Die Knoten in G mit Ausgangsgrad 0 sind genau die Minterme,
die nicht resolvierbar sind,

N = {t € V| t hat Ausgangsgrad 0 in G} .

Durch jeden nicht resolvierbaren Minterm ¢ konnen nun alle vollstindigen Minterme m;
dquivalent ersetzt werden, aus denen ¢ resolviert wurde Wir nennen diese Menge

R@)={s|se{m.....mc},s —>1}.
Es gilt
RO = {m1....omi}
teN
Also ist die Summe aller Minterme in N gleich der Summe aller Minterme my, . . ., my.
Eine minimale Summe von Mintermen besteht aber nur aus einer Teilmenge 7" von N mit
U,er R(t) = {my, ..., my}. Die Summe aller Minterme einer kleinsten Teilmenge 7" mit

dieser Eigenschaft ist genau die gesuchte kompakte Darstellung.

11.9 Der Isomorphie-Satz

Wir haben als Beispiele Boole’scher Algebren die Potenzmengen-Algebra, die Ausdruck-
Algebra und die Schaltfunktionen-Algebra kennen gelernt. Die Ausdruck-Algebra hat-
ten wir aus der Schaltfunktionen-Algebra abgeleitet: Aus jeder Funktion — also jedem
Element der Schaltfunktionen-Algebra — haben wir die Menge der sie darstellenden Aus-
driicke als Element der Ausdruck-Algebra konstruiert. Umgekehrt kann man auch fiir
jeden Reprisentanten eines Elementes der Ausdruck-Algebra — also fiir jeden Ausdruck —
die Funktion — also das Element der Ausdruck-Algebra — bestimmen, die durch diesen
Ausdruck dargestellt wird. Formal gesagt ist die so beschriebene Abbildung @ von der
Grundmenge der Schaltfunktionen-Algebra auf die Grundmenge der Ausdruck-Algebra
bijektiv.

Beispiel 11.9

D = [(31-X2) + (x1 - x2)]

0
0
1
1

= e = @
—_— O O

Betrachten wir nun die Operation max der Schaltfunktionen-Algebra. Ihr entspricht die
Operation + in der Ausdruck-Algebra. Wendet man max auf zwei Funktionen f und g
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an und betrachtet dann den dadurch bestimmten Ausdruck, so ist dieser genau die Summe
der beiden zu f und g gehorenden Ausdriicke, also

Dp(max(f.g)) = Pr(f) + Pr(g) -

Beispiel 11.10
X1 X2

2@ W)+ ()] (7

[+

2r @)+ (x) + 7

—_— - O O
= 2 = @
—_— O O =

Entsprechendes gilt fiir die Operationen min und - sowie fiir k und ~ . Die Abbildung
@ ist also nicht nur bijektiv, sondern verhiilt sich beziiglich der Operationen vollkommen
identisch. Man sagt @ erhdlt die Struktur. Eine strukturerhaltende Abbildung nennt man
einen Isomorphismus.

» Definition 11.8 Seien (A4, @, ®,«,0,1) und (B,H, X, k,0, 1) zwei Boole’sche Alge-
bren. Eine Abbildung @: A — B heilt Isomorphismus, falls fiir alle Elemente @ und b in
A gilt:

(1) (@@ b)=D(a)@B D(b),
2) P(a®b)=®(a) X d(b) und
(3) P(k(a)) = k(P(a)).

Zwei Boole’sche Algebren heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus zwischen ihnen
gibt.

Die oben beschriebene Bijektion @ ist ein Isomorphismus zwischen der Schalt-
funktionen-Algebra und der Ausdruck-Algebra. Informell ausgedriickt heiflit das: die
Schaltfunktionen-Algebra und die Ausdruck-Algebra sind ,,eigentlich* gleich, lediglich
die Natur der Elemente unterscheidet sich. In der Tat sind alle endlichen Algebren gleicher
GroBe untereinander ,,eigentlich gleich.
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» Satz 11.17 (Stone’scher Isomorphiesatz) Jede endliche Boole’sche Algebra ist iso-
morph zu einer Potenzmengen-Algebra (P(M), U, N, ~, @, M) fiir eine endliche Menge
M C N.

Beweis Sei (B, ®, ®,«,0,1) eine Boole’sche Algebra. Sei n die Anzahl der Atome der
Algebra. Wir bezeichnen diese Atome mit a1, a,,...,a, und wihlen M = {1,2,...,n}
als Grundmenge der Potenzmengen-Algebra, von der wir zeigen wollen, dass sie zu
(B,®, ®,,0,1) isomorph ist. Wir definieren dann eine Abbildung @: B — P(M), von
der wir zeigen werden, dass sie ein Isomorphismus ist. @ bildet jedes Element von b auf
die Menge der Indizes der Atome ab, deren Summe b ist. Das Nullelement 0 wird also
von @ auf @ abgebildet, ein Atom a; wird von @ auf die Menge {i } abgebildet, und ein
Element b = a; @ --- @ a;, wird von @ auf die Menge {ii, ..., ix} abgebildet.

Da jedes Element von B eindeutig durch eine Summe von Atomen dargestellt wird
(Satz 11.13), ist @ bijektiv.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass @ auch strukturerhaltend ist. Dazu miissen wir
zeigen, dass sich die Operationen der beiden Algebren beziiglich @ gegenseitig entspre-
chen. Die folgenden drei Eigenschaften miissen also fiir alle Elemente » und ¢ aus der
Grundmenge B bewiesen werden:

(1) @ und U entsprechen einander, d.h. (b & ¢) = &(b) U @(c),
(2) ® und N entsprechen einander, d.h. (b ® ¢) = &(b) N @(c), und

(3) xund ~ entsprechen einander, d. h. @(k(b)) = P(b).
Wir beginnen mit (1). Sei b = a;, @ --- @ a;, undc = a; @ --- ® aj;,. Dann gilt
b @c)=D((a;, & ®a,) ®(a, & day))
(Definition von b und ¢)
= @(a,-l ®---Da;, &a; EB---@aj,)
(Assoziativgesetz und Idempotenzgesetz)
== {ilﬂ"'7l’kﬂj15"'5‘jl}
(Definition von @)
=l it Ui
(Eigenschaft von U)
=P(a, & ®a;)UPa; - Da;)
(Definition von &)
= &(b) U D(c)
(Definition von b und ¢)
Der Beweis von (2) und (3), also fiir @(b ® ¢) = @(b) N @(c) und @(x (b)) = P(b),

kann entsprechend gefiihrt werden. Damit ist nachgewiesen, dass @ der gesuchte Isomor-
phismus ist.



214 11 Boole’sche Algebra

Beispiele 11.11
(1) Wir betrachten die Teiler-Algebra (A, ggt, kgv, k, 1, 30) mit der Grundmenge

A=1{1,2,3,5,6,10, 15,30}

aller Teiler von 30, sowie den zweistelligen Operationen ,,grofiter gemein-
samer Teiler ggt und ,kleinstes gemeinsames Vielfaches* kgv auf A. Das
Komplement k ist eine einstellige Operationen mit k(a) = 3(1—0. Wir wollen un-
ter Anwendung des Isomorphie-Satzes zeigen, dass (4, ggt, kgv, k, 1, 30) eine
Boole’sche Algebra ist. Dazu konstruieren wir einen Isomorphismus zu einer
Klassen-Algebra. Da 4 aus 8 = 2° Elementen besteht, muss die Algebra 3
Atome enthalten. Also ist (P({1,2,3}),U,N, ~,@,{l,2,3}) die in Frage kom-
mende Algebra.

Nun miissen wir den Isomorphismus konstruieren. Dazu kann man die in-
duzierten Halbordnungen auf den Grundmengen zu Hilfe nehmen. Die Teil-
mengenrelation C ist eine Halbordnung auf P({1,2,3}). Die Teilerrelation
{(m,n) | mteiltn} ist eine Halbordnung auf A. Den Isomorphismus zwischen
den beiden Strukturen wéhlt man nun so, dass Elemente mit der gleichen ,,Po-
sition* in der jeweiligen Halbordnung aufeinander abgebildet werden. Hat man
die Halbordnungen vor Augen, so fillt es nicht schwer, eine strukturerhaltende
Abbildung zu finden. Die Hasse-Diagramme der beiden Halbordnungen sind
in Abb. 11.7 zu sehen. Es ergibt sich zum Beispiel die bijektive Abbildung
®r:P({1,2,3}) > A mit

A |0 {4 2 3} (L2} (1,3} 2.3} {1.2.3}
or(A) |1 2 3 5 6 10 15 30

Da @ gleiche ,,Positionen* der beiden Hasse-Diagramme aufeinander abbil-
det, ist auch klar, dass @7 ein Isomorphismus ist. Damit ist nachgewiesen, dass
(A, ggt, kgv, k, 1, 30) eine Boole’sche Algebra ist.

(2) Als néchstes Beispiel betrachten wir die Schaltfunktionen-Algebra n-stelliger
Schaltfunktionen (BB,, max, min, k,0, 1). Der Werteverlauf einer n-stelligen
Schaltfunktion besteht aus 2" Werten, also besteht B, aus 22" Elementen. Dem
Stone’schen Isomorphie-Satz zu Folge ist (B,,, max, min, k, 0, 1) isomorph zur
Potenzmengen-Algebra

(PE1,2,...,2"),U.N, —,08.{1,2,....2"}) .

Wir definieren eine Abbildung @, von B, auf P({1,2,...,2"}) so, dass die
Menge @, ( f) die Zahl i genau dann enthilt, wenn an der i -ten Stelle des Wer-
teverlaufs von f der Wert 1 steht.
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30 {1,2,3}
6 10 15 {1,2} {13} {2,3}
P I e el

Abb. 11.7 Hasse-Diagramme der Teiler-Algebra und der isomorphen Potenzmengen-Algebra
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11.10 Schaltkreis-Algebra

Wir betrachten nun eine weitere Boole’sche Algebra, die grundlegende Bedeutung fiir
Elektronik und Computertechnologie besitzt. Die Schaltkreis-Algebra besteht aus Schalt-
kreisen, die ihrerseits aus Eingabeports und Gattern zusammengesetzt sind. Jedes Gatter
ist entweder offen oder geschlossen — man kann sich vorstellen, dass es Strom leitet (offen)
oder keinen Strom leitet (geschlossen). Diesen beiden Zustéinden ordnen wir die Elemen-
te 1 und O zu. Die zweistelligen Operationen ® und @ interpretieren wir als A-Gatter und
als Vv-Gatter, die einstellige Operation « als —-Gatter. Die Gatter und die zugeordneten
Operationen sind in Abb. 11.8 dargestellt. Schaltkreise setzen sich aus Gattern zusam-
men. Der Ausgang jedes Gatters kann zum Eingang anderer Gatter werden.

Beispielsweise hat der Schaltkreis in Abb. 11.9 die Eingangsgatter x, x, und x3, und
ein Ausgangsgatter. In Abb. 11.8 haben wir die Funktion jedes Gatters in Form eines Boo-
le’schen Ausdrucks beschrieben. Abhédngig von den Signalen an den Eingabegattern ergibt
sich ein Signal am Ausgangsgatter. Da wir mit den Signalen 1 und 0 rechnen, kann man
Schaltfunktionen durch Schaltkreise reprisentieren. Der Schaltkreis in Abb. 11.9 repri-
sentiert die gleiche Funktion wie der Ausdruck

(Gep - x2) - (x2 + x3)) - (2 + x3) .

Man bemerkt, dass die vom V-Gatter berechnete Teilfunktion x, + x3 zweimal im Aus-
druck vorkommt. Schaltkreise erlauben zum Teil wesentlich kiirzere Darstellung von
Funktionen als Ausdriicke. Es ist umgekehrt auch klar, dass jeder Ausdruck durch einen
Schaltkreis repréisentiert werden kann.

» Definition11.9 Ein Schaltkreis S mit den Variablen x1, ..., x, ist ein gerichteter kreis-
freier Graph. Knoten mit Eingangsgrad 0 (Eingabegatter) sind mit Variablen x; oder

Operation Gatter-Darstellung  algebraische Darstellung
Eingabe a—> a
a
Konjunktion a-b
b
a
Disjunktion a+b
b
Negation a a

Abb. 11.8 Zuordnung von Schaltkreis-Gattern und Operationen
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Abb. 11.9 Beispiel fiir einen
Schaltkreis

1

x2

3

Abb. 11.10 Wertetabelle
von P3

P3(x1,x2,23)

8
[
8
N
8
w

0

== == 0 0O O O

= = O O = = O O
= O = O = O = O
— O O = O F —

Konstanten 0, 1 markiert. Knoten mit Eingangsgrad > 1 (innere Knoten, Gatter) sind
mit Schaltfunktionen markiert, deren Eingangsgrad genau die Stelligkeit der Schaltfunk-
tion ist. Es gibt mindestens einen Knoten mit Ausgangsgrad 0 (Ausgabegatter).

Die an Gatter G berechnete Funktion f;(xy,...,x,) kann induktiv beschrieben wer-
den:

(1) fe(xy,...,x,) = m, falls G ein mit m markierter Eingangsknoten ist

Q2) fe(xi,...,xy) = m(fo,(x1,.... %), ..., f,(x1,...,x,)), falls G ein mit m mar-
kierter innerer Knoten ist, dessen Vorgéinger Gy, ..., G; sind.

Die von einem Schaltkreis reprisentierte Schaltfunktion ist die am Ausgabegatter berech-

nete Funktion.

Als Beispiel schauen wir uns nochmals den Schaltkreis in Abb. 11.9 an. Die Eingabe-
gatter sind mit x;, X, und x3 markiert. Das oberste Gatter ist das Ausgabegatter, da von
ihm aus kein weiteres Gatter erreichbar ist.

Beispiel 11.12

Die Paritdtsfunktion kann durch Schaltkreise mit A-, V- und —-Gattern kompakter
dargestellt werden als durch Boole’sche Ausdriicke. Die n-stellige Paritdtsfunktion
P,:B" — B ist definiert durch

P,(by,....,b,) =1
genau dann, wenn
eine ungerade Anzahl von b; Wert 1 hat.
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Beispielsweise besitzt P; die Werte-Tabelle in Abb. 11.10. Reprisentiert man P,
als Normalform, dann erhélt man eine Summe von 2"~! Mintermen. Diese Min-
terme unterscheiden sich paarweise an mindestens zwei Stellen. Also kann dieser
Ausdruck nicht minimiert werden. Krapchenko zeigt in einem beriihmten Satz, dass
jede Darstellung von P, als Boole’scher Ausdruck mindestens GroBe n? besitzt. Wir
wollen nun zeigen, dass Schaltkreise kleinerer Grofle zur Darstellung der Paritts-
funktion ausreichen.

Zunichst betrachten wir ein Gatter, das die Aquivalenz seiner beiden Eingaben
berechnet. Es gibt 1 aus genau dann, wenn seine beiden Eingaben gleich sind.

Operation Gatter-Darstellung  Algebraische Darstellung
a

L

Aquivalenz b (a-b)+ @-b)

Mit Hilfe von Aquivalenz-Gattern kann leicht ein Schaltkreis fiir die Paritiits-
funktion konstruiert werden. Der Schaltkreis in Abb. 11.11 berechnet die Funkti-
on P,. Ein entsprechender Schaltkreis fiir P, besteht aus n Eingabe-Gattern, n — 1
Aquivalenz-Gattern und n — 1 Negations-Gattern. Insgesamt besitzt er also weniger
als 3n Gatter. Nun konstruieren wir daraus einen Schaltkreis, der ausschlielich aus
Eingabe-, A-, V- und —-Gattern besteht. Die von einem Aquivalenz-Gatter berech-
nete Schaltfunktion wird durch den Ausdruck (x; - x5) + (X7 - X3) dargestellt. Das
bedeutet, dass jedes Aquivalenz-Gatter durch einen diesem Ausdruck entsprechen-
den Schaltkreis ersetzt werden kann. Dieser Schaltkreis ist in Abb. 11.12 dargestellt.

Auf diese Weise erhalten wir einen Schaltkreis C, fiir P, mit n Eingabe-Gattern,
(n—1)-5 Gattern zur Ersetzung der Paritéits-Gatter und (n— 1) Negations-Gatter. Der
Schaltkreis C, besitzt also weniger als 7n Gatter. Da jeder Boole’sche Ausdruck,
der P, reprisentiert, mindestens die GroBe n? besitzt, ist asymptotisch gesehen die
Darstellung von P, durch Schaltkreise kleiner als die durch Boole’sche Ausdriicke.

Ublicherweise benutzt man Schaltkreise mit A, V- und =-Gattern. Wir wollen nun zei-
gen, wie man mit Schaltkreisen eine Boole’sche Algebra definieren kann. Von der Idee her
ist es klar, dass Schaltkreise mit » Eingabe-Gattern genau die n-stelligen Schaltfunktionen
reprasentieren. Die Gatter erfiillen die vier Rechengesetze einer Boole’scher Algebra.

(1) A-Gatter und Vv-Gatter sind jeweils kommutativ.

(2) A-Gatter und Vv-Gatter sind gegenseitig distributiv.

(3) 1 ist neutrales Element fiir das A-Gatter, und 0 ist neutrales Element fiir das Vv-Gatter.

(4) Ein A-Gatter, an dessen Eingéingen ein Wert und dessen Komplement anliegen, gibt
0 aus. Ein Vv-Gatter mit solchen Eingiingen gibt 1 aus.
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z1
R
o P

s Sl

Abb. 11.11 Schaltkreis fiir Py

Abb. 11.12 Ein Schaltkreis fiir
die Parititsfunktion

Nun miissen wir nur noch die Grundmenge festlegen. Offensichtlich gibt es unendlich
viele Schaltkreise mit n Eingabegattern. Aber hier kdnnen wir wieder vorgehen wie bei
den Ausdriicken: Die Menge aller Schaltkreise wird so zerlegt, dass in jeder Partition
genau die Schaltkreise liegen, die die gleiche Schaltfunktion berechnen. Da es nur endlich
viele solcher n-stelligen Schaltfunktionen gibt, ist die Menge aller Partitionen endlich.
Wir nehmen diese Menge als Grundmenge. Auf dieser Grundmenge sind die Operationen
entsprechend Abb. 11.8 definiert. Damit ist die n-stellige Schaltkreis-Algebra definiert
und wir kdnnen den Isomorphiesatz auf sie anwenden:

» Satz11.18 Die n-stellige Schaltkreis-Algebra ist isomorph zur n-stelligen Schaltfunk-
tionen-Algebra (B,,, max, min, k, 0, 1).

Auf Grund dieses Satzes konnen wir alle Rechengesetze und Verfahrensweisen, die wir
fiir Boole’sche Algebren kennen gelernt haben, sofort auch fiir die Schaltkreis-Algebra
benutzen.

Beispiel 11.13

Wir wollen einen Schaltkreis fiir die Addition von zwei Bindrzahlen konstruieren.
Bei der Methode des schriftlichen Addierens schreibt man die beiden zu addie-
renden Zahlen rechtsbiindig untereinander und addiert die untereinander stehenden
Ziffern mit dem zuvor bestimmten Ubertrag (... 1 im Sinn®).

1 10 10
1;,10;11
11 01 01
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In diesem Beispiel sind die beiden Bindrzahlen a4aszarajap = 11010 und
bsbsbyb1bg = 11011 addiert worden. Thre Summe ist §554535,8150 = 110101.

Der Schaltkreis zur Addition soll aus A-, V- und —-Gattern bestehen. Fiir jedes
Bit jeder der beiden Zahlen gibt es ein Eingabegatter, und fiir jedes Bit der berechne-
ten Summe gibt es ein Ausgabegatter. Im ersten Schritt nimmt man die letzte Ziffer
jeder der beiden Binirzahlen und addiert sie. Entsteht dabei ein Ubertrag, so muss
man ihn bei der Addition der beiden vorletzten Ziffern beriicksichtigen, und so wei-
ter. Die Addition besteht also aus einer Wiederholung des elementaren Schrittes,
jeweils die i-te Ziffer der beiden Binirzahlen mit dem zuvor erhaltenen Ubertrag zu
addieren. Dieser Schritt wird durch einen Halbaddierer vorgenommen. Der Halbad-
dierer besteht aus zwei zweistelligen Schaltfunktionen. Die eine Funktion berechnet
die Summe, die andere den Ubertrag:

Eingabebits | Ubertrag  Summe
a b 7 s
0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

Mit Hilfe der konjunktiven Normalform sieht man, dass
ii=a-b und s=a-b+a-b.

Damit erhélt man die Realisierung eines Halbaddierers als Schaltkreis in Abb. 11.13.
Da wir den Halbaddierer als Teil eines gro3eren Schaltkreises verwenden werden,
stellen wir ihn als ,,black box* dar.

Nun konstruieren wir einen Schaltkreis, der auller den beiden Bits der zu addie-
renden Zahlen auch noch den Ubertrag hinzu addiert. Es werden also drei Bits —
die jeweils i-te Stelle a@; und b; der beiden Zahlen und der Ubertrag U1 der
vorhergehenden Addition — zusammengezzhlt. Daraus ergibt sich das i-te Bit s;
der Summe und ein neuer Ubertrag ii;,. Also handelt es sich um eine Funktion
{0,1} x {0, 1} x {0, 1} — {0, 1} x {0, 1}. Sie ist in Abb. 11.14 dargestellt. Ist ii;
gleich 0, dann ergeben sich #i; und s; wie bei der Addition von a; und b;. Ist i;_;
gleich 1, dann muss zur Summe von a; und b; noch 1 addiert und der Ubertrag
angepasst werden. Der Volladdierer besteht also aus zwei Halbaddierern und ei-
nem zusitzlichen V-Gatter. Abbildung 11.14 zeigt seinen Aufbau. Nun kann man
Halbaddierer und Volladdierer zur Addition von Bin#rzahlen hintereinanderschal-
ten. Abbildung 11.15 zeigt, wie ein Addierer fiir zwei dreistellige Bindrzahlen aus
einem Halbaddierer und zwei Volladdierern zusammengesetzt wird. Es werden die
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Zahlen asajag und byb by addiert werden. Thre Summe ist 535,5150. Da in die Ad-
dition von ay und b, kein Ubertrag eingeht, reicht dort ein Halbaddierer aus. Der
Ubertrag aus der Addition @ und by wird bei der Addition von a; und b, beriick-
sichtigt. Deshalb muss dort ein Volladdierer verwendet werden. Der Ubertrag aus
der Addition von a; und b, ergibt das letzte Summenbit s3.

a —p, HA —> i
b —Pp —» s
Abb. 11.13 Ein Halbaddierer und seine Darstellung als ,,black box“
Abb.11.14 Darstellung Eingabebits Ubertrag ~ Summe
der Additionsfunktion mit a; b; i1 i 84
Ubertrag als Tabelle und als 0 0 0 0 0
Schaltbild 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 1 1 1 0
1 0 1 1 0
1 1 1 1 1
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Abb.11.15 Schematische Dar- ao > > 50
stellung eines Addierers fiir bo ) HA o
dreistellige Bindrzahlen

—» 51

al ——p VA

by —— i
——» S2

a2 ——p| VA

by ———» ——» 53
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Zusammenfassung

Graphen und Bdume werden in der Informatik hédufig zur Modellierung verwendet.
Sie sind zugleich anschaulich und gut abstrahierbar. Wir geben eine Einfiihrung in die
grundlegenden Begriffe und Eigenschaften.

Als Geburtsstunde der Graphentheorie kann eine Arbeit von Leonard Euler aus dem Jahr
1736 angesehen werden. In dieser Arbeit beschreibt Euler die Losung des folgenden geo-
graphischen Problems: Die Stadt Konigsberg in Preuflen (heute Kaliningrad in Russland)
liegt am Zusammenfluss zweier Arme der Pregel. Die Stadt besitzt (1736) sieben Briicken,
die die einzelnen Stadtteile verbinden, die an den verschiedenen Ufern dieser Flussarme
und auf einer Insel im Fluss liegen (sieche Abb. 12.1). Gefragt wird, ob es einem Spa-
ziergidnger moglich ist, an einem beliebigen Punkt der Stadt zu starten, iiber alle sieben
Briicken genau einmal zu spazieren, und schlieBlich wieder den Ausgangspunkt zu er-
reichen. Um dieses Problem zu 16sen, beschreibt Euler die Stadt Konigsberg mit Hilfe
eines Graphen (genauer eines Multigraphen), also einer Struktur, die nur aus Knoten und

Abb.12.1 Die Briicken von A
Konigsberg
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Abb. 12.2 Ein Graph zur A
Darstellung der Briicken von
Konigsberg
B c
D

einzelnen Verbindungskanten zwischen diesen Knoten besteht: Er zieht alle Ortlichkeiten
der Stadt, die voneinander erreichbar sind, ohne dass dabei eine Briicke iiberquert werden
muss, zu einem Knoten zusammen und verbindet diese Knoten durch eine Kante, wenn
die Ortlichkeiten des einen Knotens iiber eine Briicke mit den Ortlichkeiten des ande-
ren Knotens verbunden sind. Der Stadtplan von Konigsberg hat unter diesem Blickwinkel
die in Abb. 12.2 dargestellte Gestalt: Bezogen auf den entstandenen Graphen lautet die
Frage nun: Gibt es eine Route, die von einem beliebigen Knoten des Graphen ausgeht, ge-
nau einmal iiber jede Kante des Graphen verlduft und zum Ausgangspunkt zurtickfiihrt?
Auf der Basis des graphentheoretischen Modells von Konigsberg kann Euler nun sehr
einfach zeigen, dass es in Konigsberg keinen Rundgang der gewiinschten Art gibt: Auf
einem solchen Rundgang, bei dem jede Kante nur einmal abgelaufen wiirde, miisste nam-
lich die Zahl der Ankiinfte und der Abgénge in jedem Zwischenknoten des Rundwegs —
man spricht hierbei vom Grad des Knotens — gerade sein. Tatsichlich hat der die Stadt
Konigsberg modellierende Graph jedoch die Eigenschaft, dass jeder seiner Knoten einen
ungeraden Grad besitzt.

12.1 Grundbegriffe

» Definition 12.1 Ein (gerichteter) Graph G = (V, E) ist eine Struktur, die aus zwei
Bestandteilen besteht: Einer Menge V' und einer Relation £ C V' x V iiber dieser Menge
V. Die Elemente v der Menge V' werden Knoten genannt, die Elemente e = (v, u) der
Menge E sind die Kanten des Graphen. Die Kante e verbindet die Knoten v und u. v heif3it
deshalb auch Startknoten und u# Endknoten von e. Zwei Knoten, die in einem Graphen
durch eine Kante verbunden sind, heilen adjazent (oder benachbart).

Ein Graph G = (V, E) heift endlich, wenn die Knotenmenge V endlich ist, sonst
spricht man von einem unendlichen Graph. Im Rahmen dieses Textes werden wir uns auf
die Betrachtung endlicher Graphen beschrinken.
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Beispiele 12.1

(1) Der Graph G = (V, ) ohne Kanten heiit Nullgraph oder vollstindig unver-
bunden. Besteht V' aus n Knoten, dann wird der Nullgraph durch O, bezeichnet.

(2) Der Graph G = (V,V x V) heilit vollstindig. Der vollstindige Graph mit n
Knoten wird durch K, bezeichnet. K, besitzt die Maximalzahl von 72 Kanten.

3) G =W, E)ymitV = {1,2,3,4}und E = {(1,2),(1,3),(2,4),(3,3),(4,2),
(4,3)}.

Graphen werden gewohnlich mit Hilfe geometrischer Diagramme dargestellt. Dabei
wird fiir jeden Knoten v € V ein Punkt P, gezeichnet. Eine Kante e = (v, 1) wird durch
einen gerichteten Pfeil veranschaulicht, der von Punkt P, zu Punkt P, fiihrt. Im folgenden
Beispiel werden Diagramme gezeigt, die die Graphen aus Beispiel 12.1 veranschaulichen.

Beispiele 12.2
(1) Diagramm des Graphen Og:

(2) Diagramm des vollstindigen Graphen Kj:

@

&3

(3) Diagramm des Graphen G aus Beispiel 12.1 (3):

1 2

(, 4
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Abb.12.3 Der unge-
richtete K4

Besitzt die Kantenmenge E eines Graphen G = (V, E) die Eigenschaft, als Relati-
on E C V x V betrachtet symmetrisch zu sein, d.h. mit jedem (u,v) € E also auch
(v,u) € E zu enthalten, dann sprechen wir von einem ungerichteten Graphen. In der
Diagrammdarstellung wird das deutlich gemacht, indem anstelle der zwei Pfeile von u
nach v und von v nach u eine einzige ungerichtete Verbindungslinie gezeichnet wird. Die
Kanten eines ungerichteten Graphen konnen als 2-elementige Knotenmengen {u, v} ge-
schrieben werden. Deshalb betrachtet man bei ungerichteten Graphen keine Kanten mit
gleichem Start- und Endknoten (sog. Schlingen).

Beispiel 12.3

Die einem vollstindigen Graphen K, zugrunde liegende Kantenrelation ist die All-
relation und demzufolge symmetrisch. Vollstindige Graphen konnen deshalb als
ungerichtete Graphen aufgefasst und gezeichnet werden. Man beachte, dass der un-
gerichtete vollstindige Graph K, nur noch (;) Kanten enthilt. Die Kantenmenge
eines vollstindigen Graphen mit Knotenmenge V' bezeichnet man deshalb auch
mit (). Abbildung 12.3 zeigt den ungerichteten Kj.

Oft wird zwischen einem Graphen und einem diesen Graphen darstellenden Diagramm
nicht deutlich unterschieden. Wir miissen aber ausdriicklich davor warnen, Graphen und
Diagramme gleichzusetzen. Spezielle geometrische Darstellungen konnen das Vorhan-
densein von Eigenschaften suggerieren, die der dargestellte Graph als eine Struktur, die
lediglich aus einer Knotenmenge und einer Relation liber dieser Menge besteht, gar nicht
besitzen kann.

Beispiel 12.4

Wir betrachten G = (V, E) mit V = {1,2,3,4,5} und E = {(1,2),(2,3),(3,4),
(4,5),(5,1)}. G kann sowohl als 5-zackiger Stern als auch als 5-Eck dargestellt
werden (siche Abb. 12.4).

Die weite Verbreitung und grofe Bedeutung von Graphen in Mathematik und Infor-
matik hat ihre Begriindung in der Moglichkeit, mit Hilfe von Graphen auch komplizierte
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4

ot

Abb.12.4 Zwei Darstellungen eines Kreises aus fiinf Knoten

Zusammenhinge iibersichtlich modellieren zu konnen. So lassen sich, wie das Eingangs-

beispiel zeigte, Briicken-, StraBen-, Kommunikations- oder Rechnernetze ebenso gut mit

Hilfe von Graphen veranschaulichen, wie z. B. semantische Beziehungen zwischen Be-

griffen einer Sprache oder Nachbarschaftsbeziehungen zwischen verschiedenen Staaten.
Aus der Definition von Graphen folgt unmittelbar:

1. Keine Kante kann drei oder mehr Knoten enthalten.

2. Kanten konnen sich hochstens in Knoten beriihren, sonstige Schnittpunkte von Kanten
in Diagrammen haben nichts mit dem zugrunde liegenden Graph zu tun.

3. Zwei Knoten konnen durch héchstens eine Kante verbunden sein.
In verschiedenen Zusammenhingen erweist sich die letzte Eigenschaft als zu restriktiv.
Man betrachtet dann anstelle von Graphen so genannte Multigraphen, also Strukturen,
bei denen zwei Knoten mit mehr als einer Kante verbunden sein konnen. Aber das geht
weit liber den Inhalt dieses Buches hinaus.

Vollstindige Graphen, also Graphen, bei denen sdmtliche Knoten miteinander verbunden
sind, hatten wir schon kennen gelernt. Ist ihre Knotenzahl » klein, dann lassen sie sich gut
zeichnen (Abb. 12.5).

Eine andere interessante Klasse von Graphen sind die bipartiten Graphen. Graphen
dieser Klasse haben die Eigenschaft, dass

1. die Knotenmenge V' in zwei disjunkte Teilmengen U und W zerlegt ist, beschrieben
durch V = U > W, und
2. von samtlichen Kanten der eine Endpunkt zu U gehort und der andere zu W.

Bipartite Graphen haben eine grofle Bedeutung, liefern sie doch unmittelbar eine Veran-
schaulichung der in Kap. 5 behandelten bindren Relationen. Tatsdchlich konnen nédmlich
die Elemente einer beliebigen Relation R € A x B als Kanten von Knoten aus A nach
Knoten aus B aufgefasst werden.

Volistéindige bipartite Graphen G mit Knotenmenge U < W verbinden jeden Knoten
aus U mit jedem Knoten aus W und besitzen sonst keine weiteren Kanten. Besteht U
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®
®
®
Kl K2 K3 K4 K5

Abb. 12.5 Vollstindige Graphen mit hochstens 5 Knoten

Ky K33

Abb.12.6 Vollstindige bipartite ungerichtete Graphen K4, und K3 3

aus n Knoten und W aus m Knoten, dann wird G durch K, ,, bezeichnet. Zwei Beispiele
findet man in Abb. 12.6.
Unterstrukturen eines Graphen heiflen Untergraphen.

» Definition 122 Seien G = (Vi, Eg) und H = (Vy, Ey) zwei Graphen. H heilit
Untergraph oder Teilgraph von G, wenn Vi C Vi und Ey C Eg gilt, wenn also jede
Kante von H auch zu G gehort.

Beispiel 12.5
Der K3 und seine 18 Untergraphen sind in Abb. 12.7 dargestellt.

Offensichtlich ist der Nullgraph O, Untergraph jedes Graphen mit » Knoten, wihrend
jeder solche Graph selbst Teilgraph des vollstindigen Graphen K, ist.

» Definition 12.3 Sei G = (V, E) ein Graph. Ist V' C V eine Teilmenge der Knoten-
menge V von G, dann heifit der Graph G[V'] = (V/, E’) mit

E'={(u,v)|u,ve V' und (u,v)€E}

der durch V' induzierte Teilgraph von G.
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Abb.12.7 Die 18 Untergraphen des K3

Abb. 12.8 Graph G aus a b
Beispiel 12.1 (3) und der in- 1@—>@ > 2
duzierte Teilgraph G[{2, 3, 4}]

3 3

S A S

Fiir G[V — {v}] bzw. fiir den Graphen (V, E — {e}) wird oft G — {v} bzw. G — {e}
geschrieben oder noch kiirzer G — v bzw. G — e. Natiirlich stimmt der von der gesamten
Knotenmenge V eines Graphen G = (V, E) induzierte Teilgraph G[V] von G mit G
tiberein.

Beispiele 12.6
(1) Sei G aus Beispiel 12.1 (3) und V' = {2, 3, 4}. Dann ist
GV = ({2,3,4},{(2,4),(3,3),4,2), 4,3)}) .
Der Graph G[V'] ist in Abb. 12.8 dargestellt.

(2) Jeder durch n Knoten aus K5, induzierte Teilgraph ist der K,,.

Ahnlich wie mit Mengen, kann auch mit Graphen ,,gerechnet** werden.
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» Definition 12.4 Die Vereinigung zweier Graphen G = (V, E) und G' = (V', E’) ist
der Graph
GUG' =(VUV',EUE).

Das Komplement von G ist der Graph
-G =(V,VxV-E).

Gilt V = V’, dann ist der Durchschnitt von G und G’ der Graph
GNG' =W,ENE).

Bereits in der Einfiihrung zu diesem Kapitel waren wir auf das Konzept des Knoten-
grades gestof3en.

» Definition 125 Sei G = (V, E) ein Graph und v ein Knoten von G. Der Aus-
grad outdeg(v) von v ist die Zahl der Kanten, die v als Startknoten besitzen, der Ingrad
indeg(v) von v ist die Zahl der Kanten, die in v enden. Ist G ein ungerichteter Graph,
dann stimmen Ingrad und Ausgrad von v iiberein und es wird kurz von Grad deg(v)
gesprochen.

Offensichtlich ist jeder Knoten v eines Graphen mit der Eigenschaft indeg(v) =
outdeg(v) = 0 isoliert, kann also von keinem anderen Knoten aus erreicht werden. Gilt
dagegen in einem ungerichtetem Graphen G mit n Knoten fiir alle Knoten deg(v) = n—1,
dannist G = K,,.

> Satz12.1
(1) Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Dann gilt

1V 1V
Z indeg(v;) = Zoutdeg(vi) ={FE.

i=1 i=1

(2) Ist G ungerichtet, dann gilt

tv
> deg(vi) =2-4E.

i=1

Beweis Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion iiber die Kantenzahl m =
ffE. Fir m = 0, also fiir Graphen, die lediglich aus isolierten Knoten bestehen, sind beide
Behauptungen offensichtlich giiltig.
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Seien die beiden Behauptungen bereits bewiesen fiir alle Graphen mit hochstens m
Kanten und sei G = (V, E) ein gerichteter/ungerichteter Graph mit m + 1 Kanten. Ent-
nehmen wir G eine beliebige Kante e € E, betrachten wir also G — e, dann erhalten
wir einen gerichteten/ungerichteten Graphen mit 7 Kanten, fiir den die Behauptung nach
Induktionsvoraussetzung gilt. Im Falle des gerichteten Graphen hat sich bei der Entnah-
me der einen Kante aber nicht nur die Zahl der Kanten um eins verringert, sondern auch
die Summe der Ingrade als auch die Summe der Ausgrade (Behauptung 1). Im Falle des
ungerichteten Graphen verringert sich mit der Entnahme einer Kante der Knotengrad der
beiden Endknoten jeweils um eins, die Summe der Knotengrade also um zwei (Behaup-
tung 2). |

» Korollar 12.1 In einem ungerichteten Graphen ist die Zahl der Knoten mit ungeradem
Grad gerade.

Beweis Aufgrund des letzten Satzes ist die Gesamtsumme der Knotengrade in jedem
ungerichteten Graphen gerade. Da sich gerade Knotengrade stets zu einer geraden Summe
addieren, ungerade aber nur, wenn die Zahl der Summanden gerade ist, muss die Zahl der
ungeraden Knotengrade gerade sein. |

Ahnlich wie das Taubenschlag-Prinzip ist auch die folgende, sich unmittelbar aus obi-
gem Satz ergebende Aussage von sehr weitreichender Bedeutung in der Kombinatorik.

» Definition 12.6 Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit reguldiir, wenn alle seine
Knoten von gleichem Grad k sind.

» Korollar12.2 In einem regulidren Graphen G = (V, E) mit Knotengrad k gilt:

k-V =2-4E n

12.2 Wege und Kreise in Graphen

In einem Graphen spielt die Betrachtung von Wegen und Kreisen — also von zusammen-
hiangenden und, im Falle von Kreisen, geschlossenen Kantenfolgen — eine wichtige Rolle.

» Definition 12.7 Sei G = (V, E) ein Graph, und u und v seien zwei Knoten in G.

(1) Ein Weg von u nach v ist eine Folge jeweils benachbarter Knoten ug, #1, ..., u; mit
u = up und v = u;. Die Linge dieses Weges ist /, u und v sind seine Endknoten. Ein
Weg der Linge 0 besteht nur aus einem Knoten und wird trivialer Weg genannt.

(2) Ein Weg heiB3it geschlossen, wenn seine beiden Endknoten gleich sind.
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Abb. 12.9 Ein Graph mit We- v Vs
gen und geschlossenen Wegen

U1 V3 v7

Abb.12.10 Ein Graph mit
Wegen und geschlossenen
Wegen

Beispiele 12.7

(1) Im Graphen in Abb. 12.9 ist die Knotenfolge vy, v3, vy, vs, V2, V5 ein Weg von
v; nach vs der Léinge 5.

(2) Der Weg (v;, vs, ;) ist ein geschlossener Weg im Graph in Abb. 12.9.

(3) Der Graph in Abb. 12.10 enthilt viele Wege von u nach v von unterschiedlicher
Linge, von denen einer eingezeichnet ist.

Mit Hilfe des Begriffs der Wege lésst sich eines der zentralen Konzepte der Graphen-
theorie fassen, ndmlich das des Graphzusammenhangs. Zur Vereinfachung werden wir
unsere Betrachtungen zunichst ausschlieBlich auf ungerichtete Graphen beschrinken.

> Definition12.8 Zwei Knoten u und v eines ungerichteten Graphen G = (V, E) heifien
zusammenhdngend, wenn es in G einen Weg von u nach v gibt.

Man sieht leicht, dass die Eigenschaft des Zusammenhangs eine Relation auf der Kno-
tenmenge eines ungerichteten Graphen definiert, die als Zusammenhangsrelation bezeich-
net wird. Der Beweis des folgenden Satzes ist eine leichte Ubung.

» Satz12.2 Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und bezeichne Z die Zusammen-
hangsrelation iiber der Knotenmenge V' von G. Dann ist Z eine Aquivalenzrelation. M

» Definition 12.9
(1) Der Graph G heilit zusammenhdngend, wenn die Zusammenhangsrelation lediglich

eine Aquivalenzklasse besitzt, wenn also jedes Paar seiner Knoten zusammenh:ingend
ist.

(2) Die Aquivalenzklassen einer Zusammenhangsrelation iiber einem ungerichteten Gra-
phen G heillen Zusammenhangskomponenten von G.
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Abb.12.11 Drei Graphen G, G, und G3

LD e

Abb.12.12 Die Vereinigung der drei Graphen aus Abb. 12.11 bestehend aus drei Zusammenhangs-
komponenten

Eine Zusammenhangskomponente eines ungerichteten Graphen G ist also ein Un-
tergraph H mit folgenden Eigenschaften: H ist zusammenhédngend, und es gibt keinen
zusammenhédngenden Untergraphen von G, der H echt umfasst, also mehr Knoten oder
mehr Kanten als H enthilt.

Beispiele 12.8

(1) Séamtliche vollstindigen Graphen K, (siehe z.B. Abb. 12.5) sind zusammen-
hiangend.

(2) Abbildung 12.11 zeigt drei Graphen. G, ist zusammenhéngend, wihrend die
Graphen G, und G3 nicht zusammenhéangend sind.

(3) Abbildung 12.12 zeigt die Vereinigung G = G; U G, U G3 der drei Graphen
aus Abb. 12.11 mit gekennzeichneten Zusammenhangskomponenten.

In einem zusammenhingenden Graphen bzw. in den Zusammenhangskomponenten ei-
nes nicht zusammenhéngenden Graphen sind (Rund-)Wege von besonderem Interesse, bei
denen Kanten oder Knoten nicht mehrfach besucht werden.
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Abb.12.13 Der K5 mit einem
Hamilton’schen Kreis

Abb.12.14 Ein Graph ohne v
Hamilton’schen Kreis

> Definition 12.10

(1) Als Pfade werden Wege in einem Graphen bezeichnet, bei denen keine Kante zwei-
mal durchlaufen wird. Ein geschlossener Pfad heif3t Kreis.

(2) Ein einfacher Pfad ist ein Pfad, bei dem kein Knoten mehrfach durchlaufen wird.
Ein geschlossener Pfad, der mit Ausnahme seines Ausgangspunktes einfach ist, heift
einfacher Kreis.

(3) Eineinfacher Kreis durch samtliche Knoten des Graphen, heil3t Hamilton’scher Kreis.

Kreise oder Hamilton’sche Kreise durch simtliche Knoten eines Graphen kann es na-
tiirlich nur in zusammenhingenden Graphen geben.

Beispiele 12.9

(1) Jeder vollstindige Graph K, mit n > 3 besitzt einen Hamilton’schen Kreis:
Man starte den Kreis z. B. im Knoten v;, verbinde alle Knoten gema$ aufstei-
gendem Index und verbinde schlieflich v, mit v;. Aufgrund der Vollstandigkeit
des Graphen sind sédmtliche dazu erforderlichen Kanten tatsachlich auch vor-
handen (siehe Abb. 12.13).

(2) Wihrend sich im Graph G in Abbildung 12.14 mit Ausgangspunkt v sofort ein
Kreis angeben lasst, der durch sé@mtliche Knoten von G fiihrt, ist es unmog-
lich, einen Hamilton’schen Kreis, also einen geschlossenen Pfad, der durch alle
Knoten von G fiihrt und mit Ausnahme von v einfach ist, anzugeben.

Der in Beispiel 12.9 betrachtete Graph G hat eine Eigenschaft, von der stets auf die Un-
moglichkeit der Konstruktion eines Hamilton’schen Kreises geschlossen werden kann: Er
zerfillt in zwei nicht zusammenhéngende Teile, wenn an geeigneter Stelle nur ein einziger
Knoten entnommen wird.
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» Satz12.3 Kann der Zusammenhang eines Graphen G durch die Entnahme eines ein-
zigen Knotens und sdmtlicher mit diesem Knoten benachbarter Kanten zerstort werden,
dann besitzt G keinen Hamilton’schen Kreis.

Beweis Sei G ein zusammenhédngender Graph und bezeichne v einen Knoten mit der
Eigenschaft, dass G — v nicht zusammenhéngend ist, also wenigstens aus den beiden
nichtleeren Zusammenhangskomponenten G; und G, besteht.

Jeder Kreis, der durch sdmtliche Knoten von G fiihrt und seinen Ausgang nicht im
Knoten v hat, muss v wenigstens zweimal durchlaufen: Von seinem Ausgangspunkt in der
Zusammenhangskomponente G| bzw. G, ausgehend, muss der Kreis wenigstens einmal
zu den Knoten der Komponente G, bzw. G| wechseln und von dort in die Komponente
G bzw. G, zuriickkehren, um tatsichlich alle Knoten von G zu durchlaufen. Dabei wird
der Knoten v wenigstens zweimal beriihrt.

Hat der Kreis seinen Ausgangspunkt im Knoten v, dann muss er — dem selben Argu-
ment folgend — wenigstens dreimal durchlaufen werden. In keinem der beiden Fille kann
der Kreis einfach — also ein Hamilton’scher Kreis — sein. |

Tatsichlich besitzen nur wenige Graphen einen Hamilton’schen Kreis. Diese Graphen
haben die Eigenschaft, einen Untergraphen mit den folgenden, sehr spezifischen Eigen-
schaften zu besitzen:

» Satz12.4 Ein Graph G = (V, E) hat einen Hamilton’schen Kreis, wenn er einen Un-
tergraph H mit den folgenden Eigenschaften besitzt:

(1) H enthilt jeden Knoten von G,

(2) H ist zusammenhingend,

(3) H hat ebenso viele Kanten wie Knoten, und

(4) H ist reguldr und jeder Knoten von H hat den Grad 2.

Beweis Offenbar besitzt jeder aus s@mtlichen Knoten und Kanten eines fixierten Hamil-
ton’schen Kreises aufgebaute Graph samtliche der Eigenschaften (1)—(4). |

Mit der Spezies der vollstindigen Graphen K, n > 3, hatten wir bereits eine Klasse
von Graphen mit Hamilton’schen Kreisen kennen gelernt. Die in Beispiel 12.9 skizzierte
Konstruktion eines Hamilton’schen Kreises war fiir diese Graphen moglich gewesen, da in
jedem Knoten alle der erforderlichen Kanten vorhanden waren. Eine nahe liegende Frage
lautet deshalb, wie viele der Kanten in einem vollstindigen Graphen weggelassen werden
konnen, ohne dass die Eigenschaft, einen Hamilton’schen Kreis zu besitzen, zerstort wird.
Eine Antwort auf diese Frage gab 1952 Gabriel Dirac.

» Satz12.5 Sei G ein Graph mit n Knoten, n > 3. Besitzt jeder Knoten v von G wenigs-
tens den Grad n/2, deg(v) > n/2, dann besitzt G einen Hamilton’schen Kreis.
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Beweis Offenbar ist der Satz richtig fiir alle Graphen mit 7 = 3 und n = 4.

Wenn der Satz falsch ist, dann existiert ein kleinstes n, fiir das Gegenbeispiele exis-
tieren. Offenbar ist # > 4 und keines der Gegenbeispiele vollstindig. Wir wihlen nun
ein Gegenbeispiel G — also einen Graphen, der die Bedingungen des Satzes erfiillt. Wir
konnen G so wihlen, dass das Hinzufiigen einer Kante zu einem Graphen fiihrt, der einen
Hamilton’schen Kreis besitzt.

Seien {vy,v,,...,v,} die Knoten von G. Die Hinzunahme der in G zunichst nicht
vorhandenen Kante e;, lasse den Graphen G’ entstehen mit einem Hamilton’schen
Kreis (v, va,...,V,, v1). Wir beobachten zunichst, dass es kein k,1 < k < n, ge-
ben kann, so dass v, adjazent zu v; und vi_; adjazent zu v, ist, ansonsten wire
(U1, Vky Vkt1s s Uy, Vg1, Ug—2, . .., U2, ) ein Hamilton’scher Kreis in G. Fiir jedes
vy, adjazent zu vy, ist also vg_; nicht adjazent zu v,. Wegen deg(v,) > n/2 sind damit
wenigsten (n/2) — 1 der Knoten {v,, ..., v,_1} nicht adjazent zu v,. Da dariiberhinaus
weder v; noch v, in G adjazent sind zu v,, folgt deg(v,) < n/2 im Widerspruch zur
Annahme, dass deg(v) > n/2 fiir alle Knoten aus G. [ |

Der letzte Satz liefert ein sehr schon kompakt fassbares Kriterium fiir die Existenz eines
Hamilton’schen Kreises in einem Graphen. Neben Graphen mit einem hohen Knotengrad
gibt es aber durchaus auch Graphen mit ganz gegenteiligen Eigenschaften, die ebenfalls
Hamilton’sche Kreise besitzen: Man denke nur an Graphen, die die Gestalt eines Kreises
haben, bei denen also jeder Knoten lediglich vom Grad 2 ist. Unter den Kriterien, die
lediglich auf einer Gradbetrachtung basieren, ist der Satz von Dirac jedoch optimal. Man
kann niamlich Beispiele angeben, bei denen Graphen vom Grad n/2 — 1 bereits keinen
Hamilton’schen Kreis besitzen.

12.3 Graphen und Matrizen

Die Eigenschaft der Graphen, Informationen und Sachverhalte visuell darstellen zu kon-
nen, hat sie zu einem universellen Beschreibungswerkzeug in den verschiedensten An-
wendungsgebieten werden lassen. Graphen findet man nicht nur in der Informatik, sondern
auch in der Physik oder Chemie, in den Wirtschaftswissenschaften oder der Philologie.
Um die mit Hilfe von Graphen beschriebenen, mitunter sehr komplexen Informationen
und Sachverhalte auch einer Bearbeitung durch den Computer zugéinglich machen zu kon-
nen, bedarf es einer Reprisentation der Graphen — einer so genannten Datenstruktur —, die
die einfache und effiziente Speicherung und Manipulation von Graphen im Computer er-
laubt. Aus vielerlei Griinden hat sich dazu die Matrixdarstellung als besonders geeignet
erwiesen.

» Definition 12.11 Sei G = (V, E) ein (gerichteter) Graph mit der Knotenmenge V =
{vi,...,v,}. Dien x n Matrix Ag = (a; j)1<i j<n Mit

ajj =1 falls (v;,v;)) € £ und a;; =0 sonst

heilt Adjazenzmatrix von G.
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Adjazenzmatrizen sind also 0,1-wertige Matrizen, die die Nachbarschaftsstruktur des
jeweils dargestellten Graphen exakt widerspiegeln: Eine 1 im Schnittpunkt der i -ten Zeile
und j-ten Spalte von Ag zeigt die Existenz einer Kante im zugehorigen Graphen G an,
die vom i-ten Knoten v; zum j-ten Knoten v; fiihrt. Die Adjazenzmatrix Ag ist (nach
Festlegung einer Knotennummerierung) eindeutig durch den Graphen G bestimmt und,
umgekehrt, aus einer 0,1-wertigen Matrix A kann eindeutig ein Graph G rekonstruiert
werden, fiir den gilt A = Ag.

Beispiele 12.10
(1) Ein Graph mit seiner Adjazenzmatrix:
1 2
0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 1
0 0 0 0
3 Q-
(2) Ein Kreis und seine Adjazenzmatrix:
01 0 0 1
1 0 1 0 O
01 0 1 0
00 1 0 1
1 0 0 1 0

Ubrigens lassen sich auch Multigraphen, also Graphen, die mehrere Kanten zwischen
zwei Knoten besitzen konnen, mit Hilfe von Adjazenzmatrizen reprisentieren. Man
schreibt hier fiir ¢; ; die Anzahl der Kanten, die von v; nach v; fiihren.

Beispiel 12.11
Adjazenzmatrix des die Stadt Konigsberg repriasentierenden (Multi-)Graphen:

1

02 1 0

2 0 1 2

2 3 1 1 0 1
02 1 0
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Die Symmetrie der Kantenrelation bei ungerichteten Graphen spiegelt sich in der Sym-
metrie ihrer Adjazenzmatrix wider. Eine Matrix A = (a; j)i<i j<n heilt symmetrisch,
wenn a; ; = a;; firalle 1 <1i,j < n gilt. Ist nun ein Graph G = (V, E) ungerichtet,
gilt also (v;,v;) € E genau dann, wenn (v;,v;) € E fiir alle v;,v; € E, dann hat die
Adjazenzmatrix Ag von G fiiralle 1 < i, j < n tatsichlich die Eigenschafta; ; = a; ;.

Beispiel 12.12
1

0 0 0 0 1

2 000 0 1

5 000 0 1

3 00 0 0 1

1 1 1 1 0
4

Mit Hilfe seiner Adjazenzmatrix ldsst sich die Struktur eines Graphen rechnerisch
aufkldren. Wir beobachten zunichst, dass sich aus der Gestalt der Adjazenzmatrix Zu-
sammenhangseigenschaften des reprisentierten Graphen ablesen lassen.

Beispiel 12.13
Ein ungerichteter Graph G mit seinen drei Zusammenhangskomponenten G, G,
und G3.

5 @—@6

G1 G2 G3

Die Adjazenzmatrix Ag von G besteht aus drei Blocken entlang der Hauptdia-
gonalen. Jeder dieser Blocke ist die Adjazenzmatrix einer Zusammenhangskompo-
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nente von G.

S O O O O = = O
S O O O OoO= O O =
S O O O O|l= O O =
S O O O OO0 = = =
S O O|— OO0 © © O
S O OO =[O O O O
—_—— OO O O O O O
— O =IO O O O O O
S = =PHIO O O O O O

Tatsdchlich ist die im Beispiel beschriebene Situation nicht zufillig. Besitzt ndmlich
ein ungerichteter Graph mit n Knoten k Zusammenhangskomponenten G;, 1 < i < k,
mit jeweils n; Knoten, Zﬁ;l n; = n, dann besteht die n x n Adjazenzmatrix Ag von
G aus den k Blocken Ag, der GroBe n; x n;, 1 <;< k, die entlang der Hauptdiagonale
aufgereiht sind.

Alle Eintriage auflerhalb dieser Blocke sind 0. Um das einzusehen, braucht man sich
nur zu erinnern, dass ein von Null verschiedener Eintrag auflerhalb der Blocke fiir eine
Verbindung zwischen einem Knoten aus einer Zusammenhangskomponente und einem
Knoten aus einer anderen Zusammenhangskomponente stehen wiirde.

Tatsichlich ist der Zusammenhang zwischen einem Graph und seiner Adjazenzmatrix
viel tiefer liegend als bisher gesehen. Um diesem Zusammenhang auf die Spur zu kom-
men, untersuchen wir zunichst, was sich aus dem Produkt einer Adjazenzmatrix Ag mit
sich selbst iiber den Graphen G herauslesen ldsst. Wir betrachten die Koeffizienten der
Adjazenzmatrix dazu als ganze Zahlen und rechnen iiber Z.

Um zu erkennen, welche Informationen die einzelnen Koeffizienten der Produktmatrix
B = Ag - Ag enthalten, betrachten wir das Element b, ; im Schnittpunkt der r-ten Zeile
und der s-ten Spalte von B. Nach Definition der Matrixmultiplikation gilt

n
br,s = E arj~diys -
i=1
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Abb.12.15 Zwei Wege von 1@------ 2
Knoten 3 zu Knoten 2 im |
Graph G, aus Beispiel 12.13 |

|

Fir jedes i, 1 <i <mnista,; -a;; = 1 genau dann, wenn sowohl a,; = 1 als auch
a;s = 1 gilt. Das ist aber nur dann der Fall, wenn in G gleichzeitig Kanten von v, nach
v; (a,; = 1) und von v; nach v, (a;,) = 1 fithren, wenn es also einen Weg der Linge 2

von v, nach v, gibt. Fiir jedes i, 1 < i < n wird also eine Eins beigetragen, genau dann,
wenn ein Weg der Linge 2 von v, iiber v; nach vy fiihrt. b, ; z&hlt also die Zahl der Wege
der Lénge 2 von v, nach vy.

Beispiel 12.14
Wir betrachten die Adjazenzmatrix Ag, des Graphen G, aus Beispiel 12.13 und die
Produktmatrix Ag, - Ag,:

Ag, = Ag, - Ag, =

p— ke O
[ i e R
—_— O O
O = = =
N — = W
HH[\)»—A
—_— N N =
W = = N

Der markierte Eintrag in der Produktmatrix Ag, - Ag, gibt die Anzahl der Wege
der Lange 2 vom Knoten 3 zu Knoten 2 an. Diese beiden Wege von G, sind in
Abb. 12.15 veranschaulicht.

> Satz12.6 Sei G ein Graph mit den Knoten vy,...,v, und A = (a;;)1<i j<n S€ine
Adjazenzmatrix. Fiir jede natiirliche Zahl k gibt der Koeffizient b,, 1 < r,s < n, der
k-ten Potenz von A

AF = (br,s)lgr.sgn

die Zahl der Wege der Linge k in G an, die von v, nach v fiihren.

Beweis Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber k.
Fiir k = 0 geben die Koeffizienten von A° tatsichlich die Zahl der trivialen Wege an
— also der Wege der Linge 0, die von v, nach v, fiihren. Denn es gilt A = E und die
Einheitsmatrix E hat in allen Positionen der Hauptdiagonale eine 1 und ist sonst stets 0.
Auch fiir k = 1 ist die Behauptung trivialerweise erfiillt, denn es gilt A' = A, und die
Adjazenzmatrix zeigt die Zahl aller Kanten zwischen zwei Knoten an — also aller Wege
der Lénge 1.
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Sei die Behauptung bereits fiir alle k < [ bewiesen und sei b,,, 1 < r,s < n, ein
beliebiger Koeffizient der Matrix

B=4A"=4""Y.4.

Nach Definition der Matrixmultiplikation gilt

n
br,s = E Cridis,
i=1

wobei die ¢, ; Koeffizienten der Matrix A/~ bezeichnen. Fiir jedes i, 1 < i < n, ist nun
der Summand c,;a; ; genau dann von Null verschieden, wenn a; ; = 1 gilt und demzufol-
ge ¢r;a; s = Cp; ist. Da nach Induktionsvoraussetzung c,; die Zahl der Wege der Linge
[ — 1 angibt, die von v, nach v; fithren, und sich aufgrund der Existenz der Kante (v;, vy)
(a;s = 1) jeder dieser Wege zu einem Weg der Linge [ von v, nach v, fortsetzen lisst,
trigt der Summand ¢, ;a; ; genau die Anzahl der Wege der Liange (1 — 1) + 1 = 1 von v,
tiber v; nach vy zur Summe b, ; bei. Da iiber alle Zwischenknoten v;, 1 <i < n, summiert
wird, gibt b, ; wie behauptet die Zahl siamtlicher Wege der Linge [/ an, die in G von v,
nach vy fiihren. |

Ubrigens ldsst sich ein vollig analoger Satz zur Berechnung der Anzahl der Wege einer
bestimmten Linge zwischen zwei Knoten in einem Multigraphen beweisen.

Wir wollen nun zuriickkehren zu Fragen des Graphzusammenhangs. Im letzten Ab-
schnitt hatten wir uns dabei der Einfachheit halber zunéchst auf die Betrachtung von
ungerichteten Graphen beschréinkt. Bei einer analogen Betrachtung fiir gerichtete Gra-
phen G ist man ndmlich mit dem Problem konfrontiert, dass es wohl einen Weg von einem
Knoten v; zu einem anderen Knoten v; geben kann, wihrend es unméglich ist, in G von
v; nach v; zu gelangen.

» Definition12.12 Sei G ein (gerichteter) Graph und seien v;, v; Knoten von G. v; heif3it
erreichbar von v;, falls es in G einen Weg von v; nach v; gibt.

Ahnlich wie der Zusammenhang in ungerichteten Graphen definiert die Erreichbarkeit
eine Relation auf der Knotenmenge (gerichteter) Graphen, die als Erreichbarkeitsrelati-
on bezeichnet wird. Auf ungerichteten Graphen stimmen Zusammenhangs- und Erreich-
barkeitsrelation iiberein. Offensichtlich ist die Erreichbarkeitsrelation stets reflexiv und
transitiv.

In den verschiedenen Anwendungen der Graphentheorie ist die detaillierte Kenntnis
der Erreichbarkeitsrelation iiber einem Graphen G = (V, E), §V = n, von eminenter
Bedeutung. Gliicklicherweise ist es mit Hilfe der Adjazenzmatrix A des Graphen sehr
leicht moglich, seine Erreichbarkeitrelation zu berechnen: Man muss lediglich die n-te
Potenz A" von A iiber der Schalt-Algebra (B, +,-, ) bilden ....

> Satz12.7 Sei G = (V, E) ein Graph mit n Knoten und sei R die Erreichbarkeitsrelati-
on von G. Weiter bezeichne B®) = (b\") )1<r.s<n die t-te Potenz der Adjazenzmatrix Ag =
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(@i,j)1<i,j<n von G gebildet iiber der zweielementigen Schalt-Algebra (B, +, -, ),
B = (4g)" .
Fiir zwei Knoten v, und v, gilt:

v, Rv;  genau dann, wenn b + bfﬁl“? +.o bV =1,

Beweis Wenn wir iiber der zweielementigen Schalt-Algebra (B, +,-, ~ ) rechnen, dann
diirfen in sé@mtlichen Matrizen nur die beiden Koeffizienten 0 und 1 vorkommen und
die Booleschen Operationen + und - anstelle der iiblichen Addition und Multiplikation
verwendet werden. Da die Adjazenzmatrizen stets 0,1-wertig sind, konnen wir die erfor-
derlichen /-ten Potenzen tatsiichlich iiber der Schalt-Algebra (B, +,-, ) ausrechnen.

Wir machen uns zunéchst die Wirkung der Booleschen Matrixmultiplikation klar: Be-
zeichne b%) ein Koeffizient der Matrix B® = (44)?,

rsl<r\<,,
2)
b2 = 5 ari-aiy .

i=1

Offensichtlich ist bf? = 1 genaudann, wennes ein, 1 <i < n, gibt, so dass gleichzeitig
ar; = lunda;; = 1 gilt, v also von v, aus iiber einen Weg der Linge 2 erreichbar ist.
Induktiv zeigt man weiter, dass fiir die Koeffizienten b( von (Ag)" gilt, b(t) 1 genau
dann, wenn v, von v, aus iiber einen Weg der Linge ¢ erreichbar ist.

Tatsdchlich ist also b,(.g) + b,(..ls) + . b(n D=1 genau dann, wenn es einen Weg der
Liange < n — 1 gibt von v, nach v;.

Zum Abschluss des Beweises bleibt zu zeigen, dass wann immer ein Knoten v; von
einem Knoten v, aus erreichbar ist, es auch iiber einen Verbindungsweg der Linge < n—1
gibt. Sei dazu angenommen, dass es einen Weg p von v, nach v, gibt, der langer alsn — 1
ist, und dass es in G keinen kiirzeren Weg von v, nach v; gibt. Da G nur n Knoten
besitzt, muss p einen Knoten v zweimal besuchen. Schneiden wir aus p den zwischen
diesen beiden Besuchen verlaufenden Abschnitt heraus, dann erhalten wir einen Weg p/,
der ebenfalls von v, nach vy fiihrt, aber im Widerspruch zur Annahme kiirzer ist als p. H

Beispiel 12.15
Wir betrachten den Graph G mit der Adjazenzmatrix Ag.

1@—©® 2

= o O O
O O O =
(=) (=) [ (=]
o = O O

1 @+—@3
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Die Potenzmatrizen von Ag gebildet iiber der Schalt-Algebra (B, +,-, ~ ) sind

BO — BD — Ag

S = O O
- o O O

BO — B® —

- O O O O©oO o ~ O

S = O O O O o =

S O O =
S O = O
2 o = @
S = O O
- o O O
S O O =

Damit erhalten wir fiir die Erreichbarkeitsrelation R von G die Matrix

R = BO L g L p@ 4 G —

—_ = = =
—_ = = =
—_— = = =
—_ = = =

Zum Abschluss der Betrachtungen zur Erreichbarkeitsrelation wollen wir noch kurz
auf den Zusammenhang zwischen der Kantenrelation £ und der Erreichbarkeitsrelation
R in einem Graph G = (V, E) eingehen. Auf dem Hintergrund der in Kap. 5 bespro-
chenen Theorie der Relationen erkennt man sofort, dass £ C R gilt, dass E also eine
Unterrelation von R ist. Wihrend die Kantenrelation jedoch weder reflexiv noch transi-
tiv sein muss, besitzt die Erreichbarkeitsrelation stets beide Eigenschaften. Tatsdchlich ist
die Erreichbarkeitsrelation R eines Graphen die kleinste Relation, die dessen Kantenrela-
tion £ umfasst und sowohl reflexiv als auch transitiv ist. In der Sprache der Relationen
heiflit R deshalb der transitive Abschluss von E. Wird E dariiberhinaus noch in Bezug auf
die Symmetrie abgeschlossen, dann erhilt man die durch E induzierte Aquivalenzrelation
(vgl. Abschn. 5.4).

Im Hinblick auf die Tatsache, dass sich jede Relation K iiber einer endlichen Menge als
Graph G und demzufolge mit Hilfe einer Matrix Ax = Ag,, der so genannten Relati-
onsmatrix, darstellen lésst, liefert der eben skizzierte Zusammenhang mit dem letzten Satz
ein effektives Verfahren zur Berechnung des transitiven Abschlusses einer vorgegebenen
Relation.
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> Satz12.8 Sei K eine Relation iiber einer n-elementigen Menge und sei A die Relati-
onsmatrix zu K. Die Relationsmatrix A7 des transitiven Abschlusses 7" von K lésst sich
gemil

Ar = A%pba Al b g A"

berechnen, wobei simtliche Matrixberechnungen iiber der Schalt-Algebra (B, +, -, )
ausgefiihrt werden. [ |

12.4 Isomorphismen auf Graphen

Sowohl bei der geometrischen Darstellung von Graphen durch Diagramme als bei ihrer
Reprisentation durch Adjazenzmatrizen hatten wir beobachten konnen, dass die Art der
Zuordnung von Namen bzw. Nummern zu den Knoten des Graphen von ganz erhebli-
chem Einfluss war. So ergab eine geidnderte Zuordnung der Knoten des Graphen zu den
geometrischen Punkten im allgemeinen ein vollig verdndertes Diagramm des Graphen;
eine verdnderte Nummerierung der Knoten fiihrte zu einer andersgestaltigen Adjazenz-
matrix, obwohl sich an der Struktur des Graphen eigentlich nichts gedndert hatte. Dieses
merkwiirdige Phdnomen aufzukléren, hilft das Konzept der Graphisomorphie.

Beispiel 12.16
Einen Graphen mit zwei verschiedenen Knotennummerierungen und die entspre-
chenden Adjazenzmatrizen findet man in Abb. 12.16.

» Definition 1213 Zwei Graphen G = (V,E) und G’ = (V', E’) heiBen isomorph,
wenn es eine eineindeutige Abbildung ¢: V' — V'’ gibt, so dass (¢(u), ¢ (v)) € E’ genau
dann, wenn (1, v) € E. Die Abbildung ¢ heifit Graphisomorphismus.

Abb.12.16 Zwei isomorphe 1 2 1 3
Graphen und ihre Adjanzenz-
matrizen

@@ 1@ @1

0 1 0 1 01 1 0
1 0 1 0 1 0 0 1
01 0 1 1 0 0 1
1 0 1 0 011 0
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Ist H = (Vy, Ep) ein Untergraph von G = (V, E) und ¢: V' — V"’ ein Graphisomor-
phismus, dann schreiben wir kurz ¢ (H) fiir den durch ¢(Vy) induzierten Teilgraphen
von G'.

Beispiel 12.17
Ein Isomorphismus ¢ zwischen den beiden Graphen in Beispiel 12.16 ist

v [1]2]3]4]
o) |13 ]4]2].

Graphisomorphismen respektieren samtliche spezifische Grapheigenschaften:

> Satz 12,9 Sei ¢ ein Graphisomorphismus von G = (V, E) nach ¢(G) = G’ mit
G =V, E).

(1) Ist H ein Untergraph von G, dann ist ¢ (H) ein Untergraph von G’ mit gleicher
Knoten- und Kantenzahl.

(2) Ist G ungerichtet, dann ist auch G’ ungerichtet.

(3) IstveinKnoten von G mitdemIngrad/Ausgrad /Grad d ,dann hat sein Bildknoten ¢ (v)
den gleichen Ingrad / Ausgrad / Grad d.

(4) ¢ tberfiihrt Wege / Pfade / Kreise / Hamilton’sche Kreise von G in Wege / Pfade /
Kreise / Hamilton’sche Kreise von G’ gleicher Lénge.

(5) Ist Z eine Zusammenhangskomponente von G, dann ist ¢(Z) eine Zusammenhangs-
komponente von G’ gleicher Grofe.

Beweis Behauptung (1) ergibt sich sofort aus der Definition von Graphisomorphismen.

Sei nun G ungerichtet und sei (u’,v’) eine beliebige Kante von G'. Wir zeigen,
dass dann auch (v',u’) zu G’ gehort: Das Urbild von (u’,v’) in G hat die Gestalt
(¢~ '(u),¢~'(v')) = (u.v). Da G ungerichtet ist, und folglich auch die Kante (v,u) =
(¢~ '(v). ¢~ ' (u')) zZu G gehort, muss (v',u’) eine Kante von G’ sein. G’ ist also auch
symmetrisch und Behauptung (2) gilt.

Zur Behauptung (3): Hat ein Knoten v den Ingrad bzw. Ausgrad d, dann ist v Endpunkt
bzw. Startpunkt von d verschiedenen Kanten (u1, v), ..., (ug, v) bzw. (v, uy), ..., (v,uy),
u; # uj firalle ] <i < j < d. Da ¢ ein Graphisomorphismus ist, sind die Bil-
der dieser Kanten simtlich paarweise verschieden und inzident mit ¢ (v). Zusitzliche
Kanten (w’,¢(v)) bzw. (¢(v),w’) mit ¢~'(v) # u;, 1 < i < d kann es in G’
nicht geben, da ihre sicher existierenden Urbilder (¢~'(w'), ¢ '¢(v)) = (w,v) bzw.
(' (v), ¢ " (w)) = (v, w) auch mit v inzident sein, also w = u; firein1 <i < d
gelten miisste. Es gilt also outdeg(v) = outdeg(¢(v)) und indeg(v) = indeg(p(v)) fiir
jeden Knoten v von G. Ist G ungerichtet, dann folgt analog deg(v) = deg(¢(v)).



246 12 Graphen und Bdume

Die Behauptungen (4) und (5) kénnen ohne weitere neue Argumente bewiesen werden,
und sollen deshalb dem Leser zur Ubung iiberlassen werden. |

Das Isomorphiekonzept ist ein (sehr) grundlegendes Konzept in der Mathematik. Es
ermoglicht die Identifikation ,,bis auf Isomorphie von verschiedenen Objekten, die sich
im Hinblick auf die gerade betrachtete Struktur nicht unterscheiden und lediglich Un-
terschiede in fiir diese Struktur unwesentlichen Details aufweisen (z. B. Benennung der
Knoten). Interessiert uns lediglich die Struktur der Mengen, dann liefert jede eineindeuti-
ge Abbildung zwischen zwei Mengen eine (Mengen-)Isomorphie; kommt es uns auf die
Struktur der Graphen an, dann muss die geforderte eineindeutige Abbildung auf der Kno-
tenmenge zusitzliche, fiir die Struktur der Graphen wesentliche Eigenschaften erfiillen:
Sie muss die Kantenrelation respektieren. In diesem Sinne definiert die Isomorphie einen
verallgemeinerten, der jeweiligen Struktur anpassbaren Gleichheitsbegriff.

» Satz12.10 Die Graphisomorphie definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Graphen.

Beweis Wir haben zu zeigen, dass die vermittels der Graphisomorphie auf der Menge
aller Graphen definierte Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Vermoge der identischen Abbildung auf der Knotenmenge ist jeder Graph zu sich selbst
isomorph, die Graphisomorphie ist also reflexiv. Weiter sei ¢ ein Graphisomorphismus
von G nach G’, also eine eineindeutige Abbildung ¢:V — V'’ mit der Eigenschaft,
(p(u),¢(v)) € E’ genau dann, wenn (u,v) € E. Wir betrachten die eineindeutige
inverse Abbildung ¢~': E/ — E von ¢ und eine beliebige Kante (u’,v') € E’. Auf-
grund der Eineindeutigkeit von ¢ besitzt jeder Knoten v’ aus V' ein Urbild v € V mit
¢(v) = v'. Jede Kante (u',v') € E’ ldsst sich also schreiben als (¢(u), ¢(v)), und
es gilt (97" (). ¢~ (V) = (7' (¢(u)).¢"'(¢(v))) = (u,v) € E genau dann, wenn
', v") = (¢(u), ¢ (v)) € E. Die Graphisomorphie definiert also eine symmetrische Re-
lation.

Zum Nachweis der Transitivitdt der Graphisomorphie zeigen wir schlieBlich, dass das
Produkt y = p o ¢ von zwei Graphisomorphismen ¢:G — G’ und p: G’ — G” wie-
der ein Graphisomorphismus ist: Als Produkt zweier eineindeutiger Abbildungen ist y
selbst eineindeutig, und es gilt (x(u), x(v)) = (p¢(u), pp(v)) € E” genau dann, wenn
(p(u),¢(v)) € E’ (p ist Graphisomorphismus), also (u, v) € E (¢ ist Graphisomorphis-
mus). |

Die Beantwortung der Frage, ob zwei vorgegebene Graphen isomorph sind, stellt ein
rechnerisch sehr anspruchsvolles Problem dar. Tatsdchlich sind alle moglichen einein-
deutigen Abbildungen (vgl. Abschn. 7.3) von der Knotenmenge eines Graphen auf die
Knotenmenge des anderen Graphs daraufhin zu untersuchen, ob sie die Kantenrelation re-
spektieren. Einfacher festzustellen dagegen ist es oft, dass zwei betrachtete Graphen nicht
isomorph sind. Man betrachtet dazu Eigenschaften, die bei Anwendung eines Graphiso-
morphismus invariant bleiben miissten.
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» Definition 12.14 Eine Eigenschaft P eines Graphen G heilit invariant beziiglich Gra-
phisomorphismen, wenn jeder zu G isomorphe Graph die Eigenschaft P besitzt.

Der folgende Satz listet eine Reihe sehr einfacher Graphisomorphie-Invarianten auf
und ist im wesentlichen ein Korollar zu Satz 12.9.

» Korollar12.3 Die folgenden Eigenschaften sind invariant beziiglich Graphisomorphis-
men:

(1) Der Graph hat n Knoten.

(2) Der Graph hat m Kanten.

(3) Der Graph hat s Knoten vom Grad k.

(4) Der Graph hat s Kreise der Linge /.

(5) Der Graph hat s Hamilton’sche Kreise.

(6) Der Graph ist ungerichtet.

(7) Der Graph ist zusammenhéngend.

(8) Der Graph hat s Zusammenhangskomponenten. |

12.5 Baume

In den verschiedenen Anwendungsgebieten der Informatik spielen Graphen, die keine ge-
schlossenen Wege besitzen, eine herausragende Rolle. Mit diesen als Béume bezeichneten
Graphen lassen sich zum Beispiel beschreiben

(1) Hydrocarbone, also Kohlenwasserstoff-Molekiile — Arthur Caylay untersuchte und
bestimmte Ende des 19. Jahrhunderts die mogliche Anzahl solcher Strukturen,

(2) elektrische Schaltkreise — Gustav Kirchhoff analysierte Schaltkreise bereits Mitte des
19. Jahrhunderts mit Hilfe von Bdumen,

(3) Grammatiken von Computer-Programmiersprachen und auch von natiirlichen Spra-
chen — Noam Chomsky benutzte Syntaxbdume, um die nach vorgegebenen Regeln
korrekt gebildeten Sétze abzuleiten; John Backus und Peter Naur entwickelten En-
de der fiinfziger Jahre eine Schreibweise fiir Syntaxbdume, die zur Definition von
ALGOL verwendet wurde,

(4) Entscheidungsprozeduren — Entscheidungsgraphen spielen nicht nur in den Politik-
und Wirtschaftswissenschaften eine wichtige Rolle, sondern haben auch einen festen
Platz in der computer-unterstiitzten Schaltkreisanalyse.

Aus Platzgriinden konnen wir nur kurz auf ungerichtete Baume einzugehen.

» Definition 12.15

(1) Ein Graph hei3t zyklenfrei, wenn er keinen geschlossenen Weg der Linge > 1 besitzt.
(2) Ein ungerichteter Graph heift Wald, wenn er zyklenfrei ist.

(3) Ein ungerichteter Graph heif3t Baum, wenn er zyklenfrei und zusammenhingend ist.
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Beispiele 12.18
(1) Ein Wald:

e

(2) Alle Baume mit 5 Knoten:

e
N
oo o0 00 .—I—.—.

Ein wesentliches Charakteristikum von Bidumen ist die Tatsache, dass jedes Paar von
Knoten in einem Baum durch genau einen Weg verbunden ist.

Wir beobachten weiter, dass das Streichen von Kanten oder Knoten schlimmstenfalls
aus Bdumen Wilder machen kann, wihrend das Hinzufiigen nur einer Kante zu einem
Baum die Baumstruktur sofort vollkommen zerstort.

» Satz12.1
(1) Werden in einem Baum Kanten gestrichen, dann entsteht ein Wald.
(2) Werden einem Baum Kanten hinzugefiigt, dann verliert er seine Baumstruktur.

Beweis Die Beobachtung, dass durch das Streichen von Kanten in einem Baum keine
Zyklen entstehen konnen, beweist Behauptung (1).

Den Nachweis von (2) liefert folgende Uberlegung: Sei T ein Baum, also ein zu-
sammenhingender, zyklenfreier Graph. Aufgrund des Zusammenhangs von T sind zwei
beliebige Knoten u, v durch einen Weg p,, , in T verbunden. Wird nun dem Graph eine
zusitzliche Kante e = {u, v} zugefiigt, dann entsteht aus p,, und e ein geschlossener
Weg, der die Baumstruktur von T zerstort. [ ]

Biume konnen durch einen sehr engen Zusammenhang ihrer Knoten- und Kantenzahl
charakterisiert werden. Zum Beweis bendtigen wir einen Hilfssatz, der fiir sich selbst be-
trachtet schon recht interessant ist.
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» Satz12.12 Jeder Baum 7" mit n Knoten, n > 1, besitzt wenigstens zwei Knoten vom
Grad 1.

Beweis Sei T = (V, E) ein Baum mit §V = n > 1. Da T als Baum nach Definition
azyklisch ist, haben sdmtliche Wege in T eine beschrinkte Linge < n. Wir wihlen einen
langsten Weg p = (41, Uy, ..., u,) in T aus. Da T zusammenhingend ist und n > 1 gilt,
istuy # u,.

Wiire deg(u) > 1, dann miiite es einen zu u; adjazenten Knoten v € V geben mit v #
u. Dav # u; firalle 1 <i < r gilt (es gidbe sonst einen geschlossenen Weg in 7" und

T wire nicht azyklisch), ist p’ = (v,uy,uy,...,u,) ein Weg in T, der im Widerspruch
zur Annahme ldnger als p ist. Es gilt also deg(u;) = 1. Eine analoge Argumentation zeigt
deg(u,) = 1. [ |

» Definition 12.16 Die Knoten eines Baumes vom Grad 1 werden Bldtter genannt, die
Knoten vom Grad grofer als 1 heilen innere Knoten.

Beispiel 12.19
Im folgenden Graphen sind u, v und w Blétter, wihrend alle anderen Knoten innere

Knoten sind:
u @ I o O

w

» Satz12.13 Jeder Baum mit n Knoten hat n» — 1 Kanten.

Beweis Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber 7.

Fiir n = 1 — also fiir einen Baum 7' mit nur einem Knoten — ist die Aussage offenbar
wahr. Besidfle 7 ndmlich nur eine Kante, dann wére T nicht zyklenfrei, denn es miisste in
T einen nichttrivialen geschlossenen Weg geben.

Wir nehmen nun an, dass die Aussage des Satzes wahr ist fiir alle Bdume mit < k
Knoten. Sei 7" ein Baum mit k + 1 Knoten. Dak+1 > 1 ist, besitzt T aufgrund des letzten
Satzes ein Blatt (eigentlich sogar zwei), also einen Knoten v vom Grad deg(v) = 1. Sei
e die zu v adjazente Kante mit dem zweiten Endpunkt u, e = {v, u}. Wir betrachten nun
den Untergraph 7/ = (V', E’) von T, der aus T durch Entnahme des Knoten v und der
Kante e entsteht,

V=V —{v}, E = E—{e}.
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T’ ist als Untergraph eines Baumes ein Wald. Da T dariiberhinaus offensichtlich auch
zusammenhingend ist, ist 7’ sogar ein Baum, der (k + 1) — 1 = k Knoten besitzt. Nach
Induktionsannahme hat 77 demzufolge k — 1 Kanten. Fiir 7 ergibt sich damit eine Kan-
tenzahl von (k — 1) + 1 = k und eine Knotenzahl von k + 1. [ ]

Interessanterweise gilt fiir zusammenhéngende Graphen auch die Umkehrung des letz-
ten Satzes: ein zusammenhingender Graph mit n Knoten und # — 1 Kanten ist ein Baum.
Um das zu beweisen, zeigen wir zunéchst, dass man aus jedem geschlossenen Weg in ei-
nem zusammenhéngenden Graphen eine Kante entfernen kann, ohne den Zusammenhang
des Graphen zu zerstoren.

> Satz12.14 Sei G ein zusammenhingender Graph und sei p ein nichttrivialer geschlos-
sener Weg in G. Entnimmt man p eine beliebige Kante, dann bleibt der resultierende
Graph zusammenhéngend.

Beweis Sei e eine beliebige Kante von p und entstehe G’ aus G durch die Entnahme
von e. Um zu zeigen, dass G’ zusammenhingend ist, miissen wir zeigen, dass zwei belie-
bige Knoten u, v in G’ durch einen Weg verbunden sind.

Da u, v Knoten aus G sind, und G zusammenhingend ist, gibt es in G einen Weg ¢
von u nach v.

1. Fall: Die gestrichene Kante e gehért nicht zum Weg ¢. Da sich G und G’ nur bzgl.
der Kante e unterscheiden, gehoren sdmtliche Kanten von ¢ auch zu G’, u und v sind also
auch in G’ verbunden.

2. Fall: Die gestrichene Kante e gehort zum Weg . Nach Voraussetzung ist die Kante e
Teil des geschlossenen Weges p = (r,e,s, p’,r). Da e = (r,s) zum Verbindungsweg ¢
von u nach v gehort, hat dieser die Gestalt ¢ = (u, ¢y, 1, e, 5, q2, v). Da sowohl die Kante
e = {r,s} als auch der Teilweg p’ von p die Knoten r und s verbindet, liefert die Erset-
zung von e durch p’ in ¢ eine weitere Verbindung von u nach v, die ohne die Kante e
auskommt und deshalb vollstindig in G’ verlduft. |

» Satz12.15 Ist G ein zusammenhéingender Graph mit n Knoten und n — 1 Kanten, dann
ist G ein Baum.

Beweis Wir miissen zeigen, dass G zyklenfrei ist. Angenommen also, G ist nicht zyklen-
frei. Dann existiert ein nichttrivialer geschlossener Weg p in G. Aufgrund von Satz 12.14
konnen wir aus diesem eine Kante entfernen, ohne den Zusammenhang zu zerstéren. Wir
fahren solange fort, Kanten aus geschlossenen Wegen zu entfernen ohne den Zusammen-
hang zu zerstoren, bis wir schlieBlich einen Baum 7T erhalten. Da sich bei dieser Entnahme
von Kanten die Knotenzahl nicht geéindert hat, besitzt der Baum T ebenfalls n Knoten und
folglich n — 1 Kanten. Die Annahme, dass G nicht zyklenfrei ist und wir deshalb, ohne
den Zusammenhang zu zerstoren, Kanten entnehmen kénnen, muss also falsch sein. W
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In vielen Anwendungen ist ein Knoten des Baumes als Startknoten besonders ausge-
zeichnet.

» Definition 12.17 Sei T ein Baum. T heifst Wurzelbaum, wenn ein Knoten vy von T
besonders ausgezeichnet ist. vy heillt Wurzel von T.

In einem Wurzelbaum, in den meisten Anwendungen wird wieder kurz von einem
Baum gesprochen, kann das Verhiltnis der einzelnen Knoten des Baumes zueinander be-
grifflich gut beschrieben werden.

» Definition 12.18

(1) Als Tiefe eines Knotens von T" wird sein Abstand von der Wurzel bezeichnet. Die
Tiefe von T ist die Tiefe des Knotens von T mit dem grof3ten Abstand zur Wurzel.

(2) Alle Knoten der gleichen Tiefe bilden ein Knotenniveau.

(3) Als Kinder eines Knotens v von 7" werden sdmtliche Knoten bezeichnet, die zu v
benachbart sind und deren Tiefe die von v um eins iibersteigt. v heillt Vater seiner
Kinder.

Beispiel 12.20
Der folgende Wurzelbaum mit der Wurzel r hat die Tiefe 3. ¥ und w sind Kinder
des Knotens v, der die Tiefe 1 besitzt. a, b und v bilden ein Knotenniveau.

Unter den Wurzelbdumen bilden Biume, bei denen jeder innere Knoten hochstens zwei
Kinder hat, vor allem in Anwendungen aus der Informatik eine besondere Rolle.

» Definition 12.19 Ein bindrer Baum ist ein Wurzelbaum, in dem jeder innere Knoten
hochstens zwei Kinder hat.
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> Satz12.16 Fiir jeden bindren Baum 7" mit # Blittern und Tiefe d gilt
t <29,

oder dquivalent
log,t <d.

Beweis Wir fiihren den Beweis mittels Induktion iiber die Tiefe d.

Gilt d = 0, dann besteht 7' nur aus einem Knoten. Dieser Knoten ist ein Blatt, es gilt
alsoz = 1.Da 1 < 2°bzw. [og,1 < 0, ist die Behauptung fiir d = 0 wahr.

Sei die Behauptung bereits bewiesen fiir alle bindren Baume der Tiefe < d — 1. Sei r
die Wurzel von T und seien (r, u) und (r, v) die beiden mit r inzidenten Kanten.

Wir betrachten die beiden in ¥ und v wurzelnden Unterbidume 7;, und 7, von 7. Be-
zeichnet d, bzw. d, die Tiefe von T, bzw. T, und ¢, und t, deren Blitterzahl, dann gilt
zunéchst offenbar d,,, d, < d — 1 und t, + t, = t. Nach Induktionsannahme gilt also

fy <2% und 1, <2% .
Wir erhalten damit

t=t,+1, <2% 420 <2.2d71 < 2d n

» Definition 12.20 Ein vollstindiger bindrer Baum ist ein bindrer Baum bei dem jeder
innere Knoten genau zwei Kinder hat.

Offenbar sind vollstindige bindre Biume besonders kompakt gebaute Biume.

» Satz12.17 Sei T ein vollstdndiger bindrer Baum mit k inneren Knoten. 7" hat k + 1
Blitter und insgesamt 2k + 1 Knoten.

Beweis Wenn wir die Zahl der Knoten eines vollstindigen bindren Baums betrachten,
dann konnen wir sofort feststellen, dass mit Ausnahme der Wurzel jeder Knoten von 7'
Kind eines Knotens aus 7T ist, und dass die Zahl der Kind-Knoten zweimal so grof ist,
wie die Zahl der Eltern-Knoten. Da als Eltern-Knoten sédmtliche innere Knoten in Frage
kommen, gilt # = 1 4 2k. Da die Differenz aus Gesamtknotenzahl und Zahl der inneren
Knoten die Zahl der Blétter von T ergibt, folgt daraus die Behauptung. |

Nimmt man die letzten beiden Sitze zusammen, dann ergibt sich das folgende Korollar:

» Korollar12.4 Ist T ein vollstdndiger bindrer Baum der Tiefe d, dann besitzt T insge-

samt
d

Z 2i — 2d+l _ 1
i=0
Knoten. |
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Zusammenfassung

Aussagenlogik spiegelt die grundlegenden Ideen des korrekten Schlussfolgerns wider.
Zuerst betrachten wir die Verbindung zwischen Boole’scher Algebra und Aussagenlo-
gik. AnschlieBend werden wir die Resolutionsmethode vorstellen, mit der man korrek-
tes Schlussfolgern iiberpriifen kann.

An verschiedenen Stellen dieses Buches waren wir bereits auf die Bedeutung der Aussa-
genlogik fiir das Formulieren, das Verstehen und Manipulieren von Aussagen gestofen.
Wir werden uns nun damit beschiftigen, wie man iiberpriifen kann, ob eine als Formel
dargestellte Aussage tatsdchlich wahr ist. Zuerst zeigen wir dazu, dass die Aussagenlogik
eine Boole’sche Algebra ist. Also kénnen wir den ganzen Fundus der in einer Boole’schen
Algebra giiltigen Rechenregeln anwenden. Insbesondere sind die Normalformsitze fiir die
Aussagenlogik von groem Interesse. So entspricht die Darstellung eines Elementes einer
Boole’schen Algebra als Produkt von Atomkomplementen genau der Darstellung einer
aussagenlogischen Formel in konjunktiver Normalform. Auf Formeln dieses Typs wer-
den wir die Resolutionsmethode — eine Methode zum Uberpriifen des Wahrheitswertes —
kennen lernen.

13.1 Boole’sche Algebra und Aussagenlogik

Bei der Definition der Boole’schen Algebra in Abschn. 11.2 haben wir bereits festge-
stellt, dass Boole’sche Ausdriicke und aussagenlogische Formeln sehr dhnlich aussehen.
Vertauscht man in einem Ausdruck

(1) jedes + durchein v,
(2) jedes - durchein A,
(3) jedes ~ durch ein —,
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(4) jede 1 durch w und
(5) jede 0 durch f,

dann erhilt man eine aussagenlogische Formel. Diese Vertauschungsregeln bestimmen ei-
ne Abbildung @, von der Menge der Boole’schen Ausdriicke auf die Menge der Formeln.

Beispiel 13.1
Der Ausdruck
a=((x1-x2) (2 +x3)) + (G- x1)

wird zur Formel

D) = ((x1 Ax2) A (—x2 V X3)) V = (=x3 Axp)

Da @, durch Vertauschungsregeln definiert ist, die mit jeweils eindeutigem Resultat
riickgéingig gemacht werden konnen, ist auch die inverse Abbildung @' von @,, die wir
@, nennen (also @, = @, '), wohl definiert.

Beispiel 13.2
Die Formel

a = (=(x3 A —x2) v (FV x3))
wird zum Ausdruck @ (o)

Dp(a) = ((x2-X2) + (0 + x3)) .

Die Abbildung @ bildet aussagenlogische Formeln auf Ausdriicke ab und liefert einen
Isomorphismus von der Ausdrucks-Algebra

Ap+.-0 )
der n-stelligen Boole’schen Ausdriicke (iiber B = {0, 1}) in die Formel-Algebra
(an \/s /\7 _')

aller Klassen dquivalenter aussagenlogischer Formeln mit den Variablen x, x5, ..., X,.
Die Operation V iberfiihrt zwei Klassen [«] und [f] in die Klasse [« v §]. Die Opera-
tion A tberfiihrt zwei Klassen [«] und [8] in die Klasse [ A 8]. Und die Operation —
tiberfiihrt die Klasse [¢] in die Klasse [—«]. Das Nullelement dieser Algebra ist die Klasse
[f] aller unerfiillbaren Formeln, und das Einselement ist die Klasse [w] aller Tautologien.
Die Boole’sche Konstante 0 entspricht also dem Wahrheitswert f, und die Konstante 1
entspricht dem Wahrheitswert w.
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Aufgrund der Isomorphie zwischen Ausdruck-Algebra und Formel-Algebra sind die
Bedeutung eines Ausdrucks und einer aussagenlogischen Formel eigentlich gleich: Jeder
Ausdruck stellt eine Schaltfunktion dar. Der Wert der Funktion fiir festgelegte Argumente
kann bestimmt werden, indem man im Ausdruck jede Variable durch den entsprechenden
Wert — 0 oder 1 — ersetzt und dann den Wert des Ausdruckes ausrechnet (siehe Definiti-
on 11.2). Jede Formel stellt einen logischen Sachverhalt dar, dessen Wahrheitswert von
den einzelnen Wahrheitswerten seiner Variablen und der Kombination der auf sie ange-
wendeten Operationen abhéngt. Die Wahrheitstafel der Formel entspricht der Tabelle fiir
die Schaltfunktion, die durch den der Formel entsprechenden Ausdruck dargestellt werden
kann.

» Definition 13.1 Eine aussagenlogische Formel stellt die Schaltfunktion dar, deren Ta-
belle aus der Wahrheitstafel der Formel entsteht, indem man jedes w durch 1 und jedes f
durch O ersetzt.

Beispiel 13.3
Die Formel ((x; A x2) V (x3 V x3)) besitzt die Wahrheitstafel

X1 | x2 | x3 | ((x1 Axp) V(X2 Vx3))
wilw|w w
w | w| f w
w | f |w w
w| f | f f
flw/|w w
flw|f w
flf|w w
f|f|f f
und stellt folglich die Schaltfunktion
X1 | x| x3 | f(x1,x2,X3)
w | w|w w
w | w/| f w
w | f | w w
w | f | f f
flw/|w w
f|lw]|f w
fl|f|lw w
f|f|f f

dar.
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Das Argument einer Schaltfunktion ist eine Zuordnung einer Konstanten 1 oder 0
zu jeder Variablen eines Boole’schen Ausdrucks. Dem entspricht eine Zuordnung eines
Wahrheitswertes w oder f zu jeder Variablen einer aussagenlogischen Formel. Geméil
den Rechenregeln der Ausdruck-Algebra kann der Wert eines Ausdrucks ohne Variablen
bestimmt werden. Diese Rechenregeln werden nun auch fiir aussagenlogische Formeln
definiert.

» Definition 13.2 Eine Belegung fiir eine aussagenlogische Formel mit den Variablen
X1,...,X, ist eine Abbildung A von der Menge IF,, aller aussagenlogischen Formeln mit
den Variablen xp, ..., x, in die Menge der Wahrheitswerte {w, f} mit folgenden Eigen-
schaften fiir alle Formeln « und S.

(1) A(w) =wund A(f) =f,

(2) A(a A B) = w genau dann, wenn A(w) = wund A(B) = w,

(3) A(a Vv ) = w genau dann, wenn A(x) = w oder A(B) = w,

(4) A(—a) = w genau dann, wenn A(x) = f.

Entsprechend den Tautologien in Beispiel 2.2 betrachten wir Formeln der Art (¢« — B)
als Schreibweise fiir die dquivalente Formel (—« Vv f), und Formeln der Art (¢ <> ) als
Schreibweise fiir die dquivalente Formel ((¢ — B) A (8 — «)).

Entsprechend gilt

Al > pf)=A@—= ) und A< pB)=A(x—=> P A (B —>a)).

Belegungen unterscheiden sich also im wesentlichen dadurch, welche Wahrheitswerte den
Variablen zugeordnet werden. Ersetzt man in einer Formel jede Variable x; durch den ihr
zugeordnete Wahrheitswert A (x;), erhidlt man eine Formel ohne Variablen, in der nur
noch die Konstanten w und f vorkommen. Den Wahrheitswert dieser Formel kénnen wir
entsprechend den Rechenregeln fiir v, A und — ausrechnen.

Beispiel 13.4
Wir betrachten die Formel «

(X1 V =x2) A (X1 V x2) A X3)
unter der Belegung A | mit

ERENE:
ﬂl(x,-)|w‘f‘w

Um den Wahrheitswert A;(«) zu bestimmen, ersetzt man jede Variable x; in «
durch den Wahrheitswert A (x;) und erhilt die Aussage

(wv—=f)A((=wVi)Aaw).
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Streng formal konnten wir auch den Isomorphie-Satz ausnutzen. Der Wahrheitswert
A(a) einer Formel o mit den Variablen xi,..., x, unter einer Belegung A entspricht
danach dem Wert der vom Ausdruck @y (o) dargestellten Schaltfunktion unter den A
entsprechenden Argumenten. Das heif3t

A@) = 0, (2@ (@A), ... O (A))

In der Logik interessiert man sich insbesondere dafiir, ob eine Formel einen wahren
Sachverhalt ausdriickt.
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» Definition 13.3 Sei « eine Formel.

1. Eine Belegung A heilit Modell von «, falls A(x) = w.

2. o heilt erfiillbar, falls & ein Modell besitzt.

3. o heillt unerfiillbar (oder Kontradiktion), falls « kein Modell besitzt.

4. o heilit giiltig (oder Tautologie), falls jede Belegung ein Modell von « ist.

Beispiel 13.5

Die Belegung A mit A(x) = w, A(y) = f, A(z) = w ist Modell der Formel
((x = y) — z) und kein Modell der Formel (x A y) V —z. Die Formel ((x A y) V
(—=(x A y))) ist giiltig, die Formel (—(x — (—y V x))) ist unerfiillbar, die Formel x
ist erfiillbar und nicht giiltig.

Giiltige und unerfiillbare Formeln sind sehr &hnlich.
> Satz13.1 « ist giiltig genau dann, wenn —« unerfiillbar ist.

Beweis « ist giiltig

gdw. jede Belegung ist ein Modell von o (Def. der Giiltigkeit)
gdw. A(x) = w fiir jede Belegung A (Def. eines Modells)
gdw. A(—«) = f fiir jede Belegung A (Eigenschaft von —)
gdw. keine Belegung ist ein Modell von —« (Def. eines Modells)
gdw. —« ist unerfiillbar (Def. der Unerfiillbarkeit) |

Die Menge der aussagenlogischen Formeln teilt sich also in drei disjunkte Teilmengen
auf:

(1) die Menge der giiltigen Formeln,
(2) die Menge der unerfiillbaren Formeln, und
(3) die Menge der erfiillbaren und nicht giiltigen Formeln.

Diese drei Mengen sind in obiger Definition ,,semantisch* — d. h. iiber den Begriff der Be-
legung — definiert worden. In den niichsten Kapiteln wird gezeigt, wie man diese Mengen
auch ,,syntaktisch definieren kann. Aus den syntaktischen Definitionen lassen sich dann
algorithmische Methoden entwickeln, mit denen die Erfiillbarkeit von Formeln iiberpriift
werden kann.
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13.2 Normalformen

In jeder Boole’schen Algebra gelten die in Abschn. 11.7 besprochenen Normalformsit-
ze. Die Atome der Ausdruck-Algebra (vgl. Abschn. 11.6) sind die durch Produkte von
Literalen wie zum Beispiel

X1 X2+ X3+ X4+ X5

reprisentierten Klassen dquivalenter Ausdriicke — in diesem Beispiel die Klasse [x;-X5-x3-
X4+ X5]. Der Isomorphismus @, zwischen der Ausdruck-Algebra und der Formel-Algebra
bildet ein Produkt von Literalen in eine Konjunktion von Literalen ab, also zum Beispiel

CDa(xl 'X_Z'X3'X4'x_5) = X1 A7 X2 AX3 A X4 N\ X5,

Die Atome der Formel-Algebra sind also die durch Konjunktion von Literalen repri-
sentierten Klassen dquivalenter Ausdriicke. In der Logik werden sie auch Monom genannt.
Eine Summe von Atomen der Formel-Algebra ist eine Disjunktion von Monomen, also ei-
ne Disjunktion von Konjunktionen von Literalen, beispielsweise

(X1 A—x2 AX3)V (—'Xl A X2) V(X1 A Xo A X3).

» Definition 13.4 Eine aussagenlogische Formel ist in disjunktiver Normalform (abge-
kiirzt DNF), wenn sie eine Disjunktion von Monomen ist.

Aus dem ersten Normalformsatz (Satz 11.12) fiir Boole’sche Algebren folgt sofort:

» Korollar 13.1 Fiir jede aussagenlogische Formel gibt es eine dquivalente Formel in dis-
junktiver Normalform.

Zu jeder Formel kénnen wir mit der gleichen Vorgehensweise wie bei Ausdriicken
(sieche Abschn. 11.7) eine dquivalente Formel in disjunktiver Normalform konstruieren.
Wir nehmen uns dazu die Wahrheitstafel der Formel. Jede erfiillende Belegung — also jede
mit w endende Zeile der Wahrheitstafel — bestimmt ein Monom. Diese Vorgehensweise
flihren wir am Beispiel der Formel

—'(—'X3 AN —'(X2 AN .Xl))

vor. Abbildung 13.1 zeigt, wie die Monome aus der zugehorigen Wahrheitstafel abgelesen
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1 x2 w3 | (—ws A —(x2 Axr)) Monom

w w w w — 1 Nx2 ANX3
w w f w — xr1 Axo A\ T3
w f w w — x1 A\ —xo A X3
w f f f

f w w w — —x1 A x2 A X3
f w f f

f f w w —  r1 A-x2 ANx3
f f f f

Abb. 13.1 Ablesen der Monome fiir die disjunktive Normalform aus der Wahrheitstafel

werden konnen. Die Disjunktion aller so erhaltenen Monome ergibt eine Darstellung der
Formel —(—x3 A —(x A x1)) in disjunktiver Normalform, nimlich

()C] /\Xz/\X3) \% (Xl A X2 /\—')C3) \% (Xl A X /\)C3)V(—')C1 A X2 /\)C3)V(—')C1 /\—'Xz/\X3) .

Der zweite Normalformsatz fiir Boole’sche Algebren (Satz 11.14) behandelt Produkte von
Komplementen von Atomen. Das Komplement

(X1 A Xy A X3 A X4 A TIX5)
des oben betrachteten Atoms ist
(mX1 VX2 VX3 VX VoXs).

Es ist eine Disjunktion von Literalen.

» Definition13.5 Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen. Eine aussagenlogische
Formel ist in konjunktiver Normalform (abgekiirzt KNF), wenn sie eine Konjunktion von
Klauseln ist.

Aus dem zweiten Normalformsatz fiir Boole’sche Algebren (Satz 11.14) folgt sofort:

» Korollar13.2 Fiir jede aussagenlogische Formel gibt es eine dquivalente Formel in kon-
junktiver Normalform.

Zu jeder Formel konnen wir mit der gleichen Vorgehensweise wie bei Ausdriicken (sie-
he Ende von Abschn. 11.7) eine dquivalente Formel in konjunktiver Normalform konstru-
ieren. Wir nehmen uns dazu wieder die Wahrheitstafel der Formel her. Das Komplement
jeder nicht-erfiillenden Belegung — also jede mit f endende Zeile der Wahrheitstafel —
bestimmt eine Klausel. Diese Klausel ist genau das Komplement des durch die Zeile be-
stimmten Monoms. Als Beispiel sehen wir uns wie oben die Formel

=(=x3 A =(x2 Axy))
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8
o
3
S
8
w

—(—x3 A (22 A z1)) Klausel
w

— —x1 Va2 V3

— 1V x2 VT3

-~ =h =h -» £ £ = =

-+~ -+~ £ £ -~ -~ S =
-~ % -~ g 2

— 1 Va2 VI3

Abb.13.2 Ablesen der Klauseln fiir die konjunktive Normalform aus der Wahrheitstafel

an. Abbildung 13.2 zeigt, wie die Klauseln aus der Wahrheitstafel abgelesen werden
konnen. Die Konjunktion dieser Klauseln ergibt eine Darstellung in konjunktiver Nor-
malform, namlich

(—'Xl V)CQV)C3) A (Xl V—'X2VX3)/\()C1 V)CQVX3) .

13.3 Erfiillbarkeitsaquivalente Formeln

Kehren wir zuriick zur zentralen Frage nach der Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln.
Die Erfiillbarkeit von Formeln in disjunktiver Normalform ist sehr einfach zu iiberpriifen:
Da jedes Monom erfiillbar ist, ist eine disjunktive Normalform erfiillbar, wenn sie mindes-
tens ein Monom enthélt. Die Umformung einer Formel in eine disjunktive Normalform ist
jedoch nicht effizient durchfiihrbar, da bei einer Formel mit » Variablen die ganze Wahr-
heitstafel mit ihren 2" Zeilen aufgestellt und durchsucht werden muss. Auch dquivalentes
Umformen garantiert kein effizienteres Verfahren.

Gleiches gilt fiir die Erzeugung einer dquivalenten Formel in konjunktiver Normalform.
Auch hier ist das beschriebene Verfahren nicht effizient durchfiihrbar. Wihrend man von
dieser Normalform nicht wie im Falle der disjunktiven Normalform direkt ablesen kann,
ob die Formel erfiillbar ist, liefert sie einen guten Ausgangspunkt fiir algorithmische Er-
fiillbarkeitstests. (Allerdings ist auch hier kein Algorithmus bekannt, der die Erfiillbarkeit
effizient testen wiirde.) Im folgenden werden wir uns nur fiir die Erfiillbarkeit einer Formel
interessieren, nicht aber an dem von ihr dargestellten abstrakten logischen Sachverhalt.
Wir konnen uns deshalb zufrieden geben mit einem effizienten Umformungsverfahren,
das aus einer beliebigen Formel « eine erfiillbarkeitsiiquivalente Formel o’ erzeugt.

» Definition 13.6 Eine Formel «’ ist erfiillbarkeitsiiquivalent zu einer Formel «, wenn
folgendes gilt: « ist erfiillbar genau dann, wenn o’ erfiillbar ist.
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Abb. 13.3 Darstellung der

\Y%
Formel (a A —=b) Vv (a A —c) als / \
N
—b

Baum

A
a a —-c
Abb. 13.4 Darstellung der S1 = (aA=b)V (aA—c)
Formel (a A —b) V (a A —c) als - ~_
Baum So = (a A —b) S5 = (a A —c)
a —-c a —-c
Beispiele 13.6

(1) Die Formeln x; und —(x; V —=x3) A (—(x; A x3)) sind erfiillbarkeitsdquivalent,
da sie beide erfiillbar sind: Eine erfiillende Belegung fiir die erste Formel ist
A1(x;) = w. Eine erfiillende Belegung der zweiten Formel ist durch A, mit
Ay (xy) =f, Ax(x2) = wund A,(x;3) = f gegeben.

(2) Die Formeln x; V x; und (x; V x3) A =(x; V X;) sind nicht erfiillbarkeits-
dquivalent: Die erste der beiden Formeln ist erfiillbar, die zweite dagegen ist
unerfiillbar.

Der Aufbau der Formel
a=(aA-b)Vv(aA-—c)

kann durch den Baum in Abb. 13.3 veranschaulicht werden. Dieser Baum enthilt drei
Knoten, die nicht mit Literalen sondern mit Operationszeichen markiert sind. Fiir die-
se Knoten fiihren wir die neuen Variablen S, S, und S5 ein (Abb. 13.4). Sie konnen
als Wurzel des darunter liegenden Baumes betrachtet werden und stehen jeweils fiir eine
Teilformel von a.

Man sieht, dass S dquivalent zur betrachteten Formel « ist. Aulerdem gilt

(1 S =(SVvS),
2) S, = (a A—b),und
(3) Sy = (aA—c).

Jede Belegung A fiir o kann so um eine Belegung der Variablen S, S, und S; erweitert
werden, dass sich ein Modell A’ fiir die Formel

(Sl <~ (Sz \Y S3)) AN (Sz <~ (a AN —'b)) AN (S3 <~ (a AN _'C))

ergibt: Der Wahrheitswert von S; unter A’ ist dabei genau der Wahrheitswert der Teilfor-
mel unter A, fiir die S; eingefiihrt wurde. Der Wahrheitswert von S| unter A’ stimmt also
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mit dem Wert von « unter A iiberein. Nehmen wir zu dieser Konjunktion noch S; hinzu,
dann ist der Wert von

@' =81 A (S < (S2V S3) A (S2 < (a A=b)) A (S; < (aA—c))

unter A’ gleich A (). Daraus ergibt sich, dass o’ und « erfiillbarkeitsiquivalent sind.
SchlieBlich kann o’ selbst noch sehr einfach in eine dquivalente konjunktive Normal-
form umgeformt werden. &’ ist eine Konjunktion von Teilformeln, die jeweils hochstens
drei verschiedene Variablen enthalten. Mittels der Wahrheitstafelmethode kann jede die-
ser Teilformeln in konjunktive Normalform gebracht werden, wobei sich die Grofle der
Formel hochstens verachtfacht.

> Satz13.2 Es gibt einen effizienten Algorithmus, der aus einer Formel « eine erfiillbar-
keitsdquivalente konjunktive Normalform o’ berechnet.

Beweis Sei « eine beliebige Formel. Als erstes formen wir o dquivalent um, so dass alle
Negationszeichen — in o nur direkt vor Variablen stehen. Dazu wenden wir das deMor-
gan’sche Gesetz und das Doppelnegationsgesetz an. «y, . . ., «,, seien alle Teilformeln von
a, die durch die Anwendung zweistelliger Operationen entstehen, und o, 11, . . . , 0% seien
die Literale von «. Dabei sei @ = o, und o; = o, o oy, fiir 1 < i < m, und o eine be-
liebige zweistellige Verkniipfung. Seien S, ..., .S,, Variablen, die nicht in & vorkommen.
Wir definieren

D(a) = A [Si < (ShoS)] A N\ [Siow].

i:l.2,....m;a,~:ai1 owj, i=m+l1,...k

Behauptung 1: Ist A Modell von D(«), dann gilt fiir jedes o;: A(ot;) = A(S;).

Wir beweisen die Behauptung mittels Induktion iiber die Anzahl k der Teilformeln von
a.Istk = 1, soist o = £ fiir ein Literal £. Also ist D(«) = S} < £.Ist A ein Modell fiir
D(w), dann gilt A(S;) = A(¢).

o besitze nun k + 1 Teilformeln und Literale (k > 1). Dann ist @ = «, o «,. Ist A ein
Modell von D(), dann ist A(x) = A(a,) o A(ap). Nach Induktionsvoraussetzung gilt
A(S,) = A(rg) und A(S,) = A(wp). Da A(S,) o A(Sp) = A(S)), folgt A(S)) =
Aa).

Behauptung 2: Ist A Modell von «, dann gibt es eine Belegung A’, die Modell von «
und Modell von D(«) ist.

A’ kann aus A gewonnen werden, indem A’(S;) = A(a;,) o A(wy,) gesetzt und alle
anderen Variablen unter A’ genau so belegt werden, wie unter A.

Wir kénnen nun den Beweis abschlieBen: Ist & unerfiillbar, dann besitzt D (o) nur Mo-
delle A mit A(S;) = f. Also ist D(«) A S; unerfiillbar. Ist o erfiillbar, so besitzt D ()
ein Modell A mit A(S;) = w. Also ist D(«) A S erfiillbar.
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D(w) ist eine Konjunktion von Formeln, die aus jeweils drei Literalen bestehen. Die
konjunktive Normalform jeder dieser Formeln besteht also aus einer Konjunktion von
maximal 8 Klauseln (abhingig von der verwendeten Verkniipfung o). Also ldsst sich
D(a) A S in eine dquivalente Formel &’ in konjunktiver Normalform von hochstens
8-facher GroBe der urspriinglichen Formel umwandeln. |

Beispiel 13.7
Wir fiihren die im Beweis beschriebene Konstruktion am Beispiel der Formel

((x1 < x2) = =(x1 V —x2)) V —xy

aus. Zuerst werden alle Negationszeichen direkt vor die Variablen gebracht. Da
—(x; V 7xp) = (—x1 A X3), erhalten wir

a = ((x; < x2) = (—x1 AX)) V—xy .
Jetzt zerlegen wir « in seine Teilformeln:

o) = ((x; < x2) = (—x1 A X2)) V —xy

ary = (x1 < X2) = (—x1 AX2)

03 = X1 <> Xp

oy = X1 N\ Xp

o5 = X1
O = X
o7 = Xp
Wir fiihren fiir die sieben Teilformeln ¢, . . ., &7 die neuen Variablen Sy, ..., S7 ein.

Als zu « erfiillbarkeitsdquivalente Formel erhalten wir damit die Formel

D(a) = (81 < (S2V 86)) A (S2 <> (S3 = S4)) A (S5 © (S5 < §7))
A (S4 <> (S6 VAN S7)) A (Ss <> X]) VAN (Sg <> —|x1) AN (S7 <> Xz) AS].
Zum Schluss miissen wir noch jede der durch Konjunktion verkniipften Teilformeln

in eine konjunktive Normalform bringen. Wir erhalten die gewiinschte zu « erfiill-
barkeitsdquivalente konjunktive Normalform

(=81 V83V S) A(S1 vV =82) A(S1 Vv =S6)

A8V =83V S) A(SV S3) A(Sy V=S,

A (=83 VS5V Se) A (mS3 VS5V —Se) A (S3V S5V Se) A (S5 VS5V —Se)
A (=84 V Sg) A (=S4 V S7) A (Sy vV —Se VvV —S7)

A (=85 V x1) A (S5 V —xp) A (=Se V —x1) A (S V X1)

A(=S7 VX)) A(S7V X)) A Sy
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Da wir nun jede Formel effizient in eine erfiillbarkeitsdquivalente Formel in konjunk-
tiver Normalform umformen konnen, reicht es zur Beantwortung der Frage nach der
Erfiillbarkeit einer Formel ein Erfiillbarkeitstest fiir Formeln in konjunktiver Normalform.
Dabei fassen wir eine konjunktive Normalform als Menge auf: Jede Klausel wird als Men-
ge der in ihr enthaltenen Literale dargestellt. Die Klausel (x; vV —x; V x3) wird also
als Menge {x;, —x;, x3} dargestellt. Formeln in konjunktiver Normalform — also Kon-
junktionen von Klauseln — werden als Mengen von Klauseln dargestellt, so genannte
Klauselmengen. Beispielsweise wird die konjunktive Normalform

(xl V Xy V X3) AN (—'Xl V X V X3) AN (X2 \ —'X3)

als Menge

{{Xl, —X2, X3}, {7 X1, T X2, X3}, { X2, —'X3}}
geschrieben. Durch diese Schreibweise wird eine vereinfachte Sichtweise auf Belegungen
moglich: sie kdnnen nun ebenfalls als Mengen aufgefasst werden, die genau die von der
Belegung erfiillten Literale enthalten. Beispielsweise wird die Belegung A mit

A(xy)) = A(x3) =w und A(x;)) =f fir i &{1,2,3}

als Menge
{1, —xo, X3, Xy, x5, L)

geschrieben. Dariiberhinaus lassen wir nun auch partielle Belegungen zu, also Belegun-
gen, die nicht jeder Variablen einen Wahrheitswert zuweisen.

Die Begriffe Giiltigkeit, Unerfiillbarkeit und Erfiillbarkeit sind fiir Klauselmengen ge-
nauso definiert wie fiir Formeln. Der grofle Vorteil dieser Mengenschreibweise besteht
nun darin, dass wir jetzt Modelle durch Mengeneigenschaften beschreiben konnen. Zum
Beispiel ist eine Belegung A Modell einer Klausel C, genau dann, wenn A N C # @
gilt. Entsprechend ist A Modell einer Klauselmenge S, falls fiir jede Klausel C € S gilt:
ANC #0.

Die leere Klausel ist eine leere Menge (von Literalen) und wird mit I bezeichnet. Sie
ist unerfiillbar, da der Durchschnitt der leeren Klausel mit jeder Belegung ebenfalls leer
ist. Die leere Klauselmenge @ dagegen ist giiltig.

Eine Klausel ist stets eine endliche Menge von Literalen. Eine Klauselmenge kann
jedoch auch aus einer unendlichen Menge von Klauseln bestehen.

13.4 Unerfiillbare Klauselmengen

Wir wollen nun eine Charakterisierung der Menge aller unerfiillbaren Klauselmengen fin-
den. Von einer gegebenen Klauselmenge S festzustellen, ob sie unerfiillbar ist, verlangt
eine Antwort auf die Frage, ob S Element der Menge aller unerfiillbaren Klauselmen-
gen ist. Unsere intuitive und spontane Vorstellung der unerfiillbaren Klauselmengen reicht
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nicht aus, um diese Frage algorithmisch — also z. B. mit Hilfe eines Computerprogramms —
beantworten zu konnen. Deshalb werden wir die unerfiillbaren Klauselmengen ,,syntak-
tisch® — also vermittels einer formalen Eigenschaft — charakterisieren. Dabei benutzen
wir — im Gegensatz zu unserer intuitiven Vorstellung — Struktureigenschaften von Klau-
selmengen.

Ist eine Klauselmenge S erfiillbar, dann gibt es laut Definition ein Modell A von S,
das fiir jede in S vorkommende Variable x; das Literal { = x; bzw. £ = —x; enthilt.
Sei Ay eine Belegung mit £ € A,. Ist A, ein Modell von S, dann ist A, auch Modell der
Klauselmenge, die man wie folgt aus S erhilt:

(1) Entferne jede Klausel aus S, die £ enthilt, und
(2) entferne das Literal £ aus den verbliebenen Klauseln.

Die so konstruierte Klauselmenge wird mit S* bezeichnet. Es gilt
St={C—-{}|CeS und L&C}.

Vi . . . U
Anstelle von S¢ schreiben wir vereinfacht St

Beispiel 13.8
Fiir
S = {{a,=b,c},{~a,c},{—a,b},{=b,c}}
ist
8¢ = {{c},{b}.{=b.c}}
und

S47b = {{c},0}.

Wir betrachten ein Modell A = {a, b, c} der obigen Menge S. Daa € A, ist A
ebenfalls Modell von S¢, denn S* besteht sozusagen aus dem ,,Rest” von S, der noch
nicht dadurch erfiillt ist, dass a den Wahrheitswert w besitzt. Formaler ausgedriickt, heif3t
das: Besitzt S ein Modell A mit £ € A, dann ist A ebenfalls Modell von § ¢ Besitzt S
also ein Modell, dann besitzt entweder S ¢ oder S* ein Modell. Andererseits kann jedes
Modell von S* bzw. von S¢ zu einem Modell von S ausgebaut werden.

» Satz13.3 Sei S eine Klauselmenge und £ ein Literal. S ist erfiillbar genau dann, wenn
St oder S* erfiillbar ist.

Beweis (—): Sei S erfiillbar. Dann gibt es eine Belegung A, so dass fiir jedes C € S
git ANC #0.Istl & A, dann gilt ANC = AN (C —{¢}) fiir jedes C € S. Also
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ist A Modell von St Ist £ ¢ A, dann ist — entsprechend — A Modell von S €. Also st S*
erfiillbar oder S* ist erfiillbar.

(<=): Sei S* erfiillbar, und A sei Modell von S¢. Dann ist B = (A —{£})U{{} ebenfalls
Modell von S, da weder £ noch £ in einer Klausel in S vorkommt. Da jede Klausel in
S entweder (1) in S¢ vorkommt oder (2) aus einer Klausel in S* durch Hinzufiigen von ¢
entsteht oder (3) £ enthilt, ist B auch Modell von S.

Ist S¢ erfiillbar, dann ist B = (A — {£}) U {£} Modell von S — das kann #hnlich wie
oben gezeigt werden. [ |

Satz 13.3 kann man auch fiir unerfiillbare Klauselmengen formulieren.

» Korollar13.3 Sei § eine Klauselmenge und ¢ ein Literal. S ist unerfiillbar genau dann,
wenn weder S* noch S* erfiillbar sind.

Aus dieser Beobachtung kann im folgenden Satz eine induktive Definition der Menge
aller unerfiillbaren Klauselmengen abgeleitet werden. Wir weisen an dieser Stelle noch-
mals darauf hin, dass nicht nur endliche Klauselmengen in dieser Menge enthalten sind,
sondern auch unendliche Mengen von (endlichen) Klauseln. Deshalb reicht die induk-
tive Definition von Formeln aus Definition 8.3 zu ihrer Charakterisierung nicht mehr
aus. Beispiele fiir endliche unerfiillbare Klauselmengen erhilt man durch Umformen un-
erfiillbarer Formeln in dquivalente Klauselmengen. Jede unendliche Klauselmenge, die
die leere Klausel enthilt, ist ebenfalls unerfiillbar. Es gibt aber auch unendliche Klausel-
mengen, die nicht die leere Klausel enthalten und trotzdem unerfiillbar sind, wie zum
Beispiel {{—x1}, {x1},{x2},{x3},...}. Die Unerfiillbarkeit dieser unendlichen Klausel-
menge erkennt man leicht an der Unerfiillbarkeit ihrer endlichen Teilmenge {{—x}, {x}}.
Interessanterweise besitzt jede unerfiillbare Klauselmenge eine endliche unerfiillbare Teil-
menge. Dieses wird spéter im Endlichkeitssatz Satz 13.5 bewiesen.

> Satz13.4 Sei ‘U eine Menge von Klauselmengen, die induktiv definiert ist durch

(1) jede Klauselmenge mit [J gehort zu ‘U, und
(2) wenn S* € U und S* € U, dann ist auch S € ‘U.

Die so definierte Menge ‘U ist die Menge aller unerfiillbaren Klauselmengen.

Beweis Wir zeigen:

(1) Jede Klauselmenge in ‘U ist unerfiillbar.
(2) Jede Klauselmenge, die nicht zu ‘U gehort, ist erfiillbar.

Zu (1) Jede Klauselmenge in ‘U ist unerfiillbar: Wir fiilhren den Beweis mittels Induk-
tion iiber den Aufbau der Menge ‘U. In der Induktionsbasis betrachten wir alle Elemente S
in U mit O € S. Da O unerfiillbar ist, ist jede Klauselmenge S, die [J enthilt, ebenfalls
unerfiillbar.
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Abb. 13.5 Idee der Verinde- S
rung der Klauselmenge / \
s Sl
/N /N
Stit2 Slil2 Slit2 Slil2
/ N\ / N\ / N\ / N\

Die Induktionsvoraussetzung stellt fest, dass die Mengen S f und S? aus U unerfiillbar
sind. Im Induktionsschluss betrachten wir die aus S¢ und S¢ konstruierbare Menge S.
Nach Definition von ‘U gehort die Klauselmenge S zu ‘U. Aus Korollar 13.3 folgt direkt,
dass S ebenfalls unerfiillbar ist. Damit ist der Induktionsbeweis beendet.

Zu (2) Jede Klauselmenge, die nicht zu ‘U gehort, ist erfiillbar: Wir betrachten eine
Klauselmenge S ¢ ‘U mit den Variablen x{, x5, ..., X;, .. .. Nach Punkt 2.) der Definition
von ‘U gibt es eine Folge von Literalen £1,{,,...,¢;,... mit {; € {x;, —x;}, so dass
Stibn o 1Y fiir jedes n > 0. Wir definieren nun eine Belegung A, die genau diese
Literale enthilt, also A = {{,...,¥¢;,...}, und zeigen, dass A ein Modell von § ist.

Dazu miissen wir zeigen, dass A Modell jeder Klausel in S ist. Sei also C eine be-
liebige Klausel in S. Da C endlich ist, enthélt C nur Variablen aus {x, ..., x,} fiir ein
geeignetes m. Sei angenommen, dass A kein Modell von C ist —das heifit A N C = .
Dann enthilt A kein Literal aus C. Also enthilt C nur Literale aus {E, . ,E}. Folg-
lich ist C — {{;,...,£;} in St enthalten, fir 0 < i < m. Damit enthilt §¢1-t2-tm
die Klausel C — {E 0, ... a} — das ist aber genau die leere Klausel (1. Dann muss
§titatn 7y U gehoren, was der Voraussetzung S*¢-42tn & 1/ widerspricht. Damit ist
die Annahme A N C = @ widerlegt. A ist also Modell jeder Klausel C in S und damit
auch Modell von S selbst. Also ist S erfiillbar. ]

Zur Illustration des Verfahrens stellen wir uns einen bindren Baum vor, in glem jeder
Knoten mit einer Klauselmenge S und seine beiden Nachfolger mit S* bzw. S markiert
sind (Abb. 13.5). Entlang jeder Kante von einem Knoten zu einem seiner Nachfolger wird
ein Literal aus S entfernt. Dabei wird jedes Literal auf jedem Pfad nur einmal entfernt. Aus
der Charakterisierung der unerfiillbaren Klauselmengen in Satz 13.4 ergibt sich, dass fiir
einen solchen Baum, dessen Wurzel mit einer unerfiillbaren unendlichen Klauselmenge
markiert ist, auf jedem Pfad nach endlich vielen Schritten eine Klauselmenge erreicht
wird, die die leere Klausel O enthilt.

Beispiel 13.9

Wir betrachten die — allerdings endliche — unerfiillbare Klauselmenge S =
{{x, v}, {—=x, =y}, {—x, y}, {x, >y, z}, {—z}}. Der dazugehorige bindre Baum ist in
Abb. 13.6 dargestellt.



13.5 Erflllbarkeit von Hornklauseln 269

S = {{z,y}, {~=, -y}, {—~z, v}, {=, ~y, 2}

/ \
5% = {{~u} {y} {~z}} 577 ={wh {~y, 2} {-2}1}
/ N / N

§TV={0,{nz}}  STTV={O,{ne}} STUU={{z}, {~2}) ST V=(O,{~2}}

SN

R I A C

Abb. 13.6 Beweis der Unerfiillbarkeit der Klauselmenge S aus Beispiel 13.9

Rekonstruiert man auf jedem Pfad die Klausel in S, aus der sich schlieBlich O ergibt, so
erhidlt man eine unerfiillbare Teilmenge von S. Da jeder innere Knoten des Baumes genau
zwei Nachfolger besitzt, muss — nach dem beriihmten Satz von Konig — diese unerfiillbare
Teilmenge von S endlich sein.

» Satz13.5 (Endlichkeitssatz) Sei S eine Klauselmenge. S ist unerfiillbar genau dann,
wenn S eine endliche, unerfiillbare Teilmenge besitzt.

Beweis Sei F = {S | Sbesitzt eine endliche unerfiillbare Teilmenge}.

Offensichtlich ist jede Klauselmenge in F unerfiillbar. Wir miissen also lediglich noch
zeigen, dass jede unerfiillbare Klauselmenge auch zu F gehort. Wir benutzen dazu die
induktive Definition der Menge ‘U der unerfiillbaren Klauselmengen aus Satz 13.4 und
fiihren den Beweis mittels Induktion.

In der Induktionsbasis betrachten wir Klauselmengen S, die die leere Klausel [J ent-
halten. Dann ist {{J} eine endliche unerfiillbare Teilmenge von S, und folglich ist S in F.

Die Induktionsvoraussetzung stellt fest, dass S* und § ¢ unerfiillbar sind und jeweils
endliche, unerfiillbare Teilmengen S; C S tund S, C S* besitzen. Im Induktionsschluss
betrachten wir die Klauselmenge S. Dann gibt es eine Teilmenge S3 von Klauseln aus
S, so dass Sf = §; und Sf = §,. Da S| und S, unerfiillbar sind, ist S3 nach Satz 13.4
ebenfalls unerfiillbar. Jede Klausel in S5 ist in S; U S, oder entsteht aus einer Klausel in
S| durch Hinzufiigen von £ bzw. aus einer Klausel in S> durch Hinzufiigen von £. Da S
und S, endlich sind, ist S3 auch endlich. Also ist S; die gesuchte endliche unerfiillbare
Teilmenge von S, und deshalb gehort S zu F. [ ]

13.5 Erfiillbarkeit von Hornklauseln

Eine syntaktische, also liber eine formale Eigenschaft definierte interessante Teilmenge al-
ler Klauselmengen ist die Mengen der Hornklauseln. Hornklauseln enthalten nur Klauseln
mit hochstens einem Literal, das eine Variable x; ist — es wird positives Literal genannt.
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Alle anderen Literale in einer Hornklausel sind negierte Variablen —x; — negative Literale.
Mengen von Hornklauseln sind deshalb von besonderem Interesse, da sich ihre Erfiillbar-
keit effizient tiberpriifen lésst.

» Definition 13.7 Eine Hornklausel ist eine Klausel, die hochstens ein positives Literal
enthilt. Eine positive Hornklausel besteht nur aus genau einem positiven Literal.

Beispiel 13.10
{—x1, X2, =x3}, {x1}, {—x1, =X}, O sind Hornklauseln, {x,} ist eine positive Horn-
klausel, und {x;, —x;, x3} ist keine Hornklausel.

Ubrigens ist eine Hornklausel dquivalent zu einer Implikation ohne Negationszeichen:
Beispielsweise ist {—x;, =X, ..., "Xy, X,+1} dquivalent zu der Implikation (x; A x; A
<<+ A X;) = X,4+1. Man kann also mit Hornklauseln gut ,,Folgerungen aus (positiven)
Fakten ausdriicken. Deswegen lassen sich auch ,,natiirliche” Sachverhalte oft sehr gut
durch Hornklauseln beschreiben. Beispielsweise arbeitet die logische Programmierspra-
che PROLOG auf der Basis von Hornklauseln.

Es gibt aber auch Klauselmengen, zu denen es keine dquivalente Menge von Hornklau-
seln gibt — zum Beispiel {{x, y}}. Dieser Verlust an Ausdrucksstirke hat aber auch seine
positiven Seiten: Fiir Hornklauselmengen kann man einen effizienten Erfiillbarkeitstest
angeben.

» Lemma 13.1 Sei S eine unerfiillbare Menge von Hornklauseln. Dann enthilt S eine
positive Klausel {x;}.

Beweis Sei angenommen, dass S keine positive Klausel {x;} enthilt. Dann enthilt jede
Klausel von S ein negatives Literal. Da jedes Modell einer Klauselmenge einen nicht-
leeren Schnitt mit jeder Klausel besitzt, ist die Menge aller negativen Literale A = {—x; |
i > 0} ein Modell von S. Also ist S erfiillbar. [ ]

Fiir Mengen von Hornklauseln erhalten wir damit eine deutlich vereinfachte Version

von Satz 13.3.

> Korollar 13.4 Sei S eine erfiillbare Menge von Hornklauseln und {x;} € S. Dann ist
S erfiillbar.

Beweis Da {x;}in S ist, enthdlt S™ die leere Klausel und ist deshalb unerfiillbar. Da S
erfiillbar ist, muss nach Satz 13.3 auch S$* erfiillbar sein. |
Diese beiden Eigenschaften lassen sich zum Hornklausel-Satz kombinieren.

» Satz13.6 (Hornklausel-Satz) Sei S eine Menge von Hornklauseln. S ist erfiillbar genau
dann, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist.
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Abb. 13.7 Hornklausel-Algo- input S (x S ist eine endliche Menge von Hornklauseln )
rithmus T:=5
while T enthilt eine positive Klausel {z;} do
T =T
end
if0DeT

then output ,,S ist unerfiillbar®
else output ,,S ist erfiillbar®
end

1. S enthilt keine positive Klausel {x;}.
2. S enthilt eine positive Klausel {x;} und S* ist erfiillbar.

Auf der Basis des Hornklausel-Satzes erhdlt man sofort einen sehr effizienten Er-
fiillbarkeitstest fiir Hornklauseln — den Hornklausel-Algorithmus (sieche Abb. 13.7). Die
Korrektheit des Hornklausel-Algorithmus folgt unmittelbar aus dem Hornklausel-Satz. Da
bei jedem Schleifendurchlauf alle positiven und negativen Vorkommen einer Variablen aus
der Menge T entfernt werden, ist die Anzahl der Schleifendurchldufe durch die Anzahl
der in S vorkommenden Variablen beschridnkt. Die Operation, die bei einem Schleifen-
durchlauf durchgefiihrt wird, ist effizient durchfiihrbar. Deshalb kann der Hornklausel-
Algorithmus als ein sehr effizienter Algorithmus angesehen werden.

Beispiel 13.11
Wir wenden den Hornklausel-Algorithmus aus Abb. 13.7 auf die folgende Menge
von Hornklauseln an:

S = {{=u, ~v, ~x}, {~w, u}, {-z, x}, {=p} {w), (v} {23

Sei T; der Inhalt der Mengenvariablen 7 nach dem i -ten Durchlauf der while -Schlei-
fe. Die Auswahl der positiven Hornklausel ist beliebig.

1. Ty enthilt die positive Hornklausel {w}.
Damit ist T} = Ty = {{—u, -, —x}, {u}, {—z, x}, {=y}. {v}. {z}}.
2. T enthélt {u}.
Damitist T, = T} = {{—v, =x}, {—z, x}, {=y}, {v}, {z}}.
3. T; enthilt {v}.
Damitist T3 = Ty = {{~x}, {—z,x},{-y}. {z}}.
4. T; enthilt {z}.
Damitist T, = T7 = {{-x}, {x},{—y}}.
5. T, enthilt {x}.
Damitist Ts = 7} = {00, {-y}}.

Da T die leere Klausel enthilt und somit unerfiillbar ist, ist S unerfiillbar.
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Ist eine Menge S von Hornklauseln erfiillbar, dann kann man aufgrund der getroffenen
Auswahl der positiven Hornklauseln in dem oben beschriebenen Algorithmus auch leicht
ein Modell von S bestimmen. In diesem Modell sind alle Variablen enthalten, die in po-
sitiven Hornklauseln vom Algorithmus ausgewihlt werden. Die iibrigen Variablen sind in
diesem Modell negiert enthalten.

13.6 Resolution

Wir wollen uns wieder der Frage nach der Erfiillbarkeit beliebiger Klauselmengen zu-
wenden und dazu die Resolutionsmethode vorstellen. Um die Erfiillbarkeit oder Uner-
fiillbarkeit einer Klauselmenge nachzuweisen, wird die vorgegebene Klauselmenge in der
Resolutionsmethode solange um neue Klauseln — so genannte Resolventen — erweitert, bis
die leere Klausel erzeugt ist. Gelingt das, dann ist die Ausgangsmenge unerfiillbar. Kann
die leere Klausel dagegen nicht erzeugt werden, dann ist die Ausgangsmenge erfiillbar.

» Definition 13.8 Sei C; eine Klausel, die das Literal £ enthiilt, und C; sei eine Klausel,
die das Literal £ enthilt. Dann heiBt die Klausel

C = (Ci— &) U (C, —{1})

Resolvent der Klauseln Cy und C, (nach Literal £).

Beispiele 13.12

(1) Aus den Klauseln {x, y} und {—x, y, =z} kann der Resolvent {y, —z} gebildet
werden.

(2) Aus den Klauseln {x, y} und {—x,—y} konnen die Resolventen {y, —y} und
{x, —x} gebildet werden (und keine anderen).

Das folgende Resolutionslemma besagt, dass jedes Modell zweier Klauseln auch Mo-
dell aller ihrer Resolventen ist.

» Lemma 13.2 (Resolutionslemma) Sei C Resolvent der Klauseln C; und C,. Wenn A
Modell von C; und C; ist, dann ist A auch Modell von C.

Beweis Sei C Resolvent der Klauseln C; und C, nach Literal £, und sei A Modell von C;
und von C; (d.h. ANCy # Pund ANC, # 0).Istl ¢ A, dannist AN (C; —{L}) # 0;
ist £ ¢ A, dann ist A N (C, — {€}) # @. Da einer dieser beiden Fille eintreten muss, ist
AN ((Cy —{L£}) U (Cy—{£})) # @, und A ist Modell von C. [ ]
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Vereinigt man also eine Klauselmenge mit den Resolventen, die sich aus ihren Klauseln
bilden lassen, erhdlt man eine logisch dquivalente Klauselmenge. Diese Klauselmenge
kann man wiederum mit ihren Resolventen vereinigen ohne die Erfiillbarkeit zu beein-
flussen, und so weiter. Lisst sich schlielich die unerfiillbare leere Klausel als Resolvent
bilden, so ist die Unerfiillbarkeit der Ausgangsmenge nachgewiesen. Dieses Verfahren
wird als Resolutionsmethode bezeichnet. Es besteht aus einer syntaktischen Formalisie-
rung von Beweisen fiir die Unerfiillbarkeit von Formeln.

» Definition 13.9 Sei C eine Klausel und S eine Klauselmenge. Eine Herleitung von C
aus S (mittels Resolution) ist eine endliche Folge von Klauseln Cy, C;, ..., C,, wobei

(1) C, =C,und
(2) C; € S oder C; ist Resolvent von C, und Cp, a,b < i, firalle ] <i <n.

Eine Widerlegung von S (mittels Resolution) ist eine Herleitung von O aus S. S heif3t in
diesem Falle widerlegbar (mittels Resolution).

Beispiele 13.13

(1) Wir betrachten die Klauselmenge S = {{x,y},{—x},{—y}}. Dann ist
{x, y},{—x},{y} eine Herleitung von {y} aus S. Die Folge von Klauseln
{x, y}, {=x},{y}, {—y}, O ist eine Herleitung von [1 aus S

C, ={x,y} Klauselaus S ,
Cy = {—x} Klauselaus S ,
C; = {y} Resolvent aus C; und C;
Cy = {—y} Klauselaus S ,
Cs =0 Resolvent aus C3 und Cy .

S ist also widerlegbar.
(2) Die Klauselmenge S = {{x, y},{—x, y}, {x, -y}, {—x, —y}} ist widerlegbar
durch
C={x,y} Klausel aus S ,

C, ={—x,y} Klauselaus S ,
C; ={y} Resolvent aus C; und C, ,
Cy = {x,—y} Klauselaus S ,
Cs = {—x,—y} Klausel aus S ,
Co ={—y} Resolvent aus C4 und Cs ,
C; =0 Resolvent aus C; und Cg .

Herleitungen mittels Resolution kann man auch als Baume (vgl. Kap. 12) ver-
anschaulichen. Die Knoten des Baumes sind mit Klauseln markiert. Ist eine
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Klausel C ein Resolvent, so sind die Klauseln C; und C, aus denen er gebildet
wurde, seine beiden Nachfolger. (C; und C, heilen auch Eltern-Klauseln von

C)
/ C \
Cq Cy

Die beiden Herleitungen aus Beispiel 13.13 lassen sich wie in Abb. 13.8 veranschauli-
chen.

Wir wollen nun nachweisen, dass die Begriffe widerlegbar und unerfiillbar dquiva-
lent sind. Aus der Widerlegbarkeit einer Klauselmenge S ldsst sich deren Unertiillbarkeit
folgern, (,,Korrektheit der Resolutionsmethode*), und umgekehrt lasst sich aus der Uner-
fiillbarkeit von S auf die Existenz einer Widerlegung von S mittels Resolution (,, Vollstédn-
digkeit der Resolutionsmethode*) schlief3en.

» Satz 13.7 (Korrektheit der Resolutionsmethode) Ist eine Klauselmenge S erfiillbar,
dann ist S nicht mittels Resolution widerlegbar.

Beweis Sei S eine erfiillbare Klauselmenge. Dann gibt es ein Modell A von S. Sei
Ci,C,, ..., C, eine Herleitung von C, aus S. Da C; € S, ist A Modell von C;. Ist
C;+1 € S, dann ist A ebenfalls Modell von C; ;. Anderenfalls ist C; | Resolvent von C,
und C, fira,b < i + 1. Ist A Modell von C, und Cj, so ist nach dem Resolutionslem-
ma A ebenfalls Modell von C; ;. Also folgt schlieBlich, dass A Modell von C, ist. Da
O unerfiillbar ist, ist A kein Modell von 0. Demnach ist C,, # 0. Folglich gibt es keine
Herleitung von O aus S, das heif3it S ist nicht widerlegbar. |

Satz 13.7 zeigt tatsdchlich die Korrektheit der Resolutionsmethode: Ist eine Klausel-
menge S mittels Resolution widerlegbar, dann ist S unerfiillbar.

O O
{ﬁy}/ {v} / \{ﬁy}
/N / N\ / N\
{z, ~y} {-=} {y} {z,y} {~zyt Az} {2, -w)

Abb. 13.8 Widerlegungen von Klauselmengen mittels Resolution
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/

o {u}
/ /
{u} {u, w}
/ N\ / N\
{u, ~w} {u, w} {-u} {u, 70,0} {u, 0w} {u, ~w} {-u}

Abb. 13.9 Widerlegungen von S* und S~

Nun miissen wir noch die Vollstindigkeit der Resolutionsmethode beweisen. Dazu
liberlegen wir zunéchst anhand eines Beispiels, wie man aus Herleitungen der leeren Klau-
sel aus S* und aus S* eine Herleitung der leeren Klausel aus S konstruieren kann.

Sei die Klauselmenge S beispielsweise gegeben als

S = {{u,—v,w, x} {u, v, w, x} {u, —wl, {u, w, =} (o x ), {—u, —x g

Um die Unerfiillbarkeit von S gemifl Korollar 13.3 zu beweisen, miissen wir Wi-
derlegungen der beiden Klauselmengen S* = {{u, —w}, {u, w}, {—|u}} und ST =
{{u, v, w}, {u,v,w}, {u, ~w}, {—-u}} angeben. Diese Widerlegungen sind in Abb. 13.9
dargestellt. Die ,Blitter” der beiden Biume in Abb. 13.9 sind Klauseln aus S* bzw.
Klauseln aus S™*. Nun fiigen wir in alle Blitter, die nicht durch Klauseln in S beschriftet
sind, das entfernte Literal x bzw. —x wieder ein und fiihren die Resolutionsschritte wie
gehabt durch (siehe Abb. 13.10). Wir bekommen so aus den beiden Herleitungen von O
aus S* und aus S™* zwei Herleitungen aus S: Die eine von {x} und die andere von {—x}.
Die leere Klausel kann nun gerade als der Resolvent von {x} und {—x} erhalten werden.
Wir konnen also die beiden Herleitungen zusammenfiigen und durch den zusitzlichen
Resolutionsschritt zu einer Herleitung von [J aus S ergédnzen.

» Lemma13.3 Ist S* widerlegbar, dann ist [J oder {€} aus S herleitbar.

Beweis Sei S’ widerlegbar. Dann gibt es eine Herleitung Cy, .. ., C,, von O aus S¢. Wir
fiigen das entfernte Literal £ in die Herleitung von (I aus S¢ auf folgende Weise ein: Fiir
1 <i < m definieren wir Klauseln Cl-/ durch

Ci s falls Ci es,
-] GU (€}, fallsC;U{f} e SundC; &85,
! C, falls C; Resolvent von C, und Cj, nach £’ ist,

wobei C Resolvent von C; und C; nach ¢’ ist.
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{.}

== ]} {u -}
{u,[ -z |} {u w m}

/N

{u,~w} {u,w, 52 ] {-w[5z] {u-v,w m} {u v w (2]} {u,~w} {~u [z}

Abb. 13.10 Widerlegung von S

DaC/ € {C,-, C;u {Z}} und C,, = O ist, ist C, ..., C,, eine Herleitung von O oder {0
aus S. [ |

> Satz 13.8 (Vollstéandigkeit der Resolutionsmethode) Ist eine Klauselmenge S uner-
fiillbar, dann ist S’ widerlegbar mittels Resolution.

Beweis Sei S unerfiillbar. Wir fiihren einen induktiven Beweis iiber die Definition von
unerfiillbaren Klauselmengen aus Satz 13.4.

Induktionsbasis: Ist O € S, dann ist O eine Widerlegung von S.

Induktionsvoraussetzung: Fiir jedes Literal £ gilt: Ist S* unerfiillbar, dann ist S¢ wider-
legbar.

Induktionsschluss: Sei S unerfiillbar. Dann sind auch S und S¢ unerfiillbar. Nach obi-
gem Lemma 13.3 ist (1) O aus S herleitbar oder (2) {£} und {£} sind aus S herleitbar.
Im Fall (1) haben wir bereits die Widerlegbarkeit von S gezeigt. Im Fall (2) ist O
Resolvent von {£} und {£}. Deshalb lisst sich aus den Herleitungen von {£} und {¢}
ergidnzt um einen weiteren Resolutionsschritt, mit dem [ aus {£} und {£} resolviert
wird, eine Herleitung von O aus S konstruieren. Also ist S widerlegbar. |

Aus der Korrektheit und der Vollstindigkeit der Resolutionsmethode ergibt sich der
Resolutionssatz der Aussagenlogik:

> Satz13.9 (Resolutionssatz) Sei S eine Klauselmenge. S ist unerfiillbar genau dann,
wenn S mittels Resolution widerlegbar ist.

Die Unerfiillbarkeit einer beliebigen Formel o kann man nun dadurch beweisen, dass
man eine zu « erfiillbarkeitsdquivalente Formel «’ in konjunktiver Normalform bildet,
diese als Klauselmenge darstellt und mittels Resolution die leere Klausel herleitet.
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{2, v} {=y,2}  {zy,2} {z,=z}  {-=u} {=z, -y, -z}

Abb. 13.11 Widerlegung von —« mittels Resolution

Entsprechend kann man die Giiltigkeit einer Formel o dadurch beweisen, dass man wie
eben beschrieben die Unerfiillbarkeit von —a nachweist. Dazu noch ein abschliefendes
Beispiel.

Beispiel 13.14
Wir zeigen, dass

a=(xVY)A(=yVIIAEV-Z)A(XxVYyVZI) > (XAyAZ)

eine Tautologie ist.
Es geniigt, dazu die Unerfiillbarkeit von —« nachzuweisen,

¢ =(-xVY)A(FYVIOAXVZ)AXVYVI)A(-X VoYV -oz).

Abbildung 13.11 veranschaulicht einen Beweis mittels Resolution, « ist also eine
Tautologie.

Von besonderem Interesse ist das aus der Resolutionsmethode ableitbare einfache al-
gorithmische Verfahren zum Testen der Unerfiillbarkeit einer gegebenen Klauselmenge':
Man fiigt zu der Ausgangsmenge von Klauseln solange Resolventen hinzu, bis die leere
Klausel erzeugt wurde — dann ist die Ausgangsmenge unerfiillbar — oder bis keine neuen
Resolventen mehr gebildet werden kénnen — dann ist die Ausgangsmenge erfiillbar. Der
Algorithmus ist in Abb. 13.12 dargestellt.

! Die untersuchten Klauselmengen seien hier endlich.
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Abb. 13.12 Unerfiillbarkeits- input Klauselmenge S
test fiir Klauselmengen R:=0
repeat

S:=SUR; R:=0
for alle Paare von Klauseln C;,C; aus S und
alle Resolventen C' ¢ S von C; und C; do
R:=RU{C}
end (x for *)
until R =10
if O € S then
output ,unerfiillbar*
else output ,erfiillbar®
end .

Beispiel 13.15
Wir wenden den Algorithmus aus Abb. 13.12 auf die Klauselmenge

S = {{x,y, 2}, {=y, 2}, {», =z}, {=x, 2}, {-»}}

an. R; bezeichne den Inhalt der Mengenvariablen R nach dem i-ten Durchlauf der
repeat -Schleife. Dann ergibt sich

Ry=9,
R, = Ry U {alle Resolventen aus Ry}
= Ro U {{x, 2}, {x, y}, (. 2}, {z, =z}, {y, —y}, {—x, y} {-z)
Ry = Ry U {{y},{z},{x}},
R; =Ry U {D} .

Also endet der Algorithmus nach drei Schleifendurchldaufen mit der Ausgabe, dass
S unerfiillbar ist.

Die Korrektheit dieses Unerfiillbarkeitstests fiir Klauselmengen folgt sofort aus dem
Resolutionssatz 13.9 Da aus n Variablen insgesamt 21210 (21") unterschiedliche Klauseln
gebildet werden konnen, muss die repeat -Schleife hochstens 22"_mal durchlaufen wer-
den. Man kennt Folgen von Formeln ¢g, @1, ¢», . . ., fiir die dieser Algorithmus —und jeder
andere auf Resolution basierende Algorithmus — auch tatsidchlich 2°” viele Klauseln (fiir
ein ¢ > 0) erzeugen muss, bis eine Herleitung der leeren Klausel aus o, gefunden wird.
Deshalb wird die Resolutionsmethode als nicht ,.effizient* betrachtet. Ein Beispiel fiir
solche Formeln ist die Beschreibung des Taubenschlagprinzips durch aussagenlogische
Formeln. Das Taubenschlagprinzip besagt ja, dass k + 1 Tauben nicht in einen Tauben-
schlag mit & Lochern passen, so dass in jedem Loch hochstens eine Taube sitzt. Wir
beschreiben nun die Negation dieser Aussage
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~k + 1 Tauben sitzen in k Taubenschligen und in jedem Taubenschlag sitzt hochstens
eine Taube.*

als aussagenlogische Formel. Da das Taubenschlagprinzip eine wahre Aussage ist, ist
deren Negation unerfiillbar. Die elementaren Aussagen darin sind ,,Taube i sitzt in Tauben-
schlag j.* und werden durch Variablen x; ; (1 <i <k + 1,1 < j < k) ausgedriickt.
Zuerst betrachten wir die Teilaussage ,.k + 1 Tauben sitzen in k Taubenschligen®. Fiir
jede Taube i gilt also, dass sie in einem der k Taubenschldge sitzt — d.h. dass eine der
Variablen x; 1, ..., x; x wahr ist. Daraus ergibt sich die Formel

k+1
A = /\(xi.l Ve VXik)
i=1

Die zweite Teilaussage ,,In Taubenschlag j sitzt hochstens eine Taube* kann umformuliert
werden zu ,,Wenn Taube i in Taubenschlag j sitzt, dann kann dort keine andere Taube
sitzen®. Daraus erhalten wir die Implikationen x; ; — —x;- ; fiir alle Paare verschiedener
Tauben i # i’. Durch Umformung in eine konjunktive Normalform erhélt man fiir die
zweite Teilaussage die Formel

(=X vV oXig ) A A (X Y X)) -

k Kk
=1

Bi= N\

j=li

Das Taubenschlagprinzip fiir k 4+ 1 Tauben ist die Formel ¢ = (ax A Bi). Jede Formel
¢ ist unerfiillbar, besteht aus weniger als k3 Klauseln und kann effizient erzeugt werden.
Man kann zeigen, dass keine Herleitung der leeren Klausel mittels Resolution effizient ist.

Beispiel 13.16
Wir betrachten das Taubenschlagprinzip fiir drei Tauben, also die Formel ¢,. Zur
besseren Ubersicht schreiben wir die Variablen

X1 X122 X201 X22  X31 X332

als  a b c d e f

Damit erhalten wir fiir ¢, die Klauselmenge

{ta.bh.te.d} e 11
{~a,~c}, {~a, =€}, (b, ~d}, {=b,~ [}, {~c, =e}, {~d, ~ f}}

Eine Resolutions-Herleitung der leeren Klausel daraus ist in Abb. 13.13 dargestellt.



280 13 Aussagenlogik

O \
{a}

N
{a7 ﬁb}
/

{a, f}
N\

/{a7 ﬁe}

{—\(l, _‘f}
S
{ﬁav d} {a, ﬁd}

VRN /N
{_‘av _'C} {C’ d} {_'d7 _‘f} {e, f} {—\CL, _‘6} {a, b} {_‘b7 _'d} {_'C’ _‘6} {_‘f’ _'b}

Abb. 13.13 Widerlegung der Taubenschlagformel ¢,

13.7 Klauselmengen in 2KNF

Im Unterschied zur allgemeinen Situation lésst sich die Unerfiillbarkeit endlicher Klau-
selmengen, deren Klauseln jeweils hochstens nur zwei Literale enthalten, effizient testen.
Das kann man sich dadurch erklédren, dass jeder Resolvent aus zwei solchen Klauseln wie-
derum nicht mehr als zwei Literale enthalten kann. Deshalb konnen bei Anwendung der
Resolutionsmethode auf eine Klauselmenge mit n Variablen hochstens (2'("2“)) Klauseln
gebildet werden.

Ein anschaulicher Unerfiillbarkeitstest basiert auf einer Darstellung von Klauselmen-
gen durch gerichtete Graphen, auf denen ein Erreichbarkeitstest (siehe Satz 12.7) durch-
gefiihrt wird. Jede Klausel {€;, £,} ist dquivalent zu den beiden Implikationen £, — £,
und £, — £,. Eine einelementige Klausel {£} ist ja gleich {£, £} und folglich dquivalent
zu { — (. Eine Klauselmenge aus solchen ,.kleinen* Klauseln mit hochstens zwei Lite-
ralen wird eine 2KNF genannt. Sie kann als Graph betrachtet werden, dessen Knoten die
vorkommenden Literale sind und dessen Kanten den dquivalenten Implikationen entspre-
chen.

» Definition13.10 Sei S eine Klauselmenge in 2KNF, die nicht die leere Klausel enthilt.
Seien {xy, ..., x,} die in S vorkommenden Variablen. Dann ist Gg = (V, E) der Graph
mit

1. V={x1,...,xn:x1,...,—-x,,},
E={,6) | {4, b} e S}
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Abb.13.14 Graph Gy x1 pa!
zur Klauselmenge S =
o, —xa), {ovn, x3h,

{=x1, —~x2}, {x2, —x3})

T2 @ 2

T3 @® 3

Beispiel 13.17
Die Klauselmenge

{{en, =xa}, {x1, %3}, {—x1, —xa}, {xo, —x3})

ergibt den Graphen in Abb. 13.14.

Man mache sich klar, dass jede zweielementige Klausel in S zwei Kanten in Gg
bestimmt; bei jeder einelementigen Klausel gilt £; = £,, wodurch genau eine Kante be-
stimmt wird. Der Einfachheit halber schreiben wir die Kante ({1, £,) als £; — ¢,. Ein
Pfad von £ nach £’ wird durch £ —* £’ beschrieben.

Jeder nicht-leere Pfad £ —* £’ in G, entspricht einer Folge von Implikationen aus S,
die mit £ beginnt und mit £’ endet. Aufgrund der Transitivitdt von — ist dann £ — ¢’ eine
Folgerung aus S. Zudem kann diese Klausel mittels Resolution hergeleitet werden.

» Lemmai13.4 Gy besitzt einen Pfad £ —* ¢ genau dann, wenn {£, €'} aus S mittels
Resolution herleitbar ist.

Beweis Enthalte Gg einen Pfad £ —* £’, der aus den Kanten
=0, 8 =Ly .. by =0
besteht. Also enthilt S die Klauseln
TN RIRZS NN TIR G

Bildet man zuerst den Resolventen der ersten beiden Klauseln, resolviert den wieder-
um mit der nichsten Klausel und so weiter, dann ergibt sich eine Herleitung der Klau-
sel {€,0}.
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Abb. 13.15 Graph zur Klau- 1 —x1
selmenge {{x1, =x,}, {x1, X3},
{=xn, —xa, {—xs), (-l

T2 @ 2

T3 @ 3

Sei C = {£,£'} aus S mittels Resolution herleitbar. Hat die Herleitung die Liinge 1,
dann ist {£,¢’} in S und folglich £ — £’ eine Kante in Gg. Hat C eine Herleitung der
Linge n 4 1, dann unterscheiden wir zwei Fille. Entweder gilt C € S. Dann kénnen wir
so argumentieren wie oben. Anderenfalls ist C Resolvent zweier Klauseln C, = {Z W}
und C, = {£”, £'}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Pfade £ —* ¢ und £/ —* ¢/,
also zwei Pfade, die man zu einem Pfad £ —* ¢’ zusammenkleben kann. [ |

Enthiilt Gg einen Pfad x —* —x, dann st {—x} aus S herleitbar. Enthilt G auBerdem
noch einen Pfad —x —* x, dann ist auch {x} aus S herleitbar. Diese beiden Klauseln
lassen sich zur leeren Klausel resolvieren.

» Satz13.10 S ist unerfiillbar genau dann, wenn eine Variable x in S vorkommt, so dass
Gy einen Pfad x —* —x und einen Pfad —x —* x enthiilt.

Beweis Sei S unerfiillbar. Dann gibt es eine Herleitung der leeren Klausel aus S. Da die
leere Klausel nur aus zwei einelementigen Klauseln resolviert werden kann, gibt es eine
Variable x, so dass {x} und {—x} aus S herleitbar sind. Aus obigem Lemma 13.4 folgt,
dass dann Gy die Pfade =x —* x und x —* —x enthalten muss.

Sei S erfiillbar. Wir nehmen an, dass Gg einen Pfad x —* —x und einen Pfad
—x —* x enthilt. Nach Lemma 13.4 sind dann {—x} und {x} aus S herleitbar. Also
ist mit einem weiteren Resolutionsschritt auch die leere Klausel aus S herleitbar. Auf-
grund der Korrektheit der Resolution ist S unerfiillbar, womit wir einen Widerspruch zur
Annahme hergeleitet haben. |

Beispiele 13.18

(1) Die Klauselmenge in Beispiel 13.17 ist erfiillbar, da es fiir jedes x; einen der
beiden Pfade x; —* —x; oder —x; —7T x; nicht gibt: es gibt keinen Pfad
x; — 1 —x, keinen Pfad —x, —* x, und keinen Pfad —x3 —* x3.

(2) Der Graph zu einer unerfiillbaren Klauselmenge ist in Abb. 13.15 dargestellt.
Er enthilt einen Pfad x3 —' —x3 und einen Pfad —x3 — x3.
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Zusammenfassung

Wir iibertragen die Regeln des Rechnens mit ganzen Zahlen auf endliche Zahlenbe-
reiche. Das ist insbesondere fiir das Rechnen mit Computern wichtig, die selbst bei
grofitem Speicher nur mit endlich vielen Zahlen umgehen konnen. Zur Veranschauli-
chung stellen wir ein weit verbreitetes und beriihmtes Verschliisselungsverfahren vor —
das RSA-Verfahren.

Arithmetik bezeichnet umgangssprachlich das Rechnen mit ganzen Zahlen mit den
Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division mit Rest. Die
Addition von beliebig grofen ganzen Zahlen ist eine allgemein bekannte arithmetische
Funktion. Wir benutzen die Addition aber auch in einem anderem Kontext. Wenn man
um 18 Uhr eine 14-stiindige Reise beginnt, dann erreicht man das Ziel um 8 Uhr. Das
Ergebnis der Addition 18 + 14 ist in diesem Kontext also 8. Auf den ganzen Zahlen gilt
fiir die Addition dagegen 18 4+ 14 = 32. Bei Uhrzeiten — wir betrachten hier nur die
ganzen Stunden — ist das Ergebnis jedoch immer ein Wert in der Menge {0, 1,2, ...,23}
(0 Uhr und 24 Uhr bedeuten das gleiche). Anstatt iiber 23 hinauszuzihlen, beginnt man
also wieder bei 0. Demzufolge sind 32 und 8 gleichbedeutend. Abbildung 14.1 hilft beim
Rechnen mit Uhrzeiten. Die Uhrzeiten, die es tatsdchlich gibt, sind grau hinterlegt: 0 Uhr
bis 23 Uhr. Gerit man beim Rechnen zu einer anderen Uhrzeit, dann geht man in Rich-
tung Mittelpunkt des Kreises (oder vom Mittelpunkt weg), bis man eine grau hinterlegte
Uhrzeit erreicht hat. Geht man von 32 in Richtung Mittelpunkt, dann erreicht man so
die 8. Die 8 erreicht man auch von 56, 80, 104 usw. Alle Zahlen, von denen man die 8
erreicht, sind bei dieser Art des Rechnens gleichbedeutend mit 8.

Wir verallgemeinern diese Idee und iibertragen die Addition und die Multiplikation auf
endliche Mengen Z; = {0,1,2,3,...,k—1} fiir beliebige k € N*. (Im Beispiel mit den
Uhrzeiten haben wir in Z,4 = {0, 1,2, ..., 22,23} gerechnet). Der Definitionsbereich von
Addition und Multiplikation ist dann Z x Z, und der Wertebereich ist Zj. Dabei kommt
man mit der iiblichen Definition der Rechenoperationen nicht hin. Zum Beispiel kann fiir
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die Addition auf Z,4 nicht 16 4+ 19 = 35 gelten. Das Paar (16, 19) liegt zwar im Defini-
tionsbereich Z,4 X Zy4, aber die Summe 35 ist nicht im Wertebereich Z,4. Das Ergebnis
der Addition in Z,4 von 16 + 19 kann man wieder in Abb. 14.1 ablesen. Dort sicht man,
dass die Summe 35 gleichbedeutend mit 11 ist. Also ist in Z,4 die Summe 16 + 19 gleich
11. Bei der Multiplikation in Z,4 geht es genauso. In Z,4 ist das Produkt 5 - 13 gleich
17. Wie kann man diese Art des Rechnens mathematisch exakt beschreiben? Grundlage
dafiir ist die Teilbarkeitsrelation, die wir bereits in Kap. 5 kennengelernt haben und auf
die im Abschn. 14.1 ausfiihrlich eingegangen wird. Welchen Sinn hat es iiberhaupt, so zu
rechnen? Grundlagenforscher haben sich bereits vor Jahrhunderten mit den Eigenschaf-
ten von natiirlichen Zahlen beschiftigt, die man mittels dieser Methodik beschreiben kann
(siehe Abschn. 14.3 bis 14.5). Erstaunlicherweise lassen sich heutzutage deren Ergebnisse
nutzen, um Nachrichten zu verschliisseln, die z. B. iiber das Internet oder Mobilfunknetze
ibertragen werden (siehe Abschn. 14.7). Auf der Basis aktueller Forschung hat sich sogar
herausgestellt, dass es praktisch unméglich ist, mit diesen Methoden verschliisselte Nach-
richten als Unbefugter zu entschliisseln. Von dieser Anwendung haben die ,,Viter* der
Methoden sicherlich nichteinmal getraumt. Die mathematisch exakte Beschreibung dieser
Methoden und das Verstindnis ihrer Funktionsweise ist die Grundlage fiir Analysen in
einem so sensiblen Gebiet wie der Verschliisselung.

14.1 Die Teilbarkeitsrelation

Eine positive ganze Zahl a (mit a # 0) teilt eine ganze Zahl b, falls es eine ganze Zahl k
gibt, so dass a = k - b. Aquivalent zu ,.a teilt b sind die Ausdrucksweisen ,,a ist Teiler
von b und ,,b ist Vielfaches von a*. Formal schreibt man «a|b fiir die Teilbarkeitsrelation
,a teilt b, D.h. die Relation | ist eine Teilmenge von N x Z und ist definiert als

{(a,b) | Ik €Z: b=k-al.
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In der Teilbarkeitsrelation werden nur die positiven Teiler betrachtet. Wenn wir iiber Teiler
sprechen, meinen wir stets positive Zahlen. Die Menge aller Teiler von n wird mit 7' (n)
bezeichnet und ist definiert durch

T(n)={a e N"|aln} .

Beispiele 14.1
(1) 14 istein Teiler von 154, da 154 = 11 - 14.
14 ist ein Teiler von 0, da 0 = 0 - 14.
14 ist ein Teiler von 14,da 0 = 1 - 14.
14 ist ein Teiler von —42, da —42 = —3 - 14.
14 ist kein Teiler von 21,da21 = 3 - 14und 3 ¢ Z.
(2) Wir schreiben die Ergebnisse aus Punkt (1) nochmal in der Relationen-Schreib-
weise auf: 14 | 154,14 | 0, 14 | 14, 14 | —42 und 14 4 21.
(3) Zahlen mit Teiler 24 stehen in Abb. 14.1 in der selben Spalte wie 24.
(4) Die folgende Tabelle enthilt Zahlen und ihre Teiler.

al 8 | 12 | 15| 28 |
T() || {1,2,4,8} | {1,2,3,4,6,12} | {1,3,5,15} | {1,2,4,7,14,28} |

Die Teilbarkeitsrelation ist offensichtlich reflexiv, transitiv und nicht symmetrisch. Wir
betrachten weitere Eigenschaften von ihr.

» Lemma14.1 Seim € NT und b € N, und gelte m|b. Dann gilt fiir alle € N:

mla genau dann, wenn m|(a + b) .

Beweis Es gelte m|b. Dann gibteseink € Z mith = k - m.
Aus m|a folgta = [ - m fiir ein [ € N, und daraus folgta + b = (I + k) - m fiir
[,k € N. Also gibt es eine ganze Zahl s = [ + k mita + b = s - m. Das heiit m|(a + D).
Aus m|(a + b) folgta +b =g -mfireing € Z.Dab = k -m folgta = (¢ — k) - m.
Daa + b > a,giltq — k > 0. Also gibt es eine ganze Zahl r = ¢ — k mita = r - m, und
damit gilt m|a. ]

Beispiel 14.2

Es gilt 14 | 42.

Aus 14 | 70 folgt 14 | 112, da 102 = 42 + 70.
Aus 14 | 168 folgt 14 | 126, da 168 = 126 + 42.
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Die gemeinsamen Teiler zweier Zahlen a und b sind die Zahlen, die sowohl Teiler von
a als auch Teiler von b sind. Sie bilden also die Menge T'(a) N T (b).

Beispiel 14.3
Die gemeinsamen Teiler von 8 und 12 sind

{1,2,4,8}N{1,2,3,4,6,12} = {1,2,4}.
—_— ————
7(8) 7(12)
Die gemeinsamen Teiler von 8 und 15 sind

{1,2,4,8}n{1,3,5,15} = {1}.
——— N ——

T(8) T(15)

Lemma 14.1 besagt, dass die gemeinsamen Teiler von a und b genau die gemeinsa-
men Teiler von a + b und b sind. Wir schreiben dieses Lemma noch einmal in dieser
Formulierung auf.

» Korollar 14.1 Seien a,b € N*. Dann gilt

T@NT®)=T@a+b)NnTh).

SchlieBlich verallgemeinern wir dieses Korollar.
» Lemma14.2 Seiena,b € N*. Dann gilt fiir alle k € N

T@NT®h)=T(+k-b)NTb).

Beweis Wir beweisen das Lemma mittels Induktion iiber k. Die Induktionsbasis fiir k =
0 gilt offensichtlich. Als Induktionsvoraussetzung gelte T (a)NT (b) = T(a+k-b)NT (b)
fiir ein beliebiges k € N. Im Induktionsschluss muss daraus 7(a) N T(b) = T(a +
(k +1)-b) N T(b) gefolgert werden. Mit Korollar 14.1 gilt T(a + k - b) N T(h) =
T(a + (k + 1) -b) N T(b). Mit der Induktionsvoraussetzung folgt daraus

T@NT®B)=T@+k-b)NTh)=T@+k+1)-b)nTH).

Damit ist der Induktionsschluss bewiesen. [ ]

Der grofite gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen ist die groBte Zahl, die Teiler
beider Zahlen ist. Jedes Paar von ganzen Zahlen besitzt einen gemeinsamen Teiler, der
groBer oder gleich 1 ist. Ist der groBte gemeinsame Teiler von a und b gleich 1, dann ist 1
der einzige gemeinsame Teiler von a und b. In diesem Fall heien a und b teilerfremd.
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Beispiele 14.4

1. Wir fithren Beispiel 14.1 fort. Der grofite gemeinsame Teiler von 8 und 12 ist 4,
und der grofite gemeinsame Teiler von 12 und 15 ist 3. Der grofite gemeinsame
Teiler von 15 und 28 ist 1. Also sind 15 und 28 teilerfremd. 8 und 12 sind nicht
teilerfremd, und 12 und 15 sind ebenfalls nicht teilerfremd.

2. 1 istteilerfremd zu jeder anderen Zahl. Jede Zahl a hat nur einen gemeinsamen
Teiler mit 1, namlich die 1 selbst.

Die 1 ist Teiler jeder ganzen Zahl, und jede natiirliche Zahl a ist Teiler von sich selbst
(mit Ausnahme von a = 0). Die Menge T'(0) der Teiler von 0 ist unendlich groB, da jede
Zahl 0 teilt (mit Ausnahme der 0). Die Menge 7' (1) der Teiler von 1 ist einelementig. Jede
natiirliche Zahl a > 2 besitzt mindestens zwei Teiler, namlich 1 und sich selbst. Die na-
tiirlichen Zahlen mit genau zwei Teilern heilen Primzahlen. Die Teiler einer Primzahl a
sind 1 und a selbst. Die kleinsten Primzahlen sind 2, 3,5,7, 11, 13,17, 19. Wir haben be-
reits zwei wichtige Eigenschaften von Primzahlen kennengelernt: es gibt unendlich viele
Primzahlen (Satz 7.1), und jede natiirliche Zahl > 2 lasst sich eindeutig als Produkt von
Primzahlen darstellen (Satz 8.7).

Falls b kein Teiler von a ist, dann bleibt beim Teilen von a durch b/ ein Rest. Zum
Beispiel ist 39 geteilt durch 16 gleich 2 Rest 7, da 39 = 2. 16 4 7. Der Rest ist eine
natiirliche Zahl, die kleiner als die Zahl ist, durch die geteilt wird. Der folgende Satz
zeigt, dass der Rest beim Teilen zweier ganzer Zahlen eindeutig ist.

» Satz 14.1 Seien a und b natiirliche Zahlen, und » > 1. Es gibt eindeutig bestimmte
natiirliche Zahlen ¢ und r mit den Eigenschaften

a=q-b+r und 0<r<b.
Beweis Der Beweis zerfillt in zwei Teile. Zuerst wird fiir beliebig gewihltes @ und b
gezeigt, dass die gesuchten ¢ und r existieren. AnschlieBend wird nachgewiesen, dass es
nicht zwei verschiedene Paare (¢, r) mit den beschriebenen Eigenschaften geben kann.
Der Beweis des ersten Teiles wird mittels Induktion iiber a gefiihrt.

Induktionsbasis a = 0: Mitg = Ound r = 0 gilt 0 = ¢ - b + r fiir beliebiges b. Da
b > 1, gilt ebenfalls r < b.
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gilt fiir die natiirliche Zahl a.

Induktionsschluss: Die Behauptung ist fiir die natiirliche Zahl a + 1 zu beweisen. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es eindeutig bestimmte ¢’ und v’ mita = ¢’ - b + r'.
Fall1: v+ 1 =b.Danngilta+1=¢q¢"-b+ @' +1) = (¢ +1)-b+ 0. Also ist
a+1=¢q-b+rfirg=¢qg +1undr =0.

Fall2: 17"+ 1 <b.Dannista+1=¢q" -b+ (r'+ 1). Alsoista + 1 = g - b + r fiir
q = ¢’ undr = r’+ 1. In beiden Fillen gilt 0 < r < b. Damit ist der Induktionsschluss
bewiesen.
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Nun zum zweiten Teil des Beweises. Seien (g, r) und (s,?) zwei Paare mita = ¢q -
b+r=s5s-b+tund0 <r <bsowie0 <t < b.Danngiltqg-b+r =s-b+1t
und damit (g —s) - b =t —r.Fallsq # s, dannist (¢ —s) - b€ {...,—3-b,-2-
b,—b,b,2-b,3-b,..}undt —r € {-b+1,...,-2,-1,0,1,2,...,b — 1}. Da
b > 1, ist der Durchschnitt dieser beiden Mengen leer. Deshalb besitzt die Gleichung
(g —s)-b =t —r keine Losung mit ¢ # s. Also muss ¢ = s gelten. Aus g = s
folgt 0 = ¢ — r und damit ¢t = r. Folglich gilt insgesamt (¢, r) = (s,). Also ist das
gesuchte Paar eindeutig. |

14.2 Modulare Addition und Multiplikation

Da fiir jedes Paar (a,b) € N x N* das Paar (7,7r) € N x Nmita = g-b + r und
0 < r < b eindeutig bestimmt ist, kann (g, r) auch als Funktionswert von (a, b) unter
einer geeigneten Funktion aufgefasst werden. Dabei ist ¢ das Ergebnis der ganzzahligen
Division von a durch b. Sie wird mit | ¢ | bezeichnet und ist wie folgt definiert.

L%J = die grofte ganze Zahl m mit m < % .

Beispiele 14.5

() | 5] =5da5<% =55 <6.

2 |§]=3da3<$=3<4

(3) Bei der ganzzahligen Division von negativen Zahlen muss man aufpassen.

Esgilt | 92| =—6,da—6 < 222 = 58 < 5

Der Rest r bei der ganzzahligen Division ist ¥ = a — L%J - b. Dieser Rest wird durch
die Funktion mod mit

amodb:a—L%J-b

beschrieben. (,,a mod b* wird ausgesprochen als ,,a modulo *.) Auch wenn diese forma-
le Definition der Funktion kompliziert aussieht, ist ihre Bedeutung einfach zu verstehen.
Nach Satz 14.1 gilt ndmlich a = L%J -b + (a mod b).

Beispiele 14.6
(1) Der Rest bei der ganzzahligen Division von 135 durch 24 ist

135 — 135 -24=135-120=15.
24

Also gilt 135 mod 24 = 15.
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(2) —135mod 24 =9,da—135—(—6-24) = 0.

(3) In Abb. 14.1 besteht jede Spalte aus den Zahlen mit dem gleichen Rest beim
Teilen durch 24. Zum Beispiel haben 3, 27, 51, 75 alle Rest 3 beim Teilen durch
24. Beim Rechnen mit Uhrzeiten geben also alle Ergebnisse mit dem gleichen
Rest beim Teilen durch 24 die gleiche Uhrzeit an.

Die Operation mod liefert die folgende Aquivalenzrelation, die bereits in Kap. 5.4 be-
trachtet wurde.

» Definition 14.1 Sei m eine positive natiirliche Zahl. Die Relation R,, € Z x Z ist
definiert durch

R, = {(a,b)|m|(a—b)} .

Wir haben bereits in Beispiel 5.9 (5) gezeigt, dass R,, eine Aquivalenzrelation ist. m
teilt ¢ — b genau dann, wenn a — b ein Vielfaches von m ist. Also muss der Rest beim
Teilen von a durch m und beim Teilen von b durch m gleich sein. Das bedeutet, dass
a mod m = b mod m: auch wenn a und b verschieden sind, konnen sie modulo m gleich
sein.

» Lemma14.3 Seiena,b € Z und m € N*, Dann gilt:
aR,b istlogisch dquivalent zu (¢ mod m) = (b mod m) .
Beweis Laut Definition bedeutet aR,,b, dass m|(a — b). Das ist gleichbedeutend mit
dkeZ: a-b=k-m.

Nun beschreiben wir ¢ und b durch ihre Summen aus Vielfachen von m und Rest, und
erhalten daraus die dquivalente Aussage

dk eZ: (L%J~m+amodm)—({%J~m+bmodm):k—m.

Wir bringen alle Vielfachen von m auf die rechte Seite und klammern m aus.

Ik eZ: (amodm)—(bmodm):(k—L%J—i—\‘%J)qn.

Die linke Seite der Gleichung ist die Differenz (¢ mod m) — (b mod m) von zwei Zahlen
aus Z,,. Der kleinste Wert, den diese Differenz annehmen kann, ist0—(m—1) = —m+1,
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und der grofite mogliche Wert ist (m — 1) + 0 = m — 1. Also liegt die Differenz in der
Menge
D={-m+1,-m+2,...,-1,0,1,.... m—2,m—1}.

Die Summe k — L%J + L%J ist eine ganze Zahl. Also ist die rechte Seite der Gleichung
ein Vielfaches von m. Das einzige Vielfache von m in D ist 0, da —m bereits kleiner als
alle Elemente von D und m groBer als alle Elemente von D ist. Also ist die obige Aussage

dquivalent zu
(a mod m) — (b mod m) =0

und ebenso zu
amodm =bmodm . |

Aufgrund dieser Eigenschaft schreibt man fiir aR,,b auch a = b (mod m). Da es sich
bei R,, um eine Kongruenzrelation handelt, sagt man ,,a und b sind kongruent modulo m*
zu ,,a = b (mod m)*.

Beispiel 14.7
Es gilt 47 = 22 (mod 5), da 47 mod 5 = 22 mod 5 = 2. Also sind 47 und 22
kongruent modulo 5.

Dagegen gilt 47 = 22 (mod 6) nicht, da 47 mod 6 = 5 und 22 mod 6 = 4. Also
sind 47 und 22 nicht kongruent modulo 6.

Fiir jedes k in Z,, = {0, 1,2,...,m — 1} ist die Aquivalenzklasse
k]lg, ={a €Z |amodm = k}

die Menge aller Zahlen mit Rest k beim Teilen durch m. Jede Menge [k]g, wird Restklas-
se mod m genannt. Die Faktormenge

Z/Rm = {[O]Rm,[I]Rm,[Z]Rm,...,[l’)’l — I]Rm}

ist genau die Menge aller Restklassen mod m.

Eine Menge, die aus jeder Restklasse mod m genau ein Element enthilt, wird
Reprisentantensystem von Z/R, genannt. Fir Z/Rs = {[0],[1].,[2],[3],[4]} haben
wir zum Beispiel die Reprisentantensysteme {0, 1,2, 3,4}(= Zs) und {1, 5,7, 19, 23}.
Offensichtlich ist Z,, = {0,1,2,...,m — 1} ein Reprisentantensystem fiir Z/R,, (fir
jedes m € NT). Auf Z,, kann nun entsprechend den ganzen Zahlen die Rechenoperation
Addition definiert werden, wobei die Summe von a und b der Reprisentant von [a + b]g,,
in Z,, ist.
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Beispiel 14.8
Die Summe von 3 und 4 auf Z5 ist der Représentant der Restklasse [3 + 4]z, in Zs.
Aus 7Rs2 folgt [7]g, = [2]z,. Da 2 der Reprisentant von [2] g, in Zs ist, ist 2 also
genauso der Représentant von [7]g, in Zs. Folglich ist die Summe von 3 und 4 auf
Zs gleich 2.

Da (a + b) mod m = ((a + b) mod m) mod m, folgt mit Lemma 14.3 die Gleichheit
der Restklassen [a + b]g, = [(a + b) mod m]g, . Die Zahl (a + b) mod m ist in Z,,
enthalten. Also ist die Summe von a und b auf Z,, gleich (¢ + b) mod m. Entsprechend
ist das Produkt von a und b auf Z,, als (a - b) mod m definiert.

Man kann die Addition (bzw. die Multiplikation) auf der Faktormenge also letztlich
mittels Addition (bzw. Multiplikation) auf den ganzen Zahlen und der modulo-Operation
ausdriicken. Anstatt auf den Faktormengen rechnet man dann nur noch auf Z,,. Alle Re-
chenergebnisse, die aulerhalb von Z,, liegen, werden modulo m genommen und dadurch
wieder in den richtigen Bereich gebracht. Das entspricht genau dem Rechnen mit den
Elementen der Faktormenge, aber es ist einfacher zu beschreiben und stimmt direkter mit
unserer Vorstellung vom Rechnen iiberein. Diese Art der Addition und der Multiplikation
auf Z,, nennt man modulare Addition und modulare Multiplikation.

Beispiele 14.9
(1) Wir addieren 5, 8, 13 und 7 auf Z 4. Das Ergebnis ist

(5+8+13+7) mod14=33mod 14 =5.

(2) Die Addition auf Z,, kann man sich wie das Drehen eines Zeigers auf einer Uhr
mit m Einheiten (= Stunden) vorstellen. Wir betrachten die Addition 2 + 6 auf
7. Man stellt den Zeiger auf 2 und dreht um 6 Einheiten weiter. Danach steht
der Zeiger auf 8. Das Ergebnis ist (2+6) mod 11 = 8, oder anders ausgedriickt
2+ 6 = 8 (mod 11). In Abb. 14.2 ist diese Art des Rechnens graphisch darge-
stellt. Bei der Addition 7 + 8 auf Z; iiberschreitet man den ,,Nullpunkt*. Man
beginnt mit dem Zeiger auf 7 und stellt den Zeiger dann um § Einheiten vor. Das
Ergebnis ist 4. Entsprechend gilt (7 + 8) mod 11 = 4und 7+ 8 = 4 (mod 11).

(3) Wir multiplizieren 5, 4 und 12 auf Z 4. Das Ergebnis ist

(5-4-12) mod 14 =240 mod 14 =2 .

(4) Wir wollen die Multiplikation auf Z;4 nochmal am ,,Uhrenmodell* nachvoll-
ziehen. Das Produkt 9 - 3 kann als Summe 9 + 9 + 9 ausgedriickt werden. Der
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Abb.14.2 Modulare Addition und Multiplikation

Zeiger wird also zuerst auf O gestellt und dann dreimal um 9 Einheiten vorge-
stellt. Das Ergebnis ist 3 - 9 mod 14 = 27 mod 14 = 13 (siche Abb. 14.2).
(5) Wir berechnen 2'° auf Z 4. Das Ergebnis ist

2'mod 14 = 1024 mod 14 = 2.
(6) Beim Berechnen von 2?72*! auf Z; konnte man in Versuchung geraten, zuerst
den Exponenten 242+ 1 auf Z3 zu bestimmen und dann 2 damit zu potenzieren.
Da 2+ 2 + 1 mod 3 = 2, wiire das Ergebnis 22> mod 3 = 1. Das ist jedoch
falsch! Das korrekte Ergebnis erhdlt man durch Ausmultiplizieren der Potenz:

2272 mod 3 =2"mod 3 =32mod3 =2.

Wir werden noch sehen, wie das Potenzieren beim modularen Rechnen verein-
facht wird.

14.3 Modulares Rechnen

Es gibt einige Regeln, die die modulare Addition und Multiplikation leichter machen als
iiber den ganzen Zahlen. Das liegt daran, dass man die Zwischenergebnisse bereits modu-
lar reduzieren kann, ohne das Endergebnis zu verfilschen. Zum Beispiel gilt

9:8-10mod 11 =(9-8mod 11)-10mod 11 =6-10mod 11 = 5.

Hier wurde 9 - 8 bereits reduziert (d.h. durch 9 - 8 mod 11 ersetzt), bevor das Produkt
9-9-10 vollstindig ausgerechnet war. Wir wollen jetzt betrachten, unter welchen Bedin-
gungen das geht. So wie man z. B. arithmetische Gleichungen x = y zux +z =y +z
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umformen kann, indem auf beiden Seiten der Gleichung das gleiche addiert wird, lassen
sich auch Kongruenzen ¢ = b (mod m) umformen, indem auf beiden Seiten kongruente
Werte addiert werden.

Die Lemmas dieses Abschnitts gelten fiir alle @, b, c,d € Z und fiiralle m € N7,

» Lemma14.4 Ausa = b (mod m) und ¢ = d (mod m) folgt

a+c=b+d (modm).

Beweis @ = b (mod m) bedeutet m|(a — b). Also gibteseink € Z mita —b = k - m.
Entsprechend folgt aus ¢ = d (mod m) die Existenz eines / € Z mitc —d = [ - m. Die
Addition dieser beiden Gleichungen ergibt

a—-b+c—d=k-m+1-m.

Ordnet man die Summanden auf der linken Seite um und klammert man auf der rechten
Seite aus, dann erhilt man

@+co)—(b+d) =k+1)-m.

Also ist (¢ + ¢) — (b + d) ein Vielfaches von m. Das heifit m|((a + ¢) — (b + d)) und
damita + ¢ = b + d (mod m). [ |

Dieses Lemma erlaubt, bei der modularen Addition an beliebiger Stelle modular zu
reduzieren. Es gilt

(x + y) mod m = ((x mod m) + (y mod m)) mod m ,

da z = z mod m (mod m) fiir alle z € Z. Also kann man (1234 4+ 6789) mod 10 wie
folgt ausrechnen.

(1234 + 6789) mod 10 = ((1234 mod 10) + (6789 mod 10)) mod 10
= (44 9) mod 10
=3.

Entsprechend gelten
(x + y) mod m = (x + (y mod m)) mod m

und
(x + y) mod m = ((x mod m) + y) mod m .

Fiir die Multiplikation ergeben sich entsprechende Umformungsregeln.
» Lemma14.5 Ausa = b (mod m) und ¢ = d (mod m) folgt

a-c=b-d (modm).
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Beweis Sei r, = a mod m. Daa = b (mod m), gilt r, = b mod m. Nach Satz 14.1
gibtes k,,k, € Nmita = k, -m + r, und b = kj, - m + r,. Entsprechend gibt es fiir
r. = ¢ mod m natiirliche Zahlen k. und k;z,sodassc = k., -m+r.undd =k, -m+r..
Nun gilt

(a-c) mod m
((ka -m +rg) - (ke +m + 1)) mod m
= (m-(ka-kc-m-l-ra-kc +rc-ka)+ra-rc) mod m
((m-(ky ke -m+rq-ke +re-kq)) modm + ry - r.) mod m

= (ry-r.) mod m .
Analog gilt
(b-dymodm = (r,-r.) mod m .
Also folgt (a - ¢) mod m = (b -d) mod m und damita - ¢ = b - d (mod m). [ ]

Damit ergibt sich
(x-y) mod m = ((x mod m) - (y mod m)) mod m

sowie
(x-y)mod m = (x - (y mod m)) mod m

und
(x-y)mod m = ((x mod m) - y) mod m .

Bei der Multiplikation ist die Erleichterung beim modularen Rechnen noch grofer als bei
der Addition.

(1234 - 6789) mod 10 = ((1234 mod 10) - (6789 mod 10)) mod 10
= (4-9) mod 10
=6.

Man beachte, dass die Umkehrung der Implikation in Lemma 14.5 nicht gilt. Aus ¢ =
d (modm)unda-c = b -d (mod m) folgt also nicht @ = b (mod m). Gilt z. B. ¢ mod
m = d mod m = 0, dann erfiillen alle @ und b die Aquivalenza - ¢ = b - d (mod m).
Die Aquivalenz a = b (mod m) wiirde daraus durch Teilen durch 0 entstehen, was auch
modular nicht erlaubt ist. Die 0 kann modular auch durch Vielfache von ¢ und d entstehen.
Fiir m = 9 kénnen ¢ = d = 3 und a = 3 sowie b = 6 gewihlt werden. Offensichtlich
giltc = d (modm)unda-c = b-d (mod m), aber nicht @ = b (mod m). Division durch
0 kann also nur vermieden werden, wenn ¢ und m teilerfremd sind.

» Lemma 14.6 Seien ¢ und m teilerfremd. Dann gilt: aus @ - ¢ = b - ¢ (mod m) folgt
a = b (mod m).
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Beweis Esgeltea-c = b-c (mod m). Also gilt m|((a —b)-c). Wenn ¢ und m teilerfremd
sind, folgt m|(a — b), also a = b (mod m). |

» Lemma14.7 Wenn m und a - b nicht teilerfremd sind, dann sind m und a oder m und
b nicht teilerfremd.

Beweis Sei ¢ ein gemeinsamer Teiler von m und @ - b mit ¢ > 2. Da ¢ ein Produkt von
Primzahlen ist (Satz 8.7), besitzt ¢ einen Teiler p, der eine Primzahl ist — einen sogenann-
ten Primfaktor. Wegen der Transitivitit der Teilbarkeitsrelation ist p ebenfalls Teiler von
m und a - b. Die Darstellung von a - b als Produkt von Primzahlen enthilt also ebenfalls p.
Jeder Primfaktor von a - b ist Primfaktor von a oder Primfaktor von b (oder von beiden).
Also ist p Primfaktor von a oder von b, und damit auch Teiler von a oder von b. |

Durch dquivalentes Umformen erhilt man aus diesem Lemma die folgende Aussage.
» Korollar14.2 Wenn m teilerfremd zu a und zu b ist, dann ist m auch teilerfremd zu a-b.

Primzahlen spielen eine besondere Rolle beim modularen Rechnen. Fiir eine Prim-
zahl p ist jede Zahl in Z; = {1,2,..., p — 1} teilerfremd. Das fiihrt dazu, dass Z, fiir
jedesn € Z; als Menge aller Vielfachen (modulo p) von n aufgefasst werden kann.

Beispiel 14.10

Wir betrachten die Aussage fiir die Primzahl p = 7 und n = 4. In der Menge aller
Vielfachen von 4 modulo 7 braucht man Faktoren > 7 nicht zu beriicksichtigen, da
sie durch Reduktion zu kleineren Faktoren werden. Also ist

{(0-4) mod 7,(1-4) mod 7,(2-4) mod 7,..., (6 -4) mod 7}

die Menge aller Vielfachen von 4 modulo 7. Wir rechnen nun die einzelnen Elemen-
te der Menge aus und erhalten

{0,4,1,5,2,6,3} .

Das ist genau die Menge Z.

Wir schauen uns das fiir p = 5 und n = 4 nochmal auf dem ,,Uhrenmodell*
an. Man startet mit dem Zeiger auf der 0 und dreht den Zeiger dann wiederholt
um 3 Einheiten vor. Wenn man wieder bei der 0 ankommt, hat man alle Zahlen auf
dem Ziffernblatt in der Reihenfolge 0, 3, 1,4, 2, 0 durchlaufen. Dieses Beispiel ist
in Abb. 14.3. Dort sieht man auch, dass diese Eigenschaft nicht fiir alle p und n gilt.
Fiir p = 6 und n = 4 durchlduft man nur die Zahlenfolge 0, 4,2, 0.
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Abb. 14.3 Beispiel zu 0 0
Satz 14.8
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» Lemma 14.8 Fiir jede Primzahl p und jede Zahln € Z; gilt

{i-nmodp|ieZi}=17S.

Beweis Sei p eine Primzahl und n € Z;. Wir betrachten zwei Vielfache a - n und b - n
von n, mita,b € Z} und a # b. Dann gilt ebenfalls a # b (mod p). Dan € Z; und p
eine Primzahl ist, sind # und p teilerfremd. Mit Lemma 14.6 folgta - n # b - n (mod p),
und damit gilt (@ - » mod p) # (b -n mod p).

Die Elemente der Menge {i -n mod p | i € Z;} sind also paarweise verschieden. Des-
halb enthilt sie ﬁ(Zp*) = p — 1 Elemente. Offensichtlich ist diese Menge eine Teilmenge
von Z,. AuBlerdem enthilt diese Menge nicht die 0, da # und jedes i € Z; teilerfremd zu
p sind. Folglich gilt {i -n mod p |i € Z}} = Z}. [ |

Da0-n = 0 (mod p), kann das Lemma direkt erweitert werden.
» Korollar 14.3 Fiir jede Primzahl p und jede Zahl n € Z;’ gilt

{i-nmodp|i€Zy}=17,.

14.4 GrofB3ter gemeinsamer Teiler und
der Algorithmus von Euklid

Zwei Zahlen haben stets mindestens einen gemeinsamen Teiler, ndmlich die 1. Kennt man
den grofiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen, dann weily man, ob die Zahlen teilerfremd
sind. Um den groBten gemeinsamen Teiler zu finden, muss man nicht alle Teiler der beiden
Zahlen bestimmen. Wir werden in diesem Abschnitt ein Verfahren kennenlernen, mit dem
er sehr schnell auszurechnen ist. Als Grundlage dafiir schauen wir uns zunéchst zwei
einfache Eigenschaften des gro3ten gemeinsamen Teilers an.

Der grofite gemeinsame Teiler zweier positiver natiirlicher Zahlen a und b wird mit
ggl'(a, b) bezeichnet. Es gilt also zum Beispiel ggl'(12,15) = 3 und ggl'(27.532.216,
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23.838.008) = 4712. Als nichstes werden wir eine Methode vorstellen, mit der man den
grofiten gemeinsamen Teiler sehr schnell ausrechnen kann. Die Grundlage dafiir bildet
folgendes Lemma.

» Lemma14.9 Seiena,b € N*t. Dann gilt
ggl(a,b) = ggl'(a mod b, b) .

Beweis Seien a und b in N+, Dann gibtes ein k € N, sodassamod b = a —k - b.
Folglich ist a = (@ mod b) + k - b. Nach Lemma 14.2 sind die gemeinsamen Teiler von
a mod b und b genau die gemeinsamen Teiler von @ mod b + k - b und b —d. h. T (a mod
b)NT() = T(a mod b+ k-b)N T (b). Also sind auch die groBten gemeinsamen Teiler
gleich, d. h.

ggl(a mod b,b) = ggT(amod b + k -b,b) = ggl'(a,b) . [ ]
»—zz_a
Das Verfahren zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen ist
untrennbar mit dem Namen Euklid (ca. 365-300 v. Chr.) verbunden und wird auch Eu-
klidischer Algorithmus genannt. Man kann den Euklidischen Algorithmus durch folgende
induktive Definition der Funktion ggTx : N* x N* — N beschreiben.

b, fallsa mod b =0
84le(a.b) =
gglp(b,a mod b), sonst (d.h. falls a mod b # 0) .

Die Schreibweise bedeutet, dass die Berechnung des Funktionswertes ggl'x(a, b) abhingig
davon abléuft, ob @ mod b = 0.

Fall 1: Es gilta mod b = 0. Dann ist ggl'g(a,b) = b.

Fall 2: Es gilta mod b # 0. Dann ist gglg(a,b) = ggle(b, a mod b).

Wir haben es also mit einer induktiven Definition zu tun.

Beispiele 14.11

1. Wir betrachten die Bestimmung des Wertes gglz(116,34). Zuerst muss
116 mod 34 berechnet werden, damit bestimmt werden kann, ob Fall 1 oder
Fall 2 eintritt. Da 116 mod 34 = 14, tritt Fall 2 ein. Deshalb ist

gglE(116,34) = gglp(34,14) .
Nun muss 34 mod 14 berechnet werden. Da 34 mod 14 = 6, tritt wieder Fall 2

ein und es gilt
84TE(34.14) = gdlE(14.6) .
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Mit 14 mod 6 = 2 folgt
88lE(14,6) = gglx(6,2) .
Nun gilt 6 mod 2 = 0, und damit folgt schlieBlich
gglE(6,2) =2.

Insgesamt ist nun
88Te(116,34) = gglp(34,14) = ggle(14,6) = gdlx(6,2) = 2,

und damit ggl'z (116, 34) = 2 berechnet worden.
Da {1, 2, 17, 34} die Teiler von 34 und {1, 2, 4,29, 58, 116} die Teiler von 116
sind, ist gglx(116, 34) tatsachlich der grofte gemeinsame Teiler von 116 und
34.

2. Wir betrachten die Berechnung von ggl'z(27.532.216, 23.838.008).

¢eTr(27.532.216,23.838.008)

= ggT(23.838.008, 3.694.208)
geTr(1.672.760, 348.688) e (348.688, 278.008)
¢¢T:(278.008, 70.680) ¢6T5(70.680, 65.968)
geTr(65.968, 4712) = 4712

96T5(3.694.208, 1.672.760)

Hier konnen wir nicht mehr leicht verifizieren, dass der berechnete Wert tat-
sdchlich der grofite gemeinsame Teiler von 27.532.216 und 23.838.008 ist.

Der folgende Satz besagt, dass ggl'e(a, b) stets der groBte gemeinsame Teiler von a
und b ist. Das bedeutet, dass mit dem Euklidischen Algorithmus korrekt der grofite ge-
meinsame Teiler berechnet wird.

> Satz14.2 Seien a und b positive natiirliche Zahlen. Dann gilt
gglr(a,b) = ggl'(a,b) .
Beweis Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber die GroBe von b.

Induktionsbasis: b = 1. Dann ist ggl'(a,b) = b. Daa mod 1 = 0, ist nach Definition
des Euklidischen Algorithmus gglz(a,b) = b. Also gilt ggTg(a, b) = ggl'(a, b).
Induktionsvoraussetzung: ggle(a,b) = ggl'(a, b) fir alle b < m.

Induktionsschluss: Wir zeigen gglp(a,m + 1) = ggl'(a,m + 1). Zur Vereinfachung

der Schreibweise sei m’ = m -+ 1. Wir betrachten die beiden Fille in der Definition
von gglr getrennt.



144 GroBter gemeinsamer Teiler und der Algorithmus von Euklid 299

Fall 1: Es sei a mod m’ = 0. Dann ist m’ ein Teiler von a. Da m’ der grofite Teiler
von m’ ist, gilt ggl'(a,m’) = m’. Nach Definition des Euklidischen Algorithmus ist
ggle(a,m’) = m'. Also gilt ggTz(a,m’) = ggl'(a, m’).

Fall 2: Es sei a mod m’ # 0.

Fall 2.1: Es sei a < m’. Dann ist @ mod m’ = a. Nach der Definition des Euklidischen
Algorithmus ist gglp(a,m’) = ggle(m’,a). Da a < m’, gilt laut Induktionsvoraus-
setzung ggle(m’,a) = ggl'(m’,a). Wegen ggl'(x,y) = ggl'(y, x) folgt schlieBlich
g8le(a,m’) = ggl'(a.m’).
Fall 2.2: Es bleibt noch der Fall @ > m’. Nach der Definition des Euklidischen Algo-
rithmus ist

gele(a,m’) = ggle(m’',a mod m’) .

Da (@ mod m") < m’, folgt aus der Induktionsvoraussetzung
gele(m’,a mod m") = ggl'(m’, a mod m') .

Die Reihenfolge der Argumente spielt fiir den grofiten gemeinsamen Teiler keine Rolle,
d.h. es gilt ggT'(x, y) = ggl' (y, x) fiir alle x, y € N*. Damit folgt

ggl(m',a mod m') = ggl'(a mod m’,m').
Nach Lemma 14.9 gilt
ggl(a mod m',m') = ggl'(a,m’).
Diese Folge von Gleichheiten liefert insgesamt

gdle(a,m) = ggl(a,m’). -

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus kann man sehr schnell den grofiten gemein-
samen Teiler bestimmen. Man kann iibrigens zeigen, dass — gemessen an der Grof3e der
Zahlen — die Berechnung des Euklidischen Algorithmus am aufwindigsten fiir zwei auf-
einanderfolgende Fibonacci-Zahlen ist.

Der grofite gemeinsame Teiler von a und b ldsst sich als Summe von Vielfachen von
a und b beschreiben. Zum Beispiel ist fiir a = 116 und b = 34 der groBte gemeinsame
Teiler ggT'(116,34) = 2,und 2 = (—12) - 116 + 41 - 34. Diese Darstellung von ggI'(a, b)
wird Vielfachsummendarstellung genannt.

> Satz14.3 Seien a und b positive natiirliche Zahlen. Dann gibt es ganze Zahlen p und ¢
mit der Eigenschaft
ggla,b)y=p-a+q-b.

Beweis Seien a und b positive natiirliche Zahlen. Wir fithren einen Induktionsbeweis
tiber die Anzahl der Anwendungen der obigen Formel gglr zur Berechnung des grofiten
gemeinsamen Teilers.
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Induktionsbasis: Der grofite gemeinsame Teiler ggl'(a, b) von a und b ldsst sich mit
einer Anwendung von gglr berechnen. Dann ist @ mod b = 0 und ggl'(a,b) = b.
Also gilt ggl'(a,b) = p-a+q-bfirp=0undg = 1.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gilt fiir Zahlen a und b, fiir die sich
ggl'(a, b) durch k Anwendungen von gglr berechnen lasst.

Induktionsschluss: Seien a und b Zahlen, fiir die sich ggl'(a,b) durch k + 1 An-
wendungen von gglr berechnen lésst. Also gilt g¢l'(a,b) = ggl'(b,a mod b). Da
g8l (b, a mod b) durch k Anwendungen von ggl'g berechenbar ist, gibt es nach Indukti-
onsvoraussetzung ganze Zahlen p’ und ¢’ mit ggI'(h, @ mod b) = p’-b+¢q’-(a mod b).
Durch Einsetzen der Definition von mod erhalten wir

p/.b+q/-(amodb):p/-b+q/-(a—L%J-b).

Fasst man die Vielfachen von b zusammen, dann ergibt sich

' fa—1E oy = o a1,
Pbtq a—|Z] -0 =dat (=g |5 b
Mit ggT'(a, b) = ggl' (b, a mod b) folgt schlieBlich
ggl(a.b)y=p-a+q-b
fir p=q'undg = p' —q'- | 4]. [

Fiir teilerfremde Zahlen wurde dieser Satz als Lemma von Bachet bekannt, da er vom
franzosischen Mathematiker Claude Gaspar Bachet de Mézirac (1581-1638) bewiesen
wurde. Der oben gefiihrte Beweis des Satzes erlaubt die Bestimmung der gesuchten Wer-
te p und g bei der Berechnung von ggl'z.

Beispiel 14.12

Wir wollen die Vielfachsummendarstellung des grofiten gemeinsamen Teilers von
116 und 34 bestimmen. Dazu betrachten wir die oben durchgefiihrte Berechnung
gglE (116, 34) riickwirts. Die letzte Berechnung darin ist gglz(6,2) = 2. Ent-
sprechend der Induktionsbasis folgt gelp(6,2) = p -6 + g -2 fir p = 0
und ¢ = 1. Der grofite gemeinsame Teiler von 14 und 6 berechnet sich durch
g8Tp(14,6) = ggls(6,2). Aus gglg(6,2) = 0-6 + 1 -2 folgt entsprechend dem
Induktionsschluss mit p’ = O und ¢’ = 1, dass

8glp(14,6) = ¢ - 14+ (p'—q'- | 2]) -6
=1-144+(0—-1-2)-6
=1-14—2-6.
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Entsprechend folgt
34
gglp(34,14) = —2-34 4+ |1 -2 T 14=-2.344+5-14
und schlieBlich
116
gele(116,34) = 5116+ —2=5- | == | | -34 = 5116 —17-34.

14.5 Der kleine Satz von Fermat

Wir fragen zunéchst, ob sich modulare Addition und Multiplikation invertieren lassen wie
die Addition und die Multiplikation auf den ganzen Zahlen. Dort kénnen wir das Ergebnis
einer Addition durch eine Subtraktion riickgingig machen, und das der Multiplikation
durch eine Division.

Wir betrachten die Funktion f(n) = n + 5 auf den ganzen Zahlen. Da es sich um eine
bijektive Funktion handelt, existiert auch die inverse Funktion f~!' mit f~!'(f(n)) = n.
Offensichtlich ist f~!(z) = z + (=5). Die Addition auf den ganzen Zahlen lisst sich
also durch die Addition einer negativen Zahl invertieren. Betrachtet man die Funktion f
nun modular z.B. auf Z; als f(n) = (n + 5) mod 7, dann lédsst sich auch die inverse
Funktion durch eine Addition einer positiven Zahl ausdriicken. Das liegt daran, dass —5 =
2 (mod 7). Also hat modulo 7 die Subtraktion von 5 den gleichen Effekt wie die Addition
von 2. Man kann deshalb f~! ebenfalls durch eine Addition ausdriicken: f~'(z) = (z +
2) mod 7. Es gilt

£ fm) = (((n + 5) mod 7) + 2) mod 7
=((n+5)+2) mod?7
= (n+7) mod7

=n.

Die Umkehrfunktion zu f(n) = (n + a) mod m ist f~'(z) = (z + b) mod m, wobei b
sich bestimmt durch @ + b = 0 (mod m). Offensichtlich existiert zu jedem a und m ein
solches b.

Betrachten wir nun eine modulare Multiplikationsfunktion, zum Beispiel f(n) = (n -
5) mod 7. Kann man die zu f inverse Funktion auch als Multiplikationsfunktion aus-
driicken? Dazu muss ein b mit (n - 5) - b = n (mod 7) gefunden werden. Das heifit, fiir b
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muss 5-b = 1 (mod 7) gelten. Fiir b = 3 gilt diese Kongruenz. Also ist die zu f inverse
Funktion f~'(z) = (z-3) mod 7.
3 heiBt invers zu 5 beziiglich Multiplikation mod 7,da 5-3 = 1 (mod 7).

» Definition 14.2 Seien a,b € N und m € N ™. b heiBt invers zu a beziiglich Multipli-
kation mod m, fallsn -a - b = n (mod m) fiir alle n € Z,,.

Nicht jede modulare Multiplikationsfunktion besitzt eine inverse Funktion, da sie nicht
bijektiv sein muss. Zum Beispiel hat g(n) = (n - 6) mod 8 keine inverse Funktion. Das
liegt daran, dass 6 eine gerade Zahl ist, und jedes Vielfache von 6 modulo 8 ebenfalls
gerade ist. Deshalb gibt es kein Vielfaches von 6, das modulo 8 den Wert 1 hat.

Aus Satz 14.3 kann man schlieen, dass a ein Inverses beziiglich Multiplikation mod
m besitzt, falls ggl'(a,m) = 1.

> Satz14.4 Seien a und m teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann gibt es ein b € N mit
a-b =1 (modm).

Beweis Fiir teilerfremde a und m gilt ggl'(a,m) = 1. Also gibt es p und g, so dass
1 = p-a+ q-m.Modular gilt dann

1=p-a+q-m(modm)
= (p-a) mod m + (g - m) mod m (mod m)
———
=0
= p-a (modm) . m

Beispiel 14.13
Sei a = 9 und m = 16. Die beiden Zahlen sind teilerfremd, d. h. ggI'(9, 14) = 1.
Entsprechend Beispiel 14.12 finden wir heraus, dass | = —3-9+42.14. Da -3 =
11 (mod 14), folgt aus dem Beweis von Satz 14.4, dass 1 = 11 - 9 (mod 14).

Das Inverse zu 9 beziiglich Multiplikation mod14 ist also 11. Fiir die Funktion
f(n) = (n-9) mod 14 ist also f~'(z) = (z-11) mod 14 die inverse Funktion.

Wenn m eine Primzahl ist, dann besitzt jedes @ € Z;] ein Inverses beziiglich Mul-
tiplikation mod m. Deshalb besitzt jede Funktion f(n) = (n - @) mod m eine inverse
Funktion.

Kommen wir nun zur nichstschwierigen arithmetischen Operation — der Potenzierung.
Betrachten wir die Funktion f(n) = (#°) mod 7. Besitzt diese Funktion ein Inverses?
Kann das ebenfalls durch Potenzierung entstehen?

» Definition 14.3 Seien a, b und m ganze Zahlen. b heilit invers zu a beziiglich Poten-
zierung mod m, falls (n“)b = n (mod m) fir alle n € Z,,.
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n [01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n? 0 1 128 2187 16384 78125 279936 823543 2097152 4782969 10000000
n"mod1l (01 7 9 5 3 8 6 2 4 10
(n7)° 01 8 27 64 125 216 343 512 729 1000
(n")’mod11j01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abb.14.4 Darstellung von f(n) = n’ mod 11 und deren Inverse f~'(z) = z* mod 11

Beispiele 14.14

1. Seia = 7und m = 11. Dann ist b = 3 invers zu 7 beziiglich Potenzierung
mod 11. Abbildung 14.4 zeigt, wie sich n’ und (n7)3 berechnen. Dort sieht
man auch, dass {n” mod 11 | n € Z,,} = Z,,. Das zeigt, dass n’ mod 11 eine
injektive Funktion ist.

2. Fiir a = 6 gibt es kein Inverses beziiglich Potenzierung mod 11, da die Funkti-
on f(n) = n® mod 11 nicht injektiv ist. Es gilt z. B. f(5) = f(6) = 5.

Die folgende Eigenschaft der Potenzierung wurde von Pierre de Fermat (1607-1665)
entdeckt und ist als kleiner Satz von Fermat bekannt. Sie bildet die Grundlage zur Ermitt-
lung von Potenzierungsfunktionen mit Inversen.

» Satz14.5 Fiir jede Primzahl p und jede Zahl n € Z; gilt
n?~''=1 (mod p) .

Beweis Wir betrachten das Produktzn - (2-n)-(3-n)-...- ((p — 1) - n) aller Elemente
von{i-nmod p|i € Z;}. Aus Lemma 14.8 folgt

n-2-n)-@n)-...-(p—1-n) = 1-2-3.-...-(p—1) (mod p).

Produkt aller Elemente von {i-n mod p|i EZ;} Produkt aller Elemente von Z;

Durch Umformen der linken Seite ergibt sich

1-2:.3....-(p—1-n"'' =1.2.3....-(p—1) (modp).
Da p teilerfremd zu allen Elementen von Z; ist, ist p ebenfalls teilerfremd zu dem Pro-
dukt1-2-3....-(p — 1) aller Elemente von Z;’. Mit Lemma 14.6 kann dieses Produkt

von beiden Seiten der Kongruenz entfernt werden, und damit erhélt man

n”~'' =1 (mod p). [
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Durch Multiplikation beider Seiten der Aquivalenz mit n ergibt sich die folgende Aqui-
valenz, die offensichtlich auch fiir n = 0 gilt.

> Korollar 14.4 Fiir jede Primzahl p und jede Zahln € Z, gilt n” = n (mod p).

Dan = n', sind p und 1 im Exponenten also gleichbedeutend. Es gilt p = 1 (mod p —
1). In der Tat lésst sich das Korollar zu folgender Aussage verallgemeinern: wenn man
modulo einer Primzahl p rechnet, kann im Exponenten modulo p — 1 gerechnet werden.

» Korollar 14.5 Fiir jede Primzahl p, jede Zahl n € Z, und jedes m € N gilt n" =
nm mod (p—1) (mod P)

Beweis Sei p eine Primzahl und n € Z;, und sei m eine beliebige natiirliche Zahl. Dann
gibt es eine natiirliche Zahl k mitm = k- (p — 1) + (m mod (p — 1)). Mit Satz 14.5 folgt
dann

n" = nk-(p—l)+(m mod p—1)

m mod (p—1)

nP=te o onP
—
k-mal

p med (p=1) (mod p) . [ |

Zu einer Funktion f(n) = n“ mod p lidsst sich damit unter folgenden Bedingungen
die inverse Funktion finden: (1) p muss eine Primzahl sein, und (2) a und p — 1 miissen
teilerfremd sein. Aus (2) folgt, dass es ein Inverses zu a beziiglich Multiplikation mod p—
1 gibt. Sei b dieses Inverse. Dann gilta - b = 1 (mod p — 1). Damit folgt

b
n% = ne?
= p@bmod (p=D) (mod p)

= n (mod p)

firallen € Z,.

Beispiel 14.15

In Beispiel 14.14 (1) war @ = 7 und p = 11. Also ist p eine Primzahl, und a ist
teilerfremd mit p — 1 = 10. Nun kann das Inverse zu a beziiglich Multiplikation
mod p — 1 bestimmt werden. Dal =3-7—2-10, gilt3-7 = 1 (mod 10). Also ist
3 invers zu 7 beziiglich Multiplikation mod 10. Folglich gilt

(n7)3 =n (mod 11)

fiir alle n € Z“.
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Wir fassen diese Uberlegungen zum folgenden Korollar zusammen.

» Korollar14.6 Sei p eine Primzahl und a teilerfremd zu p — 1. Dann gibt es eine natiir-
liche Zahl b, so dass fiir alle n € Z, gilt:

(n“)b =n (mod p) .

14.6 Verschliisselung mit dem kleinen Satz von Fermat

Ein Sender (traditionell Alice genannt) will eine Nachricht an einen Empfinger (Bob)
tiber eine Datenleitung schicken. Im folgenden Beispiel schickt Alice die Nachricht ,,JCH
SCHWANZE DIE VORLESUNG* an Bob. Da Alice die Nachricht im Klartext durch die
Datenleitung schickt, kann potenziell jeder diese Nachricht sehen und verstehen, wihrend
sie libertragen wird.

Empfinger Datenleitung Sender

<——— ICH SCHWANZE DIE VORLESUNG ~—1——
(Bob) (Alice)

Damit nur Bob die Nachricht verstehen kann, wollen Alice und Bob ihre Nachrichten
verschliisseln. Dazu vereinbaren sie, die Buchstaben der Nachrichten geméf der folgen-
den Verschliisselungstabelle miteinander zu vertauschen. Die Tabelle enthilt fiir jeden
Buchstaben und das Leerzeichen eine Chiffre, die wiederum ein Buchstabe oder das Leer-
zeichen ist.

Buchstabe |2 |B|c|p|E|F|c|u|1|a|k|r|m|n|o|p|o|r|s|T|u|v|w]|x|¥]|z]4] |
Chiffre|D |z |w|x|o|a|A|x|u|z|[v|c[B|Y|[F|a|c|E|p|r|s|o|M|n|L] |T]o]

Alice ersetzt nun jeden Buchstaben des Klartextes durch seine in der Verschliisselungsta-
belle stehende Chiffre. Der Klartext

ICH SCHWANZE DIE VORLESUNG
wird dann verschliisselt zu
UWKOPWKMTY QOXIQOJFECQP SYA .

Diese verschliisselte Nachricht wird nun an Bob iibertragen.
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Empfinger Datenleitung Sender

«~—— UWKOPWKMTY QOXIQOJFECQPSYA <~—t+——
(Bob) (Alice)

Bob entschliisselt die Nachricht genau umgekehrt: er ersetzt jede Chiffre der verschliis-
selten Nachricht durch den in der Verschliisselungstabelle stehenden zugehorigen Buch-
staben.

Die prinzipielle Art dieser Verschliisselung heifit Blockchiffre. Die zu verschliisselnden
Daten — der Klartext — werden in Blocke gleicher Linge (z. B. Buchstaben und Leerzei-
chen) aufgeteilt, die dann blockweise chiffriert werden. Das hat den Vorteil, dass zum
Beispiel Texte beliebiger Lange verschliisselt werden konnen. Die Grofe der Blocke kann
beliebig gewihlt werden. Im obigen Beispiel hitten wir statt Blocken aus jeweils einem
Buchstaben auch eine Verschliisselungstabelle fiir Blocke aus jeweils zwei Buchstaben
benutzen konnen.

Im Computer werden beliebige Zeichen des Alphabets durch Folgen von Oen und len
(,,Bits und Bytes*) dargestellt. Diese Folgen kann man als Zahlen interpretieren. Eine Ver-
schliisselungstabelle stellt dann nichts anderes als eine bijektive Funktion mit gleichem
Definitions- und Wertebereich dar. Die Verschliisselungstabelle von oben zur Verschliis-
selung von 28 verschiedenen Zeichen ergibt so eine Funktion f mit Definitions- und
Wertebereich Z,g = {0, 1,2, ...,27} wie folgt.

mlol1]2]3]4]s5]6]|7]8]9]10]11]12]13]14]
fmy|3]25(22|23]16]0|26]10]20(8]21| 2 | 1 |24] 5 |
|15]16]17]18]19]20|21]22|23]24]|25]26] 27|
[7]6]4][15]17[18] 9 [12]13]11]27]19]14]

Eine Nachricht ist dementsprechend eine Folge von Zahlen ny, ..., n,. Damit Alice ver-
schliisselte Nachrichten an Bob senden kann, muss Alice eine Verschliisselungsfunktion
besitzen, und Bob muss das Inverse der Verschliisselungsfunktion besitzen — die dazu-
gehorige Entschliisselungsfunktion. Das Ziel ist es, die Verschliisselungsfunktion so zu
wihlen, dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1. Kein Unbefugter kann die verschliisselte Nachricht entschliisseln. Eine solche Ver-
schliisselungsfunktion heifit sicher.

2. Die Ver- und die Entschliisselungsfunktion miissen schnell auszurechnen sein.

3. Es darf nicht schwierig sein, eine Verschliisselungsfunktion und die dazugehorige Ent-
schliisselungsfunktion zu finden.
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Letztlich wird Ver- und Entschliisselung durch bijektive Funktionen auf Z; = {0, 1,2, 3,
..,k — 1} ausgedriickt. Die mathematische Beschreibung von Verschliisselungen hat
den Vorteil, dass Sicherheit, schnelle Berechenbarkeit usw. genau untersucht werden kon-
nen. Bemerkenswerterweise wurde die mathematische Theorie, die vielen modernen Ver-
schliisselungstechniken zugrunde liegt, zu weiten Teilen bereits vor Jahrhunderten ent-
wickelt — also zu Zeiten, in denen man ihre Anwendungen auf Computern nicht einmal
erahnen konnte. Die Grundlagen stammen wie bereits gesehen u. a. von Euklid (etwa 300
v.Chr.) aus dem antiken Griechenland, oder aus China (um 300), und darauf aufbauend
von Fermat (um 1650) und Euler (um 1750) aus Europa. Wichtige Betrachtungen zur
Sicherheit von Verschliisselungsfunktionen stammen aus dem Computerzeitalter.

Zur Konstruktion einer Verschliisselungsfunktion, die eine bijektive Funktion mit
Definitions- und Wertebereich Z, ist, bietet sich die modulare Arithmetik an. Funk-
tionen aus Additionen und Multiplikationen sind aber keine gute Wahl, da sich damit
verschliisselte Nachrichten auch ohne Kenntnis der Ver- und Entschliisselungsfunktion
durch statistische Analysen leicht entschliisseln lassen. Mittels modularer Potenzierung
erhilt man jedoch sichere Verschliisselungsfunktionen.

Eine Verschliisselungsfunktion durch Potenzierung kann entsprechend Korollar 14.6,
das auf dem kleinen Satz von Fermat (Satz 14.5) basiert, wie folgt konstruiert werden.

1. Wihle eine Primzahl p > 2 und eine Zahl a € Z;, die teilerfremd zu p — 1 ist. Die
Verschliisselungsfunktion ist dann die Funktion v : Z, — Z, mit

v(n) =n? mod p.

2. Daaund p—1 teilerfremd sind, gibt es laut Korollar 14.6 ein b mit (n“)b = n (mod p).
Dieses b ist nun der Exponent der Entschliisselungsfunktion e : Z, — Z, mit

e(n) =n’ mod p.
Nun gilt fiiralle n € Z,

e(v(n)) = (n* mod p)? mod p
= (n”)b mod p

=nmod p.
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Damit Alice und Bob sich verschliisselte Nachrichten zuschicken kénnen, kann Bob p,
a und b mit Eigenschaften wie im obigen Beispiel wihlen. Nun teilt er Alice die Wer-
te p und a mit. Nachrichten an Bob verschliisselt Alice mit der Verschliisselungsfunktion
v(x) = x* mod p. Bob entschliisselt die Nachrichten von Alice mit der Entschliisselungs-
funktion e(y) = y® mod p. Fiir kleine Primzahlen p kann mit Computerhilfe eine solche
Verschliisselung ohne Kenntnis der Verschliisselungsfunktion entschliisselt werden. Man
kennt bis heute kein schnelles allgemeines Rechenverfahren, das ohne Kenntnis von @ und
p (oder von b und p) erlaubt, von Alice verschliisselte Nachrichten zu entschliisseln.

Beispiel 14.16 (Bestimmung von Ver- und Entschliisselungsfunktion)

Es soll eine Folge von Zahlen aus {0, 1,2,...,31} iibermittelt werden. Um diese
Zahlen zu verschliisseln, muss eine Primzahl > 32 gewihlt werden. Wir wihlen
p = 47.Dannist p — 1 = 46, und a = 15 ist teilerfremd zu p — 1. Damit haben
wir die Verschliisselungsfunktion

v(n) = n'" mod 47 .

Um die Entschliisselungsfunktion zu bestimmen, miissen wir das Inverse zu 15
beziiglich Multiplikation mod 46 bestimmen. Mit dem Algorithmus von Euklid er-
halten wir b = 43. Damit haben wir die Entschliisselungsfunktion

e(n) = n* mod 47 .

Nun wollen wir die Zahl 27 verschliisseln — also v(27) = 27'° mod 47 berechnen. Um
nicht 15 Multiplikationen durchfiihren zu miissen, benutzen wir einen Rechentrick zum
schnellen Potenzieren. Zum Beispiel gilt

3P =324 = (30)' = ((32)2)2 .

Statt achtmal 3 zu multiplizieren, kommen wir also mit drei Quadrierungen aus. Beim
modularen Rechnen kann nach jeder Quadrierung reduziert werden. Also ldsst sich zum
Beispiel 3% mod 11 wie folgt berechnen.

2
3 mod 11 = ((3%)7) mod 11 = (%)’ mod 11 = 4 mod 11 =5,

AusschlieBlich mit Quadrierungen kommt man nur aus, wenn der Exponent eine Potenz
von 2 ist. Im allgemeinen Fall — also fiir beliebige Exponenten — kann man die Darstel-
lung des Exponenten als bindrer Term benutzen (siehe Definition 8.4 und Satz 8.12). Zum
Beispiel ist die Darstellung von 10 als binédrer Term

10=2-2-2-2-04+1)4+0)+1)+0.
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Damit gilt

nl0 — ;2@ @@ 0+D)+0)+1)+0

_ (nz 2:(2:(2-0+1)+0)+1
= (

)

nz)z-(z.(2-0+1)+0) 2
2.(2-0+1)

()

()™
= ((i12)2)2 -n?.

Diese Darstellung einer Potenz als Produkt von Quadraten erhélt man sehr schnell aus
der Binirdarstellung einer Zahl. Die Bindrdarstellung von 10 ist b3b,b1by = 1010. Je-
de 1 in der Binidrdarstellung liefert einen Faktor. Die Anzahl der Quadrate, die ineinander
geschachtelt werden, hiingt von der Stelle in der Binérdarstellung ab, an der die 1 steht.
Aus b3 = 1 folgt der Faktor mit 3 geschachtelten Quadraten

2
(62) -
Aus by = 1 folgt der Faktor mit einem Quadrat

n*.

Damit haben wir alle Faktoren fiir die Darstellung von n'°.

Beispiele 14.17
(1) Berechnung von v(27) = 27" mod 47. Die Binirdarstellung von 15 ist
b3bybiby = 1111 .

Daraus ergibt sich

Dieser Ausdruck enthilt die Quadrate 7% und (nz)2 mehrfach. Um ihn mog-
lichst schnell auszurechnen, geht man am besten von rechts nach links vor.
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14.7 Das RSA-Verfahren 3N

Wenn Alice die Nachricht
27, 28, 29, 30, 25, 18

an Bob iibermitteln will, dann wendet sie auf jede der Zahlen die Verschliisselungs-
funktion v an und schickt die damit erhaltene Folge

16, 8, 10, 35, 36, 37

an Bob. Bob wendet dann auf jede der Zahlen seine Entschliisselungsfunktion e an und
bekommt damit wieder die eigentliche Nachricht von Alice heraus.

14.7 Das RSA-Verfahren

Das praktische Problem bei dieser Art der Verschliisselung ist die Ubermittlung der Ver-
schliisselungsfunktion. In unserem Beispiel bestimmt Bob die Parameter p, a und b, und
schickt die Verschliisselungsfunktion — also p und a — an Alice. Da davon ausgegangen
werden muss, dass die Kommunikation zwischen Alice und Bob abgehort wird (sonst
wire Verschliisselung ja iiberfliissig), muss Bob einen anderen und abhorsicheren Weg
wihlen, um die Verschliisselungsfunktion an Alice zu tibermitteln. Denn wer die Parame-
ter a und p der Verschliisselungsfunktion kennt, kann leicht die Entschliisselungsfunktion
—d. h. deren Parameter b und p — bestimmen.

Eine geniale Erweiterung des obigen Verfahrens erlaubt sichere Verschliisselung, auch
wenn die Verschliisselungsfunktion 6ffentlich bekannt ist — man spricht hier von Public-
Key-Cryptography. Anstelle nur einer Primzahl, modular zu der gerechnet wird, nimmt
man das Produkt von zwei Primzahlen. Kennt man beide Primzahlen, dann ist das Be-
stimmen der Entschliisselungsfunktion einfach. Kennt man jedoch nur das Produkt, dann
ist bis heute keine Methode bekannt, mit der man schnell die Entschliisselungsfunktion
bestimmen kann. Mathematisch beruht das Verfahren auf einer Erweiterung des kleinen
Satzes von Fermat, die von Leonard Euler (1707-1783) bewiesen wurde.

> Satz14.6 Seien p und ¢ zwei Primzahlen, und a sei eine zu (p—1)-(g—1) teilerfremde
Zahl. Dann gibt es eine Zahl b mita-b = 1 (mod (p—1)-(¢—1)),sodass fiirallen € Z,.,
gilt:

(1)’ =n (mod p-q).

Auf diesem Satz basiert das RSA-Verfahren von Ronald Rivest, Adi Shamir und Leo-
nard Adleman aus dem Jahr 1977. Es ist eines der ganz groen Ergebnisse der Informatik.
Die drei Wissenschaftler erhielten dafiir im Jahr 2002 den Turing-Award, der als Nobel-
preis fiir Informatik angesehen wird.
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1. Bob wihlt zwei Primzahlen p und g, berechnetm = p-¢,sowiek = (p—1)-(g—1)
und wihlt eine zu k teilerfremde Zahl a. Schlielich berechnet Bob eine Zahl b mit
a-b=1(mod(p—1)-(g—1)).

2. Bob schickt m und a an Alice.

3. Alice verschliisselt Nachrichten an Bob mit der Verschliisselungsfunktion v(n) =
n¢ mod m.

4. Bob entschliisselt Nachrichten von Alice mit der Entschliisselungsfunktion e(n) =
n® mod m.

Hier kann Bob die Verschliisselungsfunktion — d. h. die Parameter m und a — unbesorgt
auf einer abhorbaren Leitung an Alice schicken. Bis heute ist kein schnelles Verfahren be-
kannt, das aus m und a den fiir die Entschliisselungsfunktion notigen Parameter 5 schnell
berechnet.

Beispiel 14.18

Alice und Bob wollen sich Nachrichten als Folgen von Zahlen aus {0, 1,2, ..., 127}
schicken. Bob bestimmt die Ver- und die Entschliisselungsfunktion. Er muss also
zweil Primzahlen p und g wihlen, so dass p - ¢ > 128. Bob wihlt p = 37 und
q = 5. Erberechnetm = p-gq = 185undk = (p — 1) - (¢ — 1) = 144. Die Zahl
a = 65 ist teilerfremd zu 144. Das Inverse zu 65 beziiglich Multiplikation mod 144
ist 113.

Die Verschliisselungsfunktion ist

v(n) = n% mod 185
und die Entschliisselungsfunktion ist
e(n) =n'" mod 185.

Bob schickt die Parameter @ = 65 und m = 185 an Alice. Damit ist Alice in der
Lage, Nachrichten an Bob zu verschliisseln.

Man kennt bis heute kein schnelles allgemeines Rechenverfahren, das ohne Kenntnis
von a, p und g erlaubt, von Alice verschliisselte Nachrichten zu entschliisseln. Je schnel-
ler die Computer werden, desto grofere Primzahlen muss man zum praktisch sicheren
Verschliisseln nehmen. Heutzutage benutzt man dazu Primzahlen mit etwa 200 Dezimal-
stellen. Das Finden solcher Primzahlen und die Bestimmung der iibrigen Parameter der
Ver- und Entschliisselungsfunktionen geht recht schnell.

Das Besondere an dem RSA-Verfahren — die Public-Key-Eigenschaft — liegt darin,
dass Bob die Verschliisselungsfunktion in einem ,,Telefonbuch* versffentlichen kann, so
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dass jeder sie zum Verschliisseln von Nachrichten an Bob benutzen kann. Da nur Bob die
Entschliisselungsfunktion kennt und niemand sie herleiten kann, ist Bob der einzige, der
an ihn gesendete verschliisselte Nachrichten auch entschliisseln kann.
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Bernoulli-Versuch, 171, 172
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Doppelnegationsgesetz, 198, 263
dualisieren, 197
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kleiner Satz von, 303
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Folgerung, 13
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Induktion, 116
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Induktionsbeweis, 120
Induktionssatz, 116
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Induktionsschluss, 120
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innerer, 217, 249
Tiefe, 251
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Kommutativgesetz, 36, 186
Kommutativitit, 17, 43
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Matrixdarstellung, 236
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