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Vorwort

Seit vielen Jahren war es unser gemeinsamer Wunsch, einmal ein Lehrbuch tiber Numerische Mathe-
matik zu schreiben. Hier ist es nun, und wir haben Herrn Andreas Riidinger vom Verlag herzlich zu
danken, dass er dieses Buch moglich gemacht hat! Die Inhalte dieses Buches sind groBtenteils bereits
in dem Werk Grundwissen Mathematikstudium erschienen, aber in Absprache mit dem Verlag haben
wir uns entschlossen, sie nochmals als eigenes Werk zu veroffentlichen. Wir sind der Uberzeugung,
dass Studierende der Mathematik, Physik, und anderer Naturwissenschaften lieber zu einem eigen-
standigen, thematisch gestrafften Buch greifen, als dieses Thema in einem umfassenden Werk zur
Hoheren Analysis, Numerik und Stochastik zu suchen.

Wir sind zudem dankbar, unsere universitire Ausbildung im Fach Numerik jeweils bei grofBartigen
akademischen Lehrern wie Rainer Kress in Gottingen respektive Giinter Miihlbach in Hannover erhal-
ten zu haben. Dort haben wir beide gelernt und verinnerlicht, dass es sich bei Numerischer Mathematik
eben um Mathematik handelt, und nicht um die Benutzung von fertigen Programmen auf Computern
und die Interpretation bunter Bilder, die sich als Ausgabe solcher Computerprogramme ergeben. Wir
sehen sehr klar die Bedeutung des Computers und haben auch selbst komplexe Algorithmen in sehr
grofle Softwarepakete verwandelt; so waren wir beide zentral an der Erschaffung und der ersten Pro-
grammierung des DLR-7-Codes beteiligt, der sich heute zu einem Arbeitspferd der Computational
Fluid Dynamics (CFD) entwickelt hat. Etwas iiberspitzt hat es Edsger W. Dijkstra so ausgedriickt:
Programming is one of the most difficult branches of applied mathematics; the poorer mathemati-
cians had better remain pure mathematicians.**

In der Numerischen Mathematik (oder, wie es in der anglo-amerikanischen Welt heifit: Numerical
Analysis) geht es um die zentralen Ideen zur Nutzung mathematischer Resultate im Kontext reali-
tiatsbezogener Anwendungen. Es geht um Konvergenzbeweise fiir Algorithmen, um den Einsatz von
Funktionalanalysis zur Fehlerabschidtzung oder zur Konstruktion ,besserer®, d. h. genauerer und effi-
zienterer Algorithmen, und vieles mehr. Diesen mathematischen Kern der Numerischen Mathematik
wollen wir herausarbeiten und den Studierenden, welche die Techniken der Numerischen Mathematik
erlernen wollen, in einer ansprechenden Form présentieren.

Unser Buch folgt einer heute fast klassisch zu nennenden Themenfolge: Interpolation und Approxima-
tion, Quadratur, Numerik linearer Gleichungssysteme, Eigenwertprobleme, Lineare Ausgleichsproble-
me, Nichtlineare Gleichungen und Systeme sowie die Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen.
Von einer Darstellung der Numerik partieller Differentialgleichungen haben wir Abstand genommen,
denn allein fiir Teilaspekte dieses groen Gebietes brauchte man jeweils ein eigenes Buch.

Unser Buch soll ein Lehrbuch sein, aber auch ein Lernbuch. Daher haben wir jedem Kapitel einige
Selbstfragen und viele Aufgaben mit Losungen mitgegeben. Wir hoffen, dass unsere eigene Begeiste-
rung fiir die Numerische Mathematik durch dieses Buch auch eine neue Generation von Studierenden
erfassen wird.

Heidelberg, Deutschland Andreas Meister
November 2018 Thomas Sonar

*E.W. Dijkstra: How Do We Tell Truths that Might Hurt? (in: Edsger W. Dijkstra: Selected Writings on Computing:
A Personal Perspective. Springer Verlag, p. 129, 1982).
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1 Mathematik — eine lebendige Wissenschaft

Mit der Analysis und der Linearen Algebra werden im ersten Stu-
dienjahr klassische Grundlagen der Mathematik gelegt. Im Hinblick
auf die moderne Entwicklung dieses Fachs sind heute weitere
Aspekte ebenso maBgebend, die iblicherweise Gegenstand des
zweiten und dritten Studienjahrs sind.

Hierzu gehort ganz wesentlich auch die in diesem Buch vorgestellte
Numerische Mathematik ohne die eine modernen MaBstében ge-
niigende Anwendung mathematischer Erkenntnisse undenkbar ist.
Dabei wird, neben einer vollstandigen Beweisfiihrung, Wert auf
Zusammenhange, Hintergriinde, Motivation und alternative Beweis-
ideen gelegt. Damit wollen wir einen Weg weisen hin zu einem
umfassenden Verstandnis numerischer Aspekte der Mathematik.

Um das Konzept des vorliegenden Lehrbuchs nachvollziehbar zu
machen, bieten wir den Lesern in diesem einleitenden Kapitel eine
kurze Einfiihrung in unsere Intention und die didaktischen Elemen-
te.

1.1 Uber Mathematik, Mathematiker

und dieses Lehrbuch

Mathematik ist eine Formalwissenschaft. Zu diesen Wissen-
schaften gehoren genau jene, die sich mit formalen Systemen
beschiftigen. Neben der Mathematik sind die Logik oder die
theoretische Informatik Beispiele solcher Formalwissenschat-
ten. Wihrend in den Geistes-, Natur- und Ingenieurwissen-
schaften friihere Erkenntnisse durch einen neuen Zeitgeist oder
durch neue Experimente relativiert werden, sind mathematische
Erkenntnisse ein fiir alle Mal korrekt. Insofern sind letztere kul-
turunabhingig und prinzipiell von jedem nachvollziehbar. Das
heifit aber keineswegs, dass die Mathematik starr ist und ir-
gendwie stehen bleibt. Nicht nur die Darstellungen und der
Abstraktionsgrad, sondern vor allem die betrachteten Inhalte un-
terliegen einem stindigen Verdnderungsprozess. Sie liefern bis
heute eine duflerst lebendige Wissenschaft, die sich kontinuier-
lich weiterentwickelt.

Ein wesentliches Merkmal der Mathematik besteht darin, dass
ihre Inhalte streng aufeinander aufbauen und jeder einzelne
Schritt im Allgemeinen gut zu verstehen ist. Im Ganzen betrach-
tet ist die Mathematik jedoch ein auflerordentlich komplexes
und grof3es Gebiet, das im Laufe der vergangenen ca. 6000 Jahre
von vielen Menschen zusammengetragen wurde.

Was ist neu an diesem Lehrbuch?

Mathematiker verwenden iiblicherweise eine karge und rein
zweckorientierte Sprechweise. Im Interesse der Studierenden —
also insbesondere in Ihrem Interesse — sind wir bestrebt, hiervon
abzuweichen und fassen in diesem Buch so weit wie moglich
Formeln und abstrakte Gebilde auch in Worte. Auf diese Wei-
se nehmen Erkldrungen viel Platz ein. Das ist neu, aber es gibt
noch mehr.

Aufgabenstellungen in der Mathematik sind hidufig zu Beginn
schwer zu erfassen. Wir haben uns bemiiht, komplexe, nicht
sofort offensichtliche Zusammenhinge Schritt fiir Schritt zu er-
kldren. Wir schildern, stellen dar, gliedern und liefern Beispiele
fiir nicht leicht zu verstehende Sachverhalte. In der Mathematik
ist das begriffliche Verstidndnis von Zusammenhingen wichtig.
Keinesfalls ist Auswendiglernen ein erfolgreicher Weg zum Ab-
schluss eines Mathematikstudiums.

Die Mathematik beruht auf Axiomen

Wir wissen schon aus dem ersten Studienjahr, dass die Ma-
thematik als Wissenschaft von Grundwahrheiten ausgeht, um
weitere Wahrheiten zu vermitteln. Diese auch als Axiome oder
Postulate bezeichneten Grundwahrheiten sind nicht beweisbar,
werden aber als giiltig vorausgesetzt. Die Gesamtheit der Axio-
me ist das Axiomensystem.

Natiirlich sollten sich die Axiome eines solchen Systems nicht
widersprechen, und so versuchte man, die Widerspruchsfreiheit
der gingigen Axiomensysteme zu beweisen, was jedoch nicht
gelang. Die Lage ist in der Tat noch verworrener, denn Kurt
Godel (1906-1978) zeigte, dass die vermutete Widerspruchs-
freiheit innerhalb des betrachteten Axiomensystems weder be-
wiesen noch widerlegt werden kann.

Die wichtigsten Bausteine und Schritte zum Formulieren ma-
thematischer Sachverhalte lassen sich in drei Typen unterteilen,
niamlich Definition, Satz und Beweis.

Definitionen liefern den Rahmen

Durch Definitionen werden die Begriffe festgelegt, mit denen
man spiter arbeitet. Auch allgemein iibliche Notationen geho-
ren im weiteren Sinne in diese Kategorie. Definitionen kénnen
weder wahr noch falsch sein, wohl aber mehr oder weniger
sinnvoll. Auf jeden Fall muss der Gegenstand einer Definition
wohldefiniert sein. Seine Beschreibung muss eine eindeutige
Festlegung beinhalten und darf nicht auf Widerspriiche fiihren.

Wenn wir im Folgenden einen Begriff definieren, so schreiben
wir ihn fett. Manchmal sind solche Begriffe sehr suggestiv, wir
verwenden sie dann oftmals schon vor der eigentlichen Defini-
tion oder auch in den einleitenden Absitzen zu den Kapiteln. In
diesem Fall setzen wir den betreffenden Begriff kursiv. Nach
erfolgter Definition wird dieser Begriff nicht mehr besonders
hervorgehoben.

Satze formulieren zentrale Ergebnisse

Sétze stellen auch in diesem Buch die Werkzeuge dar, mit de-
nen wir stindig umgehen, und wir werden grundlegende Sitze
der Numerik formulieren, beweisen und anwenden. Dient ein
Satz in erster Linie dazu, mindestens eine nachfolgende, weit-
reichendere Aussage zu beweisen, wird er oft Lemma (Plural



Lemmata, griechisch fiir Weg) oder Hilfssatz genannt. Ein Ko-
rollar oder eine Folgerung formuliert Konsequenzen, die sich
aus zentralen Sétzen ergeben.

Erst der Beweis macht einen Satz zum Satz

Jede Aussage, die als Satz, Lemma oder Korollar formuliert
wird, muss sich beweisen lassen und somit wahr sein. In der
Tat ist die Beweisfiihrung zugleich die wichtigste und die
anspruchsvollste Tatigkeit in der Mathematik. Einige grundle-
gende Techniken, Sprech- und Schreibweisen haben wir schon
im ersten Studienjahr kennengelernt, wollen sie hier aber teil-
weise nochmals vorstellen.

Zunichst sollte jedoch der formale Rahmen betont werden, an
den man sich beim Beweisen im Idealfall halten sollte. Dabei
werden in einem ersten Schritt die Voraussetzungen festgehal-
ten. Anschlieend stellt man die Behauptung auf. Erst dann
beginnt der eigentliche Beweis. Ist Letzterer gelungen, so lassen
sich die Voraussetzungen und die Behauptung zur Formulierung
eines entsprechenden Satzes zusammenstellen. Auflerdem ist es
meistens angebracht, den Beweis noch einmal zu iiberdenken
und schliissig zu formulieren.

Der Deutlichkeit halber wird das Ende eines Beweises hiufig
mit ,,ged” (quod erat demonstrandum — was zu zeigen war)
oder einfach mit einem Kistchen ,,l* gekennzeichnet. Insge-
samt liegt fast immer folgende Struktur vor, die auch bei Thren
eigenen Beweisfiihrungen Richtschnur sein sollte:

= Voraussetzungen: ...
= Behauptung: ...
= Beweis:... H

Natiirlich ist diese Reihenfolge kein Dogma. Es werden manch-
mal auch Aussagen hergeleitet, also letztendlich die Beweis-
fiihrung bzw. die Beweisidee vorweg genommen, bevor die
eigentliche Behauptung komplett formuliert wird. Diese Vorge-
hensweise kann mathematische Zusammenhénge verstindlicher
machen. Das Identifizieren der drei Elemente Voraussetzung,
Behauptung und Beweis bei Resultaten, bleibt trotzdem stets
wichtig, um sich Klarheit tiber Aussagen zu verschaffen.

0.B.d.A. bedeutet ohne Beschrankung der
Allgemeinheit

Mathematische Sprechweisen sind oft etwas gewohnungsbe-
diirftig. So steht o.B.d. A. fiir ,,ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit”. Manchmal sagt man stattdessen auch o.E.d. A,
also ,,ohne Einschrinkung der Allgemeinheit” oder ganz kurz
0.E., d.h. ,,ohne Einschrinkung®. Hierunter verbirgt sich meist
das Abhandeln von Spezialfillen zu Beginn eines Beweises, um
den Beweis dadurch tibersichtlicher zu gestalten. Der allgemei-
ne Fall wird dennoch mitbehandelt; es wird nur die Aufgabe
an die Studierenden iibertragen, sich sorgsam zu vergewissern,
dass tatsdchlich der allgemeine Fall begriindet wird. Soll etwa

1.1 Uber Mathematik, Mathematiker und dieses Lehrbuch

eine Aussage fiir jede reelle Zahl x bewiesen werden, so bedeu-
tet ,,sei 0.B.d. A. x # 0%, dass die zu beweisende Behauptung
im Fall x = 0 offensichtlich (,,trivial®) ist.

Logische Aussagen strukturieren Mathematik

In den Beschreibungen des Terminus Safz haben wir schon an
einigen Stellen von Aussagen gesprochen. Letztlich sind nahezu
alle mathematischen Sachverhalte wahre Aussagen im Sinne der
Aussagenlogik, die somit einen Grundpfeiler der modernen Ma-
thematik bildet. Diese Sichtweise von Mathematik ist iibrigens
noch nicht alt, denn sie hat sich erst zu Beginn des zwanzigs-
ten Jahrhunderts etabliert. Die Logik ist schon seit der Antike
eine philosophische Disziplin. Wir werden uns hier nur auf die
Aspekte der mathematischen Logik konzentrieren, die im Hin-
blick auf das Beweisen grundlegend sind.

Nach dem Grundprinzip der Logik miissen alle verwendeten
Ausdriicke eine klare, scharf definierte Bedeutung besitzen, und
dieses Prinzip sollte auch Richtschnur fiir alle wissenschaftli-
chen Betrachtungen sein. Es erhilt gerade in der Mathematik
ein ganz zentrales Gewicht. Daher ist die aus gutem Grunde
an Symbolen reiche Sprache der Mathematik am Anfang sicher
gewoOhnungsbediirftig. Sie unterscheidet sich von der Alltags-
sprache durch eine sehr genaue Beachtung der Semantik.

Abstraktion ist eine Schliisselfahigkeit

In der Mathematik stoft man immer wieder auf das Phino-
men, dass unterschiedlichste Anwendungsprobleme mit densel-
ben oder sehr dhnlichen mathematischen Modellen behandelt
werden konnen. So beschreibt etwa die gleiche Differenzial-
gleichung sowohl die Schwingung eines Pendels als auch die
Vorginge in einem Stromkreis aus Spule und Kondensator.

Werden in der Mathematik bei unterschiedlichen Problemen
gleiche Strukturen erkannt, so ist man bestrebt, deren Wesens-
merkmale herauszuarbeiten und fiir sich zu untersuchen. Man
16st sich dann vom eigentlichen konkreten Problem und studiert
stattdessen die herauskristallisierte allgemeine Struktur.

Den induktiven Denkprozess, das Wesentliche eines Problems
zu erkennen und bei unterschiedlichen Fragestellungen Ge-
meinsamkeiten auszumachen, die fiir die Losung zentral sind,
nennt man Abstraktion. Hierdurch wird es moglich, mit ei-
ner mathematischen Theorie ganz verschiedenartige Probleme
gleichzeitig zu 16sen, und man erkennt oft auch Zusammenhén-
ge und Analogien, die sehr hilfreich sein konnen.

Abstraktion ist ein selbstverstindlicher, unabdingbarer Bestand-
teil des mathematischen Denkens, und nach dem ersten Studien-
jahr haben Sie vermutlich die Anfangsschwierigkeiten damit
iiberwunden. Auch in diesem Band haben wir wieder viel Wert
darauf gelegt, Ihnen den Zugang zur Abstraktion mit zahlrei-
chen Beispielen zu erleichtern und IThre Abstraktionsfihigkeit
zu fordern.
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1 Mathematik — eine lebendige Wissenschaft

Computer beeinflussen die Mathematik

Die Verbreitung des Computers hat die Bedeutung der Ma-
thematik ungemein vergrofert. Mathematik durchdringt heute
praktisch alle Lebensbereiche, angefangen von der Telekom-
munikation, Verkehrsplanung, Meinungsforschung, bis zur Na-
vigation von Schiffen oder Flugzeugen, dem Automobilbau,
bildgebenden Verfahren der Medizin oder der Weltraumfahrt.
Es gibt kaum ein Produkt, das nicht vor seiner Entstehung
als virtuelles Objekt mathematisch beschrieben wird, um sein
Verhalten testen und damit den Entwurf weiter verbessern
zu konnen. Das Zusammenspiel von Hochstleistungsrechnern
und ausgekliigelten mathematischen Algorithmen ermoglicht es
zudem, eine immer grofere Datenflut zu verarbeiten. So be-
tragt etwa die Rohdatenproduktion des ATLAS-Detektors von
Elementarteilchen-Kollisionen am CERN in Genf ca. 60 Ter-
abyte pro Sekunde (Stand 2013).

Viele Rechenaufgaben aus unterschiedlichsten Bereichen der
Mathematik konnen heute bequem mit Computeralgebrasyste-
men (CAS) erledigt werden. Dabei operieren solche Systeme
nicht nur mit Zahlen, sondern auch mit Variablen, Funktionen
oder Matrizen. So kann ein CAS u.a. lineare Gleichungs-
systeme 16sen, Zahlen und Polynome faktorisieren, Funktio-
nen differenzieren und integrieren, zwei- oder dreidimensiona-
le Graphen zeichnen, Differenzialgleichungen behandeln oder
analytisch nicht losbare Integrale oder Differenzialgleichungen
nidherungsweise 16sen. Fiir die sachgerechte Verwendung dieser
Programme sind aber Kenntnisse der zugrunde liegenden Ma-
thematik unumginglich.

In der Numerischen Mathematik, kurz auch Numerik ge-
nannt, entwickelt und analysiert man Algorithmen, deren An-
wendungen niherungsweise Losungen von Problemen mithilfe
von Computern liefern. In der Praxis ist es ndmlich oftmals
so, dass man Gleichungen erhilt, die nicht exakt 16sbar sind
oder deren Losungen nicht in analytischer Form angegeben wer-
den konnen. Hier schafft die Numerische Mathematik Abhilfe.
Im Gegensatz zu Computeralgebrasystemen arbeitet ein nume-
risches Verfahren stets mit konkreten Zahlenwerten, nicht mit
Variablen oder anderen abstrakten Objekten. Computeralgebra-
systeme benutzen fiir konkrete Berechnungen die Algorithmen,
die in der Numerischen Mathematik entwickelt wurden. Die
wesentlichen Gebiete der Numerischen Mathematik, wie In-
terpolation, Quadratur, Numerik linearer Gleichungssysteme,
Eigenwertprobleme, lineare Ausgleichsprobleme, nichtlineare
Gleichungen, und Numerik gewohnlicher Differenzialgleichun-
gen werden im vorliegenden Buch ausfiihrlich behandelt.

1.2 Die didaktischen Elemente
dieses Lehrbuchs

Dieses Lehrbuch weist eine Reihe didaktischer Elemente auf,
die Sie beim Erlernen des Stoffs unterstiitzen sollen. Auch wenn
diese Elemente meist selbsterkldrend sind, wollen wir hier kurz
schildern, wie sie zu verstehen sind und welche Absichten wir
damit verfolgen.

Farbige Uberschriften geben den Kerngedanken
eines Abschnitts wieder

Der gesamte Text ist durch farbige Uberschriften gegliedert,
die jeweils den Kerngedanken des folgenden Abschnitts zu-
sammenfassen. In der Regel bildet eine farbige Uberschrift
zusammen mit dem dazugehorigen Abschnitt eine Lerneinheit.
Machen Sie nach dem Lesen eines solchen Abschnitts eine
Pause und rekapitulieren Sie dessen Inhalte. Denken Sie auch
dariiber nach, inwieweit die zugehorige Uberschrift den Kern-
gedanken beinhaltet. Bedenken Sie, dass diese Uberschriften
oftmals nur kurz und priagnant formulierte mathematische Aus-
sagen sind, die man sich gut merken kann, die aber keinen
Anspruch auf Vollstindigkeit erheben — hier kénnen auch man-
che Voraussetzungen weggelassen sein.

Im Gegensatz dazu beinhalten die gelben Merkkiisten meist
Definitionen oder wichtige Sidtze bzw. Formeln, die Sie sich
wirklich merken sollten. Bei der Suche nach zentralen Aussagen
und Formeln dienen sie zudem als Blickfang. In diesen Merk-
kisten sind in der Regel auch alle Voraussetzungen angegeben.

Von den vielen Fallstricken der Mathematik konnten wir Leh-
rende ein Lied singen. Wir versuchen Sie davor zu bewahren
und weisen Sie mit einem roten Achtung auf gefihrliche Stel-
len hin.

Zahlreiche Beispiele helfen Thnen, neue Begriffe, Ergebnisse
oder auch Rechenschemata einzuiiben. Diese (kleinen) Beispie-
le erkennen Sie an der blauen Uberschrift Beispiel. Das Ende
eines solchen Beispiels markiert ein kleines blaues Dreieck.

Definition (Bestapproximation/Proximum)

Ein Polynom p* e T1"([a, b]) heift Proximum
oder Bestapproximierende oder Bestapproximation
im Raum der Polynome vom Grad nicht hoher als
n an die stetige Funktion f auf [a, b], wenn

If= Pl = /=Pl

min
pell”([a,b])

gilt.

Abb. 1.1 Gelbe Merkkisten heben das Wichtigste hervor

Achtung Konvergiert die Folge der Néherungswerte
{v™M}, <N innerhalb der Rayleigh-Quotienten-Iteration gegen
einen Eigenwert A der Matrix A, so liegt mit {4 — v I},,cn
eine Matrixfolge vor, die gegen die singuldre Matrix (4 — A1)
konvergiert und somit ein Verfahrensabbruch bei der Losung
des Gleichungssystems zu befiirchten ist. Diese Problematik
muss bei der praktischen Umsetzung der Methode geeignet
beriicksichtigt werden. <

Abb. 1.2 Mit einem roten Achtung beginnen Hinweise zu hiufig ge-
machten Fehlern



Beispiel Fiir die Matrix

18

A=1{,

erhalten wir im Rahmen des Gram-Schmidt-Verfahrens zu-
nichst §, = (1,2)7 und hiermit 1 = ||§; 2 = +/5. Folg-
lich ergibt sich

1//5
2//5

Entsprechend berechnet man im zweiten Schleifendurchlauf
ri2 = (az,q1) = 2+/5 und somit §, = ar — ripq; =
(6, —3)T. AbschlieBend ergibt sich hieraus rpy = ||, ]2 =
34/5 und

2/V/5

~1/v/5

Zusammenfassend erhalten wir die QR-Zerlegung in der

Form
15 2/4/5\ (V5 25
2/v5 —1//5)\ 0 35

=0 =R

q1=q/r =

4 =4,/ =

A=

Die Losung des Gleichungssystems Ax = (—15, 0)7 erfolgt
nun in zwei Schritten. Zunéchst berechnet man

—33
—6v5

und erhélt hiermit aus der Gleichung Rx = y durch Riick-
wirtselimination x = (1, —2)7. <

_of (1B _

Abb. 1.3 Kleinere Beispiele sind in den Text integriert

Neben diesen (kleinen) Beispielen gibt es — meist ganzsei-
tige — (grofe) Beispiele. Diese behandeln komplexere oder
allgemeinere Probleme, deren Losung mehr Raum einnimmt.
Manchmal wird auch eine Mehrzahl priifungsrelevanter Einzel-
beispiele iibersichtlich in einem solchen Kasten untergebracht.
Ein solcher Kasten trédgt einen Titel und beginnt mit einem blau
unterlegten einleitenden Text, der die Problematik schildert. Es
folgt ein Losungshinweis, der das Vorgehen zur Losung kurz er-
ldutert, und daran schlie3t sich der ausfiihrliche Losungsweg an
(siehe Abb. 1.4).

Manche Sitze bzw. deren Beweise sind so wichtig, dass wir sie
einer genaueren Betrachtung unterziehen. Dazu dienen die Bo-
xen Unter der Lupe. Zwar sind diese Sitze mit ihren Beweisen
meist auch im FlieBtext ausfiihrlich dargestellt, in diesen zuge-
horigen Boxen jedoch geben wir weitere Ideen und Anregungen,
wie man auf diese Aussagen bzw. deren Beweise kommt. Wir
stellen oft auch weiterfiihrende Informationen zu Beweisal-
ternativen oder mogliche Verallgemeinerungen der Aussagen
bereit (sieche Abb. 1.5).

1.2 Die didaktischen Elemente dieses Lehrbuchs

Beispiel: Verfahren im Vergleich

Wir wollen alle unsere bisher behandelten Verfahren am Beispiel der Nullstellensuche bei der Funktion f(x) = x% —Inx —2

testen.

und ie: Wir

iiber der Anzahl der Iterationen dar.

Losung:

Wir suchen die Nullstelle & = 1.56446... im Intervall
[a.b] = [1,2]. Im Fall des Bisektionsverfahrens plot-
ten wir zu jeder Iteration x, also das arithmetische Mit-
tel der neu berechneten a, und b,. Im Fall des Newton-
Verfahrens haben wir den Startwert xg = 1.2 gewihlt. Das
Sekantenverfahren produziert etwa ab der achten Iteration
eine Fehlermeldung, da | f(x,) — f(x,1)| die Maschi-
nennull erreicht. Wir fangen das ab, indem wir nur dann
eine neue Niherung fiir die Nullstelle berechnen, wenn
| £ (xn) — f(xas)| > 1077, ansonsten wird immer der
vorher berechnete Wert x,, | verwendet.

y
1.5 7

1

0.5+

-0.5 +

154

jeweils die Nd

an die & € [1,2] und stellen sie

Unser Bild zeigt die Funktion f(x) = x> — Inx — 2 auf
dem Intervall [0.1, 2] und die zwei Nullstellen dort. Wir
wollen die Nullstelle § = 1.56446... finden.

Alle Methoden finden die Nullstelle, wie unsere Konver-
genzverliufe zeigen. Dabei erweisen sich das Newton- und

das a fahren als schnelle wiihrend
das Bisekti erfahren deutlich ist.
—— .Bisektion®
Ll . RegulaFalsi*
) —— .ModifizierteRegulaFalsi*
—— .Sekanten”
1.65 —— Newton*
L6+
1.55 1
1.5
1.45
+ + + + +
0 2 4 6 8 10

Abb. 1.4 GroBere Beispiele stehen in einem Kasten und behandeln

komplexere Probleme

Unter der Lupe: Geschlossene Newton-Cotes-Formeln mit ungeradem n

Wir beweisen den Satz {iber den Quadraturfehler geschlossener Newton-Cotes-Formeln mit ungeradem n véllig analog zum
Satz iiber den Quadraturfehler geschlossener Newton-Cotes-Formeln mit geradem .

Wir wissen schon, dass @+ im Intervall [b — h, b] von
cinerlei Vorzeichen ist, denn die einzigen Nullstellen von
pprsinda = xg < x| < ... < X,_| <X, =b.Den
Quadraturfehler schreiben wir daher in der Form

b-h
Rus1lf1= / On41(X) fx0, .., xp, X] dx
b
+/ Op 1 () fx05 s Xn, X]dx
b—h

und wenden auf das zweite Integral den Mittelwertsatz der
Integralrechnung an:

b—h
Rnu[f]:/ 4 1(X) flx0, ..., Xp, x]dx

FOD Gy b ]
CEEY hihwnﬂ()«)dx.
b—h<mn <b.

Um das erste Integral zu bearbeiten schreiben wir
x
Opp1(x) = 0p (X)X —Xp), Qu(x) =/ p (x) dx
a

und erhalten so

dx

wobei wir die Definition (12.16) der dividierten Differen-
zen verwendet haben. Da n ungerade ist, gilt das Lemma
auf Seite 448 fiir 2, d. h., es gilt (@) = Q, (b—h) =0,
oder 77" 4% g — 0, womit der zweite Teil des eben
behandelten Integrals verschwindet, denn f[xq. ..., x,]
ist eine Konstante. Das bedeutet

b—h
[ e
A dx

Wie schon zuvor wenden wir partielle Integration an und
erhalten wegen ©,(a) = 2, (b —h) = 0

b—h dQ
/ 00 o, x] dx
0

dx

b—h d
:—j Qu(x) - — flxg. ..., xp—1. x]dx.
a dx

Wieder verwenden wir (13.7), & flxo. ... xu—1.x] =
FIx0. -+ Xy—1, x, x] und schlieBen mit (13.7) auf
/(rH»I!(E(X))
FL0s e ¥ox] = S

g des Mittelwertsatzes der
liefert schlieBlich

b—h d
*/ Qu(x) - — flx0, - -+, Xp—1, x]dx
A dx

(n+1) b—h
- _f(n - ‘l?f’ Qu(x) dx,

a<m<b-h.

Fassen wir unsere Rechnungen zusammen, dann haben
wir fiir den Quadraturfehler die Darstellung

L Dy pheh )
Rup1lf1=— CET Q(x) dx
f{tH»H(Ul) b

wp1(x) dx
(n+1)! ,

=— (Af“‘*”(m) + Bf("“’(nz))
mit

1 b
= —m// . @11 (x) dx,
[/

1 b—h
B:?er/‘: Qpu(x)dx

erreicht. Dax = b groBte Nullstelle von w, 4| ist und weil
@pp1(x) > 0 fiir x > b, muss w,41(x) < 0im Intervall
[b — h, b] sein. Damit ist aber A positiv. Die Positivitit
von B folgt aus Lemma auf Seite 448, denn n ist ungerade
(wie n + 1 im Fall n gerade). Ist f"*1) stetig auf [a, b],
dann gibt es einen Punkt € [n;, n2] mit

Rupilf1=—(A+ B) f" V.

Mit partieller Integration kénnen wir noch etwas Ordnung
schaffen,

b—h
/ 1) dx = (1) (x — )3
a —
=0

b—h
- f Q(x) dx,
a

und erhalten schlieBlich

1 b
A+B:—m/ Onp1 () dx.

Abb. 1.5 Sitze bzw. deren Beweise, die von grofier Bedeutung sind,
betrachten wir in einer sogenannten Unter-der-Lupe-Box genauer
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2

Weisen Sie nach, dass es sich bei ||.||4 tatsdchlich um eine
Norm handelt.

Abb. 1.6 Selbsttests ermoglichen eine Verstindniskontrolle

Im Kontext des Eigenwertproblems haben wir neben EigenwerteinschlieBungen auch unterschiedliche numerische Verfahren
kennengelernt, deren Eigenschaften und Anwendungsbereiche wir an dieser Stelle zusammenstellen werden.

Algebra zur EigenwerteinschlieBung
Gerschgorin
Die Gerschgorin-Kreise einer Matrix A € C"*"

Rayleigh-Quotienten-Iteration
Dieses Verfahren entspricht der inversen Iteration, wobei
zur Konvergenzbeschleunigung ein adaptiver Shift

K,::[;'ec A— A—vmp

I:*a,.\sn},i=l ,,,,, n

liefern eine EinschlieBung des Spektrums in der Form  unter Verwendung des Rayleigh-Quotienten

einer Vereinigungsmenge von Kreisen (2™, Az™)

(m) _
VT Ty

n
ccJKi-
i=1 genutzt wird.

Bendixson
Der Wertebereich einer Matrix A € C"*"

W(A) = [s = x*Ax ‘x € C" mit||x|l2 = 1]

Jacobi-Verfahren

Fiir eine symmetrische Matrix A € R"™" liefert das
Jacobi-Verfahren die Berechnung aller Eigenwerte nebst
zugehériger Ei durch ive Ahnlichkei
stransformationen

liefert gemiiB des Satzes von Bendixson eine Einschlie-
Bung des Spektrums in der Form eines Rechtecks

N a4
a(A)CR:W(A-gA )+W(A 2A )

AW = ol A® Do k=1,2,... mitA® =24

unter Verwendung ort Gi i izen
QO € R Es gilt

Numerik zur Eigenwertberechnung

Potenzmethode lim A® = D e 7"

Fiir eine Matrix A € C"" mit den Eigenwertpaaren koo
(1, 01), ..., (hn, vp) € C x C", die der Bedingung mit einer Diagonalmatrix D = ag{ii, ..., Jn}. Die
Pl > P2l = o= Pl i ; derMalrixD‘ i die Eigen-
werte der Matrix A, sodass die Eigenschaft p(A) =

geniigen, liefert die Potenzmethode bei Nutzung eines
Startvektors

(0)

Uty k) vorliegt.

QR-Verfahren
Fiir eine beliebige Matrix A € C"*" basiert das QR-
Verfahren auf iven Ahnlichkei ‘mationen

2V =avr 4. @y, @ €C 0 #0

die Berechnung des Eigenwertpaares (A, vy).

Deflation AW = gra® Do k=12, mitA® =4
Bei Kenntnis der Eigenwerte A1, ..., Ak kann mit der De-
flation die Dimension des Eigenwertproblems von n auf
n — k reduziert werden. In Kombination mit der Potenz-
methode kann teilweise das gesamte Spektrum ermittelt
werden.

unter Verwendung unitirer Matrizen Qp € C"*". Die
Vorgehensweise beruht auf einer QR-Zerlegung, die mit-
tels der auf Seite ?? beschriebenen Givens-Methode be-
rechnet wird. Hinsichtlich der Effizienz des Gesamt-
verfahrens ist eine vorherige Ahnlichkeitstransformation
auf obere F 'm mittels einer F
Transformation erforderlich. Unter den auf Seite 78 im
Satz zur Konvergenz des QR-Verfahrens aufgefiihrten Vor-
aussetzungen gilt

Inverse Iteration
Fiir eine Matrix A € C" mit den Eigenwertpaaren
[C3TT) (A, vy) € C x C", die der Bedingung

M1 2 Rl = > [l lim A® — R € crxn
geniigen, liefert die inverse Iteration bei Nutzung eines -

Startvektors mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix R. Die Dia-
o _ ~ gonalelemente 7y, ..., rpn der Matrix R reprisentieren
=V +... oV, o €C, 0 P : P
z L v, on # die Eigenwerte der Matrix A, sodass die Eigenschaft
die Berechnung des Eigenwertpaares (1,,, v,,). p(A) = 1{ri1, ... Fun} vorliegt.

Abb. 1.7 Tn Ubersichten werden verschiedene Begriffe oder Rechenre-
geln zu einem Thema zusammengestellt

Auch der am blauen Fragezeichen erkennbare Selbsttest tritt als
didaktisches Element hidufig auf. Meist enthilt er eine Frage, die
Sie mit dem Gelesenen beantworten konnen sollten. Nutzen Sie
diese Fragen als Kontrolle, ob Sie noch ,,am Ball sind*. Soll-
ten Sie die Antwort nicht kennen, so empfehlen wir Ihnen, den
vorhergehenden Text ein weiteres Mal durchzuarbeiten. Kur-
ze Losungen zu den Selbsttests finden Sie als ,,Antworten der
Selbstfragen am Ende der jeweiligen Kapitel.

Im Allgemeinen werden wir [hnen im Laufe eines Kapitels viele
Sitze, Eigenschaften, Merkregeln und Rechentechniken vermit-
teln. Wann immer es sich anbietet, formulieren wir die zentralen
Ergebnisse und Regeln in sogenannten Ubersichten. Neben ei-
nem Titel hat jede Ubersicht einen einleitenden Text. Meist sind
die Ergebnisse oder Regeln stichpunktartig aufgelistet. Eine Ge-
samtschau der Ubersichten findet sich in einem Verzeichnis

Hintergrund und Ausblick: Bernoulli-Polynome und Bernoulli-Zahlen

In der Euler-Maclaurin’schen Summenformel (13.17) spielten die Bernoulli-Zahlen By eine entscheidende Rolle. Wir filhren
Bernoulli-Polynome ein und zeigen den Zusammenhang mit den Bernoulli-Zahlen.

Bu(x) i= (=1)"By(1 = x)
erfiillen (13.19) und (13.20), daher gilt die Symmetrie

Man kann die Bernoulli-Polynome Bj: [0.1] — R
auf verschiedene Arten darstellen. Rekursiv kann man
By(x) := 1 setzen und fiirn > 1

n _
B = n/B",l(x)dx, 13,19 (=1)"By(1 = x) = By(x). (13.23)

1 Insbesondere folgt fiir gerades n = 2k: By (1) =
/(; By(x)dx =0 (13.20) By, (0) = Boy. Nun gilt aber auch nach (13.22) B, (1) =

By, (0) fiir alle n > 2, auch fiir ungerades n = 2k + 1,
fordern. Es ist also By(x) = f dx = x + ¢ und wegen k = 1. Allerdings kann dann (13.23) nur gelten, wenn

Jpetode=12+ cx“) = 1 +cfolgt aus der zwei-

Bo1(0) = Bys1 (D=0, k=1, (13.24)
ten Bedingung ¢ = — 1. Damit ist B (x) = x — 3. Auf
diese Art folgen die weiteren Bernoulli-Polynome ist. Ab Bj sind also alle Bernoulli-Zahlen mit ungeradem
Bo(xr) = 1 Index null. Daher gilt allgemein
1 = -
B —x— & Bi(0) = Be(1) = By, k> 1. (13.25)

Da B, (x) ein Polynom vom Grad n ist, gilt dies auch
fir By(x + h), h € R. Die Taylor-Entwicklung ist
Bux +h) = Yo 5B (x). Wegen (13.21) ist das
identisch zu B, (x +h) = >{_o (})h* By_x(x) und wenn
wir an Stelle von k noch n — k schreiben, ergibt sich

1
Bo(x) =x*—x+ -
6

3 1
By(x) = x> — Exz +5x

1
B4(x)=x47213+127%
5,5 1 n

5 4 3
Bs(r) =" = Zat 4 300 — ox RNJF,,):Z(:),,”?LW”
k=0

(13.26)

Bg(x) = x° —3x° + é)ﬁ - lxz + L

2 2 4 Man kann mit vollstindiger Induktion iiber 1 zeigen, dass
aus (13.19) die Bezichung AB,(x) := Bu(x + 1) —
By (x) = nx"~! folgt. Setzen wir daher in (13.26) h = 1,

usw. Die Konstanten B,(0) := B, heien Bernoulli-
Zahlen. Wir erhalten aus den Polynomen sofort die

Bernoulli-Zahlen dann folgt ,
n—
By=1, B :7% Bz:é g(;)gku)zm”"_
1 1 -
B3 =0, By= 30 Bs=0, Bs= - Auch iiber diese Beziehung sind die Bernoulli-Polynome

eindeutig festgelegt.
Aus der definierenden Bedingung (13.19) folgt sofort

) 0.2 1
By (x) =nB,_1(x),

(1321
das heift, dass alle B, (x) Polynome vom Grad n derForm . |
By(x) =x" 4 X" e+

sind. Bedingung (13.20) bestimmt dann die Konstante ¢q 01
cindeutig. Aus (13.19) folgt [ B,(x)dx = 111 By (x)
und wegen (13.20) gilt

-0.1 +

1
1
/U Bu)d = (Bt (D= By 0) =0 = 1.

w2 T

+
Auch die Funktionen 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abb. 1.8 Ein Kasten Hintergrund und Ausblick gibt einen Einblick in
ein weiterfithrendes Thema

im Anschluss an das Inhaltsverzeichnis. Die Ubersichten die-
nen in diesem Sinne auch als eine Art Formelsammlung (siehe
Abb. 1.7).

Hintergrund und Ausblick sind oft ganzseitige Kisten, die
analog zu den Ubersichts-Boxen gestaltet sind. Sie behandeln
Themen mit weiterfiihrendem Charakter, die jedoch wegen
Platzmangels nur angerissen und damit keinesfalls erschépfend
behandelt werden konnen. Diese Themen sind vielleicht nicht
unmittelbar grundlegend fiir das Bachelorstudium, sie sollen Ih-
nen aber die Vielfalt und Tiefe verschiedener mathematischer
Fachrichtungen zeigen und auch ein Interesse an weiteren Ge-
sichtspunkten wecken (siehe Abb. 1.8). Sie miissen weder die
Hintergrund-und-Ausblicks-Késten noch die Unter-der-Lupe-
Kisten kennen, um den sonstigen Text des Buchs verstehen zu
konnen. Diese beiden Elemente enthalten nur zusitzlichen Stoff,
auf den im restlichen Text nicht Bezug genommen wird.

Eine Zusammenfassung am Ende eines jeden Kapitels enthilt
die wesentlichen Inhalte, Ergebnisse und Vorgehensweisen. Sie
sollten die dort dargestellten Zusammenhinge nachvollziehen
und mit den geschilderten Rechentechniken und Losungsansit-
zen umgehen konnen.



Bitte erproben Sie die erlernten Techniken an den zahlreichen
Aufgaben am Ende eines jeden Kapitels. Sie finden dort Ver-
stindnisfragen, Rechenaufgaben und Beweisaufgaben — jeweils
in drei verschiedenen Schwierigkeitsgraden. Versuchen Sie sich
zuerst selbststindig an den Aufgaben. Erst wenn Sie sicher sind,
dass Sie es allein nicht schaffen, sollten Sie die Hinweise am
Ende des Buchs zurate ziehen oder sich an Mitstudierende wen-
den. Zur Kontrolle finden Sie dort auch die Resultate. Sollten
Sie trotz Hinweisen nicht mit der Aufgabe fertig werden, finden
Sie die Losungswege im Anhang dieses Buches.

1.3 Ratschlage zum weiterfithrenden
Studium der Mathematik

Sie haben die Anfangsschwierigkeiten im Zusammenhang mit
einem Studium der Mathematik {iberwunden. In diesem Ab-
schnitt geben wir Thnen, als jetzt fortgeschrittene Studierende,
noch einige Ratschlidge mit auf den Weg.

Wie schon erwihnt werden im zweiten und dritten Studienjahr
die Analysis und die Lineare Algebra um neue Bereiche der Ma-
thematik erginzt. Die Hohere Analysis, die Numerik und die
Stochastik werden auf den Grundlagen des ersten Studienjahrs
aufgebaut und diese dadurch vertieft und erweitert. Durch das
Anwenden, Benutzen und Wiederholen verstehen Sie vielleicht
erst jetzt viele Konzepte der Grundvorlesungen. Wie wichtig
und niitzlich der im ersten Studienjahr gelernte Stoff ist, er-
kennen Sie nicht zuletzt auch beim Losen der Aufgaben zu den
hoheren Vorlesungen.

Die fiir Sie neuen Teilgebiete der Mathematik sind nicht unab-
hingig voneinander zu sehen. Sie werden sich starker Verkniip-
fungen und Verzahnungen bewusst werden, die Sie zu vielen
neuen Einsichten leiten, aber auch zu gegenseitiger Befruchtung
dieser Bereiche gefiihrt hat.

Tipps fiir Fortgeschrittene

Im Vergleich zum ersten Studienjahr ist das fortschreitende Stu-
dium in viel stirkerem Malle durch selbststindiges Arbeiten,
Ringen um tiefes Verstindnis und Auseinandersetzen mit In-
halten geprigt. Automatisiertes Losen von Ubungsaufgaben und
das Erlernen von ,,Kochrezepten® sind nicht (mehr) erfolgreich
und waren es eigentlich auch nicht im ersten Studienjahr. Durch
das eigenstidndige Generieren von Beispielen und Gegenbeispie-
len miissen Sie sich Begriffe und Inhalte von Definitionen und
Sidtzen erst greifbar machen. Sie sollten sich auch mit den fol-
genden Fragen auseinandersetzen:

Welche Konsequenzen hat das Weglassen einzelner Vorausset-
zungen in der Formulierung eines Satzes?

Welche tiefere Idee liegt diesem Beweis zugrunde?

Durch das Erarbeiten und Verstehen technischer Details, aber
schlieBlich auch durch das Loslosen von diesen, erkennen Sie

1.4 Entwicklung und historische Einordnung

elegante Konzepte und geniale Ideen. Sie werden durch besseres
Verstindnis der mathematischen Inhalte Souverénitit und Unab-
hingigkeit im Umgang mit Notationen und Formulierungen von
Sitzen und Definitionen erlangen.

Als Fortgeschrittene werden Sie auch die Notwendigkeit und
Bedeutung mathematischer Methoden fiir das Verstdndnis von
Anwendungen und zur Losung realer Probleme verinnerlichen.
Auch dazu gibt Thnen das vorliegende Buch einen Einblick.

Die Bachelorarbeit — ein erstes mathematisches
Werk

Das zweite und dritte Studienjahr wird Thnen unter anderem ei-
ne gewisse Orientierung liber Ihr Fach Mathematik bieten, und
es werden sich erste Vorlieben und spezielle Interessen her-
auskristallisieren. Nach den iiblichen Studienpldnen wird gegen
Ende des dritten Studienjahres auch die Bachelorarbeit verfasst.
Die Entscheidung fiir ein bestimmtes Thema sollte im Idealfall
schon in Hinblick auf Spezialisierungen, die Sie sich im Master-
studium vorstellen konnen, fallen. Dabei diirfen aber auch IThre
mathematischen Vorlieben, Ihre Neugierde und nicht zu verges-
sen die bisherigen Kontakte zu den einzelnen Dozenten eine
gewichtige Rolle spielen.

Ist ein Thema gefunden, so sind zunichst eine Einarbeitung und
sicher auch eine Literaturrecherche auf Grundlage der Vorgaben
des Betreuers erforderlich. Diese sollten Sie schnell beginnen,
denn die vermutlich erste wissenschaftliche Arbeit nimmt be-
sonders viel Zeit in Anspruch und erfordert eine gute Planung.
Im Zentrum der Arbeit stehen natiirlich die mathematischen
Inhalte. Aber Sie sollten nicht den zeitlichen Bedarf unter-
schitzen, der auch im Hinblick auf eine vollstindige, saubere
Ausformulierung Threr Ergebnisse inklusive einer sinnvollen
Hinfiihrung zum Thema und allen Definitionen und Voraus-
setzungen notig ist. Abgesehen von ldngeren Seminararbeiten
werden Sie erstmals dabei selbst einen mathematischen Text
schreiben. Trotz einer gewissen Vertrautheit mit mathemati-
scher Literatur fillt diese Tatigkeit im Allgemeinen nicht leicht.
Eine gute Planung und Gliederung, aber auch beratende Un-
terstiitzung der Betreuenden, helfen diese Herausforderung zu
bewiltigen.

Letztendlich wird jeder seinen eigenen Weg in die Mathematik
finden miissen. Mit den obigen Hinweisen mochten wir Thnen
eine mogliche, durch unsere Erfahrungen geprigte Leitlinie fiir
ein erfolgreiches Studium mitgeben.

1.4 Entwicklung und historische
Einordnung
Numerik im Sinne von ,,numerischem Rechnen® ist sicher eine

mehr als 6000 Jahre alte Tdtigkeit. Die eigentliche mathemati-
sche Disziplin der Numerischen Mathematik beginnt allerdings

7




1 Mathematik — eine lebendige Wissenschaft

Abb. 1.9 Isaac Newton (1643-1727), © CPA Media Co. Ltd/picture-
alliance

erst an der Wende vom 16. zum 17. Jahrhundert mit der Ein-
fithrung der Logarithmen durch John Napier (1550-1617) und
Henry Briggs (1561-1630). Erst diese ermoglichten es Johannes
Kepler (1571-1630) seine umfangreichen numerischen Rech-
nungen zu den Sternentafeln 7abulae Rudolphinae zu Ende zu
fiihren. Henry Briggs benutzte dabei schon die Technik der In-
terpolation, die durch Thomas Harriot (1560-1621) meisterhaft
verfeinert wurde. Briggs und Harriot sind auch die Viter der
Differenzenrechnung, die bis heute in der Numerik eine wichtige
Rolle spielt. Mit der Entwicklung der Differenzial- und Integral-
rechnung durch Isaac Newton (1643—-1727) und Gottfried Wil-
helm Leibniz(1646—1716) konnte die industrielle Revolution im
18. und 19. Jahrhundert Fahrt aufnehmen. Die Interpolation mit
Polynomen wird nun zum Standard, Differenzialgleichungen
wurden durch Differenzengleichungen approximiert, Integra-
le konnen als endliche Summen angenéhert werden, und mit

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) betritt die trigonometri-
sche Interpolation erstmals die Biihne der Numerik.

Mit Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855) beginnt ein ganz neues
Gebiet der Numerik Interesse zu erregen, die Losung linearer
Gleichungssysteme. Gaul3 legte den Grundstein fiir die direkten
wie auch die iterativen Methoden und er ist auch verantwort-
lich fiir sehr genaue Formeln zur numerischen Integration, fiir
spezielle Interpolationsformeln und fiir die im 20. Jahrhundert
wiederentdeckte Fast-Fourier-Transformation.

Das 18. und 19. Jahrhundert markieren die grole Zeit der ma-
thematischen Tafelwerke. Ob zur Berechnung von Interpolation
in Logarithmentafeln, fiir Sterntabellen, Ballistiktafeln oder fiir
die zahllosen anderen Tafelwerke dieser Zeit: Man brauchte
die Numerische Mathematik. Den groften Entwicklungssprung
machte die Numerik in der zweiten Hilfte des 20. Jahrhunderts,
in ihrer Theorie durch Ubernahme und Anwendung funktional-
analytischer Inhalte und in ihrer Algorithmik nach der Einfiih-
rung des Computers. Funktionalanalytische Methoden machten
es moglich, numerische Verfahren fiir unterschiedliche Aufga-
ben wie die Losung von Gleichungssystemen, die Berechnung
von Eigenwerten und die Losung von Differenzial- und Inte-
gralgleichungen als verschiedene Techniken zur Losung von
allgemeinen Operatorgleichungen aufzufassen. Die Funktional-
analysis machte auch die Theorie der Splines, als spezielle
Interpolationsfunktionen, iiberhaupt erst moglich. Bei den par-
tiellen Differenzialgleichungen, deren Numerik wir in diesem
Buch nicht beleuchten konnen, ist die Finite-Elemente-Methode
(FEM) eine funktionalanalytisch begriindete Losungstechnik.
Mit der Einfiihrung leistungsfihiger Computer riickte die Nu-
merik dann in der zweiten Hilfte des 20. Jahrhunderts ins
Rampenlicht. Ganze Flugzeuge werden mit Finite-Differenzen-
und Finite-Volumen-Verfahren simuliert, um die hohen Windka-
nalkosten zu senken. Entwicklungsabteilungen der Automobil-
hersteller berechnen die Folgen von Auffahrunfillen inzwischen
im Computer, und auch die Unterhaltungselektronik kommt oh-
ne numerische Methoden zur Kompression von Musikdateien
nicht mehr aus. Mathematik ist iiberall, und fast iiberall ist Nu-
merische Mathematik beteiligt!

Die Entwicklung und Umsetzung stabiler und zuverlédssiger Me-
thoden zur praxisrelevanten Losung realer Anwendungsproble-
me ist und bleibt eine wichtige Herausforderung der Mathema-
tik. Natiirlich ist dieser Umstand getragen vom Zusammenspiel
vieler Theorien und Konzepten aus den verschiedensten Berei-
chen der Mathematik.
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2 Warum Numerische Mathematik? — Modellierung, Simulation und Optimierung

«Numerische Mathematik” beginnt eigentlich schon im Altertum,
als erste Algorithmen zur Berechnung der Quadratwurzel ersonnen
wurden. Seit es Mathematik gibt, gibt es auch die Notwendig-
keit des numerischen Rechnens, d.h. des Rechnens mit Zahlen.
Numerische Mathematik heute ist die Mathematik der Néherungs-
verfahren, entweder weil eine exakte Berechnung (z. B. eines Inte-
grals) unmaglich ist oder weil die exakte Berechnung so viel Zeit
und Mihe beanspruchen wiirde, dass ein Naherungsalgorithmus
notwendig wird. Etwa mit den ersten Logarithmentabellen im 17.
Jahrhundert ergibt sich das Problem, in einer Tabelle zu interpo-
lieren, und die Interpolation von Daten ist noch heute eine der
Hauptaufgaben der Numerischen Mathematik. Das Wort interpo-
lare kommt aus dem Lateinischen und bedeutet dort , auffrischen”,
~umgestalten”, aber auch ,verfalschen”. Im mathematischen Kon-
text bedeutet Interpolation, dass man eine Menge von Daten, z.B.
Paare (x;, f(x;)),i = 1,...,n, so durch eine Funktion p verbin-
det, dass die Daten an den gegebenen Punkten erhalten werden,
also in unserem Beispiel muss stets p(x;) = f(x;) fir alle
i = 1,...,n gelten. Die Differenzial- und Integralrechnung von
Newton und Leibniz und der Ausbau dieser Theorie durch Leonhard
Euler im 18. Jahrhundert verschaffen auch numerischen Methoden
ganz neue Mdglichkeiten. Analytisch unzugangliche Integrale kon-
nen nun numerisch bestimmt werden. Carl Friedrich GauB3 arbeitete
zu Beginn des 19. Jahrhunderts an numerischen Methoden zur Be-
rechnung von Lésungen linearer Gleichungssysteme — bis heute
ebenfalls eine der Hauptaufgaben der Numerischen Mathematik.
Die Untersuchung der seit dem 17. Jahrhundert verstarkt betrach-
teten gewohnlichen und seit dem 18. Jahrhundert verstarkt in den
Fokus riickenden partiellen Differenzialgleichungen macht im 19.
Jahrhundert schnell klar, dass neue numerische Ansétze benétigt
werden. Mit der Erfindung des elektronischen Computers im 20.
Jahrhundert entfaltet die Numerik schlieBlich ihre ganze Wirksam-
keit. Heute ist es fiir die Aushildung jeder Mathematikerin und jedes
Mathematikers unerlasslich, wenigstens die Grundzlige der Numeri-
schen Mathematik zu verstehen. Dabei ist es gerade heute wichtig,
klare Trennlinien zwischen , Numerischer Mathematik” und Gebie-
ten wie etwa dem , Wissenschaftlichen Rechnen” zu ziehen. Es geht
in der Numerik nicht darum, maglichst komplexe Probleme durch
die Konstruktion von Algorithmen auf einen Rechner zu bringen und
die so erzeugten Ergebnisse auszuwerten, sondern um die Mathe-
matik, die benétigt wird, um die Algorithmen beurteilen zu kdnnen.
Dabei spielen Begriffe wie ,Konvergenz”, ,Stabilitat”, ,Effizienz”
und , Genauigkeit” eine groB3e Rolle.

2.1 Chancen und Gefahren

Die Numerische Mathematik bietet heute mithilfe des Com-
puters frither ungeahnte Moglichkeiten. Muss eine Physikerin
oder ein Physiker eine partielle Differenzialgleichung, die aus
einer Modellierung entstanden ist, iiberhaupt noch mit mathe-
matischen Methoden untersuchen? Man kann doch gleich die
Differenzialgleichung ,.diskretisieren* und sich die Losungen
aus dem Computer ansehen! Sehen wir uns konkret ein Beispiel
an, nimlich die Temperaturverteilung u(x,?) in einem eindi-
mensionalen Stab.

Probleme mit der Warmeleitung zeigen die
Bedeutung der Stabilitat

Die Modellgleichung fiir das zeitliche und rdumliche Verhalten
der Temperatur in einem Stab der Linge L ist die Wirmelei-
tungsgleichung (oder Diffusionsgleichung)

ou . K82u

o ax2’
Dabei bezeichnet K die Wiarmekapazitit des Stabes, die wir
einfach auf K = 1 setzen. Weiterhin wollen wir annehmen,

dass die Liange L = 1 ist. Die Wirmeleitungsgleichung er-
laubt es, Anfangs- und Randwerte vorgeben zu konnen, um
eine eindeutige Losung zu erhalten. Die Anfangswertfunktion
sei u(x,0) = up(x),0 < x < 1, wobei ug so glatt sein darf wie
gewiinscht. Wir setzen

2x;
2—2x;

0<x<1/2

uo(x) = 1/2<x<1

und schreiben an den Rdndern x = O und x = 1 einfachu = 0
vor. Damit ist das zu 16sende Anfangs-Randwertproblem gege-
ben durch

u 0%u
o ox2’
u(x,0) =up(x), 0<x<1,
u0,t) =u(l,t) =0, t>0.
Aus der Theorie der partiellen Differenzialgleichungen, die uns

hier aber nicht zu kiimmern braucht, ist die exakte Losung dieses
Problems bekannt, es handelt sich um die Sinusreihe

o0
u(x,t) = Zake_(k”)zt sin(kmx).
k=1

Zur Zeit t = 0 folgt up(x) = Y 7o, ak sin(kwx) und damit
sind die Koeffizienten a; gerade die Fourier-Koeffizienten einer
Sinusreihe:

1

ap = Z/MO(X) sin(kmx).

0

Selbstfrage 1
Rechnen Sie nach, dass im Fall unserer Anfangswerte fiir die
Koeffizienten

8
ap = = sin(k/2)

gilt.

Nun wollen wir das Anfangs-Randwertproblem numerisch auf
einem Rechner behandeln. Dazu ersetzen wir die partiellen Ab-
leitungen durch finite Differenzenausdriicke auf einem Gitter



mit den Maschenweiten Af in Zeit- und Ax in Raumrichtung.
Ein Punkt des Gitters ist dann gegeben als (j Ax,nAt). Wihlen
wir eine natiirliche Zahl J und das Gitter in x als

G, :=1{0,Ax,2Ax,...,JAx},

also Ax = 1/J, und das Gitter in ¢ mit einer natiirlichen Zahl
N als

G, :={0,At,2At,..., NAt},

dann bezeichnet 7 := N At die Zeit, bis zu der wir nume-
risch rechnen wollen. Einigen wir uns auf 7 = 1, dann ist
At = 1/N.Fiir die Werte der Temperatur an den Gitterpunkten
G, x G, schreiben wir u’ als Nédherungen fiir die exakten Werte
u(j Ax,nAt) der Losung auf dem Gitter.

Einfache Moglichkeiten, um die partiellen Ableitungen durch
Differenzenausdriicke zu ersetzen, sind

P ur.H'l — "
a—b;(ij,nAt) ~ #,

9%u u = 2uf 4
—(jAx,nAt) ~ -2 J J
a2V ) (Ax)?

Damit haben wir auf G, x G, das folgende diskrete Problem zu
16sen:

n _ n n
Uiy 2uj + uj_y

o
u;? = M;’ + At (AX)2 ’
. . < 7
W= AN 0= jAx <2
j 2-2jAx; 1/2<jAx<I1

ug=u7 =0, n=0,1,2,...,N,

sodass wir die Werte u;’ nun sukzessive berechnen konnen.
Wir wihlen J = 20 und damit Ax = 0.05. Wir machen
zwei Rechnungen, eine mit Az = 0.0014 und eine zweite mit
At = 0.00142. Dabei rechnen wir so lange, bis 7" = 1 erreicht
ist. Wird 7" = 1 iiberschritten, dann wird der letzte Zeitschritt
mit einem entsprechend verkleinerten Az ausgefiihrt.

Zum Vergleich berechnen wir ndherungsweise die exakte Lo-
sung durch

300
U(x,1):= Z yE) sin(kfr/2)e_(k”)2 sin(kx)
b4
k=1

und stellen sie ebenfalls in einer Graphik dar.

In Abb. 2.1 ist die durch die Partialsumme U (x, 1) angenéher-
te exakte Losung mit der durch unseren diskreten Algorithmus
berechneten Niherung zur Zeit T = 1 dargestellt. Der ver-
wendete Zeitschritt ist Az = 0.00140 und bis auf eine kleine
Abweichung beider Kurven sieht das Bild zufriedenstellend

2.1 Chancen und Gefahren

4.5e-05 T

"Numerische_Lsg." ——
"Exakte_Lsg." —+— |

4e-05
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Abb. 2.1 Die numerische Losung zur Zeit T = 1 fiir At = 0.00140

aus. Erhohen wir aber den Zeitschritt um 0.00002, dann ergibt
sich das in Abb. 2.2 gezeigte Bild (Die Rechnung wurde auf
einem Macintosh PowerBook durchgefiihrt. Auf anderen Rech-
nern kann der beobachtete Effekt bei anderen Zeitschrittweiten
eintreten!). Unsere numerische Losung oszilliert stark und kann
nicht mehr als Niherung der exakten Losung angesehen wer-
den!

Mit welchem Phinomen werden wir hier konfrontiert? Es han-
delt sich um das Phéanomen der Instabilitat numerischer Algo-
rithmen. Bei jeder numerischen Berechnung treten Fehler durch
Rundung oder andere Prozesse auf, die wir uns genauer im
folgenden Abschnitt ansehen werden. Ein stabiler Algorithmus
diampft den Einfluss solcher Fehler, ein instabiler facht diese
Fehler an und fiihrt schlieBlich zum Scheitern eines Algorith-
mus.

Sehen wir uns also im Folgenden erst einmal die Fehlerarten an,
die auftreten konnen oder gar notwendig auftreten miissen!

5e-05

"Numerische_Lsg." ——
45605  "Exakte Lsg." —— |
4e-05 - ]
3.5e-05 |
3e-05 1 |
2.5e-05 |
2e-05 |
1.5¢-05 |
1e-05 | ]
5e-06 ]

0 1 1 1 1
0 02 04 0.6 0.8 1

Abb. 2.2 Die numerische Losung zur Zeit T = 1 fiir At = 0.00142

1




12

2 Warum Numerische Mathematik? — Modellierung, Simulation und Optimierung

Fehler, Fehler, nichts als Fehler!

Nehmen wir an, ein Phanomen in der Natur wie etwa die Stro-
mung einer Fliissigkeit wird beobachtet. Um diese Beobachtung
der Mathematik zugidngig zu machen, muss daraus ein ma-
thematisches Modell gemacht werden. Ein solches Modell ist
immer nur ein Abbild der Wirklichkeit, in jedem Fall besteht
das mathematische Modell aus Gleichungen. Hat das mathe-
matische Modell einen Fehler, z. B. durch Vernachldssigung
wichtiger Effekte, dann spricht man von einem Modellfehler.
Modellfehler liegen auferhalb der Numerischen Mathematik
und daher werden wir uns hier nicht mit solchen Fehlern be-
schiftigen.

Eine der Aufgaben der Numerischen Mathematik ist es, ma-
thematische Modelle zu diskretisieren und ihre Losung so der
Behandlung auf einem Computer zuginglich zu machen. Unter
,.Diskretisierung® verstehen wir dabei die Erzeugung eines dis-
kreten Problems aus einem kontinuierlichen oder allgemeiner
die Gewinnung einer diskreten Menge von Informationen oder
Daten aus einem Kontinuum von Informationen oder Daten. Die
Gleichungen im mathematischen Modell enthalten Koeffizien-
ten und andere Daten in Form von Zahlen und diese Zahlen
diirfen natiirliche, reelle oder komplexe Zahlen sein. Eine Zahl
wie mr existiert aber auf dem Computer nicht! Die durch einen
Computer darstellbaren Zahlen, die Maschinenzahlen, bilden
eine nur endliche Menge und je nach der Kapazitit der verwen-
deten Prozessoren besitzen alle Maschinenzahlen nur endlich
viele Nachkommastellen. Ist also eine Zahl x keine Maschi-
nenzahl (wie etwa x = ), dann muss eine Maschinenzahl X

gefunden werden, sodass
V Maschinenzahleny :  |x —=X| < [x =]

gilt. Gewohnlich gewinnt man X durch Rundung und macht da-
bei einen Fehler, den Rundungsfehler.

Definition der Rundungsfehler

Ist x eine reelle Zahl und X ihre Maschinenzahl, dann
heift

|x =%
der absolute Rundungsfehler. Die Grofie

x—x

X

nennt man den relativen Rundungsfehler.

Ein anderes Konzept als das Runden ist das Abschneiden, bei
dem man einfach die Ziffern nach einer festen Anzahl von Nach-
kommastellen weglisst.

Beispiel Gewohnlich rundet man auf n Nachkommastellen
so, dass man alle n Stellen behilt, wenn die (n + 1)-te Stelle

kleiner oder gleich 4 ist. Ist die (n + 1)-te Stelle groer oder
gleich 5, dann addiert man zur n-ten Stelle eine 1.

Soll also 3.1415926535 auf n = 4 Nachkommastellen gerundet
werden, dann ergibt sich 3.1416. Ein Abschneiden nachn = 4
Nachkommastellen ergibe hingegen 3.1415. <

Moderne Computer stellen Maschinenzahlen in Gleitkomma-
form im bindren Zahlensystem dar. Wir verlieren aber keine
Information wenn wir fiir die folgenden Ausfiihrungen anneh-
men, dass im Dezimalsystem gerechnet wird. Eine Zahl x € R
sei dargestellt in normalisierter Form

x:a-th,

wobei a = £0.a1a2a3...a,a,41... mit 0 < a; < 9 und
a; # 0 die Mantisse bezeichnet. Wir wollen annehmen, dass
der Exponent » nicht zu groB oder zu klein ist, um auf der
Maschine dargestellt zu werden. Lisst die Maschine Gleitkom-
mazahlen mit n Nachkommastellen zu, dann kann die zu x
gehorende Maschinenzahl wie folgt berechnet werden:

0§an+l 54

An+1 > 5

4 0.aia>...a, ;
0.a1ay...a, + 107",

Es handelt sich also um die gewohnliche Rundung auf n Nach-
kommastellen. Dann wird die Maschinenzahl X" definiert als

X = sgn(x)-a’ - 10°.

Selbstfrage 2
Zeigen Sie, dass fiir den relativen Rundungsfehler bei obiger
Konstruktion der Maschinenzahlen die Abschétzung

x =X

<5.107"

X

gilt.

Die Zahl'¢ := 5 - 107 heit Maschinengenauigkeit. Wir kon-
nen unser Ergebnis auch in der Form

~

X=x(1+¢), €<%

schreiben.

Mit der Fortpflanzung von Rundungsfehlern in Algorithmen
werden wir uns spiter noch weiter befassen.

Eine weitere Fehlerart, die es zu beachten gilt, ist der Verfah-
rensfehler oder Diskretisierungsfehler oder auch Abschnei-
defehler. Dieser Fehler tritt immer dann auf, wenn eine Funkti-
on oder ein Operator durch eine Niherungsfunktion oder einen
Niherungsoperator ersetzt wird. Diese Fehlerart erfordert un-
sere besondere Aufmerksamkeit, weshalb wir sie im nichsten
Abschnitt untersuchen wollen.
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Unter der Lupe: Das Rechnen mit Maschinenzahlen

Das Rechnen mit Maschinenzahlen erfiillt nicht die Vorstel-
lungen, die wir gemeinhin vom Rechnen mit reellen Zahlen
haben!

Beispiel Eine Maschine rechne im Dezimalsystem mit n =
4 Stellen und mit maximal 2 Stellen im Exponenten b. Wird
die Zahl

x =0.99997 - 10,

deren Exponent gerade noch in der Maschine darstellbar ist,
in eine Maschinenzahl verwandelt, dann ergibt sich

X = 0.1000-10'%

und diese Zahl ist keine Maschinenzahl mehr, da der Expo-
nent mehr als 2 Stellen bekommen hat.

Elementare Rechenoperationen Jede elementare Rechen-
operation o € {+,—,-,/} ist auf der Maschine mit einem
Rundungsfehler verbunden, ja, das Ergebnis der Operati-
on mit zwei Maschinenzahlen muss nicht einmal mehr eine
Maschinenzahl sein. Ist S die auf der Maschine realisierte
Operation, dann gilt

Y55 = Fo(1+0)

mit |¢] < €. Die Gleitkommaoperationen gehorchen auch
nicht den iiblichen Gesetzen, so sind sie i.Allg. nicht asso-
ziativ und auch nicht distributiv. Dazu betrachte man o = +
auf einer Maschine mit n = 8 Nachkommastellen und die
Zahlen X := 0.23371258-107%,7 := 0.33678429-10>,%7 :=
—0.33677811 - 10? und berechne nacheinander X5 (¥ 5'Z),
(X3y)5Z und das exakte Ergebnis X + 7 + Z.

Weiterhin sollte man die Subtraktion von betragsmifig et-
wa gleich gro3en Zahlen vermeiden, weil sonst Ausloschung
und damit der Verlust signifikanter Nachkommastellen droht.
Das Phianomen der Ausloschung ldsst sich sehr schon an der
Archimedischen Berechnung von 7 studieren.

AA C BB

Dazu fiillte Archimedes einen Kreis von innen mit reguliren
Polygonen aus, und schloss ihn von auflen durch reguld-

re Polygone ein. Verdoppelt man nun die Eckenanzahl der
reguldren Polygone, dann sollten die Flichen der einbe-
schriebenen und der umschriebenen Polygone gegen die
Fliache des Kreises konvergieren. In der Abbildung haben wir
ein einbeschriebenes und umschriebenes Quadrat gezeigt.

Dazu betrachten wir einen Einheitskreis,d.h. MA = M B =
MC = 1, und nennen die Seite (Kante) AB eines n-
Ecks s,. Schreiben wir ein Zweieck ein (d. h. einfach einen
Durchmesser), dann ist dessen Seite offenbar s, = 2.
Ein einbeschriebenes Dreieck hitte die Kantenldnge s; =
25in60° = +/3 und unser Quadrat besitzt die Kantenlinge
s4 = 2sin45° = /2. Verdoppeln wir jetzt die Seitenzahl,
dannist s,, = AC die Kantenlidnge. Ist r,, := M S dann folgt
mit dem Satz von Pythagoras 1| = AM? = MS? + AS? =
r2 4+ s2/4, also r, = /1 — s2/4. Weiterhin folgt mit Pytha-
goras 53, = AC? = AS? + SC* = s2/4+ (1 —r,)* =
s2/4 + 1 —2r, + r2. Setzen wir hier unsere gefundene Be-
ziehung fiir r, ein, dann folgt

2
_ S

2-2 .
4

Son =
Jetzt sind wir in der Lage, beginnend mit der Kantenlinge
des Zweiecks, die Kantenldnge des 2n-Ecks zu berechnen.
Die Flidche eines reguldren n-Ecks kann durch F,, = %nsn Ty
berechnet werden. Dazu setzen wir fiir n die Folge 2/, i =
1,2,3,...,ein, alson = 2,4,8,16,... Das erlaubt uns, s4
aus s, zu berechnen, dann sg aus s4, usw. Das Ergebnis ist
erniichternd.

2 2

4 2.82842712475
8 3.06146745892
16 3.12144515226
32 3.13654849055
524288 3.14159655369
16777216 3.14245127249
33554432 3.16227766017
67108864 3.16227766017
134217728 3.46410161514
268435456 4

536870912 0

Zu Anfang ist schon die Konvergenz gegen 7 zu sehen, al-
lerdings werden die Abweichungen dann wieder grofler und
das Ergebnis schlieflich ganz falsch. Der Grund dafiir ist
einfach: Die Zahlen 2 und 2,/1 — 52 /4 nihern sich immer
weiter an und schlieBlich 16schen sich signifikante Dezima-
len bei der Subtraktion einfach aus.
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2.2 Ordnungssymbole und
Genauigkeit

GroBe und kleine , Ohs"

Um mit Rundungs- und Diskretisierungsfehlern und ihrer Fort-
pflanzung in Algorithmen besser umzugehen und ihren Einfluss
abzuschitzen, ist die O-Notation niitzlich, die wir wegen ihrer
Bedeutung in der Numerik hier einfiihren.

Definition der Landau-Symbole fiir Funktionen

Esseien f,g : D C R" —> R, x — f(x),g(x) zwei
Funktionen und x, xy € D.

(a) Die Funktion f wichst fiir x — x, langsamer als g,
oder f ist fiir x — xq ein 0(g) (in Worten: ein klein o
von g), symbolisch geschrieben als f = o(g),x — xo
oder f(x) = o(g(x)),x — xo, wenn

F@l
AL

gilt.

(b) Die Funktion f wichst fiir x — x( nicht wesentlich
schneller als g, oder f ist fiir x — xy ein O(g) (in
Worten: ein grof3 O von g), symbolisch geschrieben als
J = 0(g).x = xp oder f(x) = O(g(x)), x — Xo,
wenn

Je>03e>0: |f(x)|<clg)]

fiir alle x mit |[x — xo| < ¢ gilt.
() f =o0(g),x > cound f = O(g),x — oo werden
analog definiert.

Beispiel Die Exponentialfunktion ist bekanntlich definiert als
die unendliche Reihe

2 X3

ooXk X
X — _ = J— J—
e _gk!_1+x+2!+3!+...

Offenbar gilt:

2
e-‘:1+x+%+(9(x3), x—0,

denn der Betrag des Reihenrestes e* — (1 + x + %) = A3_? +
% + ... ist fiir x — 0 sicher durch c¢|x?| beschrinkt.

Andererseits ist aber auch

2
X
e =14+x+=—+40(x?H, x—0,

2!
denn der Reihenrest g—? + % +. .. konvergiert auch nach Division
durch |x?| fiir x — 0 gegen 0. <

Aus der Definition lassen sich sofort Rechenregeln fiir die
Landau-Symbole ableiten.

Rechenregeln fiir die Landau-Symbole |

Fiir Funktionen f, fi, f2,8,81,.8 : D C R” — R und
X, xo € D gelten die folgenden Regeln:

f=o(g=f=0()),
S =0(l) & f beschrinkt,

f=o(l) & lim f(x)=0,

Hi=0(8), Lh=0(g) = fi+/-=0(g),
fi=o(g), h=0(g) = fi+fr=0(g).
Si=0(g1), L=0(8) = fi- L=0(g-82),
fi=0(g1), h=0(g) = fi- a=0(g1-8),
Si=0(g1), ,=0(g) = fi +f2=0(max{[gil],|g[}).
Ni=0(g1), L=0(g) = fi+t£=0(gl+lgl,
f=0@),ceR=cf =0(g),
f=o0(g).ceR=cf=0(g),
f=000() = f=0(2),
f=00()= f=o0().

Beweis Wir beweisen zur Illustration die vierte Rechenregel

fH =008, = 0(g) = fi + f» = O(g), die weiteren
Rechenregeln werden ganz analog bewiesen.

fi = O(g) bedeutet: Ic; > 0, ey > 0, | f1(x)] < c1]g(x)]
fiir alle x mit |[x — xo| < &;. Analog gilt fiir /, = O(g): Es
existieren ¢; > 0 und &, > 0, sodass | /2(x)| < ¢3|g(x)]| fiir
alle x mit |x — xo| < &,. Wihlen wir nun ¢ := max{c, ¢}
und ¢ := min{e, &;}, dann folgt | f1(x) + f(x)| < |fi(x)| +
| 2(x)] < c|g(x)] fiir alle x mit |x — xq| < &. |

Machen Sie sich klar, dass die Landau-Symbole nur asymptoti-
sche Aussagen machen! Gilt f = O(g),x — x(, dann wissen
wir tiber die in | f(x)| < c¢|g(x)| auftretende Konstante ¢ in der
Regel nichts! Es kann ¢ = 107!# sein, aber auch ¢ = 10'. Wir
wissen nur, dass die Abschétzung in der Nihe von xq gilt.

Zur spiteren Referenz wollen wir noch drei wichtige Aussagen
tiber die Landau-Symbole aufzeichnen.



Rechenregeln fiir die Landau-Symbole I

1. Es gilt

1+ 0() = -0,

1
14+ 0()’

2. Ist A € C"™" und x € C" mit |x| = O(g), wobei

| - || eine beliebige Vektornorm und g : R — R eine
Funktion ist, dann folgt

[Ax] = O(g).

3. Ist x € C" mit Komponenten x;,i = 1,...,n, und

g : R — R eine Funktion, dann gilt

Vi=1,....,n x; =0(g) < x| =0(g).

Beweis

1.

Sei f =1+ O(¢g),e — 0. Dann gibt es ein & = O(e) mit
f =1+ h.Nun definiere

und bilde

&

. 8 .
lim = = lim .
e—=0 & e—0 N +1
Der Zihler ist beschrinkt, sagen wir durch —c, wihrend der
Nenner nach Voraussetzung gegen 1 konvergiert. Also ist

und damit ist auch g = O(¢), ¢ — 0. Damit gilt

1 1
= —14h

I+g  1-;4

und folglich

1 1

:h+1: = R
/ I+g 14+0()

Seinun f = 1/(1 + O(¢)),e — 0. Dann existiert ein g =
O(e) mit f =1/(1 + g),e — 0. Definiere

g

__1+g’

dann gilt wie oben & = O(¢), & — 0 und

1
£ 4

h+1=-— +1= .
1+g¢ 1+¢
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Damit gilt nun

1
=——=h+1
f 1+g

mith = O(e),e — 0,also f =14 O(g),e — 0.

2. Bezeichnet || - ||cma die zur Vektornorm || - || gehorige Ma-

trixnorm, dann ist
[Ax| < [[Allcmllx] < K]lx]

und damit ist schon alles gezeigt.
3. Auf C” sind alle Normen dquivalent. Fiir den Teil ,,<=* folgt

lxll = 0(g) = llxllc = c1llx] = O(g)
und daher ||x | = O(g) = max;_;

x;i =0(g) furi =1,...,n.
Fiir die Richtung ,,=* ist

2 x| = O(g), also

Vi=1,...,n:x;,=0(g) = |xi| =0(g),i =1,...,n.

Da nur endlich viele Komponenten vorhanden sind, ist damit
auch

und aus der Aquivalenz aller Normen auf C" schliefen wir
[xll < e2llxlloc = O(g). u

Ohne Miihe lassen sich die Landau-Symbole auch fiir Operato-
ren zwischen normierten Vektorrdumen definieren.

Der Diskretisierungsfehler beschreibt den
Fehler zwischen kontinuierlichem und
diskretem Modell

Definition der Landau-Symbole fiir Operatoren

Es seien (E, | - ||g), (F, | - ||r) normierte Vektorrdume,
f: D C E — F,eine Abbildung, n € N und x, xo € D.

(a) f verschwindet in xy, von hoherer als n-ter Ord-
nung, falls

f ) =o(lx —xol%). x—0,
d.h.
Ifellr

x> [|lx = xol|%

gilt.
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(b) f wichst in x; von hochstens n-ter Ordnung, falls
f ) =0(lx = xolz). x— xo,

d.h.
Ie>03e>0: [[f®)r <clx—xol%

fiir alle x € D mit ||x — xo|| g < € gilt.

Beispiel
Funktion f

Fiir das Restglied der Taylor-Entwicklung einer

J(x) = palx;xo) + 14 (x: X0)

gilt die Darstellung von Lagrange,

(X _ xo)n+1f(n+l)(z) ,

1
(X x0) = m

mit z zwischen x und xy. p, bezeichnet dabei das Taylor-
Polynom vom Grad n zu f um den Entwicklungspunkt x.

Betrachten wir nun das Restglied. Offenbar handelt es sich um
eine Abbildung zwischen den normierten Raumen (E, |- ||g) =
R, [-Dund (F. [ ]|r) = (R,]-]). Es gilt
ra(x:x0) = O(|x — xo"*1),
denn bei beschrinkter Ableitung f@+D st ¢ =
F@+D(z)/(n + 1)! eine Konstante und damit haben wir die
Abschitzung
|rn(-X;x0)| = C|X - XO|H+1

fiir x — xo. Allerdings gilt auch

rn(x;x()) = 0(|X _x0|n) B

denn
Ira(xixo)| | fD(2)]|x — xo|" !
Ix—xol” — (n+ Dlx —xol?
|f("+1)(2)|| |
= |x — x|,
(n + 1)! 0

und bei beschrénkter (n + 1)-ter Ableitung von f folgt

. |rn(x;x0)|
lim —— =
T

Wir wollen nun den Prozess der Diskretisierung abstrakt be-
schreiben. Dazu betrachten wir einen Operator 7: E — F

T

E ————> F kontinuierliches Problem

L, D), L,
T . -
E, _ s Fy Diskretisierung

Abb. 2.3 Diskretisierung eines kontinuierlichen Problems

zwischen Banach-Rdumen £ und F' mit 0 € Bild(T") und wol-
len die Gleichung

Tu=20

l6sen. Wir nehmen dabei an, es gebe eine eindeutig bestimmte
Losung z € E. Zu den Rdumen E und F benétigen wir dis-
krete Analoga auf einem Gitter G mit (positiver) Maschenweite
h. (Das konnen auch mehrdimensionale Gitter sein, bei denen
dann / eine typische Maschenweite ist). Dazu dienen zwei li-
neare Abbildungen L;: E — Ej,und L,: F — Fj,. Fiir diese
Abbildungen gibt es in Praxis und Theorie verschiedene Mog-
lichkeiten. Eine besonders einfache ist die lineare Abbildung L,
die einer Funktion u € E (oder u € F) ihre Werte auf dem
Gitter zuordnet, also
Lu(x) :=up(x) == ux)|g, xeG.

Funktionen u; heien Gitterfunktionen. Zu dem kontinuierli-
chen Operator 7" muss noch ein diskreter Operator 7}, definiert
werden. Dazu soll eine Funktion ¢, : (E — F) — (E;, — Fj,)
dienen, sodass

Ty = ¢n(T)

definiert sein soll. Insgesamt erhalten wir also das in Abb. 2.3
skizzierte Bild.

Nehmen wir an, auch das diskretisierte Problem
Thup = ¢pp(T)Ly(u) =0

besiBe eine eindeutig bestimmte Losung ¢, € Ej, dann ist der
lokale Diskretisierungsfehler definiert durch

I :=TyLi(2) = ¢u(T)L1(2) € Fy
und der globale Diskretisierungsfehler ist gegeben durch

e, =0, —Li(z) € E).

Ist D C R” kompakt, G ein Gitter in D und £ = C(D) mit
Norm |u||g = max,ep |u(x)|, dann bietet sich als Norm in E},

u = max |[u(x
el = max )|



an. Diskrete Normen diirfen nicht beliebig gewihlt werden, son-
dern miissen konkordant mit den Normen in den zugehorigen
Rédumen sein.

Konkordanz von Normen

Es sei L der Diskretisierungsoperator L;: E — Ej. Die
Normen der Raume E, Ej, und F, Fj, heilen konkordant,
wenn

VueE: lim |LiG@)ls, = luls

und eine analoge Beziehung fiir || - || 7, und || - || 7 gelten.

Selbstfrage 3
Zeigen Sie, dass im Fall von E = C([a, b]) und L{(u)(x) :=
up(x) := u(x)|g die Normen |[u| g := max,e[q ) [u(x)| und

u = max |Uu(x
llunllg, x€G| (x)]

konkordant sind.

Wir konnen nun schon mithilfe der Landau-Symbole die wich-
tigsten Begriffe bei der Approximation von Operatoren erkldren.
Wir 16sen uns dabei von dem Problem 7u = 0 und wollen le-
diglich die Giite der Approximation des diskreten Operators T},
beschreiben.

Diskretisierungsfehler und Approximationsordnung

Die Gitterfunktion
Y := Thup — (Tu)p
mit ¥, = Lyu und (Tu), = L,(Tu) heiBit Diskre-
tisierungsfehler oder Approximationsfehler (oder Ab-
schneidefehler) bei Approximation von 7" durch 7j,. Gilt
I¥ullp — 0, h—0,

dann approximiert 7;, den Operator 7. Der Operator 7},
approximiert 7" mit der Ordnung n > 0, wenn

1¥allr, = 1Thun — (Twnl g, = OR")

gilt.

Im Fall unseres abstrakten Problems Tu = 0 ist wegen der
vorausgesetzten Linearitdt des Operators L, gerade (Tu), =
L>(Tu) = L,(0) = 0, sodass der Diskretisierungsfehler gera-
de dem lokalen Diskretisierungsfehler /;, entspricht.

2.2 Ordnungssymbole und Genauigkeit

Fehlerfortpflanzung sorgt fiir einen Transport
der Fehler bis zum Endergebnis

Rundungs- und Diskretisierungsfehler sind unvermeidlich. Da-
her ist es unumgénglich, die Folgen dieser Fehler in numeri-
schen Algorithmen abschitzen zu konnen. Dazu gehort auch
die Untersuchung der Stabilitdt von Algorithmen, die wir im
nichsten Abschnitt studieren wollen. Hier wollen wir fiir die
Fortpflanzung der Fehler sensibilisieren.

Dazu gehen wir von der Ausgangssituation aus, dass eine Grofie

y aus k GroBen xq, X2, . . ., X; berechnet werden soll:
y=f(x1,x2,....,xc).

Die GroBen x1, ..., x; seien nicht genau bekannt, sondern wir

haben nur fehlerbehaftete X7, ..., X, entweder aus unsicheren

Messungen oder durch Rundungs- und Diskretisierungsfehler.
Der absolute Fehler sei

¢i ::}'i—xi, lzl,,k

Die Frage ist nun, wie sich die Fehler in den x; auf das Ergebnis
y auswirken, denn auch unter der Annahme, die Funktion f
werde exakt ausgefiihrt, erhalten wir eine fehlerbehaftete Grofe
¥ durch
Y= Gn.... %) = fx1+ ... xk + ).

Wir sind interessiert an der Differenz Ay := ¥ — y und dazu
sehen wir uns die Taylor-Entwicklung von y(x + ¢) an, wobei
wir x := (x1,....,x) T und ¢ = (¢1,....,¢)T" geschrieben
haben. Wir erhalten die Taylor-Reihe

y(x +¢) = y(x) +gradf (x) - ¢ + O(|¢]).
also

0
Ay =y +d) -y = Lg 4.+

8)61 8_

Vernachlédssigen wir nun die Terme hoherer Ordnung, dann er-
halten wir das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir absolute Fehler

o 0 d
Ay=—f¢1+...+—f¢k,
x| Xy

wobei wir das Symbol = fiir Gleichheit erster Ordnung ver-
wendet haben.

Ist die Funktion f selbst vektorwertig, also

Vi Silxi, ..o xe)
: = f(x),

Ve Sexr, ..o, xe)

|
o+ O(lp]1*) .
Xk

17
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Fiir Funktionen u: R — R, x +— u(x), betrachten wir den
Ableitungsoperator d/dx, der eine Funktion u € C"(R) in
eine Funktion ¥’ = du/dx € C’"~'(R) abbildet. Wie grof}
wird der Diskretisierungsfehler, wenn man d/dx auf einem
Gitter G :={...,x = 2h,x — h,x,x + h,x + 2h, ...} mit
Schrittweite 4 durch den durch

u(x + h) —u(x)

D u:=
* h

definierten Operator D, ersetzt? Den Operator D, nennt
man auch Vorwirtsdifferenz.

Problemanalyse und Strategie Der Operator D bildet si-
cher nicht £ := C"(R) nach F := C"'(R) ab. Wir
verwenden wieder Lu(x) := u;(x) := u(x)|g fir den
Transfer auf das Gitter. Dadurch wird der Raum E auf einen
diskreten Raum Ej; und F auf den diskreten Raum F}, abge-
bildet.

Losung Mithilfe der Taylor’schen Formel um den Entwick-
lungspunkt x (Achtung! x muss ein Gitterpunkt sein!) ergibt
sich

u(x +h) =u(x) + hj—Z(x) +0h?).

Setzen wir dies in die Definition des diskreten Operators ein,
dann folgt

u(x +h) —u(x) hSE(x) + O(h?)
h N h

— LA +Oh).
dx
——

D u(x)

Dies ist die Ableitung auf dem Gitter,
also eigentlich L(%) (x)=:(du/dx);,

Fiir den Approximationsfehler

du
o (%)
dx /,
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-
Beispiel: Der Diskretisierungsfehler des Ableitungsoperators

gilt
¥l s, = 1D — (du/dx)s|l 5, = O,

also ist D eine Approximation erster Ordnung an d/dx.

Ganz analog kann man auch andere Differenzenoperatoren
untersuchen, zum Beispiel die Riickwirtsdifferenz

u(x) —u(x —h)

D,uh = 7

Hier liefert die Taylor-Reihe u(x — h) = u(x) — h$(x) +
O(h?) und damit folgt

u(x) —u(x—h) hﬁf‘;(x) + O(h?)
h - h

= d—u(x) + Oh).
dx

D_u(x) =

Damit ist die Riickwirtsdifferenz ebenfalls eine Approxima-
tion erster Ordnung an d/dx. Die zentrale Differenz, die
durch den Operator D,

u(x +h) —u(x—h)

Douh = 2

definiert ist, ist allerdings eine Approximation zweiter Ord-
nung an d/dx, d.h., es gilt

| Dous — (du/dx); || 5, = O(h?).

Subtrahiert man namlich die beiden Taylor-Reihen u(x +
h) = u(x) + h%(x) + 2% (x) + O(h®) und u(x + h) =

u(x) — h&(x) + L L4 (x) + O(h?), dann folgt

u(x +h) —u(x—h) _ 2h$E+ 00
2h N 2h

d—”(x) + o).

dx

Douy,

dann lautet das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir absolute Feh-
ler

Ay = f'(x)-¢
mit der Jacobi-Matrix f'(x), denn in den Zeilen der Jacobi-

Matrix stehen die Gradienten der Komponentenfunktionen
von f.

Die Fehlerkomponenten ¢; konnen von verschiedenen Vorzei-
chen sein. Um auf der sicheren Seite zu sein, ist man daher am
absoluten Maximalfehler interessiert:

a
Aymax ==+ ( _f¢l
ox 1
Aussagen tiber absolute Fehler sind manchmal sinnvoll, oft aber
stort es, dass absolute Fehler von den Skalierungen der Groflen

af

axk

Ok

bt
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—
Beispiel: Fehlerfortpflanzung bei der Vermessung eines Waldweges

Ein Waldstiick sei so grof3, dass man seine Abmessungen
nicht mehr direkt messen kann, man ist aber an der Linge
¢ eines Weges zwischen zwei Punkten A und B interessiert.
Vom Punkt C kann man sowohl A als auch B sehen und
misst: a = 430.56m, b = 492.83m, y = 92.14°. Die Mess-
genauigkeiten sind ¢, := Aa = +5cm, ¢, = Ab =
£5cm ¢, := Ay = £0.01°. Wie lang ist der Weg ¢ und
wie grof} ist der absolute Maximalfehler?

c

Wegen

a* = (430.56)> m*> = 185381.9136m’
b* = (492.83)> m” = 242881.4089 m*

a-b=430.56-492.83m> = 212192.8848 m*
cosy = c0s92.14° = —0.03734

ergibt sich fiir ¢

¢ = v/a? + b>—2abcosy = 660.444m

und im BogenmaB ist ¢, = 73555 - 0.01° = 0.000175. Damit

ergibt sich fiir den absoluten Maximalfehler

B a + bcos b+ acos
ACax = j:( Y b +‘ V¢b‘
c c

ab sin

A + - y¢y ) m
430.56 + 492.83 2.14°
- + 49 cos9 0.05
660.444

492 .83 4+ 430.56 cos 92.14°
Problemanalyse und Strategie Wir suchen die Linge c als + 660,444 0.05
Funktion von a, b und y, also konnen wir ¢ = f(a,b,y) o R
schreiben. Nach dem Kosinussatz ist + 430.56 - 296352121[1 92.14 0_000175') m

¢ = f(a.b.y) = ya? + b2 —2abcosy

und wir miissen diese Funktion nun partiell ableiten und dann
den gesuchten Fehler mit den Messgenauigkeiten ¢,, ¢, und
¢, berechnen.

Losung Wegen ¢ = (a® + b + 2ab cos y)'/? folgt mit der
Kettenregel

0 1
% = E(a2 + b% 4+ 2ab cosy)~V? . (2a 4 2b cos y)
_ a+bcosy _a+bcosy
Va® + b% + 2abcosy c
0 1
% = E(az + b% +2ab cosy)™"/? - (2b + 2a cos y)
_ b+acosy _b+acosy
Va* + b2 + 2ab cos y ¢
1
?J_f = E(a2 + b% +2abcosy) V/? - (=2absiny)
14

absiny

_ absiny
Va* + b2 +2abcosy c

= % (0.0312 4 0.0361 4 0.05619) m
= £0.0923m = +£9.23 cm.

Wir erhalten fiir ¢ die Abschitzung

660.444m —9.23cm < ¢ < 660.444m + 9.23 cm.

Kapitel 2
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abhéngen. Abhilfe schafft die Betrachtung der Fortpflanzung der
relativen Fehler. Es seien

N et A

gy = ——, g .=

y Xi

X —35,‘

Jd=1,....k

die relativen Fehler von y bzw. von den x;. Sind y # 0 und die
x; # 0, dann gilt

. _y=y _fenex) = SRR
Ty [ )
S x) = fxn Ferxn, ., X+ ekXy)
B F . x)

9 d
slxlr{l—{—...—{—skxk—f

3Xk
f(xl,--.

)

L Xk)

wobei das Zeichen ,,—* wieder Gleichheit von erster Ordnung
bedeutet, weil wir die Taylor-Reihe fiir f'(x; + e1x1,..., X% +
erXx) nach der ersten Ableitung abgebrochen haben.

Damit haben wir das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir relative
Fehler

af

X af L% A
ST G

—&1 +
., Xg) 0X1 !

=~ Foo..

hergeleitet und damit den Fehler von der Abhingigkeit irgend-
einer Skalierung befreit. Die Faktoren

_ & 9f
F(xr, ..., xx) 0x;

geben an, wie stark sich ein relativer Fehler in x; auf den re-
lativen Fehler e, von y auswirkt. Man nennt diese Faktoren
Verstarkungsfaktoren, aber auch Konditionszahlen. Sind die
Konditionszahlen betragsmifig grof3, spricht man von einem
schlecht konditionierten Problem, anderenfalls ist das Prob-
lem gut konditioniert, denn grofie Konditionszahlen verstirken
offenbar den relativen Fehler in den Daten.

&y

Beispiel

= Beschreibt f* die Multiplikation zweier von null verschiede-
ner Zahlen x; und x,, also

y = f(x1,x2) = x1-x2,

dann ergibt sich fiir den relativen Fehler des Ergebnisses

x; df X2 df
&y —¢ —¢
T Xy e xp Oy ! X1 X2 0X3 2
. 281+X2 XI82=81+82~
X1+ X2 X1+ X2
B Isty = f(x) = 4/x,x # 0, dann folgt
x 11 1
Eyzﬁi—xé‘xzié‘x. <

Allerdings ist unsere hier definierte Kondition unhandlich, weil
sie zum einen k verschiedene Zahlen umfasst, zum anderen aber
nur fir y # 0 oder x; # 0,i = 1,...,k, Sinn macht. Daher
verwendet man in der Numerik andere Konditionsbegriffe, die
wir nun beschreiben wollen.

2.3 Kondition und Stabilitat

Konditionszahlen beschreiben die Robustheit
von Rechenoperationen gegeniiber Fehlern

Grob gesprochen und hier nur fiir den Fall von Funktionen
f:R — R soll die Kondition ausdriicken, wie empfindlich
eine Funktion f auf Anderungen ihres Arguments x reagiert.
Diesem Wunsch entspricht etwa schon der folgende Ausdruck,
den wir als Kondition der Funktion f an der Stelle x # 0
bezeichnen konnen und fiir den wir f (x) # 0 fordern miissen:

f0=G)
cond;(f)(x) := max Lﬂ
x—x

|x—x|<e
X

Diese Kondition gibt an, wie sich der maximale relative Feh-
ler der Funktion dndert, wenn sich x dndert. Unsere Kondition
héngt noch von ¢ ab und es wire schon, den Fall ¢ — 0 betrach-
ten zu konnen. Ist f differenzierbar, dann gilt in erster Ndherung
nach dem Mittelwertsatz

[ = f@® = [0 =%)

und es folgt

cond(f)(x) := lim cond. (f)(x) = % _
Beispiel
= Ist f(x) = /x, dann folgt
1 .
cond( f)(x) = 2*/5/})6' — %

und wir erhalten dieselbe Konditionszahl wie in unserem
letzten Beispiel im vorhergehenden Abschnitt. Die Operation
,Wurzelziehen® ist also gut konditioniert, denn der relative
Fehler in x wird durch das Wurzelziehen halbiert.

= Ist f(x) = 2%, dannist f7(x) = % und damit
80x* 4
52 4x
cond(f)(x) = | S| = gt
1—x4 | - X |

Ist |x| nahe 1, dann ist die Kondition von f groB3, die Funk-
tion also in der Ndhe von x = 1 und x = —1 schlecht
konditioniert, weil Fehler in x verstiarkt werden.



= Die Auswertung der Funktion f(x) = Inx in der Nihe von
x = 0 ist schlecht konditioniert, denn wegen f'(x) = 1/x
folgt

1
" |Inx|

1
X
Inx

x—>0. =

cond(f)(x) =

— 00,

Unsere oben fiir reellwertige Funktionen eingefiihrte Kondition
konnen wir natiirlich auch auf Funktionen f: R" — R™ aus-
weiten. Dazu miissen wir nur bemerken, dass unsere Definition
auch in der folgenden Form geschrieben werden kann.

Relative und absolute Konditionszahl

= Die relative Konditionszahl einer Funktion
f:R — R an der Stelle x ist die kleinste Zahl
conder () (x) > 0, fiir die gilt:

f@) =@ _
|f(X)| = Condrel(f)(x) . |x|

= Die relative Konditionszahl einer Funktion f : R" —

|x —X] -
X —>X.

R™ an der Stelle x € R” ist die kleinste Zahl
cond, (f)(x) > 0, fiir die gilt:
If ()= fG)l lx =% ~
" < cond(f)(x) - ———, x > X.
£ o)l * [l 1
m Die absolute Konditionszahl einer Funktion
f:R" — R”™ an der Stelle x € R” ist die

kleinste Zahl cond,s( f)(x) > 0, fiir die gilt:

ILf (x) = f @) = condaps(f)(x) - [lx = %], x > %

Mithilfe des Mittelwertsatzes siecht man sofort:

Lemma Istdie Funktion f: R” — R” stetig differenzierbar,
dann gelten

condaps(f)(x) = || f'(x)]

und

condu(£)(x) %nfu)n. «

Dabei ist f'(x) die Jacobi-Matrix von f und

£ ()l = sup [Lf'(x)yl

Iyl=t

die zur Vektornorm gehorige Matrixnorm.

Besonders interessant ist die Kondition bei der numerischen Lo-
sung von linearen Gleichungssystemen, wie wir spiter sehen

2.3 Kondition und Stabilitat

werden. Sei A € R reguldrund b € R”, dann kénnen wir die
Abhingigkeit der Losung von Ax = b von der rechten Seite b
untersuchen durch die Funktion

f(b):=A'p.
Die Jacobi-Matrix ist gerade f'(b) = A~' und daher folgt das

nachstehende Lemma.

Lemma Die absolute Konditionszahl des linearen Glei-
chungssystems bei Storungen in b ist

condgps(f)(x) = A7
und die relative Konditionszahl ist

conduy(£)(x) = 14%]
[l ||

Wegen | Ax| < ||A||||x] verwendet man die folgende Definiti-
on.

A= <«

Kondition linearer Gleichungssysteme

Die relative Konditionszahl eines linearen Gleichungs-
systems ist definiert als die Kondition der Matrix A,

K(A) = A A7

Eigentlich haben wir diese Definition nur fiir Storungen der
rechten Seite b herausgearbeitet, aber wir werden spéter sehen,
dass man auch bei der Betrachtung von Stérungen in der Ma-
trix A auf denselben Ausdruck kommt. In der Praxis sind in der
Regel beide Groien, Matrix A und rechte Seite b, durch Mess-
fehler etc. gestort.

Auch andere Konditionszahlen sind durchaus sinnvoll, so z. B.
die relative komponentenweise Kondition fiir Abbildungen
f : R" — R™, definiert als die kleinste positive Zahl «,, fiir
die
1fit) = /i _ lxi — X ~
—————— <k, max ——— .

| fi (x)] i=12...n

Der Spektralradius einer Matrix

Es sei A € C™" eine quadratische Matrix und A € C ein
Eigenwert von A. Man nennt

0(A) :={A | A ist Eigenwert von A }
das Spektrum von A. Die Zahl

p(A) = Amaﬁ){lll}

eo(

heiflt Spektralradius von A. Der Spektralradius ist also
der betragsmifig groBte Eigenwert der Matrix.
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2 Warum Numerische Mathematik? — Modellierung, Simulation und Optimierung

Hintergrund und Ausblick: Vektornormen und Matrixnormen

Hier fiihren wir nun Normen auch fiir Matrizen ein.

Fiir Vektoren x € R” kennen wir die Normen

n
Il o= loxr] + ol + .+ |l = D I

i=1

(x> + ...+ [ |H? =

1l -

¥l := max [x;],
1<i<n

die man 1-Norm, Euklidische Norm bzw. Maximumsnorm
nennt. Fiir Matrizen A € K" (K € {R, C}) heilit eine Ab-
bildung || - ||k»—xm : K™ — R Matrixnorm, wenn die
drei Normaxiome

[Allkroxn >0 fiir A # 0;]|0]|knxn =0,
oA |lknwxn = lof - |4 ]lKr K,
4 + Bl -xm < [|Allkr—xn + || Bl —Km,

erfiillt sind. Unsere temporire Notation || - ||k _xm trdgt da-
bei der Tatsache Rechnung, dass Matrizen A € K™ die
Darstellungsmatrizen linearer Abbildungen von K” nach K"
sind. Eine Matrixnorm heif3t von der Vektornorm || - ||~

induziert, wenn

Ax
Allkn m:maxm: max
Kr—K

| Axxm
x#0 e |lkn llxllgn=1

gilt; das ist gerade die Operatornorm fiir Matrizen. Anschau-
lich gibt die induzierte Matrixnorm also den maximalen
Streckungsfaktor an, der durch Anwendung der Matrix A
auf einen Einheitsvektor moglich ist. Aquivalent kann man
|A |kn>xm = minso{||Ax|xn < r|x|x- firalle x # 0}
bzw.

A |lknokm = mi(1)1{||Ax||Km <rfiralle ||x|k» = 1}
r>

definieren. Eine Matrixnorm heifit vertriglich mit einer
Vektornorm, wenn

[ Ax (e < [l A5 |2 |

gilt. Es folgt unmittelbar aus der Definition der induzierten
Matrixnorm, dass alle induzierten Matrixnormen mit ihren
zugehorigen Vektornormen vertrdglich sind. Die zu unseren
Vektornormen || - ||; und | - || gehorigen induzierten Ma-
trixnormen sind

Al = max > awl.
k= m

m

Al = max > lael,

n
k=1

(2.1)

die man Spaltensummennorm bzw. Zeilensummennorm
nennt. Zur Bestimmung von || A ||, miissen wir erst noch wei-
tere Begriffe in der Vertiefungsbox auf S. 25 kennenlernen,
wir konnen Sie aber schon veranschaulichen. Wir betrachten

1

die Matrix A = 3
-1 3

und berechnen A x fiir alle x auf
dem Einheitskreis.

5 T T T T T T T T T

4t ]

Der blaue Kreis ist die Menge ||x|» = 1, die griine Ellipse
die Menge || A x||». Nach Definition ist |4 ||, der Radius r
des kleinsten Kreises, fiir den ||Ax||; < r ist, also im Bild
der grofle rote Kreis. Maximal lange Vektoren in der grii-
nen Ellipse sind (=3, —3)T und (3,3)". Es ist daher |4 |, =
max|x|,=1 |[Ax |2 = V32432 =18

Die Norm

AllF =

heiB3t Frobenius-Norm. Sie ist keine induzierte Matrixnorm,
denn fiir die Einheitsmatrix I € R” gilt |I|p = +/n, wih-
rend fiir alle induzierten Matrixnormen nach Definition

[7]] = max [[Ix] = max [lx] =1

flxll=1 llxll=1
gelten muss. Obwohl also zu der Frobenius-Norm keine Vek-
tornorm gefunden werden kann, spielt sie in der numerischen
Linearen Algebra eine wichtige Rolle. Das liegt auch daran,
dass sich die Hoffnung, eine einfache Form fiir die durch
die Euklidische Vektornorm induzierte Matrixnorm zu fin-
den, nicht erfiillt.




Unter der Lupe: Die Frobenius-Norm

Wir miissen noch zeigen, dass die Frobenius-Norm tatsich-
lich die Normaxiome fiir Matrixnormen erfiillt. Dariiber
hinaus zeigen wir noch, dass die Frobenius-Norm vertriglich
mit der Euklidischen Vektornorm ist und dass alle induzier-
ten Matrixnormen submultiplikativ sind.

Wir wollen zeigen, dass die Frobenius-Norm

IAllr =

einer m x n Matrix A tatsichlich eine Norm ist. Dazu defi-
nieren wir auf der Menge C™*" ein unitédres Skalarprodukt
und machen die komplexen m x n-Matrizen damit zu einem
unitdren Vektorraum.

Lemma Die Abbildung (-, ) : C"™" x C™" — C, defi-
niert durch

(A.B); = Sp(B" A),

ist ein unitires Skalarprodukt auf dem Raum der Matrizen
aus C"™*" wobei Sp die Spur der Matrix bezeichnet. Es wird
als Frobenius- oder Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt be-
zeichnet.

Beweis Wir haben fir A,B,C € C"™" und A € C zu
zeigen

() (A+B.C)y =(A.C)y+(B.C) und (AA,B), =
A(A,B).

(ii) (4,B)r = (B, A)p,

(iii) (A, A)r > 0und (4, A)y =0 4 =0.

Zu Beginn bemerken wir, dass fiir zwei Matrizen A, B €
C™ die Spur des Produkts B*A durch Sp(B*A4) =
Y i briax;: gegeben ist.

Um (i) zu zeigen, rechnen wir (A + B, C) = Sp(C*(4 +
B)) = Sp(C*A) + Sp(C*B) = (A,C)r + (B,C)r und
(AA, B) = Sp(B*(AA)) = ASp(B*A) = A (A, B).

Um (ii) einzusehen, notieren wir (B, A)p =

Sp(A*B) = > i >\, Gkibui, also folgt (B, A)p
Z?:l Z;?:l aribri = Z?:l Z;?:l aribxi = Sp(B*A)
(A, B) ;. Die Bedingung (iii) folgt einfach aus (4, A4), =
Sp(A*A) = 31 Y @ak = 20 2y law>. W

Der Beweis zeigt, dass die Frobenius-Norm diejenige Norm
ist, die durch das Skalarprodukt (A, B) erzeugt wird,
d.h., es gilt

[Allr = V{4, A)p = Sp(4™A).

Damit ist die Frobenius-Norm eine Norm im unitdren Vek-
torraum der m x n-Matrizen mit Eintrdgen aus C.

2.3 Kondition und Stabilitat

Obwohl die Frobenius-Norm nicht von irgendeiner Vek-
tornorm induziert ist, ist sie dennoch vertriglich mit der
Euklidischen Vektornorm | - 2, d. h., es gilt fiir 4 € C™*"
und x € C”

[Axll> < [AllFllx]2-

Der Nachweis geschieht durch einfaches Ausrechnen wie
folgt:

TI12

2
[Axl; =

n n
E ayjXj, ..., E Amj Xj
Jj=1 Jj=l1
2
n

m
=> 1> ayx
i=1

Jj=1

2

Wir stellen nun das Betragsquadrat

2

n
E aijxj| =(apxy+ ...+ ainXxp)(@i1x1 + ...+ ajnxy)
j=1

als Betragsquadrat eines unitdren Skalarproduktes dar und
bemiihen dann die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung. Da-
zu sei a; der i-te Zeilenvektor in A:

2

m n
2
[Ax]ly = Z Zaijxj

i=1|j=1

m
=) [@ x|’
i=1
m
— 12 2
<> l@Blxl3 = 1Alelxls -
i=1

Hiufig findet man bei den Normaxiomen noch ein viertes
Axiom, die Submultiplikativitéit

[AB| < [lAllB].

Fiir induzierte Normen braucht man dieses Axiom nicht zu
fordern, denn aus der Vertriglichkeitsbedingung folgt direkt

[AB| = max [ABx| < max [A[/[Bx]
lxll=1 lli=1

= |4l max, [Bx| =[AllB].

Da auch die Frobenius-Norm die Vertriglichkeitsbedingung
mit der Euklidischen Vektornorm erfiillt, gilt fiir sie ebenfalls
die Submultiplikativitit:

[ABlF < [lAllFIBIlF-
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Beispiel Die Matrix 4 =
1 -3 0o -3 -1 0o -2 1 1
2 3 1 1 0 0o -2 1 2
1 2 =2 1 -2 3 3 -1 1
1 -1 -1 1 0 -2 1 -1

hat das Spektrum

Ao=—1252, |A] = 1.252,
Aaz = —3.839 £ 1.978i, |Ay3| = 4.319,
Ays = —1.754 £ 2.468i, |Ay4s| = 3.028,
A7 = 1.409 + 1.678i, |Ags| =2.191,
Ago = 4.810 + 1.975i, |Ago| = 5.2,

die mit einer numerischen Methode aus Kap. 6 bestimmt und
auf drei Nachkommastellen gerundet wurden. Damit ist der
Spektralradius p(A4) = 5.2. Die Bezeichnung ,,Spektralradius®
erklirt sich, wenn wir einen Blick auf die Lage der Eigenwer-
te in der komplexen Ebene werfen. Der Spektralradius ist der
Radius des kleinsten Kreises, der alle Eigenwerte enthilt.

Im
4
A4
A2 6 s
N 52 %Re
Ay A9
A3 As
<

Stabilitat ist die Robustheit von Algorithmen
gegen Fehler

Ist der Begriff der Kondition schon stark vom betrachteten
Einzelfall abhingig, so gilt das erst recht fiir den Begriff der
Stabilitit. Ganz generell sprechen wir von Stabilitidt, wenn eine
Funktionsauswertung, ein Algorithmus etc. nicht anfillig fiir die
Fehler (seien es Rundungs- oder Diskretisierungsfehler) in den

Eingabedaten ist. Ein schon recht komplexes Beispiel haben wir
bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel bei der numerischen
Losung der Wirmeleitungsgleichung kennengelernt. Ein deut-
lich einfacheres Beispiel, das die Breite des Stabilititsbegriffs
beleuchten soll, ist die Berechnung der Funktion

f)=Vx+1-Vx

fiir x = 10°. An diesem Beispiel wird klar, dass die so dhn-
lich formulierten Begriffe ,,Kondition* und ,,Stabilitdt” doch
verschiedene Sachverhalte beschreiben. Die Funktion f hat ei-
ne kleine Kondition; ein Algorithmus zur aktuellen Berechnung
von f an einer Stelle x kann jedoch durchaus instabil sein.

Selbstfrage 4
Zeigen Sie, dass die relative Konditionszahl von f fiir grofe x
ndherungsweise 1/2 ist.

Die Funktion selbst ist also ganz und gar harmlos. Wir wollen
nun f an der Stelle x = 10° mit folgenden Algorithmus be-
rechnen:

Yo = X3
yi:=yo+1L;
Y2 1= A1
y3 = Yo;

Y i=)y2—Ys

Die Kondition der letzten Operation als Funktion von y3, also
g(3) := y, — y3, berechnet sich zu

V3
y2—¥3

= 200000.

' g (3)ys
V3

Die Kondition dieses Schrittes im Algorithmus ist also 400 000-
mal groBer als die Kondition von f selbst, was an dem Phino-
men der Ausléschung liegt!

Der vorgeschlagene Algorithmus ist daher instabil. Ein weitaus
besserer Weg zur Berechnung von f = +/x + 1 — /x bei gro-
Ben Argumenten ist die Berechnung von

h(x) = =Vx+1+x

1
N S

und die anschliefende Invertierung.

Direkte und iterative Verfahren sind zwei
grundsatzlich verschiedene numerische Ansatze

Am Beispiel unseres abstrakten Problems

Tu=20



2.3 Kondition und Stabilitat

Hintergrund und Ausblick: Wie hangen Spektrum und induzierte Matrixnorm zusammen?

Wir haben induzierte Matrixnormen fiir die Vektornormen
Il und ||- ||oo eingefiihrt, aber die Bestimmung der von ||- |2
induzierten Matrixnorm hatten wir verschoben. Nun konnen
wir nicht nur diese Norm einfiihren, sondern auch die Bezie-
hungen zwischen Matrixnormen und Spektrum erkliren.

. . . —T .. L
Wir bezeichnen mit A* := A die komplex konjugierte Ma-
trix einer Matrix A € C™*",

Satz Es gilt
Al = Vp(4*A).
Diese Norm heifit daher auch Spektralnorm. <

Beweis Die Matrix A*A ist hermitesch, also exis-
tiert eine unitdre Transformationsmatrix § € C™ mit
S*(A*A)S = diag(Aq,...,A,). Sind sq,...,s, die Spal-
ten der Matrix S, dann ldsst sich jeder Vektor x € C” in
der Form x = ) !_, ;s; mit @ € C darstellen und es gilt
A*Ax = Y !'_, Ad;a;s;. Damit folgt mit dem Euklidischen
Skalarprodukt (-, -)

[Ax]3 = (Ax, Ax) = (x, A*Ax)

n n n
= E Olisi,E Aias; ) = E (orsi  Ajois;)
i1 i1

i=1
n n
=D Ml < p(A*4) Y leul” = p(A*A) x5,
i=1 i=1
also
2
lAx]5 _

i3~

Die Gleichheit ergibt sich durch Betrachtung des Eigenvek-
tors s; zum betragsgroBten Eigenwert A;. Aus der obigen

p(A*A).

Rechnung folgt 0 < ||[As; |5 = A;, i =1,...,n, und da-
mit folgt
As:|? A s 112
s A
lls; 112 lIs; 112

Satz Ist A € C"*", dann gelten

(a) p(A) < ||A]| fiir jede induzierte Matrixnorm,
(b) |A|l. = p(A) falls A hermitesch. <

Beweis (a) Sei A € C der betragsgroBte Eigenwert von A

zum Eigenvektor s € C"\{0}, von dem wir ||s| = 1 anneh-
men diirfen. Dann folgt || A || = max),=; [|[Ax| > [|As| =
[A[lls] = 1A].

(b) Ist A hermitesch, dann ist ||A], = p(A*4) =
\/p(A3). Weil es zu jeder hermiteschen Matrix eine

unitire Transformationsmatrix § gibt mit S*AS =

diag(Ay, ..., A,), folgt S*A%S = diag(A3,...,A2), also
p(A%) = p(A)* und damit |4, = /p(A4%) = V/p(4)> =
p(A). |
Satz Zu jeder Matrix A € C™" und zu jedem & > 0 gibt

es eine induzierte Matrixnorm auf C"*", sodass

[A]l < p(A) +e. <

Beweis Fiir n = 1 ist die Aussage trivial, ebenso fiir
A = 0.Firn > 2und A # 0 bendtigen wir den Satz
von Schur aus der Literatur (vergl. A. Meister: Numerik li-
nearer Gleichungssysteme). Er garantiert die Existenz einer
unitdren Matrix U € C"*", sodass

[V SV
R=U"AU =
T'nn
gilt, wobei A; = r;;,i = 1,...,n die Eigenwerte von A

sind. Setze o := max;<; x<n |7ix| > 0 und definiere fiir vor-
gegebenes ¢ > 0

§ :=min{1 _° >0
= m "(n—a '

Mit der Diagonalmatrix D := diag(1,8, 8%, ...,8"") erhal-
ten wir

ri 8rin 8"y,

Srn—l,n

T'nn
Unter Verwendung der Definition von § folgt

1€l

IA

max |r;;| + (n — Dda = p(A) + (n — 1)da

1<i<n

p(A) +¢.

IA

Sowohl U als auch D sind regulidre Matrizen, daher ist
x| := |ID7'U™'x|ls eine Norm auf C". Mit y :=
D~'U~"x folgt fiir die induzierte Matrixnorm

”A“ = sup ”Ax” = max ”D—IU_]Ax”oo
lxll=1 ”1_)—1[/71"1”:1
= max [D7UAUD Yl
yl=1
= max €yl =ICllos <p(A) +e. W
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Beispiel: Direkt versus iterativ

Wir wollen uns ein ganz einfaches Problem stellen, ndmlich
die Berechnung der Wurzel aus 3249, aber ohne Taschen-
rechner! Wir wollen diese Wurzel einmal direkt, und dann
iterativ berechnen.

Problemanalyse und Strategie Fiir die direkte Methode
wihlen wir das schriftliche Wurzelziehen, wie es vor Einfiih-
rung von Taschenrechnern iiblich war. Als iterative Methode
soll das Heron-Verfahren dienen.

Losung Das schriftliche Wurzelziehen basiert auf der Bino-
mischen Formel

(a—l—b)2:a2—|—2ab—|—b2,

die man von rechts nach links lesen muss und bei der wir
die Stellen interpretieren miissen. Eine gegebene Zahl, z. B.
3249, muss also dargestellt werden als die Summe eines
Quadrats a? einer Ziffer ¢ mit einem Term 2ab und schlieB-
lich mit einem weiteren Quadrat b2, und dabei ist auf die
Wertigkeit der Stellen zu achten. Es gilt ndmlich bei einer
vierstelligen Zahl eigentlich (a - 10 + b - 1) = a? - 100 +
2ab - 10 + b%. Wir miissen ein a suchen, sodass a? in die Né-
he der beiden Ziffern 32 unserer gegebenen Zahl fillt, aber
sodass a? < 32 ist. In diesem Fall ist ¢ = 5. Wir haben also
in der Binomischen Formel schon

(54+5)?*=5-100+2-5-b-10+ b?,

also
(5+b)*?—=52.100=2-5-b-10+ b>
N’
=3249
und so

749 =2-5-b-10 4+ b>.

2 Warum Numerische Mathematik? — Modellierung, Simulation und Optimierung

Division durch 2 -5 - 10 = 100 liefert

2

b
49 =h+ —
749=b+ o

und damit ist b = 7. Unser Ergebnis lautet also

/3249 = 57.

Kommen wir nun zum iterativen Wurzelziehen. Nach dem
Heron-Verfahren suchen wir die Seitenlidnge eines Quadrats,
dessen Flidcheninhalt 3249 ist. Zu Beginn setzen wir aus
Mangel an Information die eine Seite auf xo = 3249 und
die andere auf y, = 1. In der ersten Iteration setzen wir

Xo + Yo

x| = = 1625

und berechnen y; aus der Forderung nach dem Erhalt des
Flacheninhalts, x; y; = 3249, also y; = 1.9994. In der zwei-

ten Iteration rechnen wir

= 814.4994

X1+

Xy =
2

und erhalten y, wieder aus x,y, = 3249, d.h. y, = 3.9890.
Und so geht es weiter. Wir sehen hier, dass die iterative Vari-
ante sehr viele Schritte erfordert. Erst in der zehnten Iteration
ist das Ergebnis x = y = 57 bis auf zwolf Nachkommastel-
len richtig.

Anders sieht es aus, wenn wir schon vorher wissen, dass
50% < 3249 ist. Dann beginnen wir mit xo = yo = 50. In
diesem Fall ergibt die vierte Iteration x4, = 57.0000000382,
y4 = 56.9999999618 und in der fiinften Iteration ist dann
x5 = ys = 57 bis auf zwolf Nachkommastellen. Wiissten
wir sogar 552 < 3249, dann wire die Iteration nach dem
vierten Durchgang bis auf zwolf Nachkommastellen fertig.
Ein wichtiger Faktor bei Iterationsverfahren ist also auch der
Startwert.

mit 7 : E — F, E und F Banach-Riume, konnen wir uns eine
wichtige Unterscheidung von Algorithmen klar machen. Nach
Diskretisierung erhalten wir das diskrete Problem

Thuh =0

mit 7, : E; — Fj. Gelingt nun die Auflosung dieser Gleichung
durch direkte Invertierung von Fy,, d. h., kénnen wir u;, durch

u, = T,7'(0)

direkt berechnen, dann sprechen wir von einem direkten Ver-
fahren. Ist z.B. £, = F;, = R” und T eine lineare Abbildung,

die durch eine regulire Matrix A € R™" in der Form T'(-) =
A (-) — b mit einem Vektor b € R” dargestellt wird, dann wire
der Gaul3’sche Algorithmus ein direktes Verfahren, weil sich die
Losung des linearen Gleichungssystems Auj, = b durch direkte
elementare Zeilen- oder Spaltenumformungen in A ergibt.

Erreichen wir die Losung von Thuy
ne Folge uﬁl”), v = 1,2,... mit limy_s ug’) = uy, dann
spricht man von einem iterativen Verfahren. Im Fall eines

quadratischen Gleichungssystems Au;, = b wiren das alle Me-

= 0 jedoch iiber ei-

thoden, die ausgehend von einer Startlosung u}lo) eine Folge von
Niherungslosungen erzeugen, z.B. das GauB3-Seidel oder das
Jacobi-Verfahren.



Ubersicht: Fehlertypen

Wir wollen verschiedene Fehlerarten, die wir in diesem Ka-
pitel besprochen haben, zusammenfassend darstellen.

In der Regel beginnt jedes Problem in der Angewandten
Mathematik mit einer Modellierung. Dabei wird aus einem
naturwissenschaftlichen oder technischen Problem ein ma-
thematisches Modell in Form von Gleichungen gemacht. Ob
das mathematische Modell aber wirklich der Realitit nahe
kommt, ist oft nicht klar, man denke zum Beispiel an die
Modellierung einer Leberentziindung, bei der so viele phy-
siologische Vorginge noch gar nicht sauber verstanden sind,
dass man schon iiber recht einfache Modelle froh ist. Der
Fehler, der an dieser Stelle auftritt, ist der Modellierungs-
fehler. Er ist kein Fehler, um den man sich innerhalb der
Numerik kiimmert!

Ganz anders sieht es mit dem Rundungsfehler aus. Compu-
ter rechnen nicht mit den reellen Zahlen, sondern mit endlich
vielen Maschinenzahlen. Ist x eine reelle Zahl und X die
zugehorige Maschinenzahl, dann heif3t

lx —%]

der absolut Rundungsfehler und

X

x—')?'

der relative Rundungsfehler. Jeder Computer erlaubt ei-
ne kleinste positive Zahl, die noch darstellbar ist. Sie heilt
Maschinengenauigkeit. Weitere wichtige Begriffe in der
Numerik sind Rundung und Abschneiden.

Wesentlich komplexer ist der Diskretisierungsfehler (auch
Verfahrensfehler, Abschneidefehler oder Approximations-
fehler). Immer, wenn eine Funktion durch eine andere an-
genidhert wird oder wenn ein kontinuierliches Problem durch
ein diskretes Problem ersetzt wird, entsteht dieser Fehler. Wir
haben eine sehr abstrakte Theorie dieses Fehlertyps gelie-
fert, die Sie vielleicht abgestof3en hat, aber diese Abstraktion

2.3 Kondition und Stabilitat

an dieser Stelle ist wegen der Breite der konkreten Realisie-
rungen einfach notwendig. Ein Schliissel zum Prozess der
Diskretisierung ist das Diagramm aus Abb. 2.3:

T

E —————> F kontinuierliches Problem

L D), Ly
T . -
E, — -~ F 0 Diskretisierung

Ein abstraktes Problem 7u = 0 mit einem Operator
T: E — F wird mithilfe der Abbildungen L, L,, ¢y, dis-
kretisiert. Das abstrakte Problem 7u = 0 besitze genau eine
Losung z € E. Dann ist

ln:=TiLi(z) = ¢n(T)L:1(2) € F
der lokale Diskretisierungsfehler und
ey = —Li(2) € Ey

der globale Diskretisierungsfehler, wobei ¢, die eindeu-
tig bestimmte Losung des diskretisierten Problems Tju;, =
on(T)Li(v) = 0,u € E, u, € Ej, bezeichnet, deren Exis-
tenz wir voraussetzen. Der eigentliche Diskretisierungs-
oder Approximations- oder Abschneidefehler ist die Git-
terfunktion

Y := Thup — (Tu)y
mit u, = Lju, (Tu), = Ly(Tu). Ist L, ein linearer

Operator, dann ist wegen L,(Tu) = L(0) = 0 der Diskreti-
sierungsfehler gerade der lokale Diskretisierungsfehler.
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Unter der Lupe: Laufzeit und Komplexitat von Algorithmen - die Os der Informatiker

Bei der Umsetzung von numerischen Algorithmen ist deren
Komplexitit ein entscheidendes Kriterium fiir ihre Brauch-
barkeit.

Die Anzahl der Operationen, die in einem Algorithmus aus-
gefiihrt werden, nennt man die Komplexitit. Spezialisten
unterscheiden noch zwischen Laufzeit- und Speicherkom-
plexitit. Die Komplexitidt K ldsst sich in vielen Fillen als
Funktion einer natiirlichen Zahl darstellen: N > n +—
K(n) € R, m.a.W. sind Komplexititen also Folgen. Die na-
tiirliche Zahl n kann die Anzahl von Eingabeparametern sein
oder die Anzahl der Elemente einer zu bearbeitenden Matrix
etc. Interessant sind nun nicht genaue Formeln fiir K, son-
dern asymptotische Aussagen mithilfe der Landau-Symbole.
So ist bei der Losung eines linearen Gleichungssystems mit
einer (n x n)-Koeffizientenmatrix die Komplexitit der L R—
Zerlegung O(n?), die Komplexitit der eigentlichen Losung
durch Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen O(n?).

Die Informatik hat sogar noch mehr Landau-Symbole in Ge-
brauch, als wir sie fiir die Numerik definiert haben.

Definition der Landau-Symbole Es sei g: Ny — R gege-
ben.

= 2(g) ist die Menge aller f : Ny — R, fiir die es
eine reelle Konstante ¢ > 0 und eine natiirliche Zahl
ng > 0 gibt, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny
gilt: 0 < cg(n) < f(n).

= O(g) ist die Menge aller f : Ny — R, fiir die es eine re-
elle Konstante ¢ > 0 und eine natiirliche Zahl ny > 0
gibt, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen n > nq gilt:
0= f(n) <cgn).

= O(g) ist die Menge aller f : Ny — R, fiir die es zwei
reelle Konstanten ¢; > 0, ¢, > 0 und eine natiirliche Zahl
ng > 0 gibt, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny
gilt: 0 < c1g(n) < f(n) <crgn).

= ow(g) ist die Menge aller /' : Ny — R, sodass fiir al-
le ¢ > O eine natiirliche Zahl ny > 0 existiert mit:
0 <cg(n) < f(n) fir alle n > ny.

m 0(g) ist die Menge aller f : Ny — R, sodass fiir al-
le ¢ > O eine natiirliche Zahl ny > 0 existiert mit:
0 < f(n) < cg(n) fiir alle n > ny.

Man erkennt unschwer, dass die Definition der Landau-
Symbole O und o ganz analog zu unserer fritheren Definition
ist. Eigentlich miisste man jetzt f € ©@(g) schreiben, denn
wir haben die in der Informatik iiblichen Mengendefinitio-
nen gegeben. Aber auch hier hat sich die Schreibweise f =
O(g) durchgesetzt.

Man kann die Definitionen fiir zwei Funktionen

f,g: Nyg — R nun wie folgt interpretieren:

1. f = 82(g) < f wichst mindestens wie g
2. f = 0(g) < f wichst hochstens wie g

3. f =06(g) < f und g wachsen gleich stark
4. f = w(g) < f wichst stirker als g

5. f =o(g) < f wichst schwicher als g

AbschlieBend fassen wir noch in einer Tabelle zusammen,
warum man polynomiales oder gar exponentielles Wachstum
in der Komplexitit von Algorithmen nicht gebrauchen kann.

S T T T U
1 1 1 1

—_

1
n 1 10% 10 10*

Inn 0 461 6.91 9.21
nlnn 0  460.52 6.91-10° 9.21-10*
n? 1 10* 106 108

n? 1 10° 10° 1012

P 2 1.27 - 10%° 1.07 - 10%0! 2.10%010

In der Praxis treten bei der numerischen Berechnung von
partiellen Differenzialgleichungen schnell n = 107 bis 10°
Variable auf, bei Partikelsimulationen sind es noch mehr.
Laufzeiten mit Komplexititen jenseits von O(n log n) verbie-
ten sich daher. Fiir ,kleine” Probleme stellen natiirlich auch
polynomiale Laufzeiten noch kein Problem dar.




2.3 Kondition und Stabilitat

- |
Ubersicht: Konsistenz, Stabilitiat und Konvergenz

Wir nehmen noch einmal die Diskussion der Theorie der Dis-
kretisierungsverfahren auf.

Das Diagramm aus Abb. 2.3:

T

E —————> F kontinuierliches Problem

L D), Ly
T . -
E, — -~ F n Diskretisierung

zeigt den formalen Prozess der Diskretisierung einer abstrak-
ten Gleichung 7u = 0 mit einem Operator 7. Wir haben
in diesem Zusammenhang die Begriffe lokaler Diskretisie-
rungsfehler und globaler Diskretisierungsfehler definiert,
aber nun soll es um die Begriffe Konsistenz, Stabilitdt und
Konvergenz gehen.

Das diskretisierte Problem Tju;, = ¢5(T)L(u) = 0 heilt
konsistent mit dem Originalproblem Tu = 0 an der Stelle
y € E, wenn y im Definitionsbereich von 7" und 7L, =
¢, (T) L, liegt und wenn

lim [}, (T) L1y = LaT ]|, =0

gilt. Das diskretisierte Problem heif3t konsistent mit Konsis-
tenzordnung p, wenn

lpn(TY)Lyy — LoTy|p, = O(R?).

Diese kompliziert erscheinende Bedingung der Konsistenz
bedeutet lediglich, dass der Unterschied zwischen dem dis-
kreten Operator und dem kontinuierlichen klein wird, wenn

E T F kontinuierliches Problem
L, Ly
@, (T) ) o
Ey Fy Diskretisierung

die Diskretisierung feiner wird, in anderen Worten, wenn
das vorstehende Diagramm asymptotisch (d. h. fiir n — 00)
kommutativ ist.

Iste, = ¢, — L1(z) der globale Diskretisierungsfehler, wobei
¢, die eindeutige Losung des diskretisierten Problems und
z die eindeutig bestimmte Losung des Originalproblems ist,
dann heif3t das diskretisierte Problem konvergent, wenn

lim ||e =0
o0 ” h”Eh P

bzw. konvergent mit Konvergenzordnung p, wenn
lenlle, = O(h?)

gilt. Konvergenz bedeutet die asymptotische Kommutativitit
des folgenden Diagramms.

E <—————— F kontinuierliches Problem

;!

E, <— F;,  Diskretisierung

Konsistenz einer Diskretisierung reicht allein nicht aus, um
Konvergenz zu gewéhrleisten. Eine wichtige Bedeutung hat
die Stabilitdt. Dabei heifit eine Diskretisierung stabil bei
u, € Ej, wenn es Konstanten S > 0 und r > 0 gibt, so-
dass

1 2 1 2
) —uPll g, < SIThu” — Tl |,

gleichmiiBig fiir alle /i > 0 gilt und fiir alle ", %' mit

1Tl = Thun g, <7, i =1,2.

Eines der beriihmtesten Resultate der Numerischen Mathe-
matik lautet: ,,Aus Konsistenz und Stabilitit folgt Konver-
genz®. Es ist erstaunlich, wie oft man solche Aussagen in
der Numerik trifft, wenn man nur die hier ganz abstrakt de-
finierten Begriffe Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz im
konkreten Einzelfall betrachtet.
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Ubersicht: Eine kleine Literaturiibersicht

Die Numerische Mathematik stellt ein sehr groBes Gebiet
dar, dass keine komplette Abdeckung im Rahmen eines
Lehrbuches erfolgen kann. Um konkrete Hilfestellungen fiir
ein weiteres Studium dieses Bereiches zu geben und zu-
dem dem interessierten Leser andere Darstellungsformen
und Themenstellungen nahezubringen, finden sich in dieser
Ubersicht einige Literaturstellen, die wir fiir lesenswert hal-
ten. Mehrfachnennungen sind dabei durchaus beabsichtigt
und es besteht in keiner Weise ein Anspruch auf Vollstén-
digkeit.

Allgemeine Literatur zur Numerischen Mathematik:

m Deuflhard, P.; Hohmann, A.: Numerische Mathematik.
Eine algorithmische Einfiihrung, Band 1, 4. Auflage, de
Gruyter 2008

m [saacson, E.; Keller, H.B.: Analysis of Numerical Meth-
ods, Wiley & Sons 1966

= Freund, R.W.; Hoppe, R.H.W.: Stoer/Bulirsch: Numeri-
sche Mathematik 1, 10. Auflage, Springer 2007

®  Hiammerlin, G.; Hoffmann, K.-H.: Numerische Mathema-
tik, 2. Auflage, Springer 1990

= Hanke-Bourgeois, M.: Grundlagen der Numerischen Ma-
thematik und des Wissenschaftlichen Rechnens, 3. Aufla-
ge, Vieweg+Teubner 2009

= Hildebrand, F.B.: Introduction to Numerical Analysis, 2.
edt., McGraw-Hill 1974

m Plato, R.: Numerische Mathematik kompakt. Grundla-
genwissen fiir Studium und Praxis, 4. Auflage, View-
eg+Teubner 2010

= Schaback, R.; Wendland; H.: Numerische Mathematik, 5.
Auflage, Springer 2005

Interpolation:

1. Cheney, E.W.: Introduction to Approximation Theory, 2.
edt., AMS Chelsea 1999

2. Davis, Ph.J.: Interpolation & Approximation, Blaisdell
1963

3. de Boor, C.: A Practical Guide to Splines, Springer 1978

4. Rivlin, ThJ.: An Introduction to the Approximation of
Functions, Blaisdell 1969

5. Schonhage, A.: Approximationstheorie, De Gruyter 1971

Quadratur:

1. Brass, H.: Quadraturverfahren, Vandenhoeck & Ruprecht
1977

2. Brass, H.; Petras, K.: Quadrature Theory. The Theory of
Numerical Integration on a Compact Intervall, American
Mathematical Society 2011

3. Davis, PJ.; Rabinowitz, P.: Methods of Numerical Inte-
gration, 2nd edition, Dover Publications 2007

Numerik linearer Gleichungssysteme:

1. Barrett, R. et. al.: Templates for the Solution of Linear
Systems, SIAM, 1994

2. Meister, A.: Numerik linearer Gleichungssysteme,
5. Auflage, Springer Spektrum 2015

3. Saad, Y.: Iterative Methods for Sparse Linear Systems,
Second Edition, STAM 2003

4. Steinbach, O.: Losungsverfahren fiir lineare Gleichungs-
systeme, Teubner, 2005

5. van der Vorst, H.A.: Iterative Krylov Methods for Large
Linear Systems, Cambridge University Press, 2009

Eigenwertprobleme:

1. Bai, Z. et. al.: Templates for the Solution of Algebraic
Eigenvalue Problems, SIAM 2000

2. Hanke-Bourgeois, M.: Grundlagen der Numerischen Ma-
thematik und des Wissenschaftlichen Rechnens, 3. Aufla-
ge, Vieweg+Teubner 2009

3. Saad, Y.: Numerical Methods for Large Eigenvalue Prob-
lems, SIAM 2011
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SIAM 1997
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel eigentlich nur vorbereitendes,
aber trotzdem wichtiges Material geliefert. Am Beispiel der
Wirmeleitungsgleichung haben wir gezeigt, welche Uberra-
schungen man erleben kann, wenn man ,,naiv* an eine Aufgabe
aus der Numerik herangeht. Selbst wenn Sie dieses einfiihren-
de Beispiel nicht ganz verstanden haben, weil Sie noch keine
Erfahrungen mit partiellen Differenzialgleichungen oder deren
Reihenlosungen besitzen, ist das nicht schlimm. Wir wollten
hier mit einem wirklich praxisrelevanten Beispiel zeigen, wie
wichtig die Ideen sind, die man in der Numerik entwickelt.

In der gesamten Numerik ist die Kontrolle der Fehler die wich-
tigste Aufgabe, denn was nutzt der schnellste Algorithmus,
wenn das Ergebnis nur noch wenig mit der Losung des Ori-
ginalproblems zu tun hat. Fehlerabschédtzungen stehen in der
Numerischen Mathematik daher im Mittelpunkt. Dabei haben
wir verschiedene Fehlerarten kennengelernt, die wir noch ein-
mal zusammenfassen wollen.

Um Fehlerordnungen bestimmen zu konnen, haben wir die
Landau’schen Symbole 0 und O eingefiihrt. In der Analysis
sind die Symbole eine sinnvolle Abkiirzung; in der Numerik sind
sie hingegen ein Arbeitswerkzeug! Daher haben wir die Landau-
Symbole nicht nur fiir Funktionen definiert, sondern auch fiir
Operatoren. In manchen Teilbereichen der Numerik verfiigt man
iiber sehr scharfe Fehlerabschétzungen, aber sehr hiufig ist man
froh, wenn man einfache Ordnungsaussagen zeigen kann. Inter-
essant und wichtig sind die Landau-Symbole auch bei Fragen
der Komplexitiit von Algorithmen. Werden in einem Algorith-

mus n Daten verarbeitet, dann ist eine Laufzeit von O(nz) fiir
grofles n schon prohibitiv. Gesucht sind Algorithmen mit kon-
stanter Laufzeit O(1), linearer Laufzeit, O(n), logarithmischer
Laufzeit O(logn) oder mit der Laufzeit O(n logn).

Wenn nun schon einige Fehler unvermeidlich sind, sollte man
wenigstens iiber die Fehlerfortpflanzung Kontrolle der Aus-
wirkungen haben. Beim relativen Fehler konnten wir Verstér-
kungsfaktoren identifizieren, die den Einfluss relativer Fehler
der Eingabedaten auf Funktionsauswertungen beschreiben. Die-
se Verstiarkungsfaktoren nennt man auch Konditionszahlen,
dabei ist die Kondition ein ebenfalls wichtiger Begriff der Nu-
merik, die wir als Robustheit von Rechenoperationen gegentiiber
Fehlern charakterisiert haben. Schlecht konditionierte Probleme
sind solche mit grofer Kondition. Es gibt verschiedene De-
finitionen von Kondition, die jeweils problemangepasst sind.
Insbesondere wichtig ist der Begriff fiir lineare Gleichungssys-
teme, wo man

K(A) = AfIA"

als Kondition definiert. Dabei ist | A || = sup, = [Ax].

Ein weiterer zentraler Begriff der Numerik ist Stabilitit und
wir hatten das Kapitel bereits mit einem Stabilitdtsproblem bei
der numerischen Losung der Wirmeleitungsgleichung begon-
nen. Wir haben Stabilitdt nicht abstrakt definiert, sondern nur
als Robustheit von Algorithmen gegen Fehler. In der Ubersicht
auf S. 29 geben wir u. a. eine abstrakte Definition von Stabilitét.
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Aufgaben

Die Aufgaben gliedern sich in drei Kategorien: Anhand der Verstdndnisfragen konnen Sie priifen, ob Sie die Begriffe und zentralen
Aussagen verstanden haben, mit den Rechenaufgaben iiben Sie Thre technischen Fertigkeiten und die Beweisaufgaben geben Ihnen

Gelegenheit, zu lernen, wie man Beweise findet und fiihrt.

Ein Punktesystem unterscheidet leichte e, mittelschwere ee und anspruchsvolle eee Aufgaben. Losungshinweise am Ende des
Buches helfen Ihnen, falls Sie bei einer Aufgabe partout nicht weiterkommen. Dort finden Sie auch die Losungen — betriigen Sie
sich aber nicht selbst und schlagen Sie erst nach, wenn Sie selber zu einer Losung gekommen sind. Ausfiihrliche Losungswege,

Beweise und Abbildungen finden Sie auf der Website zum Buch.

Viel Spal3 und Erfolg bei den Aufgaben!

Verstandnisfragen

2.1 ° Auf einer Maschine, die im Dezimalsystem mit 4
Stellen und maximal 2 Stellen im Exponenten rechnet, soll die
Zahl 0.012345-10~% in normalisierter Form dargestellt werden.
Ist das auf dieser Maschine moglich?

2.2 ee  Gegeben sei die fiir alle x € R definierte Funktion

1 1 1
Sx = §X3 —+ E.Xz —+ g.x.

Gilt S, = O(x®) oder S, = O(x)? Ist eine solche Frage ohne
die Angabe x — X liberhaupt sinnvoll?

2.3 ee  Warum eignet sich die Potenzreihe
2 4 6
cosx:l—x——l—x——x—:l:
21 41 6!

ganz hervorragend zur numerischen Berechnung von cos0.5,
aber tiberhaupt nicht zur Berechnung von cos2?

2.4  eee Wir wollen eine Differenzialgleichung

y'(x) = f(x.y)

auf dem Intervall [0, 1] numerisch 16sen, wobei eine Anfangs-
bedingung y(0) = y, gegeben sei und die Losung bei x = 1
gesucht ist. Die Schrittweite des Gitters G sei & = 1/n, wobei
n € N frei wihlbar ist. Das Gitter ist damit gegeben als

G:={kh|k=0,1,...,n}.
Die numerische Methode soll das einfache Euler’sche Polygon-
zugverfahren sein, das durch

Y (kh) — Y ((k — 1)h)
h

= f (Y ((k = Dh))

gegeben ist. Der Anfangswert fiir das Verfahren ist Yy, die Pro-
jektion von y, auf das Gitter (Ein Anfangswert yp = m ist
numerisch auf einer Maschine nicht realisierbar, daher ist Y
eine Approximation an w im Rahmen der Darstellbarkeit der
Maschinenzahlen).

Im Hinblick auf Abb. 2.3 seien die Rdume E und F mit den

jeweiligen Normen als

E=C'(0.1]), lyle:=

do
d
definiert. Geben Sie die Operatoren L;, L,, ¢, T und T}, an,

sodass das Diagramm in Abb. 2.3 die Diskretisierung der Eu-
ler’schen Polygonzugmethode zeigt.

max X)|,
Jmax [y (x)]

F =R xC([0.1]), i= |dol + max, |d (x)]
xe€|0,

F

Beweisaufgaben
2.5 ee  Seien X1,X,,...,X, Approximationen an die re-

ellen Zahlen x;,Xx5,...,x, und der maximale Fehler sei in
jedem Fall e. Zeigen Sie, dass die Summe

n
2%
i=1

einen maximalen Fehler von ne aufweist.

2.6 Y
n € N, gilt

Fir die Summe der ersten n Quadratzahlen,

1

Sy :=Zi2=§n(n+%)(n+l).



Zeigen Sie
(@ S, = 0 (n¥),
(1) S, = tn? + 0 (n?),

© Sy =0 (n®),

und diskutieren Sie, welche ,,Giite* diese drei Abschitzungen
relativ zueinander haben.

27 o Zeigen Sie, dass der Diskretisierungsfehler der
zentralen Differenz
u(x +h) —2u(x) +u(x —h)

h2
von zweiter Ordnung ist, wenn man mit Du die zweite Ablei-
tung u” = d*u/dx? einer glatten Funktion u approximiert.

Du =

Rechenaufgaben
2.8 ee  Die Zahl 7 wird durch die rationalen Zahlen
22 355
X1 =— und x = —
7 113

angendhert.

(a) Wie grof} sind die absoluten Fehler?
(b) Welcher Fehler hat der mit x; bzw. x, berechnete Kreis vom
Durchmesser 10 m?

Runden Sie jeweils auf 6 Nachkommastellen.

Aufgaben

2.9 oo Berechnen Sie auf einem Taschenrechner oder
mithilfe eines Computers die Summe

100

SV,
k=1

in dem Sie jede Wurzel mit nur zwei Nachkommastellen be-
rechnen. Welchen Gesamtfehler erwarten Sie im Hinblick auf
Aufgabe 2.5?

2.10 ee  Gegeben sei das Gleichungssystem Ax = b,

(£ )0)-()

(a) Berechnen Sie die Kondition der Koeffizientenmatrix mit der
Frobenius-Norm.

(b) Betrachten Sie die zwei Zeilen des Gleichungssystems als
Geradengleichungen. Was bedeutet die Kondition geome-
trisch fiir die beiden Geraden?

Sei A € R¥? die Matrix

A:(i g)).

Berechnen Sie den Spektralradius und die Spektralnorm von A.

2.11 oo
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2 Warum Numerische Mathematik? — Modellierung, Simulation und Optimierung

Antworten zu den Selbstfragen

Antwort 1 Partielle Integration und dabei beachten, dass
sin(km) = O fiir alle k € N gilt.

Antwort 2 Es ist

x=%| 5-10-tD
<

|a|

X

und wegen |a| > 107! folgt die behauptete Abschiitzung.

Antwort 3 lim ||L, ()|, = lim max fu(x)|

= max |[u(x)|.
xe[a,b]l (€3]

Antwort 4 Zu berechnen ist

1 1

‘f/(X)X_l’C'xH_W'_l x 1
f) | 2+l 2Jx+1Jx 2

———

~1
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3 Interpolation - Splines und mehr

Die Bezeichnung ,Interpolation” stammt von dem lateinischen
Wort interpolo, was so viel wie ,neu herrichten” oder ,auffri-
schen” bedeutet. In der Numerik versteht man unter Interpolation
die Angabe einer Funktion, die durch vorgeschriebene diskrete Da-
ten verlauft. Die Bezeichnung ,Approximation” stammt ebenfalls
aus dem Lateinischen und kommt aus dem Wort proximus, was
so viel wie ,der Nachste” bedeutet. Im Gegensatz zur Interpola-
tion sucht man Funktionen, die nicht notwendig durch gegebene
Datenpunkte verlaufen, sondern die Daten nur in einem zu spezifi-
zierenden Sinn anndhern.

Die Interpolation von gegebenen Daten gehért zu den wichtigsten
Grundaufgaben der Numerik und ist mit Abstand deren alteste Dis-
ziplin. Bereits am Ubergang vom 16. zum 17. Jahrhundert erfand
der Englander Thomas Harriot (ca. 1560-1621) erste Interpolations-
algorithmen, um in Tabellen Zwischenwerte bestimmen zu kdnnen.
Wir behandeln hier die Interpolation mit Polynomen und trigonome-
trischen Polynomen und beschranken uns auf den eindimensionalen
Fall. Die Interpolationstheorie in mehreren Dimensionen ist nach
wie vor ein sehr aktives Feld der Mathematik und verlangt nach
anderen Mitteln als der eindimensionale Fall. Bei der Interpolation
werden gegebene Daten (x;, f;),i = 0, ...,n, durch eine Funkti-
on p so verbunden, dass fiir alle i gilt: p(x;) = f;. Interpolation
erlaubt also die Auswertung einer im Allgemeinen unbekannten
Funktion " auch zwischen den bekannten Werten (x;, f (x;)). Ap-
proximation bedeutet die Konstruktion einer Funktion p, die f
.moglichst gut” wiedergibt. Dabei wird keine Riicksicht auf die ex-
akte Wiedergabe von f an gewissen Stellen x; genommen.

Heute sind die Techniken der Interpolation und Approximation aus
der Mathematik und den Anwendungen nicht mehr wegzudenken.
Die Formen von Autokarosserien werden mit mehrdimensiona-
len Splines beschrieben, Geologinnen und Geologen interpolieren
seismische Daten zum Auffinden von OI- und Gasfeldern und
komplizierte Integrale werden numerisch geldst, indem man die In-
tegranden interpoliert.

Das Gebiet der Interpolation mit Polynomen ist nicht losgeldst
von der Approximationstheorie zu sehen und hangt stark am Wei-
erstra’schen Approximationssatz, den wir zu Beginn beweisen
werden. Will man dann Daten (x;,y;),i = 0,...n mit einem
Polynom interpolieren, treten neben Existenz- und Eindeutigkeits-
fragen auch Fragen nach der ,Giite” des Interpolationspolynoms
zwischen den Daten auf. Wir werden eine sehr unbefriedigende
Fehlerabschatzung herleiten, die man durch eine gewisse Wahl von
Stiitzstellen x; dramatisch verbessern kann. Hier kommen die nach
Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (in englischer Transkription oft:
Pafnuti Lvovich Chebyshev) benannten Tschebyschow-Polynome ins
Spiel. Allerdings hat bereits 1914 Georg Faber gezeigt, dass es zu
jeder Stitzstellenverteilung eine stetige Funktion gibt, die vom In-
terpolationspolynom nicht gleichméBig approximiert wird. Abhilfe
schaffen hier die nach Dunham Jackson benannten Jackson-Sétze,
die aber hohere Glattheit der zu interpolierenden Funktion voraus-
setzen.

Diese Erfahrungen mit den Problemen bei der Interpolation wird uns
letztlich zu den Splines fiihren, bei denen man nur stiickweise Poly-
nome kleinen Grades berechnet.

Der WeierstraB'sche
Approximationssatz und die
Bernstein-Polynome

3.1

Interpolation und Approximation

Es ist zu Beginn unerlésslich, dass wir die beiden Begrifte Inter-
polation und Approximation gegeniiberstellen. Dabei wollen
wir stets von einer gegebenen stetigen Funktion f ausgehen,
die auf einem Intervall [a, b] definiert sein soll. Diese — un-
ter Umstidnden sehr komplizierte — Funktion wollen wir durch
Polynome ,,anndhern®. Natiirlich konnen wir auch Messwerte
interpolieren, sodass die Funktion f gar nicht auftaucht, aber
letztlich sollen auch die Messwerte Werte einer (dann unbe-
kannten) Funktion f sein.

Definition (Polynome)

= Unter einem Polynom vom Grad n verstehen wir eine
Funktion der Form

p(X) = apx" +a,_ X" '+ . tax+ag, ay 0

mit reellen Koeffizienten a;,i =0, 1,...,n.
= Der Koeffizient a, # 0 heilt Hauptkoeffizient des
Polynoms.

m  Mit I7"([a, b]) bezeichnen wir den Vektorraum der Po-
lynome vom Grad nicht groBer als n, den wir mit der
Supremumsnorm || - ||, ausstatten.

Der Raum aller Polynome sei mit /7 ([a, b]) bezeichnet.
= FEin Monom ist ein Polynom, das nur aus einem einzi-
gen Summanden besteht.

Die Menge I1"([a, b]) ist mit der iiblichen Addition
n n n
) +q(x) = aix’ + Y bix' = (a;i + b)x’
i=0 i=0 i=0

und der Skalarmultiplikation

n

ap(x) =« Xn:aixi = Z(aa,-)xi

i=0 i=0

fiir alle p,q € IT"([a, b]) und alle € R ein Vektorraum. Basis
dieses Vektorraumes sind die Monome {1, x, x%, ..., x"}.

Polynome bieten sich an, weil sie so einfach zu handhaben sind.
Ganz allgemein kann man aber auch an Linearkombinationen
der Form

D(x) = Y Pp(x) (3.1

k=0
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denken, wobei die oy reelle Koeffizienten und die @, zu spezi-
fizierende Funktionen sind.

Man sagt, eine Funktion @* approximiert die Funktion f auf
[a, b] bzgl. der Norm || - ||, wenn

If =@

kleinerist als || f — @ || fiir alle @ in der betreffenden Klasse. Die
Aufgabe, eine solche Approximation zu finden, ist das Appro-
ximationsproblem. Verschiedene Normen und verschiedene
Klassen von Funktionen @ fiihren auf verschiedene Approxi-
mationsprobleme. Eine nicht nur fiir die Numerik bedeutende
Norm ist die Supremumsnorm (oder Maximumsnorm)

If oo = max | £ ()] = sup £ ).

xela.b]

die man aus historischen Griinden in der Approximationstheorie
auch gerne Tschebyschow-Norm nennt.

Definition (Bestapproximation/Proximum)

Ein Polynom p* € IT"([a, b]) heit Proximum oder Be-
stapproximierende oder Bestapproximation im Raum
der Polynome vom Grad nicht hoher als » an die steti-
ge Funktion f auf [a, b], wenn

If =Pl = min || f—pl

m
pell”([a.b])

gilt.

Selbstfrage 1
Muss ein Proximum an gewissen Stellen in [a, b] Werte der
Funktion f annehmen?

Wir wollen nun die Existenz eines Proximums ganz allgemein
beweisen.

Satz Sei (X, | - |lx) ein normierter Raum und V ein end-
lichdimensionaler Unterraum von X, der von den Elementen
e, e, ..., e, aufgespannt werde. Dann existiert zu jedem & € X
ein v* € V mit der Eigenschaft

VveV: |E=vx <|§—vlx. <

Beweis Seci £ € X und betrachte V := {v € V: |v|y <
2||€lx}. Die Menge V ist abgeschlossen und beschrinkt und
wegen dimV < oo kompakt. Die Abbildung ¢: V — R,
o) = ||E —v|lx, v € V, ist stetig und nimmt wegen der
Kompaktheit von V dort ihr Minimum an, d. h., es existiert ein
v eV mit

@(v*) = mingp(v),
veV

d.h.
€ —v*llx = min [[§ —v]|.
velV

Istv e V,aberv ¢V, dann gilt ||v][x > 2||€|lx und somit

€ —vilx = [Ivllx = I§lx] = Ivilx — I§llx
> 201glx = 1€l = 11§ = Olly = min [I§ = vilx
ve

= [I§ = v"llx. u

Im Unterschied zum allgemeinen Approximationsproblem ver-
langt das Interpolationsproblem nicht nach einer besten Appro-
ximation, sondern die Ubereinstimmung der approximierenden
Funktion mit der zu approximierenden Funktion an einigen Stel-
len ist das Ziel. Das kann durchaus zu Interpolierenden fiihren,
die sehr weit von einer Bestapproximation entfernt sind.

Das Interpolationsproblem
Das Problem:

Zu gegebenen Daten (xi, yx),k = 0,1,...,n, einer ste-

tigen Funktion f, yx = f(xx), mit x; # x; fiiri # j,

finde ein Polynom p € IT"([a, b]) mit der Eigenschaft
px) = fxx) =y, k=0,....n,

heiflt Interpolationsproblem fiir Polynome. Existiert das

Polynom p, dann heif3t es Interpolationspolynom.

Verschiedene weitere Interpolationsprobleme sind vorstellbar.
So konnen neben den Funktionswerten f(xx) = yi,k =
0,...,n, auch noch Werte der ersten Ableitung f’'(x;) =
zr,k = 0,...,n, gegeben sein. Diese Interpolation nennt man
Hermite-Interpolation. Allgemeiner konnen n + 1 Werte von
linearen Funktionalen gegeben sein (Mittelwerte, innere Pro-
dukte etc.), und gesucht ist ein Polynom vom Grad nicht héher
als n, das diese Werte interpoliert.

Die Existenz eines Interpolationspolynoms werden wir spiter
konstruktiv zeigen. Die Eindeutigkeit ist sofort zu sehen.

Satz Das Interpolationspolynom ist eindeutig bestimmt. <
Beweis Es seien p; und p, zwei Polynome aus IT"([a,b]),
die dasselbe Interpolationsproblem l6sen. Dann beséle das Dif-
ferenzpolynom p := p,— p; € IT"([a, b]) mindestens die n + 1
Nullstellen xg, x1, . . ., X,. Damit kann aber p nur das Nullpoly-
nom sein, d. h., es gilt p; = p,. [ |

Wir sind natiirlich an dem Interpolationsfehler

If = Pl

interessiert. Dazu erweist es sich als unumginglich, die Losung
des Approximationsproblems in Form des Weierstraf3’schen Ap-
proximationssatzes zu verstehen.
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3 Interpolation - Splines und mehr

- |
Hintergrund und Ausblick: Die Haar'sche Bedingung und Tschebyschow-Systeme

Unter welchen allgemeinen Bedingungen ist die eindeutige
Losung des Approximationsproblems moglich?

Eine Menge von Funktionen @, ..., ®,: [a,b] — R erfiillt

die Haar’sche Bedingung, wenn

= alle @ stetig auf [a, b] sind, und
= wenn fiir n Punkte xy,...,x, € [a, bl mitx; # xx, k # i
die n Vektoren

Dy (x1) D1 (x2) Dy (xn)
D, (x1) D, (x2) D, (x,)
linear unabhingig sind.
Mit anderen Worten, es muss stets
Di(x1) PDi(x2) Dy (x,)
Dr(x1)  Da(x2) Dy (x,)
Dy(x1)  Dyp(x2) D, (x,)

gelten. Man zeigt nun leicht:

Lemma Die Funktionen ®;,®,,...,®, erfiillen die
Haar’sche Bedingung genau dann, wenn keine nichttriviale
Linearkombination der Form _/_, a;®;(x) mehr als n — 1
Nullstellen besitzt. <

Ein Funktionensystem @&, ®,,...,®,, das die Haar’sche
Bedingung erfiillt, heiit Tschebyschow-System.

In Tschebyschow-Systemen existiert nicht nur immer ein
Proximum, sondern es ist sogar eindeutig bestimmt. Leider
sind nicht allzu viele Tschebyschow-Systeme bekannt. Fiir
uns wichtig sind zwei:

1. Die n + 1 Monome @ (x) := x¥,k = 0,...,n, bilden
ein Tschebyschow-System auf jedem Intervall [a, b]. Jede
Linearkombination ist ein Polynom vom Grad hochstens
n und besitzt damit hochstens n Nullstellen in [a, b].

2. Die 2n + 1 Funktionen @y(x) := 1,P(x) :=
coskx,k = 1,...n, @,k (x) := sinkx,k = 1,...,n
bilden ein Tschebyschow-System auf dem Intervall
[0,27). Dieses Tschebyschow-System bietet sich an fiir
die Approximation von periodischen Funktionen f €
Cyr :=C([0,27)).

Die Bernstein-Polynome bilden die Grundlage
des Approximationssatzes

Der Weierstral3’sche Approximationssatz ist innerhalb und au-
Berhalb der Mathematik so wichtig, dass man gut daran tut,
mehrere verschiedene Beweise kennenzulernen. Wir geben
einen konstruktiven Beweis, der auf den Bernstein-Polynomen
beruht.

Definition (Bernstein-Polynome)

Ist 2: [0, 1] — R eine beschrinkte Funktion, dann heift

m k m
By(h:t) := h(—)( )tk(l—t)’”_k (3.2)
g m k

das zu h gehorige Bernstein-Polynom vom Grad m.

Bernstein-Polynome besitzen ein paar erstaunliche Eigenschaf-
ten, von denen wir einige beweisen wollen.

Lemma (Eigenschaften der Bernstein-Polynome) Ist
a € R und sind 4, iy und A, stetige Funktionen auf [0, 1], dann
gelten:

m B,(ah;t) =aB,(h;t),
By (hy + hyit) = By(hiit) + By(ha:t).

Mit anderen Worten, der Operator B,,: C ([0, 1]) — 1" ([0, 1]),
h(') = Bm (h, '), ist linear.

s Gilt h1(t) < hp(¢) fur alle ¢ € [0, 1], dann gilt auch die
Monotonie B,,(hy;t) < By, (hy;t) auf [0, 1]. <

Beweis Die Linearitit des Operators B,, folgt direkt aus der
Definition der Bernstein-Polynome und ist offensichtlich.

Zum Beweis der Monotonie zeigen wir zuerst, dass fiir (z) > 0
auf [0, 1] stets auch B,,(h;t) > 0 folgt. Das ist aber klar, denn
dann ist auch i(k/m) > 0 und das Bernstein-Polynom ist auf
[0, 1] eine Summe positiver GroBen. Nun setzen wir A(t) :=
hy(t) — hy(t) und erhalten die Monotonieaussage. |

Beispiel Wir berechnen nun zur spiteren Referenz die
Bernstein-Polynome fiir die Monome 1, ¢, 12,

1. Sei h(¢) = 1. Dann folgt
y
Bu(lit) =) (k)rk(l -0t
k=0
und rechts steht der binomische Satz fiir (¢ + (1 —¢))”, d.h.
B,(;it)y=(¢+A—=1)" =1. (3.3)



2. Jetzt versuchen wir es mit 4(¢) = ¢. Dann gilt
B (t:1) = i 3 (m)tk(l — ek,
—=m k
Mithilfe der Definition der Binomialkoeffizienten

m\ m-(m-—=1)-...-(m—k)
k] k!

sieht man sofort, dass

0)-(20)

gilt. Setzen wir noch j := k — 1, dann folgt

m—1
—1 . .
Bm(t;t):tE (m )rf(l—t)<'"—1>—f =t1. (34
, J
J=0

binomischer Satz fiir (£ —(1—t))"~!

3. Nun gehen wir noch einen Grad hoher und betrachten (1) =
t2. Aus Griinden, die am Ende der Rechnung offenbar wer-
den, betrachten wir zuerst

1 "k k-1
Bm(t(t—~—);t):: ——————(m>tku-—nm‘k
m m m \k
k=0
m
kk—1
— ——(m>tk(1 — 1k,
m m \k
Aus der Definition der Binomialkoeffizienten folgt
kk—1[{m\ { 1 m—2
m m \k| m)\k—2
und mit j := k — 2 erhalten wir
1 I\ ,
Bult|lt——):t)={1—— )¢t~
m m

m—2 )
. Z (m _ )[J(l _ [)(’”*D*]
J

j=0

binomischer Satz fiir (1—(1—¢))"~2

(-2

Andererseits erhalten wir aber aus dem Lemma iiber die Ei-
genschaften der Bernstein-Polynome auf S. 38:

Bn (z (x - i) ;z) = Bu(:0) — S B(t:1)
m m

t
= By (t%i1) — —.
m

3.2 Die Lagrange’sche Interpolationsformel 39

Aus den beiden letzten Formeln erhalten wir nun miihelos

1 1 1
Bn(t%:t) = —t + (1 — —) =12+ —t(1—1). 3.5)
m m m

<

Der WeierstraB3'sche Approximationssatz

Mit dem Beweis des Weierstrall’schen Approximationssatzes ist
nun auch klar, welche Losung das Approximationsproblem, zu
gegebenem f € C([a,b]) ein Polynom p* € I1"([a, b]) mit
der Eigenschaft

Vpell"(a.b): If = p"lloc < If = Plloe:

zu finden, besitzt. Entscheidend wird sich fiir die Giite einer
Interpolation der Fehler dieses Approximationsproblems erwei-
sen.

Approximationsfehler

Ist p* € I1"([a, b]) ein Polynom mit der Eigenschaft

If = P*lloc = Nf = Plicos

™M
o
=
o
S
Xz

Vp eIl ([a,b]):
dann heif3t

En(fila.b]) == Ea(f) == = P"ll

(3.10)

der Approximationsfehler der Bestapproximation in
" ([a, b]).

3.2 Die Lagrange’'sche
Interpolationsformel

Als einfachster Weg zur Losung eines Interpolationsproblems
fiir die Daten (x¢, yx),k = 0, ..., n, erscheint die Methode des
,.Einsetzens®. Verwendet man den Ansatz

p(x) = apx" + anflxn_l +...+ax+a
und setzt nun alle n + 1 x; nacheinander ein, so ergibt sich

n n—1
Yo :p(XO) = dpX +anflx0 + ...+ aixo+ap

yi=p(x1) = apx! + a1 X'+ .+ ax; +ao

n n—1
Yu = p(Xp) = apX,; +ap1x,  +...+aix, + ao,
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- |
Hintergrund und Ausblick: Bézier-Kurven und Bernstein-Polynome

Bernstein-Polynome bilden auch die Grundlage von Bézier- 4
Kurven, die man im geometrischen Design von Karosserien
und anderen Formstiicken verwendet.

Alles folgende funktioniert mit Punkten im R” fiir beliebiges
n; wir bleiben aus Griinden der Anschauung im R2.

Gegeben seien drei Punkte p,. p,, p, € R2. Man konstruie-
re mit dem Parameter ¢ € R die beiden Geraden

po(t) = (1 =1)py +1p).
pi(t) = (1—1)p, +1p,, 0 \

und daraus mit der derselben Konstruktion

po() = (1 =0)py(t) + 1 pi(1).
Andern wir nun den dritten Kontrollpunkt in p, = (3.0)7,
Einsetzen der Ausdriicke fiir p}(7) und p}(r) und Ausmulti-  gann erhalten wir die Bézier-Kurve
plizieren liefert

N L, -3 6
po(t) = (1—1)>py+2t(1—1)p, +1°p,. PoO =1 0 ) H i n )

Die Funktion p% ist eine Parabel in Parameterdarstellungund
man iiberzeugt sich davon, dass p3(0) = p, und pj(1) =

P». also verlduft die Parabel fiir t € [0, 1] von p, nach p,. Fa
Mehr noch, da unsere Konstruktion nur aus Konvexkombina- 3} ""‘-. i
tionen besteht, konnen wir schliefBen, dass die Parabel in der ! :
konvexen Hiille der Kontrollpunkte p,, p,, p, verlduft.

~
Q
=
=
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w

Verallgemeinern wir diese Vorgehensweise auf n + 1 Punk-

te po.P1s--.. P, € RZ? dann erzeugt der De-Casteljau-
Algorithmus
firr=1,2,...,n
firi =0,1,....,.n—r

pi@)=1—=0)p~ () +1p/7}

im letzten Schritt ein parametrisiertes Polynom pgj vom
Grad nicht hoher als n. Dieses Polynom nennt man Bézier-

- - Schreiben wir das Bernstein-Polynom B, (1;7) =
Polynom. Der Polygonzug von p, iiber p,,...p,_; bis p, Z?:o (l;:)tk(l — ty"* in der Form B,(l;t) =

> v—o Bui(1:6) mit By (150) == (})e*(1 — t)"*, dann
gilt fiir alle Teilpolynome im De-Casteljau-Algorithmus fiir

heif3t Kontrollpolygon.

Beispiel Gesucht ist das Bézier-Polynom zu den Punkten 7 = 1.....nundi =0,....n—r

po = 0,07, p, = (2,4).T,P2 = (5’3)T’P3 = (7.-1". r

Anwendung des De-Casteljau-Algorithmus liefert pi(1) = Z Piy;Br; ().
j=0

-2 3 6
po) =1’ ( ) ) +1 (_15) +1 (12) insbesondere also
n
und ist in folgender Abbildung mit dem Kontrollpolygon ge- po(t) = Z PjBu (®).

zeigt. j=0
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Unter der Lupe: Der WeierstraB'sche Approximationssatz |

Zu einer stetigen Funktion f € C([a, b]) und einem ¢ > 0
existiert ein Polynom p € I1([a,b]) mit || f — plleo < &.

Mit anderen Worten bedeutet der Satz, dass der Raum aller
Polynome dicht liegt in C|a, b] beziiglich der Supremums-
norm | - ||«. Fiir die Funktionalanalysis folgt daraus, dass
der Raum (Cla, b], || - ||oc) separabel ist, denn die Polyno-
me liegen dicht und jedes Polynom mit reellen Koeffizienten
kann beliebig genau durch ein Polynom mit rationalen Koef-
fizienten approximiert werden.

Fiir uns hier in der Numerik liegt die Bedeutung des Satzes
jedoch auf anderer Ebene: Im Raum der stetigen Funktio-
nen auf einem abgeschlossenen Intervall existiert stets eine
Bestapproximation (Proximum) durch ein Polynom. Wir
fiihren den Beweis des Weierstrali’schen Approximationssat-
zes konstruktiv mithilfe der Bernstein-Polynome.

Beweis Der Weierstral’sche Approximationssatz ist fiir
h e C([0, 1]) bewiesen, wenn wir zu jedem & > 0 einen Grad
(Index) my finden konnen, sodass || — By, (h; )|« < € gilt.
Die Ubertragung auf den Fall 4 € C ([a, b]) ist dann einfach
durch die Transformation x = (b — a)t + a gegeben.

Die Funktion % ist stetig auf [0, 1], also insbesondere be-
schrinkt und das Maximum wird angenommen, d.h., es
existiert eine Zahl M > 0 mit ||A||oc = M. Fiirs,t € [0, 1]
gilt dann

|h(t) — h(s)| <2M. (3.6)

Stetigkeit auf einem kompakten Intervall zieht die gleichmi-
Bige Stetigkeit nach sich, daher gibt es zu jedem &; > 0 ein
§ > 0, sodass

t—s| <6 =

|h(2) —h(s)| < &;. (3.7)

Wir sehen nun, dass aus (3.6) und (3.7) die Abschitzung

2M
(@) = h(s)] < &1 + =t = 5)? (3.8)
fiiralle s, t € [0, 1] folgt, denn im Fall |z — s| < § folgt (3.8)
sofort aus (3.7) und fiir |t — s| > § ist (t — 5)?/8> > 1 und
(3.8) folgt schon aus (3.6).

Unter Beachtung der Eigenschaften fiir Bernstein-Polynome,
die wir im Lemma auf S. 38 bewiesen haben, schreiben wir
fiir (3.8)

2M 2M
—&1 — 8—2(t —$)? <h(t)—h(s) <e + S_Z(t —s)?

und wenden den m-ten Bernstein-Operator B,,(-;s) an. So
ergibt sich

—&) — 28—1‘243,”((: —5)%15) < Bu(his) — h(s)
<e + Z(S—AZJBm((t —5)%:5).
(3.9)

Beachten der Rechenregeln und (¢ —s)* = t%—2st +s2 fiihrt
auf

Bm(([ _S)z;s) = Bm(tz;s) _253111([;5) + SzBm(l;s)'

Die Bernsteinpolynome der rechten Seite haben wir aber be-
reits berechnet, und zwar in (3.3), (3.4) und (3.5), sodass

Bu((t — s)%s) = 20—

folgt. Ist aber s € [0, 1], dann gilt die Abschitzung 0 <
s(1 —s) < 1/4 und wir erhalten schlieBlich aus (3.9)

M
[h(s) = Bu(h;s)| < &1 + 52m

Wihlen wir nun noch &; = ¢/2, dann folgt fiir

M

mgy > ——
8%¢

die gesuchte Ungleichung

£ M
h(s) = By (h:$)| < = + =5—
1) = Bug )] < 5 + 555 -

e M8
< -4 —= €.

2 T2 M

Nun miissen wir nur noch vom Intervall [0, 1] zuriick auf das
Intervall [a, b], was durch

P0) = By (f:5—)

bewerkstelligt wird, wobei nun f irgendeine stetige Funkti-
on auf [a, b] bezeichnet. |

41

™M
o
=
o
S
Xz




42

~
v
=
=
(2
w

3 Interpolation - Splines und mehr

also ein lineares Gleichungssystem der GroBe (n + 1) x (n + 1)

fiir die n + 1 Koeffizienten ag, ay, ..., a,,
1 xo x5 - x\ [ao Yo
1 xi x3 o x| a 1
1 Xn X, o x,’: Aan Yn
=V (X05eeesXn)

Die Matrix V ist die bekannte Vandermonde’sche Matrix, de-
ren Determinante

detV(xo.....x) = [] (u—xp)

n>k>j>0

stets von null verschieden ist. Das Interpolationsproblem besitzt
also stets eine Losung.

Fiir die numerische Losung des Interpolationsproblems ist die
Methode des Einsetzens jedoch vollig ungeeignet, wie unser fol-
gendes Beispiel zeigt.

Beispiel Fiir die Stiitzstellen x; := k/10,k = 0,...,10 er-
gibt sich die Vandermonde-Determinante zu

det V(xq,....x10) = (x1 — x0)(x2 — x0) -+ (x10 — X0)
(2 = x1)(x3 — x1) -+ (X10 — X1)

(X3 — x2) (x4 — X2) -+ (X10 — X2)

- (xg — x7) (X9 — x7)(x10 — X7)
« (X9 — xg)(x10 — Xg)
- (x10 — X9)
L\
— ) 22.3%.47... .97
10
6.6581- 10728,

Die Monome sind also fiir unsere Stiitzstellenwahl ,,fast* li-
near abhédngig. Daraus allein kann man aber die Probleme bei
Verwendung der Einsetzmethode nicht ableiten, denn fiir die
Stiitzstellen x; := k,k = 0,..., 10 ergibt sich der Wert der
Vandermonde’schen Determinante zu

det V(xo,...,x10) = 6658606584 104 736522240000 000.

Eine Uberpriifung der Konditionszahl bzgl. der Supremums-
norm ergibt jedoch den abschreckend hohen Wert

k(V) = 7.298 608 664 444293 - 102

Die Kondition ist offenbar so schlecht, weil die Stiitzstellen so
eng beieinanderliegen. <

Ein sehr viel geeigneterer Zugang zur Berechnung des Interpo-
lationspolynoms stellen die Lagrange’schen Basispolynome dar.

Lagrange’sches Interpolationspolynom

Zu n + 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen a :=

X0, ..., X, := b heilen die Funktionen
X=X
Lix):=]] J (3.11)
=0 Xi — )Cj'
J#i
fir i = 0,...,n die Lagrange’schen Basispolynome.
Das Polynom
n
p() =Y fx)Li(x) (3.12)

i=0

heiflit das Lagrange’sche Interpolationspolynom zu den
Daten (x;, f(x;)),i =0,...,n.

Um unsere Bezeichnungen zu rechtfertigen, miissen wir zeigen:

Lemma Gegeben seien n + 1 Datenpaare (x;, f(x;)),i =
0,....,nmita = x9g < x; < ... < X, = b. Die Lagran-
ge’schen Basispolynome L;,i = 0, ..., n bilden eine Basis des
Polynomraums 17" ([a, b]) und es gilt

1 i=k
l(-xk) ik 0 i 75 k.
Weiterhin ist p € I1"([a, b]) die eindeutig bestimmte Losung
des Interpolationsproblems. <
Beweis Es ist

70 Xi —Xj
G Sm——
und fiir i # k folgt
z X X X X z X X
k —Aj k — Xk k —Aj
Litxe) =] = I1 =0.
=0 Xi — Xj Xi — Xj =0 Xi — Xj
i ~—— ik

Damit sind die Lagrange’schen Basispolynome aber auch linear
unabhingig, denn aus

n
0= Za,-Li(x)
i=0

folgt durch sukzessives Einsetzen von xy, X1, ..., X, dass ap =
a = ...,a, = 0 gilt. Also ist span{Lg,...,L,} C
IT"([a, b)), aber es gilt auch dimspan{Lo,...,L,} =n+1 =



dim 7" ([a, b]) und damit sind die Lagrange’schen Basispolyno-
me eine Basis des Raumes der Polynome vom Grad nicht hoher
als n.

Fiir das Lagrange’sche Interpolationspolynom p gilt sicher p €
span{Ly, ..., L,} und wegen

p) =Y fE)LiCx) = Y f )8k = f(x)
i=0

i=0 =
fir k = 0,...,n, ist p die eindeutig bestimmte Losung des
Interpolationsproblems. |

Die Auswertung von Polynomen kann rekursiv
geschehen

Oftmals stellt sich das Problem, ein Polynom p € IT"([a, b]) an
verschiedenen Stellen x auswerten zu miissen. Dazu ist beson-
ders der Neville-Aitken-Algorithmus geeignet. Insbesondere
verwendet man diesen Algorithmus, wenn es um die Aus-
wertung des Polynoms nur an einzelnen Stellen geht. Dieser
Algorithmus konstruiert Schritt fiir Schritt Polynome immer ho-
herer Ordnung aus Polynomen niedrigerer Ordnung, so lange,
bis der Grad des zuletzt berechneten Polynoms die gegebenen
Daten interpoliert. Auf dem Weg zu diesem Polynom fallen ge-
suchte Funktionswerte quasi ,,nebenbei‘ ab.

Zur Motivation betrachten wir den Fall zweier Interpolationspo-
lynome g, h € IT'([a, b)), fiir die
gxi))=f(x)=:fi,i=0,1 ; h(x)=fi,i=12

und x; € [a,b],i =0, 1,2, gelten soll.

YA
fid
h
f24
g
Jo+
} } } >
T T T
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Suchen wir nun das Interpolationspolynom p € IT%([a, b]) zu
den Daten (x;, f;),i = 0, 1,2, dann leistet

_ h(x)(x —xo0) — g(x)(x — x3)
N X2 — Xo

p(x)

offenbar das Gewiinschte, denn p(xo) = g(xo) = fo, p(x2) =
h(x2) = fa,

h(xp)(x1 — x0) — g(x1)(x1 — x2)

p(xy) =
X2 — Xo
_ S = fixo— fixi + fixa
X2 — Xp
_ Site=x0) _ f

X2 — Xo

und p € I1%([a,b]). Damit ist die Idee des Algorithmus von
Neville und Aitken bereits vollstindig beschrieben. Wir miissen
diese Idee nur noch verallgemeinern.

mM
Satz (Rekursive Berechnung von Polynomen; ,Neville- )
Aitken-Algorithmus”)  Gegeben seien n + 1 Datenpaare =
(x;, fi),i = 0,...,n mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen (o}
X0 .-+, Xy € [a,b]. Sei g

Pjj+1,....j+m € IT"([a. b])

das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom zu den Stiitz-

stellen x;, ..., X; 1, mit j +m <nundm > 1,d.h.,
Pjjtljim(Xi) = fi, i=j,j+1,...,j+m
Dann gilt
Djjtlejim(X) (3.13)

<
Xj+m — Xj

Beweis Wir bezeichnen die gesamte rechte Seite der Behaup-

schon ¢ € IT"([a, b]). Wir iiberpriifen nun, ob das Polynom
g an den Stiitzstellen x;, ..., x4, die Werte f;,..., fj4n, an-
nimmt.

Wir erhalten sofort
q(x;) = pj. i+, jtm(x;) = fj
und

qXj4m) = Pjstojrm(Xj1m) = figm.
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Beispiel: Die Lagrange’schen Basispolynome

Es sind die ersten drei Lagrange’schen Basispolynome zu
den Knoten x; = i,i = 0, 1, 2 zu berechnen. Mit ihrer Hilfe
soll das Interpolationspolynom zu den Daten

i 0 1|2
Xi 0 1 2
fx) | -2]-11]4

berechnet werden.

Problemanalyse und Strategie Wir berechnen die Basispo-
lynome direkt nach (3.11).

Losung Die Lagrange’schen Basispolynome sind nach De-
finition gegeben durch

Lo(x) = 21 X722
Xo— X1 Xo— X2
_x—l x—2
-1 =2
L= Dx-2)
=—-(x-Dx-2),
2
Ll(x): X — Xp ‘X—Xz
X1 —Xo X1 — X2
X x—2
1 1-2
=x(2—x),
Lz(x): X — Xo .x—xl
X2 —Xog X2 — Xj
X x—1
T2 2-1
S
—2xx .

Sie sind in der folgenden Abbildung dargestellt.

05F ]
= 0
-0.5¢ Ly—
L —
L2 —
1 s s ‘
0 0.5 1 1.5 2

Die Losung des Interpolationsproblems fiir die gegebenen
Daten ist demnach

2
p(x) =) fx)Li(x) = =2Lo(x) = L1 (x) +4La(x)

i=0 =2x>—x—2.

und ist in der folgenden Abbildung zu sehen.

=~ 0

3L i

Fiir die verbleibenden Stiitzstellen x; € {X;1....,Xjym_1} eI~
halten wir
i = x)pjt (X)) = (Xi = Xjm) Py jrm—1 (Xi)
q(x;) =
Xjtm = Xj
_ i) fi = i =X fi /i

Xjtm = Xj

Das Polynom ¢ ist also vom Grad nicht grofer als m und inter-
poliert an den Stiitzstellen x;, ..., x;,. Wegen der Eindeutig-

keit des Interpolationspolynoms ist daher ¢ = p; j 41, j+m- B

Hiufig verwendet man die Abkiirzung

Fivmm = Djj+1..jtm-

Dann schreibt sich (3.13) in der etwas {ibersichtlicheren Form

Fio:= f;,
()C - xjfm)Fj,mfl - ()C - xj)ijl,mfl
Xj — Xj—m

Fip = (3.14)



Noch iibersichtlicher und fiir spitere Verwendung bei der nu-
merischen Integration erhélt man die Rekursionsformel (3.14)
durch Einschub von x; — x; = 0 und ein wenig Rechnen,

(X = Xjom + X = X)) Fjmoi
Xj — Xj—m

- (x - Xj)F'j—l,m—l

Fj,m =

(xj _xjfm)Fj.mfl + ()C - xj)Fj,mfl

Xj = Xj—m
(x_xj)F}—l,m—l
Xj — Xj—m
Xi — Xj_,
J J—m
=1 —x Fimo
Xj— Xjm

i ()C — )Cj)ijmfl — ()C —Xj)Fj—l.mfl

Xj — Xj—m
- F Fj,mfl - Fj*l.mfl
=fjmt ==,
X*Xj
_ Fj.mfl - Fj*l,mfl
— Ljm-1 + Xj—Xj_m X=X XX
X—Xj X—Xj X—Xj
F: — F;
_ Jj.m—1 Jj—1l.m—1
= I'jm-1 + Tn—l (315)
X—X;

Die rekursive Berechnung erlaubt nun, ein Polynom p =
Po..n € II"([a,b]) an einer beliebigen Stelle x € [a, b] zu
berechnen. Dazu starten wir mit p;(x) = fi,i = 0,....n
als ,Initialisierung und nutzen den Satz von der rekursiven
Berechnung der Polynome, um sukzessive Polynome hoherer

Ordnung bei x auszuwerten, was schlieBlich auf pg__, (x) fiihrt.
Diese Berechnung geschieht vorteilhaft in Tableaus.
Nevilles Tableau
m=1 m=2 m=23
Xo | fo = po(x)
Do (x)
x| fi = pi(x) Po.1.2(x)
P1.2(x) P0.1.23(x)
X2 | fa = pa(x) P1.23(x)
P23(x)
x3 | f3= p3(x)

Dabei werden die Werte pg ; (x) mit (3.13) aus den Werten
po(x) und p;(x) links davon, p;,3(x) aus den Werten
P1.2(x) und py3(x) links davon usw. berechnet.

In der einfacheren Notation (3.15) schreibt sich das Neville-
Tableau in der folgenden, dquivalenten Form.

3.3 Die Newton'sche Interpolationsformel

Nevilles Tableau (vereinfachte Notation)

m=1\m=2|m=3
Xo | Foo

Fi,
x1 | Fio F»

F F33
X | Fao F3»

F;.
x3 | F3o

Dabei werden die Werte F; () mit (3.15) aus den Werten
Fyo(x) und Fj o(x) links davon, F3,(x) aus den Werten
F> 1(x) und F5,(x) links davon usw. berechnet.

Die rekursive Berechnung des Wertes eines Polynoms p an der
Stelle x nach (3.13) benoétigt jeweils 7 arithmetische Operatio-
nen, nimlich 4 Additionen/Subtraktionen, 2 Multiplikationen
und 1 Division. Wie oft miissen diese Operationen ausgefiihrt
werden? Das erste Mal in der Spalte m = 1 des Neville-
Tableaus, und zwar n-mal (n = 3 in unserem Tableau). In der
Spalte m = 2 muss (n — 1)-mal ausgewertet werden usw. In der
letzten Spalte m = n gibt es dann nur noch eine Auswertung.
Also ergibt sich insgesamt eine Anzahl von

n—1 n
S-ky=Yt= nn+1)
k=0 =1 2

Auswertungen mit je 7 arithmetischen Operationen. Damit ha-
ben wir gezeigt, dass bei n + 1 Datenpaaren (x;, f;),i =
0,...,n, die Anzahl an Operationen O (n?) betrigt.

Anmerkung Beachten Sie bitte, dass das Auswerten von Poly-
nomen nur ein ,,Nebeneffekt des Neville-Aitken-Algorithmus
ist und dass eigentlich Polynome konstruiert werden!

Der Neville-Aitken-Algorithmus ist zwar mit einer Komplexitit
von O(n?) zu aufwendig, die Berechnung von GroBen in einem
Tableau ist allerdings nach wie vor sehr wichtig, wie wir bei der
Newton’schen Interpolationsformel sehen konnen.

3.3 Die Newton'sche
Interpolationsformel

Die Idee hinter dem Newton-Polynom ist nur
eine andere Schreibweise

Wir haben bisher zwei verschiedene Darstellungen von Polyno-
men p € IT"([a, b]) kennengelernt, nimlich die Entwicklung
in Monome

p(X) =ap+aix +ax*> + ... +a,x"

45
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und die Lagrange-Darstellung Das Newton-Ponnom
p(x) = foLo(x) + fili(x)+ ...+ fuL,(x) Gehen wir noch einmal zurlick zu unserem System zur Bestim-
mungdera;,i =0,...,n:
mit den Lagrange’schen Basispolynomen L,k =0, ..., n, wo-
bei p(x;) = fi,i =0,...,n,gilt. Jo = p(xo) = ao,

Ji=px1) = ap + a(x; — xo),

Die Darstellung als Newton-Polynom hingegen ist £ = p(x2) = do + a1 (X2 — x0) + @ (x2 — x0) (X — X1)

p(x) =ap + ar(x —xp) + ar(x — x0)(x — x1) + ...

+an(x — x0)(x —x1) oo e (X — X))
Die erste Zeile liefert ¢y = fy und macht keine Probleme. Aus
Wir konnen nun die Koeffizienten a;,i = 0, ..., n, aus den Be- der zweiten Zeile berechnen wir
dingungen p(x;) = f;,i =0,...,n, sukzessive berechnen: fi—fo
a) =
X;—Xx
Jo = p(xo) = ao, P
fi = p(x1) = ap + a1 (x1 — xo). und aus der dritten Zeile folgt
J2 = p(x2) = aog + a;(x2 — xo) + az(xz — x0) (x2 — x1), = fo B B fi— fo
——— =a; +ay(x—x1) = ——— +ax(x2 — x1),
X2 — Xo X1 — X0
also
Sind ay, ...,a;_; bereits aus den oberen Gleichungen berech-
net, dann folgt aus M — M
__ X2—Xo X1 —X0
) = ——.
. X2 — X
J i—1
fi =px;) =ao+ Z (ai l_[(xj - Xk)) Man kann a; als Differenz von f; und f; ansehen, die durch
i=1 k=0 den Stiitzstellenabstand dividiert wird. Analog ist a, offenbar

die Differenz zweier schon durch die entsprechenden Stiitz-

die Bestimmungsgleichung stellenabstidnde dividierten Differenzen, die dann noch einmal
durch eine Stiitzstellendifferenz dividiert wird. Diese Konstruk-
i—1 i—1 tion nennt man daher dividierte Differenzen.
Jy = a0 = X2 (@ Tl 0y = x0)
a;, =
J

T2 (e — x0) o )
Dividierte Differenzen
Im Nenner benétigt diese Berechnung j Subtraktionenund j —1
Multiplikationen. Im Z#hler miissen 142+-...4(j —1) Subtrak-
tionen und ebenso viele Multiplikationen durchgefiihrt werden,
zusitzlich noch j Subtraktionen. Zur Berechnung von a; muss
dann noch eine Division durchgefiihrt werden. Der Aufwand zur flxjl:==f. j=0,.

Gegeben seien die Datenpaare (x;, f;),i = 0,...,n, mit
paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; € [a, b]. Die di-
vidierten Differenzen sind rekursiv definiert durch

.o n,
Berechnung eines a; ist damit j%42; und fiir alle Koeffizienten
ergibt sich ]

n

. . n+1n2n+1 nn+1 Xiyeuoy Xj o=
Z(]2+2J):( )( )+2( ) f[j j+m]
=0 6 2 f[Xj+1,...,Xj+m]—f[Xj,...,Xj+m_1]
3 (3.16)
=2 1 om). Xjtm = Xj

firj =0,...,n—1und j +m <n,m € N.
Die Komplexitit ist also @ (n3) und kommt damit fiir praktische
Rechnungen nicht in Frage. Der Neville-Aitken-Algorithmus
zeigt jedoch, wie man es besser machen kann, ndmlich in einem  Nun konnen wir die dividierten Differenzen ganz analog zu den
Tableau. Berechnungen im Neville-Tableau bestimmen.



Tableau der dividierten Differenzen

Jo = flxo]
S [xo, x1]
Si = flxl] S [xo0, x1, x]
Slxi, xo] S [xo0, x1, X2, Xx3]
fo = flxd] Sfx1, x2, x3]
S lx2, x3]
f3 = flxs]

Dabei werden die dividierten Differenzen f[xo,x;] mit
(3.16) aus den Werten f[xo] und f[x;] links davon,
fx1,x2, x3] aus den Werten f [x;, x»] und f[x,, x3] links
davon, usw. berechnet.

Selbstfrage 2
Zeigen Sie, dass die Komplexitit der Berechnung der dividierten
Differenzen nach (3.16) im Tableau O(n?) betrigt.

Jetzt bleibt nur noch, den Zusammenhang zwischen den divi-
dierten Differenzen und dem Interpolationspolynom in Newton-
Form zu kléren.

Das Newton’sche Interpolationspolynom

Es seien n + 1 Datenpaare (x;, f;), i = 0,...,n, mit
paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; € [a,b], i =
0,...,n, gegeben. Dann erfiillt das Newton’sche Inter-
polationspolynom, gegeben durch

p(x) = flxo] + flxo, x1](x —x0) + ...
+ flxo,..., xu](x —Xx0) - ... (X — X5—1)

die Interpolationsbedingungen p(x;) = f; fir i =

0,...,n.

Beweis Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion
iiber n € Nj.

Fiir n = 0 ist die Behauptung richtig, denn es gilt f[xo] = fo.

Sei die Behauptung nun richtig fiir » + 1 Datenpaare mit paar-
weise verschiedenen Stiitzstellen, d. h., es gelten

Po...n(x) = flxol + flxo, x1](x — x0) + ... (3.17)
+ flxo. ... x.](x = x0) - (X = Xu1)
und
Plo.nt1(X) = flxa]l + flrnx](x —x1) + ... (3.18)
+ flxn X ](x—x1) s (X — X))

3.3 Die Newton'sche Interpolationsformel 47

Fiir n 4+ 2 Datenpaare (x;, f;),i = 0,...,n + 1, mit paarweise
verschiedenen x; schreiben wir fiir pg . ,+1 € I1"([a, b])

.....

Po...n+1(x) = ap + ai(x —xo) + ...
+an+1(x _XO) BRI ()C _xn)~
Wegen der Interpolationseigenschaften gilt sicher
Po..nt1(Xi) = po_a(x;) =0, i=0,....,n,

woraus man a; = f[xg,...,x;] firi = 0,...,n gewinnt. Es
bleibt nur noch, diese Identitit auch fiir den Leitkoeffizienten
a,+1 zu beweisen. Dazu bemerken wir, dass einerseits

(3.19)
mit g € IT"([a, b]) gilt, andererseits aber wegen (3.13) auch

(x = x0) p1._n1(x) = (x = Xp11) Po.._.n(X)
Xn+1 — X0

und wegen (3.17) und (3.18) folgt
f[xl,...,x,,H] —f[)CO,...

Xn+1 — X0

PDo....n+1 (x) =

2l 1 4 )

(3.20)
mitq € I1"([a, b]). Ein Koeffizientenvergleich zwischen (3.19)
und (3.20) liefert schlieBlich die Behauptung, da die Monome

xK,k = 0,...,n + 1 eine Basis des Raumes I7"*'([a, b]) bil-
den. |

Po....n+1 ()C) =

Kapitel 3

Wir notieren noch eine wichtige Eigenschaft der dividierten Dif-
ferenzen, ndmlich ihre Symmetrie.

Satz (Symmetrie der dividierten Differenzen) Die di-
vidierte Differenz f[xo,...,X] ist eine symmetrische Funk-
tion der x;, d.h.: Ist x;;,...,x; irgendeine Permutation von
X0, - . ., Xk, dann gilt

SXigs - xi ] = flxo, oo Xl <
Beweis Die dividierte Differenz f[xo, ..., xx] ist der Leit-
koeffizient des Interpolationspolynoms pg _x zu den Daten
(x;, fi),i = 0,...,k, also der Koeffizient vor der hdchsten
Potenz von x. Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspoly-
noms muss p;, i, = po...k gelten, also auch f[x,,...,x;] =

flxos ..., xk]

Aus der Symmetrie der dividierten Differenzen folgt insbe-
sondere, dass man jede dividierte Differenz f[xo,...,x,] als
dividierte Differenz von irgend zwei dividierten Differenzen mit
n Argumenten darstellen kann, in deren Argumentlisten genau
zwei der x; nicht sowohl in der einen, als auch in der anderen
dividierten Differenz auftauchen, z. B.

f[XI,xz,X:’,] - f[x()»xl»xZ]

f[XO#"~9xn] =
X3 — Xp
_ Sxo.x2, x3] = fx1, %2, x3]
X0 — X1
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Beispiel: Ein Newton’sches Interpolationspolynom

Gesucht ist das Newton’sche Interpolationspolynom zu den
Daten

i 0 1 2
X; 0 1 2
Sxi) || -2 —-1]4

Dieses Polynom kennen wir schon aus einem Beispiel zu
den Lagrange-Polynomen, hier wollen wir es als Newton-
Polynom berechnen. Ist das Polynom berechnet, dann fiige
man ein weiteres Datenpaar (x3, f3) = (3,—4) an und be-
rechne das Newton-Polynom.

Problemanalyse und Strategie Wir berechnen die divi-
dierten Differenzen nach (3.16) und bilden das Newton-
Polynom. Fiir das Polynom mit dem zusitzlichen Daten-
punkt miissen wir nur noch eine weitere dividierte Differenz
berechnen.

Lésung

m Die dividierten Differenzen lauten

flxol = fo==2, flal=/fi=-1,

flxl=fr=4
fl) = LSl 2CD
X1 — Xo 1-0
f[xl,x2] — f[x2] _f[xl] — 4_(_1) — 5’
X2 — X 2—1
F X0, X1, %2] = S lxi, x2] = fxo, x1] _ 5-1 -
X2 — Xq 2—-0

Das gesuchte Interpolationspolynom ist damit

p(x) = flxo] + flxo0, x1](x — x0)+
S [xo0, x1, x2](x — x0) (x — x1)
= -24x-04+2x—-0)(x—-1)
=2x*—x -2

und ist natiirlich dasselbe wie im Lagrange’schen Fall.

4

3, 4

2 ]

= Fiir den neuen Datenpunkt (x3, f3) = (3, —4) miissen wir
nicht mehr das gesamte Polynom neu berechnen. Viel-
mehr reicht es,

S xi, x2, x3] = flx0, %1, x2]
X3 — Xp

Slxo0, x1,x2,x3] =

zu berechnen. Dazu brauchen wir noch

Sflx2. x3] = flxi.x2]

X3 — X1

Slx1, x2, x3] =

und auflerdem

_ Sl = fle]

X3 — X2

flx2, x3]

Warum ist das so aufwendig? Ist es nicht! Es handelt sich
lediglich darum, dem Differenzentableau eine untere Rei-
he anzufiigen. Wir erhalten schnell

flx2,x3] = =8, flx1,x2,x3] = —13/2,

und damit f[xg, X1, x2,x3] = —17/6. Unser Polynom
lautet also

P(x) = p(x)
+ fxo0, x1, X2, x3](x — x0)(x — x1)(x — x2)

:2x2—x—2—%(x—O)(x—l)(x—Z)

17 , 21, 20
=——X —X = =X
6 2 3

—2.

Beachten Sie bitte, dass wir im Fall der Lagrange-
Darstellung sdmtliche Lagrange’schen Basispolynome
neu hitten berechnen miissen.




Dividiert werden muss immer durch die Differenz der beiden
Xk, die nicht in beiden Argumentlisten auftauchen.

Aus der Symmetrieeigenschaft ergibt sich auch eine Darstellung
von dividierten Differenzen, wenn zwei der Argumente {iberein-
stimmen.

Lemma Betrachtet man X, ..., x,_ fest und f[xo,...,x,]
als Funktion von x,,, dann gilt fiir differenzierbares f
d
f[xo,...,x,,,xn]zd flxos.-,xu] (3.21)
xil
und speziell
flx.x] = f'(x). <

Beweis Ist 7 € R, dann folgt nach Definition der dividierten
Differenz

_fa - ()
h

und der Grenzwert i — 0 zeigt f[x, x] = f'(x). Im allgemei-
nen Fall nutzen wir die Symmetrie aus und schreiben

flx + h,x]

Slxo, oo, Xn.x0 + h]
_ flxo0s s xn) = flx0s -, Xn—1, X, + A]
7 )
woraus (3.21) nach dem Grenziibergang 7 — 0 folgt. |

Eine Theorie fiir den Interpolationsfehler

Wir haben bereits ganz zu Anfang unserer Ausfiihrungen
den Approximationsfehler der Bestapproximation in Gleichung
(3.10) eingefiihrt. Nun fragen wir uns nach dem Fehler, den wir
bei einer Interpolation einer Funktion f machen.

Interpolationsfehler auf beliebigen Stiitzstellen

Sei f € C"([a, b]) und die (n+1)-te Ableitung £ "D (x)
existiere an jedem Punkt x € [a,b]. Ista < xop < x; <

. < X, < bundist p € I1"([a, b]) das Interpolati-
onspolynom zu den Daten (x;, f(x;)),i =0,...,n, dann
existiert ein von x, xo, X1, ..., X, und f abhdngiger Punkt

& mit
min{x, Xg, X1,...,X,} < & < max{x, Xo, X1,...,X,},
sodass gilt
R, (f3;x):= f(x)— p(x)
(n+1)
— o)) e mx)
. FoDE)
=: a),,ﬂ(x) . m (322)

3.3 Die Newton'sche Interpolationsformel

Beweis Wegen der Interpolationseigenschaft gilt p(x;) =
f(x;) firi =0,...,n und die Fehlerfunktion R, verschwindet
dort. Sei nun x von den Stiitzstellen x;,i = 0,...,n, paarweise
verschieden. Definiere die Funktionen

_ J&x)—pkx)
K(X) o Wy 41 (X)

und

W) = f) = p(t) = 0p41(1) - K(x).

Die Funktion W besitzt mindestens n + 2 Nullstellen, denn
sie verschwindet bei t € {x¢, x1,...,X,} und wegen der De-
finition von K auch noch bei ¢+ = x. Nach dem Satz von
Rolle besitzt damit W'(¢) mindestens n + 1 Nullstellen, W (¢)
mindestens n Nullstellen, usw. Die Funktion W®+1) muss
schlieBlich mindestens eine Nullstelle min{x, xo, X1, ..., X,} <
& < max{x, xo, X1, ..., X, } aufweisen. Diese Ableitung kénnen
wir aber berechnen,

W) = 0@ = (0 + DIK (),
also ist
0=Wh(E) = fU0E) = (n+ DIK ()

und so ist K(x) = m F@*D (&) und die Fehlerfunktion da-
mit bewiesen. u

Eine weitere Darstellung des Fehlers unter
Verwendung der dividierten Differenzen

Nach Konstruktion ist das Newton’sche Interpolationspolynom
additiv aufgebaut: Ist p,_; das Newton’sche Polynom vom Grad
nicht hoher als n — 1, dann erhalten wir p, additiv durch Hinzu-
fiigung eines Polynoms ¢, vom Grad hochstens n:

Pu(X) = pp_1(x) + ¢n(x). (3.23)

Damit das neue Polynom auch an den alten Stiitzstellen

Xo, - . ., Xy—1 interpoliert, fordern wir
(X)) = f(xi)) = ppi(xi), i=0,....,n—1,
woraus ¢, (x;) = 0firi =0,...,n— 1 folgt. Damit wissen wir

schon, wie unser Polynom g, aufgebaut sein muss, namlich

n—1

CIn(X) = day l_l(x - xi)

i=0

(3.24)

mit einem noch zu bestimmenden Koeffizienten a,,. Soll nun
auch noch p,(x,) = f(x,) gelten, dann folgt wegen (3.23) und
(3.24)

f(xn) - pn—l(xn) )
[T =0 (en — x1)

a, =

49
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3 Interpolation - Splines und mehr

Dividierte Differenzen sind ein flexibles Werkzeug bei der
Bildung von Interpolationspolynomen in Newton-Form. In-
teressanterweise ergeben sich verschiedenste Darstellungs-
formen, die wir hier — sozusagen als Ausblick — angeben
wollen, weil sie auch in anderen Bereichen der Mathematik
niitzlich sind.

Satz (Darstellungen fir dividierte Differenzen) Es
gelten die folgenden Darstellungen:

1. Darstellung I.

i+k

X
Flxiv o Xik] = Z,+kf( v . k>
=i n_(xi_xm)
ot

2. Folgerung Ist w; x(x) := ]_[”’k (x — xn), dann gilt

f[x,-,...

>

S Xigk] =
(=i dx Wi +k (xi)

3. Darstellung IL. Ist V (xo, ...,
Matrix, dann gilt

X,) die Vandermonde’sche

1 1 1
X0 X1 - Xn
xgbooxpt L X!
S (xo)  f(x1) S (xn)

flxo0s ..., xn] = detV(xg,...,x,)

4. Darstellung III. (nach Charles Hermite) Ist die Abbil-
dung u: R" — R definiert durch

) =1 —=t)xg + (1 —)x) + ...
+ (Tt — t)Xn—1 + ta Xy,

u, == u(ty,...

- |
Hintergrund und Ausblick: Verschiedene Darstellungen dividierter Differenzen

dann gilt
1 1 th—

SInE

5. Darstellung IV. Ist y eine geschlossene Kurve in C, die
eine einfach zusammenhingende Menge umschlieft, f
dort eine holomorphe Funktion und zy,...,z, € C mit
z # zj fir j # k, dann gilt

flzo.- - 2] =

f[Xo,...,Xn] dt,_q...ds.

f@)
2m§lg -z Gy

Beweis Wir verschieben die Beweise fiir die Darstellun-
gen I-IIT in die Aufgaben zu diesem Kapitel. Hier wollen
wir nur die Darstellung IV beweisen.

Nach dem Integralsatz von Cauchy ist

_ 1 S @)
f(z)_2_7r1¢tfzdt
¥

Das Residuum der Funktion f'(¢)/((t —zo)(t —z1)-...- (t —
zy)) beit = zy ist
S (k)
_—
1_[ (zk — zm)
s
Nach dem Residuensatz gilt dann
?g £ N
27i (t—z0) o..-(t —zp)
z
:Z#Zf[zo,...,zn]. [

£=0 1_[ (ze —zm)

m;é

Diesen Leitkoeffizienten des Polynoms p, haben wir auch mit
einer dividierten Differenz charakterisiert, sodass wir schreiben
konnen:

S (xn) = pn— 1()6,,)

Sl 1_[ (X,, X;)

n]:n

Nun konnen wir auf dem gleichen Wege ein Newton’sches Po-
lynom p, 1 erzeugen, dass noch an einem weiteren Punkt x,,

interpoliert. Dann bekdmen wir

S (Xng1) —

Xy Xnp1] = Pn(Xn+1)
s Xns Xny1] =
nn [T7 =0 Gens

—X;)

f[xo, -

Nun schreiben wir statt x,4; einfach x und nehmen an, die-
ses x sei paarweise verschieden von den xo, ..., x,. Stellen wir
die eben gewonnene Beziehung noch ein wenig um, so folgt
eine



Fehlerdarstellung mit dividierten Differenzen

F@) = palx) = [H(x —x,-)} Fx0s 0]
i=0

= wn+l(x)f[x07~“»xn»x]» (325)

X & {x0,..., X}

Wir haben in der Darstellung (3.25) die dividierte Differenz als
Funktion einer Variablen x verwendet. Diese Form ist so wich-
tig, dass wir hier noch einen Darstellungssatz beweisen wollen.

Satz (Darstellung der dividierten Differenzen als Funk-
tion eines Parameters) Sind x, x, .. ., X, n+2 paarweise
verschiedene Punkte, dann gilt die Darstellung

flx, x]
see s X, X . 3.26
Slxo X E H(Xj ) (3.26)
k#/ «

Beweis Zu Beginn des Beweises ,,spielen” wir ein wenig mit
Interpolationspolynomen in Lagrange’scher Darstellung. Das
Interpolationspolynom zu n 4+ 1 paarweise verschiedenen Da-
tenpunkten xo, .. ., x;, einer Funktion g in der Darstellung nach
Lagrange ist (man vergleiche mit (3.11) und (3.12))

Z g(x;

p(x) =

k=0
k#j

Ist g = 1 die konstante Einsfunktion, dann haben wir eine Dar-
stellung der 1 gewonnen:

| = ﬁ X — X[
j=0 520 Xj— Xk
Nunist f(x) = f(x)-1,also
fx) =
j=0 k=0

k#j

und nach Division durch ]_[;':0 (x — x;) erhalten wir

S _§ BAS) (3.27)
[Tj=o(x —x) J=0 (x —x;)- ﬁ(xj = Xk)
ey

Nun betrachten wir (3.25) und driicken das Polynom p, in La-
grange’scher Darstellung als p, (x) = 3=7_ f(x;) [Tz =&
oy

Xj Xk

3.3 Die Newton'sche Interpolationsformel 51

aus:

Slxo,. ..,

X, X]

XXk
Xn =Xk

X=Xk +

X0 —Xk

feo I1 S

k;éo k#n

1_[7:0 (x —xj)

f )=

_f®
Hr'l:o(x _xj)

n

X=Xk X—Xf

(XO) I_L Xo—Xk +...+ f(xn) kl:[) Xn—Xp
k#0 k#n

n;l:o(x _xj)

Nun konnen wir den ersten Term durch (3.27) ersetzen und er-
halten

Slxo. - xn, X] (3.28) (2}
o
£ (x0) r[ o =
f(x) S iz0 %
- Meo-x0 (- =
k#o 1=
FOe) T] 22
+ f(nX) - n ]]zz?
(x —x1) - [T —x0) ]_[O(x—xj)
s i=
_
S ) TT 22
N f(nX) - ™
(X - xn) : 1_[ ()C,, - Xk) no(x - xj)
2 =

Schauen wir uns in der ersten Differenz den zweiten Term ge-
nauer an und formen um, dann erhalten wir

X=Xk

Feo 155 f@0) [Ter—x0)

k;éO k#0

Mex—x) n(xo—xk)n(x—x,

=0
/ k#o

f (x0)
(x — xo) - klj (xo — xx)

k#0
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und analog kdnnen wir alle weiteren Subtrahenden umformen.
Damit folgt aus (3.28)

f(x) = f(xo)
(x —xp) - ﬂ(xo — Xi)

k#0

S(x)— f(x1)
(x —xp) - B(Xl — Xk)

k1

f[x()w'

-’Xrux] =

_|_

+ ...
f(x)_f(xn)

(x—xn)-kli(xn—xk)'

k#n

Andererseits soll nach (3.26)

S Ix, xo] Slx,xi1]

[T(o—2xk) TG —xz)

k=0 k=0
k#£0 k#1

SIx, x]
klj[) (X,, - )Ck)

k#n

S () — f(x0)

(x — x0) - f[(xo ~ )
=0

L@ fe)

(=) [T =)
k;—ellJ
£~ f ()
(X - xn) : ][[()(XO - )Ck)

k#n

S [xo. .. +...

~»xn»x] =

ot

ot

gelten, was mit dem oben Berechneten {ibereinstimmt. |

So schon unsere Resultate tiber den Interpolationsfehler auch
aussehen mogen, so unbrauchbar sind sie leider auch in der
Praxis! Zwei Probleme sind direkt zu sehen: Zum einen ist da
das Stiitzstellenpolynom w, . |, das sehr grole Werte annehmen
kann, zum anderen aber miissen wir Kenntnis iiber die (n + 1)-
te Ableitung von f an einer Zwischenstelle haben. Allein das
(n + 1)-malige Ableiten einer Funktion f kann schnell zur Tor-
tur werden. Wir wollen das erste Problem hier vollstindig 16sen
und die Losung des zweiten Problems nur skizzieren.

Zur Kontrolle iiber w,; bendtigen wir zuerst einiges Wissen
iiber Tschebyschow-Polynome.

Die Tschebyschow-Polynome erlauben uns eine
tiberraschende Fehlertheorie der
Interpolationspolynome

Wenn wir in de Moivres Formel (cos @ + isin0)" = cosnf +
isinn® den Winkel auf 0 < 6 < 7 begrenzen und x = cosnf

schreiben, dann folgt sinnf = /1 — x2 > 0, also
(cosf +isin6)" = (x +iv1 —x2)".

Entwickeln wir nun die rechte Seite mit dem Binomialtheorem
und nehmen den Realteil, dann folgt

cos(n arccos x) = cosnx = x" + (Z) X" 2(x2 = 1)

+ (Z)x”4(x2 —1)2+...,

woraus wir schlieBen, dass cosn6 ein Polynom vom Grad 7 in
cos 0 ist.

Tschebyschow-Polynom

Das Tschebyschow-Polynom (erster Art) vom Grad 7 ist
definiert als

T, (x) := cos(n arccos x)
fiir x € [—1,1].
Satz (Dreitermrekursion) Fiirn =1,2,... gilt

Tn+l(x) = ZXTn(x) - Tn—l(x) <

Beweis Aus den beiden Additionstheoremen
cos((n £ 1)8) = cosnb cos @ F sinnf sin 6

erhilt man durch Addition cos((n 4+ 1)8) = 2cosnf cosf —
cos((n — 1)60). Setzt man noch x = cos 8 und 7,,(x) = cosnb,
dann ist alles gezeigt. |

Korollar 3.1 Esgilt T,,(x) = 2""'x" +. .., d. h., der fiihrende
Koeffizient von T, ist 2"~ <

Satz (Nullstellen und Extrema)
fache Nullstellen in den n Punkten

_ 2k —1
Xp = COS o

T, besitzt auf [—1, 1] ein-

n), k=1,2,...,n. (3.29)



T, hat auf [—1, 1] genau n + 1 Extremwerte in den Punkten

k7r
Xy = cos —
n

k=0,1,...

1,

wobei alternierend die Werte (—1)* angenommen werden, d. h.,
es gilt 7,(Xx) = (=D)*. <

Beweis Es gilt T, (x;) = cos(n arccos cos((2k — 1) /n)) =
cos(2k — )m/2) = O fir alle k = 1,2,...,n. Wei-
terhin ist 7,(x) = J;Lsin(n arccosx), also T,(xx) =

2k—
M sin (2-17) und damit T} (x;) # O, und die Nullstel-

2
len von 7, sind somit einfach. Weiterhin gilt 7, (X;) = O fiir

k = 1,2,...,n. An den Stellen X ist T,(X%) = (—1)* fiir
k = 0,1,...,n, aber wegen T,(x) = cos(narccosx) auf

[—1, 1] gilt dort auch |T,,(x)| < 1. Damit sind die X Extrem-
werte und man sieht leicht, dass es auch die einzigen sind. W

Definition der Normierung

Ty(x) i= 5 T, ().

Satz (Satz von Tschebyschow)  Sei I7"([—1, 1]) die Men-
ge der Polynome vom Grad nicht hoher als n auf [—1, 1], die
als Leitkoeffizienten @, = 1 aufweisen. Dann gilt fiir alle
p eI1"([-1.1]),

max |7,,(x)| < max |p(x)|. <
xe[-1,1] xe[-1,1]

Beweis Auf [—1, 1] nimmt |7, den Maximalwert 1/2""!
in den Punkten X; = cos(kmw/n),k = 0,1,...,n, an. Gi-
be es ein p € 17”([ 1, 1]) mit maX e[ 11]|p(x)| < 17201,
dann wire die Differenz ¢(x) := T, (x) — p(x) ein Polynom
aus [1"'([~1,1]). Wegen ¢(R%) = (=1)"/2""" — p(F}) fiir
k = 0,...,n, und wegen |p(X;)| < 1/2"! alternieren die
Vorzeichen der Werte ¢ (X)) genau (n + 1)-mal, d. h., g hiitte n
Nullstellen. Als Polynom vom Grad nicht hoher als n — 1 muss
g damit das Nullpolynom sein, d.h. p = T,,. Dies ergibt

1
T = max T, (x)] = nax lp(x)| < Ty
was einen Widerspruch darstellt. |
Folgerung Es gelten die Abschitzungen
1

max |a0 +arx + .. Fa x4+ " >

xe[-1,1 on—1
und

(b _ a)il

.+ ail—lx’171 + anxn| = |an| 22,,_]

max lag + ayx + .
x€la.b]

<

3.3 Die Newton'sche Interpolationsformel

-1 -0.5 0 0.5 1

Beweis Nur die zweite Ungleichung ist zu zeigen und sie
folgt sofort durch Transformation von [a, b] auf [—1, 1] mithilfe
vonx = (b+a)/2+ (b—a)t/2. [ |

In Abb. 3.1 sind die ersten sechs Tschebyschow-Polynome ge-
zeigt.

Besonders interessant fiir uns sind die Nullstellen der
Tschebyschow-Polynome 7,,, die wir in Gleichung (3.29) aus-
gerechnet haben:

n), k=1,...,n.

(2k—1
Xp =cos | ——
2n

Konnen wir unsere n + 1 Stiitzstellen x;,i = 0,...,n, frei
wihlen, dann sind die Nullstellen des Tschebyschow-Polynoms
T,+1 die richtige Wahl, wie der folgende Satz zeigt.

Satz (Interpolationsfehler auf den Tschebyschow-Null-
stellen) Sind xo,..., x, die Nullstellen des Tschebyschow-
Polynoms 7,1, dann ist der Interpolationsfehler bei Interpola-
tion

@)

Ry(f:%) = T

n+l( ) _1<E<1' )

Beweis Sind xo,...,x, die Nullstellen des Tschebyschow-
Polynoms, dann gilt die Darstellung

Ty (x) = an(x —x0)(x —x1) - ... (x = xn)

in Linearfaktoren, bzw. in normierter Form
Tﬂ (x) =

(x—x0)(x —x1)-...- (x —x).

Damit folgt der Satz aus der Fehlerdarstellung (3.22). |

Da |T,,+1 (x)| durch 1/2" beschrinkt ist, folgt auch das wichtige
Korollar:

53
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Interpolationsfehler auf den Tschebyschow-Nullstellen

Sind xg,...,x, die Nullstellen des Tschebyschow-
Polynoms 7,4, dann ist der Interpolationsfehler bei In-
terpolation fiir —1 < x <1

1
R,(fix)| < ———— @+D(x)).
|Ru(f: )| = T 1)!xi?fffl]|f 9]

Beweis Im Beweis des vorhergehenden Satzes ist |7,1+ 1(0)]
durch 1/2" beschrinkt. |

Die Transformation ¢ = (2x — (a + b))/(b — a) bildet von
[a, b] nach [—1, 1] ab und die inverse Transformation ist x =
(b—a)/2 + (b + a)t/2, womit wir die Nullstellen von T,
von [—1, 1] auf ein beliebiges Intervall [a, b] abbilden kénnen.
Wir haben nicht gezeigt, dass die Nullstellen der Tschebyschow-
Polynome die beste Wahl zur Interpolation sind, aber auch das
kann bewiesen werden.

Wir betrachten dazu die Losung p € I1"([a, b)),

px) =) f(x)Li(x),
i=0

unseres Interpolationsproblems, und werten nicht p aus, son-
dern ein p:

n
D)= f(x)Li(x)
i=0
wobei 7 eine stetige Funktion sei, fiir die fiir ¢ > 0
|f (i) = f (i)l <e,

gelten moge. Mit anderen Worten lassen wir also punktweise
Fehler an den Stiitzstellen zu, die allerdings stets kleiner als ein
& seien sollen. Damit ergibt sich

i=0,...,n

PO =F) = Y (f () = F () Li(x)

i=0

und

p() =B < eA(x). AL =Y [Lix)].

i=0

Lebesgue-Funktion und -Konstante

Die Funktion

A(x) = 1L ()]

i=0

heiflit Lebesgue-Funktion zur Zerlegung x, . . Die

Grofle

Xp.

A := max A(x)

x€la,b]

heifit Lebesgue-Konstante.

Damit erhalten wir sofort den folgenden Satz.

Satz Offenbar gilt

max | p(x) - P(x)] < eA. »
xela.b]

Kleine Anderungen der GroBe ¢ in den Knotenwerten von f
fiihren im Interpolationspolynom also auf einen Fehler der Gro-
Be eA.

Nun betrachten wir unsere polynomiale Bestapproximation
p* € IT"([a,b]) an die Funktion f € C([a, b]) mit dem aus
(3.10) bekannten Approximationsfehler

E.(/)=1f =Pl

und beweisen den folgenden Satz.

Interpolationsfehler

Es sei p € I1"([a, b]) das Interpolationspolynom zu den
Daten (x;, f(x;)),i = 0,...,n, bei paarweise verschie-
denen Stiitzstellen x; und f € C([a, b]). Dann gilt fiir
den Interpolationsfehler

If = Pllee = (1 + A)E,(f).

Bemerkenswert an dieser Darstellung ist die Tatsache, dass wir
keine Differenzierbarkeitsanforderungen an f mehr benétigen!
Lediglich der Fehler der Bestapproximation und die Lebesgue-
Konstante spielen eine Rolle!

Beweis Wir starten mit der Lagrange-Darstellung

n
p) = (i) Li(x).
i=0
Da das Interpolationspolynom eindeutig bestimmt ist, gilt auch
n
pr(xX) =) pr(a)Li(x),
i=0

was auf p(x) — p*(x) = 3210 (f (xi) — p*(x;))Li(x), also



mit der Lebesgue-Funktion A fiihrt. Damit haben wir

lp* = pllee < AE,(f)

gezeigt. Wegen f(x)—p(x) = (f (x)—p*(x))+(p*(x)—p(x))
folgt

1/ = Plee = |lf = P"lloe + 117" = Pl
N e’
:En(f)

und damit

I/ =Pl = (1 + A)EL(S). u

Eine ableitungsfreie Fehlerabschidtzung fiir die Interpolation
steht und fillt also mit der Lebesgue-Konstanten A. Paul Erdos
konnte 1961 zeigen, dass es zu jeder Stiitzpunktverteilung mit
n + 1 Knoten eine Konstante ¢ gibt, sodass

A > 2 logn — ¢ (3.30)
b4

gilt. Zu einer gegebenen Stiitzpunktverteilung gibt es also im-

mer eine stetige Funktion f', sodass das Interpolationspolynom

nicht gleichmifig gegen f konvergiert. Um dieses negative Er-

gebnis ein wenig abzumildern, zitieren wir noch den folgenden

Satz.

Satz Zu jeder stetigen Funktion f auf [a,b] existiert ei-
ne Stiitzstellenverteilung, sodass das Interpolationspolynom
gleichméBig gegen f konvergiert. <

Nun sagt uns (3.30), dass die Lebesgue-Konstante mit wachsen-
der Stiitzstellenzahl mindestens logarithmisch wéchst. Fragen
wir danach, bei welcher Stiitzstellenverteilung das Wachstum
hdchstens logarithmisch ist, dann folgt:

Satz Interpoliert man auf den Nullstellen der Tschebyschow-
Polynome, dann gilt

2
A < —logn + 4. <
T

Damit haben wir nicht gezeigt, dass die Nullstellen der
Tschebyschow-Polynome optimal sind, und theoretisch gibt es
noch bessere Stiitzstellenverteilungen, aber in der Praxis sind
die Nullstellen der 7, kaum zu schlagen. Wir konnen ja bes-
tenfalls erwarten, Interpolanten mit einer kleineren additiven
Konstante als 4 zu finden, und das lohnt den Aufwand der Suche
sicher nicht.

Das negative Ergebnis, dass man zu jeder Stiitzstellenverteilung
eine stetige Funktion findet, sodass die Konvergenz des Inter-
polationspolynoms nicht gleichmiBig ist, stammt von Faber aus
dem Jahr 1914. Wir konnen diese negative Aussage aber aus der
Welt schaffen, wenn wir etwas mehr Differenzierbarkeit von f
verlangen. Dies sagen uns die sogenannten Jackson-Sitze, fiir
die wir aber auf die Literatur verweisen miissen.

3.4 Splines

3.4 Splines

In der Praxis hat man oft nicht die Wahl, die Stiitzstellen
fiir eine Interpolation selbst zu wihlen. So werden Messwer-
te in der Regel nicht in den Abstinden der Nullstellen von
Tschebyschow-Polynomen aufgenommen und auch der Inge-
nieur oder Mathematiker, der die Punkte einer von einem
Designer festgelegten Kontur interpolieren muss, wird selten in
den Genuss der freien Knotenwahl kommen.

Da man in der Praxis bei einer Nummerierung ungern bei 0
beginnt, verwenden wir im Folgenden stets die Knotennumme-
rierung x;,i = 1,...,n. Auch in der Literatur iiber Splines hat
sich diese Nummerierung durchgesetzt.

Die Beispiele von Runge und Bernstein zeigen
das Versagen der Polynominterpolation

Schon Carl Runge hatte 1901 ein Beispiel dafiir gegeben, dass
die Interpolation auf dquidistanten Knoten problematisch sein
kann. Er betrachtete die Funktion

f(x) = 1—|——x2’ X € [a,b] = [—5,5] (331)
und wihlte die Stiitzstellen dquidistant zu
10G —1
wmos 4 0D
n—1

Bezeichnen wir mit p € I7"~'([-5, 5]) das Interpolationspoly-
nom zu den Daten (x;, f(x;)),i = 1,...,n,dann konnte Runge
zeigen, dass

lf —plloc > 00 firn — oo

gilt. Fiir n = 11 sieht man schon das Problem in Abb. 3.2. Das
Interpolationspolynom p € IT'9([—5,5]) interpoliert zwar an

Abb. 3.2 Das Runge-Phinomen fiir p € IT'°([—5, 5]) bei dquidistanter
Interpolation von 1/(1 + x2)
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3 Interpolation - Splines und mehr

Hintergrund und Ausblick: Die Gregory-Newton-Interpolationsformel

Wir haben in der Lagrange- und der Newton-Form der In-
terpolationspolynome zwei wichtige Formen kennengelernt,
die natiirlich auf dasselbe Polynom fiihren. In beiden Dar-
stellungen spielen Differenzen eine grofle Rolle. In friiheren
Zeiten gab es eine eigene Interpolationstheorie, die auf dem
Kalkiil der finiten Differenzen basierte und heute etwas aus
der Mode gekommen ist. Wir wollen hier wenigstens einen
kleinen Ausblick in diese faszinierende Theorie geben.

Etwas allgemeiner, als wir es bisher getan haben, definieren
wir den Differenzenoperator A als

Ax:=(x+h)—x =h,

wobei & > 0 eine Schrittweite bezeichnet. Entsprechend ist
Af(x) = f(x +h) — f(x) definiert. Iterieren wir diese
Definition durch

A" f(x) = A (A" f(0))

mit A := id und A! := A, dann haben wir hohere Diffe-
renzen zur Verfiigung. Der Operator A verhilt sich etwa so
wie der Differenzialoperator D := d/dx, allerdings geht die
Eigenschaft

Dx" =m mel
verloren, denn nach dem Binomialtheorem gilt Ax™ = (x +
hym —x™ =33, (7)x™*h*. Definiert man aber die Fak-
toriellenfunktion

XM= x(x — h)(x = 2h) -+ (x — (m — 1)h),

dann gilt Ax" = mxP~1} in vollstindiger Ubereinstim-
mung mit d(x”) = mx""'dx. In der Welt der Differenzen
iibernehmen also die Faktoriellenfunktionen die Rolle der
Monome.

Schauen wir nun auf die Taylor-Reihe

fr@e-a?

f &) =f(a)+ fl@)(x—a)+ o

(n) N
REALOICET .

einer Funktion f mit Entwicklungspunkt a¢ und Restglied

R, (x) w, dann gilt im Diskreten die

(n+1)!
Gregory-Newton-Formel
_ Af@ (x=a)ll  A’f(a) (x—a)P
fO=f@+ == A2 2l
A —a)n
p AT @O
Ax" n!

. . " _aylr+1] .
mit dem Restglied R, (x) %, wobei 71

zwischen a und x liegt. Setzen wir nun in die Gregory-

Newton-Formel x = a + kh ein, dann erhalten wir

(€] 2 )
fla+kh) =f(a)+ Af(la!)k A f;c'l)k
n (n)
RETTOTCI

mitk® =k, k® = k(k—1),k® = k(k—1)(k—2) usw. In-
terpretieren wirnun xo :=a,x; :=a+h,...,x; :=a+kh
als Punkte eines Gitters und f; := f(x;) die Daten ei-
ner Funktion auf dem Gitter, und verzichten wir auf das
Restglied, dann erhalten wir die Interpolationsformel von
Gregory-Newton mit Vorwirtsdifferenzen

kM @ e

k
Je =fo+ AfOT + Azf07 +...+A"f

n!’

Beispiel Man gebe das Interpolationspolynom zu den Daten

ko] 1 ]2 3 4
xe || 3] 5|7 9 11
fe ]| 6]24 (58] 108 | 174

an. Als Differenzen ergeben sich fo = 6, Afy, = 18,
A? fy = 16, A™ fy = 0 fiir m > 3 und damit folgt

16k
fi=6+ 18k“>+T = 8k* + 10k + 6,

die restlichen Summanden verschwinden. Mochten wir das
als Polynom in x umschreiben, dann schreiben wir

p(x) = fla+kh) = f(3+2k).

weil @ = 3 und & = 2. Wenn also x = 3 + 2k ist, dann ist
k = (x —3)/2. Wir ersetzen also in 8k> 4+ 10k + 6 das k
durch (x — 3)/2 und erhalten schlieBlich

p(x) =2x>—Tx +9.

Man kann auch Riickwirtsdifferenzen betrachten und erhilt
analog die Interpolationsformel von Gregory-Newton mit
Riickwiartsdifferenzen

kM )
Ji :f0+Af—1T+A fo
(k+n—1"

n!

(k+1)®
2! +

+ A" fo

Weitere klassische Interpolationsformeln, die auf finiten Dif-
ferenzen basieren, sind unter den Namen Gauf, Stirling und
Bessel bekannt. Dazu miissen wir jedoch auf die Literatur
verweisen.
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Abb. 3.3 Das Runge-Phinomen fiir p € IT'°([—1, 1]) bei dquidistanter

Interpolation von |x|

den Stiitzstellen, weicht aber in Randnihe bereits weit ab. Die-
ses Verhalten bezeichnet man auch als Runge-Phinomen.

Bernstein untersuchte die stetige Funktion f(x) := |x| auf
[a, b] := [—1, 1] und interpolierte auf den Stiitzstellen
2 —1
w1+ 22D
n—1

Auch hier greift das Runge-Phinomen, wie man aus Abb. 3.3
fiir p € IT'°([—1, 1]) schon erkennen kann.

Bei den sogenannten Splines verabschiedet man sich von dem
Waunsch, ein global definiertes Polynom hoher Ordnung zur
Interpolation zu verwenden. Stattdessen verwendet man lokal
Polynome von kleinem Grad und verlangt, dass diese an ihren
Definitionsgrenzen stetig (oder stetig differenzierbar oder C?
etc.) zusammenhingen mogen.

Die Idee der Splines abstrahiert die Straklatten
im Schiffbau

Im Schiffbau verwendete man schon sehr friih lange Holzlat-
ten mit konstantem, rechteckigen Querschnitt, um die Form der
Schiffsbeplankung, die sogenannten Stringer, zu ermitteln. Im
Deutschen nennt man solche Latten Straklatten, im Englischen
heilen sie Splines. An den Spanten eines Schiffes wurde die
Straklatte nicht etwa festgenagelt, sondern nur mit einem Nagel
gestiitzt, sodass sie sich frei in Lingsrichtung bewegen konn-
te. Durch die freie Beweglichkeit in Lingsrichtung treten also
keine Krifte in dieser Richtung auf. Betreiben wir nun ein we-
nig Mechanik und schneiden ein kleines Stiick aus der Straklatte
aus. Die Forderung nach einem Krifte- und Momentengleichge-
wicht an unserem Stiickchen, vergleiche Abb. 3.4, fiihrt auf die
Gleichungen

F—(F+dF)=0 <= dF=0 = F =0

3.4 Splines

M M+dM

F+dF

X x+dx

Abb. 3.4 Krifte- und Momentengleichgewicht an einem Stiick Strak-
latte

a=x X

Abb. 3.5 Eine Straklatte liegt zwischen drei Stiitzstellen a = x, x»,
X3 = b

und

M—(M+dM)+ (F +dF)-dx =0 <=
dM — F -dx =0,

also

aMm 7

dx
In der Mechanik wird gezeigt, dass die Biegelinie x +— f(x)
eines Balkens der Gleichung

Sf"(x)
V4 (f(x))?)?
mit einer geeigneten Konstanten ¢ geniigt. Fiir kleine Auslen-

kungen der Straklatte ist f” sehr klein und der Nenner nahe bei
1, sodass man hiufig den linearisierten Fall

M(x)=c

M(x) =cf"(x)

betrachtet. Oben hatten wir bereits M’ = F herausgefunden,
d.h., die dritte Ableitung der Biegelinie ist den Kriften propor-
tional. Wegen F' = 0 folgt M” = F’ = 0 und damit ist die
vierte Ableitung von f gerade null: (") = 0. Da die Latte
an den Enden, die wir wie in Abb. 3.5 a und b nennen wollen,
gerade auslaufen wird, gilt dort

f"(@) = f"(b) =0.

Man kann daher eine Straklatte durch Funktionen modellieren,
die auf jedem Intervall [x;, x; 1] C [a, b] zwischen zwei Knoten
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3 Interpolation - Splines und mehr

x; und x;; definiert sind, deren erste und zweite Ableitungen
an den Knoten paarweise iibereinstimmen, deren dritte Ablei-
tung konstant ist (Proportionalitit zur Kraft), und deren vierte
Ableitung verschwindet. Diese Eigenschaften werden von Po-
lynomen dritten Grades erfiillt.

In der Mechanik lernt man, dass die Biegeenergie, die man
zur Verformung der Straklatte in ihre Endlage aufbringen muss,
durch das Integral

b
E=k / (f"(x)) dx

mit einer positiven Proportionalitidtskonstante k gegeben ist.
Unter allen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f* auf
l[a,b] mit f(x;) = y;,i = 1,...,nund f"(a) = f"(b) =0
ist die Endlage der Biegelinie optimal in dem Sinne, dass die
Biegeenergie minimal ist. Aus diesem Grund hat man in der
Approximationstheorie den Begriff ,,Spline* stark verallgemei-
nert und bezeichnet damit Funktionen, die in einem gegebenen
Funktionenraum eine gewisse Minimalbedingung im Sinne der
Norm des Raumes erfiillt, was wir in der Hintergrundbox auf
S. 63 genauer ausfiihren. Wir wollen hier dieser Verallgemei-
nerung nicht nachgehen, sondern bei stiickweise definierten
Polynomen mit gewissen Ubergangsbedingungen bleiben.

Lineare Splines verbinden Daten mit
Polygonziigen

Die einfachste Art der Interpolation von n Daten (x;, f;),i =
1,...,n, ist die lineare Verbindung zwischen je zwei Daten-
punkten. Die so entstehende stiickweise lineare Funktion Py
nennt man linearen Spline.

Ein linearer Spline hat offenbar zwei wichtige Eigenschaften:

1. Die Einschrinkung von P, auf jedes Intervall [x;, x;41],
si = Pr |[x‘ ] ist ein lineares Polynom.
2. Py iststetig an den inneren Knoten x;,i = 2,...,n — 1.

Zur mathematischen Beschreibung verwenden wir die Lagran-
ge’schen Basispolynome vom Grad 1, d. h.

X — Xi—|
. X € [xi—1,x;)
— Xi—1
L;(x) ' ' i=2,....n—1
Xit+1 — X
;X € [xi, xiqal,
Xig1 — Xi

fiir die inneren Knoten und

Xy —

s , falls x € [x1, x2]
Ll(x) = X2 — X

0 sonst

YA

Xi+l

Abb. 3.6 Ein linearer Spline

bzw.
X — Xp—1
— " falls x € [x,_1, X,]
Ln(X) = Y = X
0 sonst

an den beiden Rindern. Damit schreibt sich ein linearer Spline
in der Form

Pra(x) =) fiLi(x)
i=l1

und auf jedem Intervall [x;, x; ] gilt

X — X

. Xig1 — X
50 5= Praly g 00 = fite e i
Lineare Splines werden durchaus in den Anwendungen verwen-
det, zum Beispiel in der Methode der Finiten Elemente (FEM).
Fiir Zwecke der Approximation von Daten stehen wir allerdings
vor einem ernsten Problem: Der lineare Spline ist an den Knoten
nicht differenzierbar.

Quadratische Splines sind praktisch
unbrauchbar

Wir definieren den interpolierenden quadratischen Spline Py >
durch die Eigenschaften

1. Pf*2|[x; ] ist ein quadratisches Polynom.

2. Prpund Pjﬁ’2 sind stetig an den Datenpunkten.



Auf jedem Intervall macht man den Ansatz
si(x) = Pf*2|[x;.x;+1] (%) :=ap + a1 (x — x;) + ar(x — x;)%.

Es werden also drei Bedingungen benétigt, um die unbekann-
ten Koeffizienten ag, a;, a, zu ermitteln. Wir finden diese drei
Bedingungen in den Gleichungen

si(xi) = f;

wobei S; eine noch unbekannte Steigung bezeichnet. Aus der
ersten der drei Gleichungen folgt sofort ¢y = f; und aus der
dritten a; = S;. Aus der zweiten Gleichung ergibt sich dann

si(xip1) = fivr, Si(x) =S,

2
Ji +Si(xig1 —x;) +ax(xip1 — X)) = fiq1,
woraus wir sofort a, zu

fiv1— fi Si
a) = 5~
(Xig1 —Xi)* Xip1— X

bestimmen konnen. Damit erhalten wir fiir das i -te Teilstiick des
quadratischen Splines

si(x) = fi + Si(x —x;)
( Jiv1 — /i Si
+ s —
(Xit1 = Xi)* Xip1— X
Nun miissen wir nur noch die bisher unbestimmten Steigungen

S; ermitteln. Dazu betrachten wir die erste Ableitung von (3.32)
an der Stelle x = x;,,

) (x—x;)% (3.32)

S;(XH_]) = Si + ZM —231' ; Si+19
Xit+1 — Xi
die ja die Steigung S;;; an der Stelle x;; ergeben muss. Da-
mit ergibt sich eine Rekursionsformel fiir die Steigungen in der
Form

Jiv1 = fi

Si+Siv1 =2 s
Xiyl — Xi

Man muss genau eine Steigung vorgeben (im Allgemeinen ist
das die Steigung S; = sj(a) am linken Intervallrand) und
die Rekursionsgleichung erlaubt die Berechnung aller weiteren
Steigungen.

Quadratische Splines haben fiir die Praxis einen erheblichen
Nachteil. Die zweiten Ableitungen sind unstetig an den Stiitz-
stellen und zeigen hdufig Nulldurchgédnge, wodurch die Kno-
ten zu Wendepunkten werden. Daher oszillieren quadratische
Spline-Interpolanten in der Regel stark und sie finden keine An-
wendung.

Kubische Splines fiihren auf brauchbare
Interpolanten

Nach unseren ,,Fingeriibungen* mit den linearen und den qua-
dratischen Splines kénnen wir nun auf unser eigentliches Ziel

3.4 Splines 59

zusteuern, den kubischen Splines, die die mathematischen Ana-
loga der Straklatten im Schiffbau sind. Wir definieren den
kubischen Spline als kubische Polynome auf den Intervallen

[Xi, Xi+1]~

Ansatz fiir den kubischen Spline auf [x;, x; 1 1]
si(x):= Prafy o ) (3.33)

=crp 0 (v =) + 03 (0 —x;) 7+ cai (x — x;),

In jedem Intervall bendtigen wir nun vier Bedingungen, die wir
aus den sechs Gleichungen

si(x;) = fi,
si(xi) = si_y (xi),

S,{/(Xi) = Sz{LI(xi)»

si(xiv1) = fiv1
8;i(xit1) = i (Xig1)

s;(xig1) = 8741 (xi 1)

erhalten. Dabei ist zu bedenken, dass an den inneren Punkten
die Bedingungen fiir die ersten und zweiten Ableitungen von
jeweils zwei kubischen Teilpolynomen verwendet werden. Wie
schon bei den quadratischen Splines wollen wir das Symbol §;
fiir die Steigung am Knoten x; einfiihren.

Kapitel 3

Dann konnen wir zwei der gesuchten Koeffizienten, c¢; ; und ¢, ;,
sofort dingfest machen, denn aus den Bedingungen

si(xi) = fi, si(xi) =S
folgt aus unserem Ansatz sofort
Cli = fl i = Si. (334)

Aus den Bedingungen
Si(xip1) = fiyr,  Si(xig1) = Siqa
und der niitzlichen Abkiirzung
AXxj = Xip1 — X

erhalten wir die beiden Gleichungen

fi + SiAx; + 3 (Ax;) + cai(Ax;)? = fig
Si + 263, Ax; + 3cq i (Ax)? = Sipi,

und damit ein lineares Gleichungssystem

(Axi)*  (Ax)* ) (esi) _ (fin— fi—SiAx
2Ax;  3(Ax)?) \ewi) Siv1—Si
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fiir die noch unbekannten Koeffizienten c3; und ¢ ;. Als Losung
dieses Gleichungssystems folgt

3 —3f —28 Ax; — Sii Ax;
ey = Jiv1 Ji (Axl.)zxz i+18Xj (3.35)
1
2f —2fit + SiAx; + Sii Ax;
o = fi = 2fin J(“A)’CA);C’JF iH18% (3.36)
1

Nun sind alle vier Koeffizienten in jedem Teilintervall berechnet
und wie bei den quadratischen Splines miissen wir uns jetzt um
die Steigungen S; kiimmern. An den inneren Knoten wollen wir,
dass noch die zweiten Ableitungen iibereinstimmen, dass also

si (xi) = 57 (x;)

gilt. Leiten wir unseren Ansatz (3.33) zweimal ab und setzen die
Argumente entsprechend ein, so folgt

2c¢3,-1 + 6c4;—1AX;i_1 = 2c3;

und Ausdriicke fiir die Koeffizienten ¢z ; und c4; haben wir doch
gerade in (3.35) und (3.36) gefunden, die wir nun einsetzen kon-
nen. Wir erhalten damit

23fi =3fio1 —2Sis1Axi_1 — SiAxiy

(Ax;_1)?
n 62fi—1 —2fi + SiciAxioy + SiAxi
(Ax;i_y)?
3fiv1—=3fi —28iAx; — Sit1Ax;
=2 A} . (33D
i=2,....,.n—1.

Das sieht nun noch furchtbar aus, aber wenn wir ein wenig
aufrdumen, dann erkennen wir darin sofort ein tridiagonales,
diagonaldominantes, lineares Gleichungssystem fiir die Stei-
gungen S;, ndmlich

Ax;Sio1 +2(Ax; + Axi—1)Si + Ax;_1Si 41

o (fi iy s f Y
A)C,;l A)C,‘

i=2,....,n—1.

Selbstfrage 3
Leiten Sie diese Form des Gleichungssystem aus der Darstel-
lung (3.37) her.

Damit haben wir das folgende System erhalten:

tridiag(l.d.r) - S = R. (3.38)

Dabei ist tridiag(Z, d , r) die tridiagonale Matrix

L dy

Ly dy )
tridiag(/,d,r) =

ln -2 dn—2 I'n—

und /, d, r die Vektoren

ll A)Cz
lz A)C3
l = . = , (3.39)
) Ax,—
d1 Z(AXZ + A)C])
d2 Z(AX3 + A)Cz)
d = . = . , (3.40)
dn—2 2(Axn—l + Axn—2)
r Ax1
r sz
r = = (3.41)
n— Ax,—>
Der Vektor der Unbekannten ist
S
S
S=1] . (3.42)
5’1
und die rechte Seite R ist gegeben durch
3 ((f3—A]2AX1 + (fz—Af)]C?sz)
3 (fa—f3)Axs + (fi=f)Ax3
R = ( A he ) (3.43)

Un=Jn—1) DXy Un—1=fu2) Axn—
3 ( Axl:—l : + 1 Axnzz 1)

Wir sehen sofort, dass unsere Koeffizientenmatrix eine reelle
(n — 2) x n-Matrix ist, mit anderen Worten: es fehlen zwei Be-
dingungen. Dies sind nun genau zwei freie Bedingungen an den
Rindern x = a und x = b, die man auf verschiedene Art und
Weise vorgeben kann.

Der ,natiirliche Spline”

Ein kubischer Spline heif3t natiirlicher Spline, wenn an seinen
Endpunkten die zweite Ableitungen verschwinden, also wenn

s{(a)=s,(b)=0

gilt. Dieser Fall entspricht ganz der Straklatte im Schiffbau. Wir
wollen hier etwas allgemeiner annehmen, dass wir irgendwelche
Werte fiir die zweite Ableitungen an den Endpunkten wiissten,

si(a) = X,
$'(b) = K.



Ausgehend von unserem Ansatz (3.33) berechnen wir s7(x) =
2¢3.1 + 6¢4.1(x — x1)? und erhalten s7(x1) = 2¢31 = K, was
wir in die Formel (3.35) einsetzen, um nach ein wenig Umstel-
lung die Beziehung

o= fi

X2 — X

2851+ 8, =3

— Ki(x2 —x1)

zu erhalten. Dies ist bereits die erste Gleichung, die wir unserem
System (3.38) hinzufiigen miissen. Ebenso verfahren wir an der
Stelle x = b, ander s, _,(b) = 2¢3,,—1 = K, gelten muss. Aus
(3.35) folgt dann

fn - fnf

1
- Kn (xn - xn—l)
Xn — Xn—1

28,1+ S, =3

und diese Gleichung fiigen wir an das untere Ende unseres Sys-
tems (3.38). Damit erhalten wir das

System zur Bestimmung der Steigungen des natiirli-
chen kubischen Splines

M.-S=R" (3.44)
mit der Matrix
2 1
l] d] I
lz d2 Iy
M =
ln72 dan )
1 2

und /,d, r wie in (3.39), (3.40), (3.41), S wie in (3.42)
und der rechten Seite

3820 5 (0 — x1)

X2—X]
R = R
3% - Kn(xn - xnfl)
3L2N 5 (xp — x1)

X2—X]

(fs—fa)Ax (o=f1)Ax
i

(Ja=f3)Ax (3= fr)Ax:
3( 4A;3 2 4 xAz 3

X2

3 ((fn—f,H)Axnfz + (m—mzmxm)

Axy—1 Axp—2

3.4 Splines

Dies ist nun ein quadratisches (n x n)-System fiir die Steigun-
gen S;,i = 1,...,n. Sind diese Steigungen berechnet, dann
ergeben die Formeln (3.34) sowie (3.35) und (3.36) die Koef-
fizienten ¢ ;,k = 1,2,3,4, und die explizite Darstellung des
Splines (3.33) ist damit bekannt. Der Fall der natiirlichen Rand-
bedingungen ergibt sich einfach daraus, K; = X, = 0 zu
setzen.

Der ,vollstandige” Spline

Anstelle der Vorgabe von zweiten Ableitungen an den Endpunk-
ten gibt es natiirlich weitere Moglichkeiten. Manchmal mochte
man gerne direkt eine Steigung an den Réndern vorgeben, also
die Vorgabe

Sy =01, S;=o0,
machen. Den daraus resultierenden interpolierenden kubischen
Spline nennt man vollstiindigen Spline.

System zur Bestimmung der Steigungen des vollstandi-
gen kubischen Splines

N-S=R° (3.45)

mit der Matrix

und /,d,r wie in (3.39), (3.40), (3.41), S wie in (3.42)
und der rechten Seite

(oh]
R°=| R
On

01
(fi—fr)Ax (fa—f1)Ax
3 (e (Bl

(fa—f3)Ax (fi—fa) Ax:
3 4A;3 2 4 zA)zCZ 3

3 ((fn*]gz—])AXn—Z L (fn—1— 11—2)Axn—l)

Xn—1 Axp—

On
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Beispiel: Ein Vergleich von natiirlichem und vollstindigem Spline

Wir wollen 5 Daten der Runge-Funktion (3.31) f(x) = Damit sind die Abschnittspolynome definiert und der
1/(1 4 x?) mit einem Spline interpolieren, und zwar sowohl Spline lautet
mit einem natiirlichen, als auch mit einem vollstidndigen Spli-
ne. Die Daten seien 0.5+ %(x +1)— %(x +1)3
fir —1<
i1 J2][3]4]s5 retsee
I— 5x —55x° + £x
x| —-1]0] 1 2 |3 f"500 - 2 | 3
ur X <
fi]l0511105]02]0.1 s(x) = - ’
‘ 05— Zx -+ 2(x—1)2—Lx—1)>°
Problemanalyse und Strategie Wir berechnen die Stei- firl <x <2,
gungen Si,...,Ss des natiirlichen Splines aus dem linea- 0.2 — %(x -2)+ %(x -2)3
ren Gleichungssystem (3.44), berechnen die Koeffizienten fiir2 < x < 3.

ClLi,C2i C3i,C45, L = 1,...,4, nach (3.34), (3.35) und 5 per vollstdndige Spline. Losung des Systems (3.45) lie-

(3.36) und werten dann die Splinefunktion s;(x) = ¢;; + fert
i(x—x)+c3i(x—x) +epi(x—x)%i=1,..., 4auf
de?n Iptervallen [_)_cl- , X;1+1] auf einem feinen Gitter aus, sodass S — L(175, 6.-199. 50, —21)"
wir sie plotten konnen. 350
Q Analog verfahren wir im Fall des vollstindigen Splines und die zum natiirlichen Spline analogen Rechnungen er-
'E_ (3.45), wobei 'wir die Steigungen S upd Ss an den bei- geben den Spline
5" den Réndern direkt aus der Runge-Funktion ermitteln: §; =
— o1 = f'(—-1) =05und Ss = 05 = f'(3) = —0.06.
” =70 s=05=/0) 05+ B+ 1)+ Hox+17
Losung A PR
, i} , It 555% — 157 + 356X
= Der natiirliche Spline. Als Losung des Gleichungssystems .
.. fir0<x<1,
(3.44) erhilt man s(x) = 199 19 2 39 3
05— 355 =D+ 5(x =D —55(x = 1)
S =(51.%.55,84.55)" firl < x <2,

0.2 — 25(x —2) + $=(x — 2)?
—3;—0(x —-2) fir2<x<3.

1
= —(39,-3,-27,-9,3)7
50

und aus (3.34) folgen ¢;; = 05,¢c1, = 1,13 =

0.5, Clg = 0.2 und 1 = % L0 = —53—0 ,C3 = "Runge-Funktion" +
~Z. ¢34 = —25. Aus (3.35) und (3.36) folgen dann  09f \ "vollstaendiger_Spline" — 1
21 9 )
1 = 0,630 = —55.633 = 55,634 = Ound ¢yy = 08¢ %\ 1
7 _ 2 __3 2 A\
25,042 = 5,043 = 775,044 = 35 0.7} +++ ]
1.1 : : ‘ 0.6¢ ]
1 "Runge-Funktion" + 05 |
"natuerlicher_Spline"
0.9 0.4} ]
08 03} ]
0.7
02+ |
0.6
/ 0.1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ !
0:3 4 05 0 05 1 15 2 25 3
0.4
0.3 = Der vollstindige Spline entspricht in seinem Verlauf an
0.2 den Rindern natiirlich besser der Runge-Funktion als
0.1 der natiirliche Spline. Die Bezeichnung ,,natiirlich soll-
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ te nicht dazu verfiihren, immer den natiirlichen Spline zu

-1 05 0 05 1 5 2 25 3 wihlen.




3.4 Splines

Hintergrund und Ausblick: Die Optimalitat der kubischen Splines. Der Satz von Holladay

Wir haben zu Beginn ein Resultat aus der Mechanik zitiert,

nach dem die Straklatte die Biegeenergie k '/;Ib(f”(x))z dx
minimiert, also tut das auch unser natiirlicher Spline. Setzen
wir die Konstante k& zu 1 und fiihren wir die Halbnorm

b
[1reopax

ein, dann ergibt sich ein Satz, der die Optimalitét des kubi-
schen Splines zeigt.

1A=

Satz (Satz von Holladay) Ist ' € C?(a,b), A := {a =
X] < X3 <...<X, = b} eine Zerlegung von [a, b] und P; 3
eine Splinefunktion zu A, dann gilt

If = Pral?

=171 =2 [/ @) ~ P P~ 12l

Beweis Nach Definition unserer Halbnorm gilt

b
If = Pyal = / (f"(x) = P/3(x))*dx

b

_ / [(f”(x))z —2f"(x) P{5(x) + (Pf/f3(x))2] dx

a

b b
= / (/" ()P dx —2 / £ P (x) dx

——
=I/1?
b

+ /(P;[3(x))2 dx .

a
———

=[Pr 2

Nun addieren wir eine Null und erhalten

b
If = Pral? = I fIP =2 / ()P (x) dx

b b
2 [(pporac=2 [y ax + 12l
a a

=[Py 3lI?
b
—IfP -2 / (f"(x) = PY3 () Py (x) dx — || Py

Das Integral fab(f”(x) — P/(x)P/;(x)dx =
i, ;f (" (x) = P/ 5(x)) P{5(x) dx bearbeiten wir nun

mithilfe der partiellen Integration,
Xi
[ e = prsenpye
i—1

Xi—

= (S0 = PP

- / (f/(x) = P} 4(x) P'5(x) dx.

Xi—1

Nochmalige partielle Integration des verbleibenden Integrals
fiihrt auf

[ e = prenpyeman

= S0 = PP

= (f(x) = Pr3(x) P{5(x)

X
+
i1

=0, da f und Py 3 gleich sind an den Knoten

i—

+ [ PP ar,

- (i _
=0, da P} =0

Die dritten Ableitungen eines Splines sind im Allgemeinen

unstetig, weshalb wir im zweiten Randterm die einseitigen
X

Grenzwerte (~-)|X’+ verwenden mussten. Nun folgt nach
i—1

Summation ,
/ (f"(x) = PJ/5(6)) P}y (x) dx

“ b
= (f'(x) = P/ 5(x)) P/ 5(x) . n

Da bei natiirlichen und bei vollstindigen Splines der Term
(f'(x)— Pf”3 (x)) P]i’ 4(x) |> im Satz von Holladay verschwin-
det, konnen wir sofort auf folgende Eigenschaft schlief3en.

Satz (Minimum-Halbnorm-Eigenschaft)  Unter den
Voraussetzungen des Satzes von Holladay gilt fiir natiirliche
und vollstindige Splines

Lf = Pral® = IL£ 17 = 1Py 5l = 0,

mit anderen Worten: Der Spline ist diejenige zweimal stetig
differenzierbare Funktion mit kleinster Halbnorm: || Py 5]|> <

117 <

Mithilfe des Satzes von Holladay kann man auch Fehler-
abschitzungen gewinnen und zeigen, dass im Gegensatz zu
interpolierenden Polynomen die Splines immer gegen die
Funktion, die sie interpolieren, konvergieren, sofern man die
Zerlegungen A immer feiner wihlt.
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3 Interpolation - Splines und mehr
3.5 Trigonometrische Polynome

Carl Friedrich GauB findet die Ceres

Am Neujahrstag des Jahres 1801 muss der italienische Astro-
nom Guiseppe Piazzi (1746-1820) sehr gliicklich gewesen sein:
Er hatte einen neuen Planeten in unserem Sonnensystem ent-
deckt! Bis zum 11. Februar 1801 konnte Piazzi seinen neuen
Planeten mit dem Teleskop von Palermo aus verfolgen, dann zo-
gen Wolken iiber Sizilien auf und die Sicht wurde so schlecht,
dass er die Beobachtungen einstellte. Durch hohe Arbeits-
belastung behindert, nahm er erst wieder im Spitherbst die
Beobachtungen auf, konnte seinen neuen Planeten aber nicht
mehr wiederfinden. Den neuen Planeten hatte er Ceres genannt
nach der romischen Gottin des Ackerbaus. Die Entdeckung ei-
nes neuen Planeten war eine Sensation, die sich in Windeseile in
Europa verbreitete. Uberall setzten sich Astronomen hinter ih-
re Teleskope und versuchten, die Ceres wiederzufinden — ohne
Erfolg.

In Braunschweig versuchte Carl Friedrich Gauf} erst gar nicht,
die Ceres durch Beobachtung zu finden. Er begann zu {iiber-
legen. Wie alle anderen Planeten bewegt sich auch Ceres auf
einer fast kreisformigen, elliptischen Umlaufbahn, also ist die
Bewegung periodisch. Die Daten von Piazzi konnte man nut-
zen, indem man ein periodisches Interpolationspolynom durch
sie legen wiirden. Gaull erfand also damals die trigonome-
trische Interpolation, mit der wir uns im Folgenden befassen
wollen. Gleichzeitig erfand er die Methode der kleinsten Qua-
drate. Gauf} veroffentlichte seine Bahnberechnungen und konnte
dadurch voraussagen, wo sich die Ceres zu welchem Datum et-
wa authalten wiirde. Am 7. Dezember 1802 konnte aufgrund
der Berechnungen von Gauf} die Ceres durch den Astronomen
Franz Xaver von Zach (1754-1832) wieder gefunden werden.
Fiir einen Planeten war sie dann doch ein wenig zu klein, Ceres
ist heute ein Kleinplanet oder Planetoid und das grofite Objekt
im Asteroiden-Hauptgiirtel zwischen Mars und Jupiter.

Seit dieser Gaul3’schen Meisterleistung ist die trigonometrische
Interpolation nicht mehr wegzudenken. Sie kommt heute iiberall
zum Einsatz, wo man periodische Prozesse interpolieren muss,
zum Beispiel bei der numerischen Losung partieller Differenzi-
algleichungen, die Wellenphédnomene beschreiben.

Komplexe Polynome bilden die Grundlage

Wir wollen uns auf das Intervall / = [0,2x] beziehen und
haben dort Daten (xi, fx),k = 0,1,...,n — 1 gegeben mit
Xp = kZT” und f; € C. Die natiirliche Zahl n sei vorgegeben.
Zu den Daten wollen wir nun ein trigonometrisches Polynom

p(x) =y + o e+ ae® 4. +a, DY (3.46)

mit komplexen Koeffizienten oy finden, sodass die Interpolati-
onsbedingungen
p(xk) = Jfi,

k=0,1,...,n—1

erfiillt sind. Nun wird auch klar, warum die Funktion p trigono-
metrisches Polynom heifit: Nennen wir die komplexe Variable
z, dann ist ein komplexes Polynom ¢ vom Grad nicht hoher als
n — 1 gegeben durch

q(z) :a0+(112+01222—|— ety 2"

Wihlen wir z auf dem Einheitskreis z = e'*, wobei wir x
als Winkelwert interpretieren konnen, dann ergibt sich gerade
(3.46).

Mithilfe der Lagrange’schen Basispolynome hatten wir im Re-
ellen gezeigt, dass ein (reelles) Interpolationspolynom existiert.
Genau so erhilt man den folgenden Satz.

Satz Zun Daten (xx, fx),k =0,1,...,n — I mit x; = k27”
und f; € C gibt es genau ein trigonometrisches Polynom

p(x) = ag + oy e+ aye® ..+, DY
mit p(x) = f firk =0,1,...,n — 1. <
Wie bei den algebraischen Polynomen gilt auch bei den trigo-

nometrischen Polynomen der Weierstraf3’sche Approximations-
satz, fiir dessen Beweis wir auf die Literatur verweisen.

Satz (WeierstraB'scher Approximationssatz Il) Zu ei-
ner stetigen Funktion f € C ([0, 27]) und einem & > 0 existiert
ein trigonometrisches Polynom p mit || f — plle < €. <

Besonders wichtig ist die Periodizitédt der Funktion e, denn es
gilt
e = cosx +isinx.

Es gilt daher auch

p(xk) = fr. keZ,

wenn man x; = 2’;—" fiir k € Z setzt und die f; vermoge
Ji+jn := Jfx fiir j € Z periodisch iiber / hinaus fortsetzt.

Besonders wichtig ist das folgende Lemma.

Lemma

Die Funktionen e'* = e2¥7/" haben die folgenden Eigen-
schaften:

1.

(eizkn/n)j _ (eiZjn/n)k

(ei2kn/n)j (eizkn/n)*‘f

n, j=1{¢
- 3.47
0; j#L0=<j l<n-—1 (347)



Beweis Die erste Aussage ist klar. Fiir die zweite Behauptung
setzen wir z; := €K7/ und betrachten die Gleichung

zZ"—-1=0,

d;mn ist z offenbar eine Wurzel dieser Gleichung, denn z" =
e k7 = cos2km + isin2knm = 1 fiir alle k € Z. Nun ist aber

1= -DE""+2" 4+ +1)=0.  (348)
Wegen

el2k7‘[ /n

k. k
Zp = = cos2m— +is8in2mw —
n n

ist zx = 1firk = 0,+n,£2n,..., aber z; # 1 fir k #
0, £n, £2n, ... Mit Blick auf (3.47) berechnen wir

1 n—1 1 n—1
j =3 j—¢ wegen 1. 3 j—t
Zka = Zk = Zk
0 k=0

n—

k= j—t=0
1+ 14 +1=n k=0,%n £2n,...
T M4z 224+ k #0,+n,£2n,...,

aber da die z; Wurzeln von z" — 1 sind, muss im Fall z; # 1
nach (3.48) die Summe 1 + z + z2 + ... 4+ z"~! verschwinden.
Wir erhalten also (3.47). [ |

Die Eigenschaft (3.47) konnen wir als diskrete Orthogonali-
tatsbedingung interpretieren. Definiert man ein Skalarprodukt
auf dem n-dimensionalen Vektorraum C” durch

1 n—1 _
(f.8) == fi% (3.49)
k=0
wobei f = (fo, fi..... fumt) und g = (g0.81+-.-»&n—1)

Vektoren mit Eintrigen aus C sind und g die komplexe Konju-
gation bezeichnet, dann sagt (3.47) gerade aus, dass die n-Tupel

J ]

§o=(z0.z{.29,....20 ), j=0,1,....n—1

(Erinnerung: z/ = (e?*7/")/1) eine Orthonormalbasis des C”
bilden, d. h., es gilt

I, j=¢

G-80=00 j4e0<jesn—1

Diese Orthogonalitdtsbedingung ist der Schliissel zur Bestim-

mung der Koeffizienten ;. bei der Interpolation mit trigonome-

trischen Polynomen.

Satz Gelten fiir das trigonometrische Polynom p(x) =
1~ bk € die Interpolationsbedingungen p(xy) = fi. k =

0,1,...,n — 1, dann sind die Koeffizienten gegeben durch
1 n—1 ) 1 n—1
o = > fez = - > fee (3.50)
k=0 k=0

..,n—1. |

3.5 Trigonometrische Polynome 65

Beweis Mit Blick auf das Skalarprodukt (3.49) ist

n—1

2 2 fii! =17.5).
=0

Nun soll f; = p(xi) gelten, also

(f»é‘j):(a()é‘O‘l'alé‘l+~~-+anfl§n71»§j):aj- u

Wenn wir versuchen, mit einem trigonometrischen Polynom

Pm(x) 1= g + o e + e 4+ ..+ oy, T (3.51)
mit m < n — 1 alle Daten (xg, f¢),k = 0,1,...,n — 1 zu in-
terpolieren, werden wir natiirlich scheitern, wenn nicht gerade
m = n — 1 ist. Interessanterweise haben die Abschnittspoly-
nome p,, aber eine hervorragende Approximationseigenschaft,
die wir im folgenden Satz zum Ausdruck bringen.

Satz Unter allen moglichen trigonometrischen Polynomen
gm(x) = Bo + Bre™ + Bre® + ...+ By ™

mit m < n — 1 minimiert das Abschnittspolynom p,, aus (3.51)
firm = 0,1,...,n — 1 die Summe der Fehlerquadrate

™M
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n—1

o(Gqm) == Y 1 fi = gm(x) .

k=0

Insbesondere ist o(p) = o(p,—1) = 0. )

Beweis Wir ordnen den trigonometrischen Polynomen p,,
und ¢,, die zwei n-Tupel

s Pm (Xn—l ))7
s dm (xn—l))

Py = (pm(x0), ...
Om = (Gm(x0). ...

zu. Mithilfe des Skalarprodukts (3.49) folgt dann

~o(n) = (f = O £~ On).

Aus (3.50) wissen wir, dass fiir die Koeffizienten oy gerade oy =
(f,C) fur £ =0,1,...,n—1 gilt. Daher folgt

(f = Pu.g) = <f—ZOle§b§j> =0~ =0

=0
fir j =0,1,...,n — 1 sowie dann auch

m

(f_vaPm_Qm):Z(f_Pm»(aj_lBj);j):O'

J=0
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Damit ergibt sich

o) = {f ~ 0. f ~ Ou)
=((f = Puw) + (P = Om). (f — Pn) + (P — Ow))

= (f_Pm,f_Pm)‘I'(Pm_Qm»Pm_Qm)
1
> (f_Pm»f_Pm) = ;O-(pm)-
Die Gleichheit tritt nur im Fall ¢,, = p,, ein. |

Reelle trigonometrische Polynome interpolieren
periodische Funktionen

Bis jetzt haben wir nur ,,Grundlagenarbeit* geleistet und uns die
Eigenschaften komplexer trigonometrischer Polynome angese-
hen. Nun wollen wir auf der Basis dieser Vorarbeit den fiir uns
interessanten reellen Fall betrachten.

Dazu fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

n—1

2 27 jk
aj; = - E fi cos pa (3.52)
k=0
2 2k
b == i . 3.53
j =) fesin = (3.53)

k=0
Blicken wir auf (3.50),

n—1

1 . .
_ § : —i2kwj/n
@ = — fke il
n
k=0

n—1

1 2w jk 2w jk
_ka (cos % isin )
n =0 n n

dann erkennen wir den Zusammenhang

1 .
C{j = E(Clj —lbj).
Wir sehen auch, dass
1 n—1 ) 1 n—1 )
ey =3 AT =13 pef”
k=0 k=0

n—1

1 o
- Z fk elen//n e 2k
n

k=0

~——

1 n—1
- kaeian(j—n)/n —
n k=0 =1

1 n—1 )

w S
k=0

und daher folgt

1 .
Op—j = E(aj —I—lbj).

Sehen wir uns nun noch die Summe
I =i
@jZj + Un—jZy
an, dann folgt aus unseren bisherigen Ergebnissen
;1

J n
iz Fop_jz; T = 3

| .
(Llj —ibj)Zli + E(aj + lb])ZZ J
1
= E(aj —ibj)(cos jx; +isin jxi)
1
+ E(aj +ib;)(cos jx; —isin jxi)
= a; cos jxi + bj sin jx;.

Fassen wir zusammen.

Lemma Mit den Definitionen (3.52) und (3.53) gelten fiir
Jj =0,1,...,n die Beziehungen

1 n—1 )
%y =~ > ez (3.54)
k=0
1 . 1 .
@ = E(aj —lbj), Qp—j = E(aj +1bj), (355)
ocjz,{ + an_sz_j = a; cos jxi + bj sin jx, (3.56)
o, = Q. <

Jetzt konnen wir endlich den wichtigen Satz beweisen, der hin-
ter der reellen trigonometrischen Interpolation steht.

Satz

Zu n dquidistant verteilten Daten (xi, fx), k =
0,1,...,n — 1 mit x, = 2kw/n seien

2 n—1 2 n—1
a; :=;;fkcoskxj, b; :=;;fksinkxj
(3.57)

fir j =0,1,...,n — 1. Istn = 2N + 1 ungerade, dann
ist

N
px) = %O + ; (ax coskx + by sinkx)  (3.58)
das interpolierende trigonometrische Polynom. Ist hinge-
gen n = 2N gerade, dann ist
N—1 u
+ Z (ay coskx + by sinkn) + N cosNx
k=1 2

Pl =3
(3.59)

das interpolierende trigonometrische Polynom, d.h., es
gilt
.n—1.

p(x) = fe, k=0,1,...



Beweis Wir betrachten nur den Fall n gerade, d.h. n = 2N.
Der Beweis fiir ungerades n erfolgt vollstindig analog.

Fiir gerades n = 2N folgt

n—1 N-1
_ J _ J n—j N
fi = E ojz] =ay+ E (ojzp +ap1z, ) +anzy .
j=0 j=1

Nun ersetzen wir die auftretenden Ausdriicke durch (3.55) und
(3.56) und erhalten

N-1
1 . . I
fir = E(ao —ibg) + E (aj cos jx + bj sin jxi)

j=1

1
—I— E(CIN —I— le)Z]iv
Nach unserer Definition ist

) n—1

Z frsinkxg =0,

by = —
Nk:O

n—1 n—1

2
by = 2 fisinkay = = D fe sink27t2n—n =0,
k=0 k=0
Z}(V = (eiZk”/”)N = (eixk)N = cos Nx; + isin Nxy
N —

n 2km

=smn 3=

= cos N xp,

und setzen wir dies noch ein, dann folgt

N—1
fi = 02_0 + Z(aj cos jxi + b sin jxi) + aTNCOSNXk»
j=0
wie behauptet. u

Wie berechnet man die Koeffizienten eines
reellen trigonometrischen Polynoms in der
Praxis?

Fiir sehr kleine n lassen sich die Summen, mit denen die ay, by
berechnet werden miissen, noch vertretbar durch tatsichliche
Summation berechnen.

Es gibt fiir groBere n allerdings einen Algorithmus von Goert-
zel, den wir der Vollstiandigkeit halber vorstellen wollen.
Der Algorithmus von Goertzel

Bei der Berechnung der Koeffizienten (3.57) sind offenbar Sum-
men der Form

n—1 n—1

o(x):= kacoskx, w(x) = ka sinkx

k=0 k=0

(3.60)

3.5 Trigonometrische Polynome

zu berechnen, wobei wir etwas allgemeiner ein beliebiges x zu-
lassen und nicht nur x;. Der aus dem Jahr 1958 stammende
Algorithmus von Goertzel erlaubt die Berechnung von o (x)
und p(x) ohne die Sinus- und Cosinus-Ausdriicke direkt auszu-
werten.

Dazu definieren wir
cr i=coskx, s :=sinkx
und verwenden die Rekursionsgleichungen

k=12,...,n-2
k=12,...,n—-2,

(3.61)
(3.62)

Cky1 = 201Ck — C—1,
Sk41 = 2C18k — Sk—1,

die beide aus den Additionstheoremen der Winkelfunktionen
folgen. Als Startwerte notieren wir noch

co=1,cy =cosx, s9=0,5 =sinx.

Schreiben wir nun die beiden Rekursionsgleichungen (3.61) und
(3.62) etwas um und bringen sie in Matrixform, dann erhalten
wir die beiden linearen Gleichungssysteme

1 Co 1
—2c 1 c —C1
1 —2c 1 ¢ | =10 (3.63)
1 —2(’1 1 Cp—1 0
und
1 S0 0
—2C1 1 S1 Nl
1 —2¢ 1 2 /=101, .64
1 —26‘1 1 Sn—1 0

Bezeichnen wir die Koeffizientenmatrix mit A, den Vektor
(cos ... cu1)T mit ¢, den Vektor (s, ...,S,_1) mit s und die
rechten Seiten von (3.63) und (3.64) mit r | bzw. r,, dann schrei-

ben sich die beiden Systeme als
Ac=ry, As=r,.

Wir sind doch aber eigentlich gar nicht an den ¢, und s inter-
essiert, sondern an den Skalarprodukten (3.60),

O’:(C,f):CTf, /L:(S,f):STf,

wobei wir f := (fo,..., fo_1)T gesetzt haben. Die Matrix A
ist regulér, also konnen wir die Systeme (3.63) und (3.64) formal
nach ¢ bzw. s auflésen und in unsere Skalarprodukte einsetzen,
was auf die beiden Gleichungen

o=c' f=AT"r)f =r{(ATf),
p=s"f=A"r)f =r] (AT f)
fiihrt.
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Berechnung von o und x nach Goertzel

Setze u = (ug, ..., un—1)" := A~T f und lése das linea-
re Gleichungssystem

ATu = f. (3.65)
Berechne anschliefend
Uo
Ui
o= rlTu =(1,—¢1,0,...,0)| “2 | =up—ciuy,

Up—1

Ug

Ui

u:rZTuz(O,sl,O,...,O) U | =su;.
P
% Up—1
=
a2,
(%) Das Gleichungssystem (3.65) hat eine besonders einfache Struk-
tur, weil
1 —2C| 1
1 —2C| 1
AT — . .
1 —2¢ 1
1 —2(’1
1

die direkte Auflosung durch Riicksubstitution erlaubt. Aus der
letzten Zeile folgt sofort

Un1 = fut1s
aus der vorletzten
Un—1 = fo2 + 2¢C1Up—y
und dann geht es weiter mit
k=n-3,n-2,...,0.

U = fr +2c1Upq1 — Uk,

Das macht den Algorithmus von Goertzel sehr iibersichtlich:

up = 05wy = fuos

firk=n—-2,n-3,...1
Up = fi +2C1ug11 — Ug42;

o= fo+ciu —u;

W= ujsinx.

C] = COS X;

Kommentar Der Algorithmus von Goertzel bendtigt O(n)
elementare Operationen fiir jede Auswertung von o (x) und
1(x), also werden fiir die Berechnung aller Koeffizienten (3.57)
O(n?) elementare Operationen bendtigt. Damit ist dieser Algo-
rithmus fiir sehr grof3e n nicht zu empfehlen!

Ein weiteres Problem ist die numerische Instabilitit des Algo-
rithmus fiir x &~ jmw,j € Z, die man zeigen kann. Abhilfe
schafft eine Variante, der Algorithmus von Goertzel und
Reinsch, der aber sogar noch etwas teurer ist als der urspriing-
liche Algorithmus.

Ist man nicht an einer Auswertung der Koeffizienten (3.57) an
beliebigen Stellen x € R interessiert, sondern nur an der Aus-
wertung an den Gitterpunkten x; = 2k /n, dann empfiehlt sich
der Algorithmus der schnellen Fouriertransformation. <

Die schnelle Fouriertransformation

Bei der schnellen Fouriertransformation (engl.: FFT — Fast Fou-
rier Transform) handelt es sich eigentlich um eine ganze Klasse
von Algorithmen, von der wir hier nur eine Variante vorstellen
wollen. Die FFT ist erstmals von Carl Friedrich Gauf} entdeckt
worden, als er trigonometrische Polynome zum Auffinden der
Ceres verwendete. Dann wurde sie aber wieder vergessen und
mehrmals wiederentdeckt. Erst im Computerzeitalter wurde die
tiberragende Bedeutung der FFT erkannt und die heutigen Al-
gorithmen gehen sidmtlich auf eine Arbeit von James W. Cooley
und John W. Tukey zuriick, die sie im Jahr 1965 publiziert ha-
ben.

Wir wollen hier nur den Fall betrachten, dass n eine Zweierpo-

tenz ist, d. h., wir setzen
n=2", reN

voraus. In der Spezialliteratur findet man natiirlich auch Algo-

rithmen fiir allgemeinere Fille, aber fiir viele Anwendungen in

der Praxis ist unsere Voraussetzung keine wirkliche Einschrin-

kung.

Wir gehen zur Beschreibung der FFT wieder zur komplexen
Darstellung der Koeffizienten (3.50) zurtick:

1 n—1
Q= — kae—uﬂcﬂ/n
n
k=0

Die einfache Grundidee der FFT besteht darin, diese Summe
so aufzuspalten, dass sie sich als Summe von zwei Teilsummen
auf einem jeweils groberen Gitter auffassen ldsst. Dazu setzen
wir m := n/2 und trennen in gerade und ungerade Indizes:

1 m—1 - m—1 -
@ = ;(Z fzkeﬂj (2k)2n/n + Z f2k+leﬂj (2k+1)2n/n)
k=0 k=0

1/ . N 12 iy
- eflj(Zk)Zrz/n + efzjr!/m - eﬂjk271/m
” (kz_o Sk , kE:O Skt

= Gj + eiijﬂ/mUj



mit

1 m—1
- Z f2k e—ij(2k)2r[/n
n

k=0

m—1

1 .
Uj = . Z Sk e KT/,
=0

Wegen der Periodizitit der komplexen Exponentialfunktion
brauchen die G;, U; nur jeweils fiir j = 0,1,...,m — 1 be-
rechnet zu werden, denn es gilt

Gj +m = Gj s

Usm=U;, j=01,....m—1.

Reduktionsschritt der FFT

Berechne mitm = n/2 fir j =0,1,...,m — 1:

1 m—1 -
G = — eflj (2k)2n/n’
b=z Z ok
k=0
1 m—1
U == efiijn/m’
Jj n ; f2k+l

o =G; +e VMY iy, =G —e UMy,

Diese Grundidee der Reduktion wird nun iteriert, bis nur noch
triviale Fouriertransformationen mit m = 1 auszufiihren sind.
Der gesamte Algorithmus arbeitet mit einem eindimensionalen
Feld (man sagt auch Liste oder Folge), in dem zu Beginn die
Werte fo, f1,..., fu_1 gespeichert werden. Dann wird das Feld
umsortiert, was wir in folgendem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel Fiir n = 8 ist das eindimensionale Feld besetzt

durch

fo i o s o fs fo Sf7

Im ersten Schritt trennen wir nach geraden und ungeraden Indi-
zes:

fo £ fa fs K s s S

Es ist m = n/2 = 4, also brauchen wir nur die Transforma-
tionen fiir j = 0, 1, 2,3 zu berechnen. Die korrespondierenden
Indizes sind 4, 5, 6, 7. Wir sortieren unser Feld jetzt so um, dass
korrespondierende Indizes nebeneinander stehen:

fo o o fe K s S

Der dritte und letzte Schritt ist die Trennung der Zweierpaare
und damit sind wir bei den einfachsten Transformationen ange-
kommen.

fo fa o fe K 5 S <
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Konnen wir das am Beispiel gezeigte Umsortieren irgendwie
formal beschreiben? Ja, und es ist erstaunlich und elegant, denn
das gesamte Umsortieren kann in einem einzigen Schritt erfol-
gen!

Dazu sehen wir uns die Indizes der unsortierten und die der sor-
tierten Folge an:

—_
9}

6|7
317

unsortiert || 0 21314
sortiert 04216

—
9]

Nun schreiben wir die Indizes in dualer Darstellung, d.h. zur
Basis 2, und erhalten

us. || 000
s. || 000

001
100

010
010

011
110

100
001

101
101

110
011

111
111

Von der Ausgangsliste kommen wir also direkt zu der sortierten
Liste durch eine Bitumkehr, d. h., wir lesen die Dualdarstellung
der Indizes von rechts nach links und erhalten an dieser Stelle
den Index in der sortierten Liste.

Sehen wir uns noch einmal die einzelnen Sortierschritte in un-
serem Beispiel an und studieren die Wirkung des Sortierens auf
die Indizes k = 0, 1,...,2" — 1 in Dualdarstellung:

Kapitel 3

k= (keo... k)= _k2"' ky €{0,1}
v=1

Der erste Sortierschritt bedeutet die folgende Transformation
der Indizes. Fiir gerade Indizes erhilt man

2 oo aeb)

PN N

k
und fiir ungerade

\ NN\

Also erhalten wir

k= koot k2 =k = (kikr,. k)
fiir den ersten Sortierschritt. Insgesamt ergibt sich damit tatséch-
lich die Bitumkehr

k= (ky.ky—1,... ki) >k = (ki k... k).
Dieses Sortieren durch Bitumkehr kénnen wir wie folgt be-
schreiben.
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Sortieren durch Bitumkehr: FFT 1
do:= fo/n; k:=0;
firk=1,2,...,n—1

fiir m := n/2 so lange wie m + k > n

m:=m/2;
k:=k+3m —n;
dr = fi/m;

Sortierung abgeschlossen

Selbstfrage 4
Analysieren Sie den Algorithmus genau. Was geht vor? Warum
realisiert er tatsdchlich die Bitumkehr?

Nach der Sortierung bleiben nur noch die Zusammenfassungen
der einzelnen Reduktionsschritte iibrig.

Berechnung der Koeffizienten: FFT 2
firl =1,2,...,r
m .= 2“1; my = 2m;

fir j =0,1,....m—1

~
Q
=
=
(2
w

¢ = e—ijn/m.

firk = 0,my,2my, ..., n —my
g = dk+j;
ui=c-diyjim;
diyj =g+ u;

ditjm =& — U3
Alle Koeffizienten berechnet

Damit sind die GréBen G; und U;, in die wir die komplexen
Koeffizienten «; zerlegt hatten, vollstidndig bestimmit.

Man kann zeigen, dass der Aufwand der FFT bei O(n - log, n)
liegt. Damit ist er dem Goertzel- und dem Goertzel-Reinsch-
Algorithmus weit iiberlegen.



Zusammenfassung

Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir wichtige Ergebnisse zur Be-
stapproximation kennengelernt und die fiir die Praxis noch
wichtigeren Interpolationstechniken. Polynome sind die ein-
fachsten Funktionen zur Interpolation, aber sie zeigen durch ihr
Oszillationsverhalten im Runge-Beispiel auch, dass die Poly-
nominterpolation Grenzen hat. Es macht in der Regel einfach
keinen Sinn, durch viele Datenpunkte an dquidistanten Stellen
mit Polynomen zu interpolieren. Diese Aussage ist allerdings
mit groBer Vorsicht zu genieBen, denn sie ist nur giiltig, wenn
die zu interpolierende Funktion lediglich stetig ist! Kann man
sich die Datenpunkte zur Interpolation aussuchen, dann ist die
Polynominterpolation auf den Nullstellen der Tschebyschow-
Polynome die bevorzugte Variante. Kommt nur ein ganz wenig
,,Glitte” hinzu, z.B. bei Lipschitz-stetigen Funktionen, dann
ist die Konvergenz der Interpolation auf den Tschebyschow-
Knoten garantiert. Je glatter f ist, desto schneller konvergiert
die Tschebyschow-Interpolante.

Ein eindrucksvolles Beispiel hat Lloyd Trefethen in einem Vor-
trag vor der Royal Society am 29. Juni 2011 gegeben, dessen
schriftliche Fassung Six Myths of Polynomial Interpolation and
Quadrature im Internet unter der Adresse http://people.maths.
ox.ac.uk/trefethen/mythspaper.pdf frei verfiigbar ist. Er interpo-
lierte die Lipschitz-stetige Sdgezahnfunktion

X

fx)= / sgn(sin(100z /(2 —1))) dt

-1

mit einer Tschebyschow-Interpolante vom Grad 10000 und er-
hielt eine Interpolante, deren Graph mit blofem Auge nicht
mehr vom Graph von f unterscheidbar war.

Sind die Datenpunkte fest gegeben und z.B. dquidistant ver-
teilt, dann sind Splines die Funktionen der Wahl, mit denen man
interpolieren sollte. Wir betrachten hier nur stiickweise polyno-
miale Splines, aber man sollte wissen, dass es in zahlreichen
Funktionenrdumen (es handelt sich um Hilbert-Rdume mit re-
produzierendem Kern) Splines gibt, die nicht notwendigerweise
polynomial sind. Als ,,Spline* bezeichnet man jede Funktion,
die eine Norm oder Halbnorm in einem solchen Raum mini-
miert. Hervorragende Beispiele findet man in der Theorie der
radialen Basisfunktionen, zum Beispiel den Plattenspline

o(r):=r*logr, r:=|x|,, xeR"

der in zwei Raumdimensionen das Energiefunktional

(2 (20 + (32) ) oo

minimiert.

Fiir periodische Interpolationsprobleme haben wir die tri-
gonometrischen Polynome kennengelernt und analysiert. Der

Algorithmus von Goertzel erlaubt die Berechnung der Koeffi-
zienten

n—1

2 n—1 2
aj:;kacoskxj, bj:;kasinkxj
k=0 k=0

der trigonometrischen Polynome

N
plx) = 612_0 + I;(ak coskx + by sinkx)

ohne Auswertung der Winkelfunktionen mit einer Komplexitét
von O(n?). Stabilititsprobleme treten in der Niihe von x = j 7,
Jj € Z, auf, die im Algorithmus von Goertzel und Reinsch
vermieden werden — allerdings fiir den Preis einer noch héheren
Komplexitit.

Trigonometrische Polynome sind Partialsummen von Fourier-
Reihen. Zur Interpolation periodischer Funktionen sind sie das
Mittel der Wahl und spielen in vielen Bereichen der Mathema-
tik, Physik, Astronomie etc. eine herausragende Rolle. In der
Numerik partieller Differenzialgleichungen sind sie Grundla-
ge einer wichtigen Klasse von numerischen Verfahren, die man
Spektralverfahren nennt.

Die schnelle Fouriertransformation FFT (Fast Fourier Trans-
form) zur Berechnung der Koeffizienten ist dabei ein echter
Hohepunkt in der numerischen Mathematik, denn Algorithmen
mit einer Komplexitit von O(n - log, n) sind numerisch optimal
und erlauben die schnelle Berechnung der Koeffizienten auch
fiir tausende von Daten.

Heute ist die FFT aus vielen Bereichen der Mathematik wie
auch der Anwendungen nicht mehr wegzudenken. Sie ist Grund-
lage zahlreicher Algorithmen der modernen Signalverarbei-
tung. Threr Bedeutung gemif gibt es zahlreiche spezialisierte
Versionen der FFT, auch im Mehrdimensionalen. So lassen sich
etwa geoditische Daten auf der Erdkugel mithilfe einer Version
der schnellen FFT fiir Kugelflichenfunktionen analysieren.
Mit der FFT lassen sich auch Filter konstruieren, die aus einem
verrauschten Signal die eigentliche Information gewinnen.

In den letzten Jahrzehnten hat sich neben der FFT eine an-
dere Form der Transformation etabliert, die wir hier gar nicht
diskutiert haben, da man erst die Grundlagen der numerischen
Mathematik verstanden haben muss, bevor man sich mit ihr
beschiftigen kann: Die schnelle Wavelet-Transformation. Im
Gegensatz zu Fourier-Polynomen, die immer global auf dem
ganzen betrachteten Gebiet definiert sind, besitzen Wavelets
einen beschrinkten Tridger und sind skalierbar. Man analysiert
Funktionen dann dadurch, dass man sie in unterschiedlich ska-
lierte und verschobene Wavelets entwickelt. Dadurch wird es
moglich, unterschiedliche Frequenzen einer Funktion zu lokali-
sieren, was mit einer globalen Methode wie der FFT prinzipiell
unmoglich ist.
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Ubersicht: Approximation und Interpolation

Ein Grundproblem der Numerik ist die Approximation von
komplizierten Funktionen durch einfachere, wofiir der Wei-
erstra}’sche Approximationssatz die Grundlage bildet. Im
Gegensatz zur Approximation verlangt man bei der Inter-
polation, dass die approximierende Funktion an gewissen
Stellen durch die Daten verlduft.

Funktionen, die sich besonders fiir Approximation und Inter-
polation auf Intervallen [a, b] eignen, sind Polynome

p(x) = apx" + a;171X'171 +...+ax+a

aus dem Vektorraum I7"([a,b]) mit reellen Koeffizienten
ar,k = 0,1,...,n. Ist eine stetige Funktion f auf einem
Intervall [a, b] gegeben, dann heifit p* € IT"([a, b]) mit der
Eigenschaft

If =P e = mi

min -

oin ILf =Pl

das Proximum (Bestapproximierende) von f im Raum der
Polynome vom Grad hochstens n. Ein solches Proximum
existiert immer.

Das Interpolationsproblem: Zu Daten (xi,yr),k =
0, 1,...n einer stetigen Funktion f auf [, b] finde ein Poly-
nom p € IT"([a, b]) mit

pxi) = f(xx) =y, k=0,1,....n,

ist stets 16sbar und das so definierte Interpolationspolynom
ist eindeutig bestimmt.

Mithilfe der Bernstein-Polynome lisst sich nicht nur ein
konstruktiver Beweis des Weierstrafi’schen Approximati-
onssatzes geben, sondern Bernstein-Polynome sind auch die
Grundlage der Bézier-Kurven, die im Computer Aided De-
sign CAD eingesetzt werden.

Bei der Interpolation sind zwei verschiedene Formen von Po-
lynomen wichtig, die Lagrange’sche und die Newton’sche
Interpolationsformel. Die Lagrange’sche Formel hat grofle
theoretische Bedeutung, fiir die Praxis ist die Newton-Form
des Interpolationspolynoms jedoch vorzuziehen. Einerseits
ist die Berechnung von Newton-Polynomen durch die Ver-
wendung dividierter Differenzen stabiler, andererseits ldsst
sich ein neuer Datenpunkt ohne Neuberechnung des gesam-
ten Polynoms hinzufiigen.

Den Interpolationsfehler konnten wir als

(n+1)( )

Ry(fi) 1= 1) = p6) = 0 T
angeben, wobei £ eine Stelle zwischen dem Minimum und
Maximum der Menge {x, Xo,X{,...,X,} bezeichnet und
Wy+1 das Polynom (x —x¢)(x —x;)-...-(x —x,). Diese Feh-
lerdarstellung ist sehr unbefriedigend, da einerseits eine hohe

Ableitungsordnung bendtigt wird, und andererseits die Ab-
schitzung sehr grob ist. Abhilfe leistet die Interpolation auf
den Nullstellen der Tschebyschow-Polynome. Schlielich
konnen wir mithilfe des Fehlers der Bestapproximation
E,(f) = |lf — p*llo und der Lebesgue-Konstante A :=
MaXyefah) O i—o |Li(x)| den Approximationsfehler rigoros
durch

[f = Pllee = (1 + A)E,(f)

abschitzen. In dieser Abschitzung wird keine Ableitungs-
ordnung von f gefordert.

Das Runge-Beispiel bezeichnet die Interpolation der Funk-
tion f(x) = 1/(1 + x?) auf dem Intervall [-5,5] an
den #quidistanten Knoten x; = —5 4+ 10 — 1)/(n — 1),
i =1,...,n. Carl Runge hatte 1901 gezeigt, dass bei wach-
sendem Polynomgrad das Interpolationspolynom zwischen
den Knoten unbeschrinkt wird, und dass die groften Pro-
bleme am Rand des Intervalls auftreten. Dieses Phdnomen,
das die Unbrauchbarkeit des Interpolationspolynoms fiir ho-
he Grade auf dquidistanten Knoten zeigt, wird seitdem als
Runge-Phinomen bezeichnet. Abhilfe schafft die Interpola-
tion auf den Nullstellen der Tschebyschow-Polynome, aber
in der Praxis kann man sich die Lage der Interpolations-
knoten (meistens) nicht aussuchen. Dann helfen nur noch
die Splines. Ganz allgemein sind Splines normminimierende
Funktionen in bestimmten Hilbert-Raumen (Hilbert-Raume
mit reproduzierendem Kern), aber fiir die Belange der Inter-
polation reicht es aus, stiickweise polynomiale Funktionen
auf Intervallen [a, b] zu betrachten. So ist der lineare Spline
einfach die Funktion, die durch lineare Verbindung zwi-
schen den Datenpunkten entsteht. Da der lineare Spline
nicht differenzierbar ist, sucht man nach Splines, die aus
Polynomen hoheren Grades zusammengesetzt sind und bei
denen der Ubergang von einem Teilintervall zum anderen
noch Glattheitsanforderungen geniigt. Wir haben gezeigt,
dass der quadratische Spline wegen seiner Oszillationsei-
genschaften praktisch unbrauchbar ist, aber der kubische
Spline sich hervorragend zur Interpolation eignet. Die Uber-
gangsbedingungen zwischen den Teilintervallen lassen sich
so formulieren, dass der Spline iiberall zweimal differen-
zierbar ist. Die Freiheit an den Rindern kann man je nach
Anwendung ausnutzen. Wir haben den natiirlichen Spline
behandelt, in dem die zweiten Ableitungen bei a und b zu
null gesetzt werden, und den vollstéindigen Spline, bei dem
man diese beiden Ableitungen vorgibt.

Der Satz von Holladay zeigt dann, dass der kubische Spline
optimal ist in einem Funktionenraum mit Halbnorm

1A=

b
/ ()2 d.




Unter der Lupe: Die Hermite-Interpolation

Wenn an den Datenpunkten nicht nur Werte einer Funktion
vorgegeben werden sollen, sondern auch Werte von Ablei-
tungen, dann liefert die Hermite-Interpolation das eindeutig
bestimmte Interpolationspolynom.
Gegeben seien m + 1 Datenpunkte
Aa=Xg<X1 <X <...<Xxp,=2>b

und an jedem Datenpunkt x; seien Werte der n; Ableitungen

;= d{()

gegeben. Dabei bezeichnen wir auch die Funktion selbst
FO = £ als (nullte) Ableitung.

k=0,1,...,n;, —1

Das Hermite'sche Interpolationsproblem
Finde ein Polynom p € IT"([a,b]) mit n :=
(37 ni) — 1, das die Interpolationsbedingungen

k .
PPy =fP i=01.....m,

k=0,1,...,n,»—1

erfiillt, heiit Hermite’sches Problem. Existiert eine
eindeutige Losung des Problems, dann heif3t diese Lo-
sung Hermite’sches Interpolationspolynom.

Die Interpolationsbedingungen stellen n + 1 Bedingungen
dar, aus denen die n 4 1 Koeffizienten von p berechnet wer-
den konnen. Tatsdchlich gilt

Satz Zu Knoten xo < x; < < x, und Ablei-
tungswerten fi(k), i =01,....mk=20,1,....,n;, — 1,
existiert genau ein Hermite’sches Interpolationspolynom p €
" ([a,b]) mitn = (}[gn;) — L. <

Beweis

(a) Eindeutigkeit: Seien p; und p, zwei Hermite’sche In-
terpolationspolynome zum selben Interpolationsproblem,
so gilt fiir ¢ (x) := p1(x) — p2(x)

g®(x)=0, k=0,1,....n; —1,i=0,1,....m

Damit ist x; eine n;-fache Nullstelle von ¢ und somit
besitzt ¢ mindestens Y - ,n; = n + 1 Nullstellen. Da
p1, p2 € II"([a, b]), muss auch der Grad von ¢ kleiner
oder gleich n sein, und damit kann ¢ nur das Nullpoly-
nom sein.

(b) Existenz: Die Interpolationsbedingungen stellen ein li-
neares Gleichungssystem von n + 1 Gleichungen fiir die
n + 1 unbekannten Koeffizienten des Interpolationspoly-
noms dar. Wegen der eben bewiesenen Eindeutigkeit ist
die Koeffizientenmatrix dieses Systems regulidr und be-
sitzt daher eine eindeutig bestimmte Losung. |

Zusammenfassung

Fiihrt man fiir0 <i <mund 0 < k < n; die Hilfspolynome

(x—x) & x—x;\"Y
Lir(x) =
zk( ) k! 1_[ Xi — x;
Jj=0
i
ein, dann lassen sich verallgemeinerte Lagrange-

Polynome L;; rekursiv wie folgt definieren: Fiir k = n; —1
setze L; ,—1(x) = £ p—1(x), @ = 0,1,...,m und fir
k =n; —2,)1,' —3,...,1,0

ni—1

Lig(x) =L (x) = Y €0 (xi) Lip ().

p=k+1

Mit vollstindiger Induktion l4sst sich zeigen, dass fiir die ver-
allgemeinerten Lagrange-Polynome

) 1, fallsi =junds =k
L j—
) = sonst

gilt. Damit ldsst sich das Hermite’sche Interpolationspoly-
nom explizit aufschreiben:

m n;j—1

Z Z ﬁ(k)Lik(x)~

i=0 k=0

p(x) =

Beispiel: Gegeben seien die Daten 0 = xp < x; = 1,
S = £ = -L fi" = =2 f) = £ =0
flm =10, fl(z) = 20. In diesem Fall istalsom = 1, nyg = 2
und n; = 3. Gesucht ist das Hermite’sche Interpolationspo-
lynom p vom Grad nicht hoher als ny + n; — 1 =4. Fiir die
Hilfspolynome erhalten wir

Loo(x) = (1 =x)*, Lor(x) = x(1 —x)°,

l() = 3201~ )"
510(3‘) = xz’ ﬁll(x) = Xz(x - 1)
fa() = 302G =1, () = X 1)

und damit fiir die verallgemeinerten Lagrange-Polynome

1
Loi(x) = x(1—x)*, Lp(x) = Exl(x —1)%
Loo(x) = =3x* + 8x3 —6x2 4+ 1,

Li(x) = —2x* +5x3 — 3x2,

Lio(x) = 4x* —10x> + 7x2.

Fiir das Hermite’sche Interpolationspolynom folgt damit

p(x) = —5x* + 16x> —8x* —2x — 1.
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3 Interpolation - Splines und mehr

Unter der Lupe: Die unglaubliche Geschichte der trigonometrischen Interpolation

Fourier-Reihen und ihre Partialsummen — die trigonome-
trischen Polynome — wendet man bei periodischen Pro-
blemen an. Auch die Entdeckung der schnellen Fourier-
Transformation erinnert stark an eine periodische Funktion,
denn der Algorithmus wurde mehrmals ,,wieder-“erfunden.

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT — Fast Fourier
Transform) zur Berechnung der Koeffizienten trigonometri-
scher Polynome beginnt ihre moderne Geschichte mit einer
beriihmten Verdffentlichung von James William Cooley und
John Wilder Tukey im Jahr 1965. Beide Autoren waren si-
cher davon iiberzeugt, dass ihre Entdeckung des Algorithmus
wirklich neu war, obwohl sie sich in ihrem Artikel auf Vor-
arbeiten von Irving John Good aus dem Jahr 1958 beriefen.
Allerdings haben die Algorithmen von Good einerseits und
Cooley und Tukey andererseits nicht viel miteinander zu
tun. Ein dhnlicher Algorithmus kommt aber schon bei Da-
nielson und Lanczos im Jahr 1948 vor und diese wiederum
beziehen sich auf Arbeiten von Carl Runge (1856-1927)
zu Beginn des 20. Jahrhunderts! Bereits im ersten Lehr-
buch der Numerischen Mathematik, dem Buch ,,Vorlesungen
iiber numerisches Rechnen* von Runge und seinem Schii-
ler Hermann Konig, das im Jahr 1924 erschien, ist eine FFT
fiir eine gerade Anzahl von Daten beschrieben. In England
kann man schnelle Algorithmen zur Berechnung der Fourier-
Transformation auf Archibald Smith (1813-1872) und das
Jahr 1846 zuriickfiithren. Die friiheste Verwendung eines
FFT-dhnlichen Algorithmus in einer publizierten Arbeit geht
zuriick auf den Astronomen Peter Andreas Hansen (1795-
1874) und eine seiner Arbeiten aus dem Jahr 1835. Seit
1835 wurde die FFT also immer wieder er(oder ge-)funden,
dann vergessen und schlieBlich wieder neu erfunden, bis die
Computer so weit waren, dass Cooleys und Tukeys Wieder-
entdeckung im Gedichtnis blieb.

Damit aber nicht genug, denn wir wissen heute, dass der
erste FFT-Algorithmus von Carl Friedrich Gauf3 stammt. Er
erscheint in einer nicht zu Gauflens Lebzeiten publizierten
Schrift mit dem Titel ,,Theoria Interpolationis Methodo No-
va Tractata®, die Gau3 wohl um 1805 geschrieben hat. Die
Arbeit ist fiir uns heute extrem schwer lesbar, zumal Gauf3
sich einer Notation bedient, die die Zeiten (zum Gliick!) nicht
iiberdauert hat.

Die Verwendung trigonometrischer Polynome geht auf
Leonhard Euler (1707-1783) zuriick, der mit reinen Cosinus-
Reihen arbeitete. Durch Eulers Arbeiten inspiriert, grif-
fen franzosische Mathematiker wie Alexis Clairaut (1713—
1765), Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) und Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813) seine Ideen auf. Aus der Feder
von Clairaut stammt 1754 eine erste Formel fiir die dis-

krete Fourier-Transformation fiir endliche Cosinus-Reihen,
die fiir Sinus-Reihen folgte durch Lagrange 1762. Clairaut
und Lagrange arbeiteten an Problemen der Himmelsmecha-
nik; sie wollten den Orbit von Planeten aus endlich vielen
Beobachtungen bestimmen und arbeiteten mit geraden trigo-
nometrischen Polynomen der Periode 1 der Form

n—1
p(x) = Zak cos2wkx, 0=<ux<1.
k=0

Wir wissen, dass Gaufl diese Arbeiten kannte, denn er lich
sich die Werke von Euler und Lagrange zwischen 1795 und
1798 aus, als er Student in Géttingen war. Gaul} 16ste sich
davon, interpolierende Funktionen in gerade und ungerade
zu unterscheiden, und arbeitete mit trigonometrischen Poly-
nomen

N N
px) = Zak cos2mkx + Z by sin 2wk x
k=0 k=1

mit N := (n — 1)/2 fiir ungerades n und N := n/2
im geraden Fall. Gau} erkannte auch die Darstellung (3.57)
der Koeffizienten, die wir heute DFT (Diskrete Fourier-
Transformation) nennen. Dann gibt er einen Algorithmus zur
effektiven Berechnung der Koeffizienten an: Er ist so allge-
mein und michtig wie der moderne Algorithmus von Cooley
und Tukey! Uber die Komplexitit hat sich GauB natiirlich
keine Gedanken gemacht — er hatte keinen Computer aufer
sich selbst zur Verfiigung.

Gauf} fand mit seiner trigonometrischen Interpolation (und
der verwendeten Methode der kleinsten Fehlerquadrate)
nicht nur die Umlaufbahn der Ceres, sondern berechnete
auch die Umlaufbahnen der Planetoiden Pallas, Juno und
Vesta. Diese Arbeiten waren fiir Gaull so wichtig, dass er
seine Kinder nach den Entdeckern der Planetoiden nann-
te: Ceres wurde von Giuseppe Piazzi entdeckt — der erste
Gaul3’sche Sohn (und das erste seiner Kinder) wurde Joseph
genannt. Die Pallas wurde 1802 von Wilhelm Olbers gefun-
den, worauthin Gaul} sein zweites Kind — eine Tochter —
Wilhelmine taufen liel, 1804 entdeckte Ludwig Hardy den
Planetoiden Juno und das dritte Kind hiel Ludwig. Die Vesta
wurde 1807 wieder von Wilhelm Olbers entdeckt, sodass fiir
die 1816 geborene Tochter kein Entdeckername iibrig blieb —
sie wurde auf den Namen Therese getauft. Man spricht heu-
te bei Joseph, Wilhelmine und Ludwig von den Gauf3’schen
Planetoidenkindern. Die jeweiligen Entdecker der Planetoi-
den wurden auch kurzerhand die Paten der Kinder.
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Aufgaben

Die Aufgaben gliedern sich in drei Kategorien: Anhand der Verstdndnisfragen konnen Sie priifen, ob Sie die Begriffe und zentralen
Aussagen verstanden haben, mit den Rechenaufgaben iiben Sie Thre technischen Fertigkeiten und die Beweisaufgaben geben Ihnen
Gelegenheit, zu lernen, wie man Beweise findet und fiihrt.

Ein Punktesystem unterscheidet leichte e, mittelschwere ee und anspruchsvolle eee Aufgaben. Losungshinweise am Ende des
Buches helfen Ihnen, falls Sie bei einer Aufgabe partout nicht weiterkommen. Dort finden Sie auch die Losungen — betriigen Sie
sich aber nicht selbst und schlagen Sie erst nach, wenn Sie selber zu einer Losung gekommen sind. Ausfiihrliche Losungswege,
Beweise und Abbildungen finden Sie auf der Website zum Buch.

Viel Spal3 und Erfolg bei den Aufgaben!

Verstandnisfragen

3.1 ° Welche der folgenden Polynome sind Monome?
(a) x> —2x +1

(b) —42x7

(C) x12

(d)4x —1

32 o Wie heift das Interpolationspolynom zu den Da-

ten (0,3), (1,3), (1.25,3), (4.2,3)?

33 e Die auf [0, 1] definierte Funktion f(x) = 4x* —
3x ist stetig. Wie lautet die Bestapproximation p* € IT4([0, 1])?

3.4 ee In der Definition der Bestapproximation tauchen
Polynome aus dem Raum I7"([a, b]) auf, also solche mit Grad
nicht kleiner als n. Im Weierstra’schen Approximationssatz
wird jedoch die Existenz eines Polynoms aus I1([a, b]), dem
Raum aller Polynome, postuliert. Erkldren Sie diesen Unter-
schied.

Beweisaufgaben

3.5 eee Zeigen Sie die Darstellung I. der dividierten

Differenzen und die Folgerung daraus aus der Hintergrund-und-
Ausblick-Box auf S. 50:

Darstellung 1.

i+k

=i n(xﬂ_xm)

m=i

f[X,',..

Folgerung: Ist w; 1, (x) := ]_[m 1(x — Xp), dann gilt

i+k

=Y

= rwik(xe)

Slxi...

3.6 eee Beweisen Sie die Darstellung II. der dividierten

Differenzen aus der Hintergrund-und-Ausblick-Box auf S. 50:

Ist V(xo, ..., x,) die Vandermonde’sche Matrix, dann gilt
1 1 1
X0 X1 Xn :
. (<))
: S=
x(i)l—l x;l—l x’i1l 1 %
I ] = fxo)  f(x1) S () 2
Or el det V (Xg, -+ -, Xn)
3.7 eee Beweisen Sie die Hermite’sche Darstellung III.

der dividierten Differenzen aus der Hintergrund-und-Ausblick-
Box auf S. 50: Ist die Abbildung u: R” — R definiert durch

Uy = u(ty,....ty) =1 —=t)xo+ (1 —t2)x1 + ...
+ (tnfl - ln)X,,,1 + 1 Xy,
dann gilt
1 1 th—
rlf
f[x0,~~-»xn]:// / (T/ln)d[n...dt].
0
38 o Gegeben sind die n + 1 Daten

(X09 f(x()))v (.X(), f/(xo))v (X09 f//(xo))v cee (X09 f(n)(xo))

Zeigen Sie, dass die Losung des Interpolationsproblems zu die-
sen Daten das Taylor-Polynom vom Grad nicht groBer als n ist.

Rechenaufgaben

39 ee Sie wollen #quidistante Funktionswerte von
f(x) = /x ab xy = 1 tabellieren. Welche Schrittweite % diir-
fen Sie maximal wéhlen, damit ein kubisches Polynom noch auf
fiinf Nachkommastellen genau interpoliert?
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3 Interpolation - Splines und mehr

310 o Berechnen Sie das Langrange’sche Interpolations-
polynom zu den Daten

k|10 1 2

X |0 1 3

fkll 3 2

(a) iiber die Vandermonde’sche Matrix,
(b) mithilfe der Lagrange’schen Basispolynome.

3.11 o Werten Sie das Langrange’sche Interpolationspo-
Ilynom aus Aufgabe 3.10 an der Stelle x = 2 mithilfe des
Neville-Tableaus aus.

312 o Berechnen Sie das Newton’sche Interpolationspo-
lynom zu der Wertetabelle

klof[1]2]3] 4
xe |2]4]6]8]10
filolol1]|o] o

3.13 Berechnen Sie den kubischen Spline, der f (x) =
sin x im Intervall [0, 7r] interpoliert. Benutzen Sie dazu nur die
beiden inneren Punkte x, = 7/3 und x3 = 2x/3. Die Rand-

punkte sind demnach x; = 0 und x4 = 7. Damit ergibt sich die
folgende Datentabelle.

k|1 2 3 4
xXe |0 /3 | 27/3 | n
fil 0| ~3/2]+/3/2]0

Uberlegen Sie sich zuerst, welchen Spline Sie auf Anhieb
verwenden wiirden, den natiirlichen oder den vollstindigen?
Berechnen Sie auf jeden Fall beide Arten von Splines und ver-
gleichen Sie die Ergebnisse.

3.14 ee  Gegeben seien die dquidistanten Daten
i |0 1 2 3 4
xi || 0|2x/5|4n/5 | 67t/5 | 8x/5
fillo] 2 1 2 1

einer auf [0, 2] definierten periodischen Funktion f. Berech-
nen Sie das trigonometrische Interpolationspolynom. Stellen Sie
die gegebenen Daten und das trigonometrische Polynom dar, in-
dem Sie das berechnete Polynom an 2000 Stellen zwischen 0
und 27 auswerten.



Antworten zu den Selbstfragen

Antworten zu den Selbstfragen

Antwort 1 Nein. Ein Proximum muss nach Definition lediglich
den Abstand zwischen sich und einer stetigen Funktion im Sinn
der Supremumsnorm minimieren.

Antwort 2 In (3.16) treten 3 arithmetische Operation auf, 2
Subtraktionen und eine Division. Wie beim Neville-Tableau gibt
es ZZ;}, (n —k) = (n+ 1)n/2 Werte zu bestimmen, also ist die
Komplexitit
3n(n + 1)
2

Antwort 3 Wir haben (3.37) auszumultiplizieren und erhalten
6fi —6fi1 —4S;1Axi_1 —285;Ax;

= 0(n?).

(Axi-1)?
n 12f,‘,1 — 12ﬁ + 65[,1AX,',1 + 65,‘AX,‘,1
(Ax;—1)?
_ 6fi1 —6fi —45;Ax; — 28,11 Ax;
B (Ax;)? .

Fassen wir die linke Seite (gleiche Nenner) zusammen, dann
folgt

6fic1—6fi +28; 1Axi_1 +4S;Ax;

(Ax;_1)?
- 6fi+1 - 6]‘; — 45,’AX,’ - 2Si+1 AX,’
B (Ax;)? ’
und wenn wir nun die gro3en Briiche auflosen, erhalten wir
Jian—fi Si-1 Si
6 +2 +4
(Ax;_1)? Ax;_ Ax;_
_elmi TSy S oS
(AX,’)Z AX,’ Ax,-

Umsortieren liefert

AP S (e L A
Ax,-_l - Ax,-_l AX,’ ! AX,’ i
:6fi+l_fi 6fi_fi—l
(Ax;)? (Axi—1)?

Division durch 2 und Multiplikation mit Ax; Ax;_; liefert das
gewiinschte Ergebnis.

+

Antwort 4 In Schritt Nr. k wird zum Index k der neue Index k
berechnet. Wir simulieren den Algorithmus fiir den Fall n = 4.
Zu Beginn ist

dy = fo/4; k:=0.
Wir beginnen die k-Schleife mit k = 1. Wir setzenm = n/2 =
2,aberdam +k =240 =2 < n = 4 gilt, wird die innere
Schleife (While-Schleife) nicht ausgefiihrt. Wir setzen

ki=k+3m-n=0+3-2—4=2:
dy=dy = fi/4.

Nun setzen wir in der dufieren Schleife k = 2 und berechnen
m =n/2 =2.Indiesem Fall istm + k =242 = 4 = n, also
wird die innere Schleife durchlaufen, in der wirm :=m/2 =1
setzen. Der Test m + k > n fillt nun aber wegen m + k = 1 +
2 = 3 < 4 negativ aus und die innere Schleife wird verlassen.
Nun werden

ki=k+3m—-n=24+3-1-4=1;

dy =d, = f>/4.
Im letzten dufieren Schleifendurchgang ist k = 3. Wieder setzen
wirm =n/2 =2,aberm+k =241 = 3istkleineralsn = 4

und die innere Schleife wird nicht durchlaufen. AbschliefSend
werden

ki=k+3m-n=1+3-2-4=3;
dy = ds = f3/4.

Damit haben wir folgende Tabelle berechnet:

k| (k) (k) k
0| 00 00 0
1|01 10 2
2110 01 1
3111 11 3

und die Bitumkehr ist erreicht.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Neben der Interpolation ist die numerische Berechnung von Inte-
gralen, die ,Quadratur”, eine weitere wichtige Grundaufgabe der
Numerischen Mathematik und sogar &lter als das Integral selbst.
Schon Archimedes hat die Flache unter Kurven berechnet, indem er
die Flache durch einfach zu berechnende Teilflachen dargestellt hat.
In der modernen Mathematik gilt es, nicht nur elementar nicht bere-
chenbare Integrale numerisch zugénglich zu machen, sondern auch
Integrale mit schwierig zu berechnenden Stammfunktionen einfach
und schnell anzundhern. Ein Beispiel fiir die erste Klasse von Inte-
gralen finden wir z. B. im Integral

/ e dx,

das bei der Normalverteilung eine wichtige Rolle spielt. In der
Nachrichtentechnik bendtigt man die Integration der sogenannten

Sinc-Funktion
/ sin x dx.
X

und auch dieses Integral ist nicht elementar integrierbar. Haufig
bendtigt man Fourierkoeffizienten, die als Integrale definiert sind,
oder Fourier-Transformationen. Auch wenn man diese Integrale ele-
mentar integrieren konnte, ist in vielen Fallen der Aufwand so groB3,
dass man eine Quadraturmethode verwendet. Auch fiir gebrochen-
rationale Funktionen mag der Aufwand bei der Integration durch
Partialbruchzerlegung so groB sein, dass man mit einem numeri-
schen Verfahren weitaus besser bedient ist.

Wie schon bei der Interpolation gibt es einen groBen Unterschied
zwischen eindimensionalen und mehrdimensionalen Integralen. Auf
Rechtecken im Zweidimensionalen kann man sich noch mit Produk-
tansatzen von eindimensionalen Quadraturformeln behelfen, aber
schon die Integration auf Dreiecken ist nach wie vor ein weit of-
fenes Forschungsfeld, von allgemeineren Integrationsgebieten ganz
zu schweigen. Wir werden uns daher auf den eindimensionalen Fall
beschranken.

4.1

Wir wollen numerische Verfahren, sogenannte Quadraturre-
geln, fiir Integrale der Form

Grundlegende Definitionen

/hf(x) dx

fiir mindestens stetige Funktionen f: [a,b] — R konstruieren
und mathematisch untersuchen. Eine naheliegende Idee besteht
darin, auf die Definition des Riemann’schen Integrals zuriick-
zublicken und obiges Integral als Folge von Riemann’schen
Summen darzustellen. Dazu konnen wir das Intervall [a, b] dqui-
distant zerlegen, d. h. in m gleich lange Teilintervalle der Linge
h = h}%mita =Xy <X <X2<...<Xx, =>b.InAbb. 4.1
ist m = 8 gewdhlt worden.

y

X2 X3 X5 X6
S arEN=E=g:
L & &4 & &b &

Y

X3

Abb. 4.1 Zerlegung eines Intervalls in Teilintervalle und Auswahl der
jeweiligen Mittelpunkte als Auswertepunkte fiir eine Riemann’sche
Summe

In der Riemann-Summe Z;":_ol S (&) (xj11 — x;) kann man die
& € [xj,xj41] im Prinzip frei wihlen. Wenn wir an der nume-
rischen Niherung fiir das Integral interessiert sind, ist sicher die
Mitte der Intervalle

£ = Xj + Xj41

J T 2

eine brauchbare, weil einfache Wahl. Unbrauchbar wire die
Wahl der Riemann-Darboux’schen Unter- oder Obersumme,
denn dann miissten wir erst noch diejenigen Punkte &; finden, in
denen das Infimum und Supremum (bzw. bei stetigen Funktio-
nen: Minimum und Maximum) der zu integrierenden Funktion
J auf [x;, x; ] liegen. Das heil3t, wir miissten der numerischen
Integration erst eine Kurvendiskussion auf den m Teilintervallen
vorausschicken.

Werten wir nun den Integranden f in der Mitte jedes Teil-
intervalls aus, dann k6nnen wir

b m—1
[ rear~ 2/ (%) (41— )
a - —h

schreiben. Damit haben wir schon unsere erste Quadraturregel
kennengelernt, die Mittelpunktsregel

m—1

OMIfl=h)_ f&E).

J=0

4.1)

Dabei wollen wirjetzt § =a+ (j +1/2)h,j =0,...,m—1
schreiben, was dasselbe ist wie (x; 4-x;41)/2. Die Mittelpunkts-
regel ist bereits eine zusammengesetzte Quadraturregel, wie



Y

Abb. 4.2 Die Mittelpunktsregel ist exakt fiir lineare Polynome, was
man sich geometrisch klarmachen kann

wir sie unten diskutieren werden. Die zugrunde liegende Mittel-
punktsregel auf einem Teilintervall [, b] mith = a + h ist

. . h b
0l111:= QNI = s (a+3) = b-arf (7).

Ist f ein lineares Polynom, also f'(x) = sx+d, dann ist die der
Quadratur zugrunde liegenden Mittelpunktsregel sogar exakt.

Selbstfrage 1

Zeigen Sie durch Integration, dass die Mittelpunktsregel QM
lineare Polynome auf einem Intervall [a, b] = [a,a + h] exakt
integriert.

Die Tatsache, dass lineare Polynome exakt integriert werden,
ist von besonderem Interesse, denn sie gibt uns Auskunft tiber
den Fehler der Mittelpunktsregel. Die Mittelpunktsregel Q%
ist iibrigens lediglich die m-fache Anwendung dieser einfachen
Quadraturregel auf m Teilintervallen einer Zerlegung von [a, b].
Bei stetigem f wird Qll\’.[,in [f] ganz sicher fiir wachsendes m ge-
gen das gesuchte Integral konvergieren, aber eine Frage stellt
sich: Was ist und wie schnell ist die Konvergenz, bzw. mit wel-
cher Genauigkeit haben wir fiir endliches m zu rechnen?

Was ist eine Quadraturregel, welcher Fehler
tritt auf und was soll Konvergenz bedeuten?

Zur Beantwortung dieser Fragen ist es sinnvoll, ein wenig zu

abstrahieren und die Integration als lineares Funktional aufzu-
fassen, d. h. als eine Abbildung

b
Fos 11f] = / Fx)dx

4.1 Grundlegende Definitionen

aus einem Funktionenraum in die reellen Zahlen R. Natiirlich ist
auch die Mittelpunktsregel ein lineares Funktional und erst recht
der Quadraturfehler, den wir fiir das Mittelpunktsverfahren in
der Form

Mi — Mi

R =11f1-0Q"f]
schreiben konnen. Fiir unsere Quadraturregeln wird viel vom
Funktionenraum abhzngen, aus dem f stammt. Hat f weite-
re Eigenschaften, ist es z. B. differenzierbar oder monoton oder

von beschrinkter Variation, so werden sich ganz unterschiedli-
che Fehlerordnungen ergeben, wie wir noch sehen werden.

Quadraturregeln

Ein auf C[a, b] definiertes lineares Funktional
n
Oniilf]:= Zaif(xi)
i=0

heilt Quadraturregel zu (n + 1) Knoten, denn die x; €
[a, b] nennt man Stiitzstellen oder Knoten der Quadratur-
regel, die a; heilen Gewichte.

Der Quadraturfehler oder Rest einer Quadraturregel ist
das lineare Funktional

Rupi[f] = 1[f] = Qutilf]

und wir sprechen von Konvergenz, wenn

Jim Qi1 = 11/]

4.2)

gilt.

Die Idee der Interpolation liefert eine wichtige
Klasse von Quadraturregeln

Unter den zahlreichen moglichen Konstruktionsprinzipien fiir
Quadraturregeln ist das der Interpolationsquadratur besonders
wichtig. Dazu stelle man sich vor, man wiirde f nur an den
n + 1 Stellen xo, ..., x, kennen und diese Stellen mit einem
Polynom interpolieren. Das resultierende Polynom vom Grad n
kann dann einfach integriert werden.

Interpolationsquadratur

Sei p, ein Polynom vom Grad n auf dem Intervall [a, b].
Eine Quadraturregel Q4 heifit Interpolationsquadra-
tur, wenn

Rn+1[Pn] =0

gilt, d.h., wenn Polynome vom Grad n exakt integriert
werden.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

y‘l f

f(b)

fa

fb)

f(a)

-
T Ll
X

a b

Abb. 4.3 Die Rechteckregel mit Funktionsauswertung am linken Inter-
vallrand

Schreiben wir ein Interpolationspolynom in Lagrange’scher
Darstellung (vergl. (3.12))

p() =) f(x)Li(x),
i=0

Dann folgt nach Integration

b

n b
/p(x) dx = Zf(x,-)/L,-(x) dx
i=0 P

a

und wir sehen ein, dass fiir Interpolationsquadraturen die Ge-
wichte gerade durch

gegeben sind.

Der einfachste Fall einer Interpolationsquadratur ergibt sich bei
der Wahl irgendeines Punktes x; € [a, b]. Dann erhalten wir

Oilfl=(b—a)f(x)

und diese Quadraturformel kann Polynome des Grades 0 (also
konstante Funktionen) exakt integrieren. Wéhlen wir jedoch x;
nicht irgendwie, sondern genau in der Mitte,

a-+b
X = s

2

dann integriert diese Formel auch Polynome vom Grad 1 exakt,
denn das ist die Mittelpunktsregel.

Eine weitere einfache Quadraturregel ist die Rechteckregel, bei
der x| := a zu wihlen ist, also

ot = (b—a)f(a).

-
T Ll
X

a b

Abb. 4.4 Die Rechteckregel mit Funktionsauswertung am rechten In-
tervallrand

Ganz analog kann man natiirlich auch x; := b wihlen und erhilt
so die Rechteckregel Q1 = (b — a) f(b).

Beispiel  Sehr interessant ist auch die folgende Inter-
polationsquadratur auf [a, b] = [—1,1]. Sei 0 < ¢ < 1 und drei
Daten (—c, f(—c)), (0, f£(0)),(c, f(c)) seien gegeben. Durch
drei Punkte legen wir ein Polynom

p2(x) =ap+ajx + arx?

vom Grad 2. Aus den drei Interpolationsbedingungen p,(—c) =

f(=c), p2(0) = f(0) und pa(c) = f(c) ergibt sich fiir das
Polynom

Pz(X) — f(O) + f(C) ;f(_C)X
C

LSOO+ f(0)

2¢2

Integrieren wir nun iiber [—1, 1], so ergibt sich

1

1 2 1
[ rnax = 5ot (2= 55 ) FO + 555

-1

2 Os[f].

Nach Konstruktion kann diese 3 Polynome vom Grad 2 exakt
integrieren, aber wenn wir speziell ¢ = 1/+/3 wihlen, dann
ergibt sich die Quadraturregel
1 1
1y2 1y2
3(2) 3(2)

)0 ()

die aber immer noch alle Polynome vom Grad 2 exakt integriert.
<

0s[f]= f(=1/3) + £(1/4/3)



Nach unseren Ausfiihrungen iiber das Verhalten von Interpola-
tionspolynomen macht es wegen der wachsenden Oszillationen
zwischen den Knoten offenbar keinen Sinn, fiir groBe Anzahlen
n von Daten (x;, f(x;)),i = O0,...,n, ein Interpolationspo-
Ilynom vom Grad n zu verwenden, um es dann zu integrieren.
In solchen Fillen bieten sich zusammengesetzte Quadratur-
regeln an. Dabei macht man sich zunutze, dass man inter-
polatorische Quadraturverfahren affin auf beliebige Intervalle
transformieren kann.

Affine Transformation

Es sei O, eine Quadraturregel auf dem Intervall [a, b]
n
Quilf] =) aif(x).
i=0
Die Quadraturregel
- n
Onvilf] = Zaif(fi)
i=0

auf dem Intervall [d',Z] heiflit affin Transformierte von
0,41, wenn

= = b-a
Xi=da+ (x; —a) .
b—a
= b-da
a;, = da;
' b—a

gilt.

Diese Definition ist einfach zu verstehen. Eine affine Abbildung
des Intervalls [a, b] mit Variable x auf ein Intervall [a, b] mit
Variable X ist gegeben durch

X=mx+n

mitm,n € R.Dad = ma +n und b = mb + n gelten miissen,
folgt

b-da

b—a’

X=d+(x—-a)

Also ist dX = Z%de und die Transformation des Integrals ist

damit durch

b b ~ _

~ b-a\ b-a
ff@ﬁ=/f(a+<x—a)b_a) s
’ ~ b ~

b-da _ b-a
:b_a/f(a—l—(x—a)b_a) dx

a

(4.3)

4.2 Interpolatorische Quadraturen

gegeben. Die Gewichte a; der Quadraturregel auf [a, b] miissen
also auf [a, b] mit dem Faktor 7= versehen werden.

Selbstfrage 2
Man transformiere die Quadraturformel Q5[ f] = 322 f(=c)+
(2 362) f(O)—i-%zf(c) 0 < ¢ < 1,vom Intervall [—1, 1] affin

auf ein beliebiges Intervall [a, b] Wie sieht die Quadraturformel
im konkreten Fall [@, b] = [0, 2] aus?

Mithilfe der affinen Transformation konnen wir nun ganz allge-
mein zusammengesetzte Quadraturen definieren.

Zusammengesetzte Quadraturverfahren

Es sei 0,4 eine Quadraturformel auf dem Intervall [0, 1].
Die affin Transformierten auf den Teilintervallen
—1

l[a+ih,a+ G+ 1Dh], i=0,1,....m

von [a, b] mit h = bezeichnet. Dann

heif3t

b=t seien mit Q) ]

m—1
. (@)
Qn+l,m = Z in+1
i=0

die durch m-fache Anwendung der Quadraturformel Q,, 4,
entstandene Quadratur. Ein zusammengesetztes Quadra-
turverfahren entsteht durch m-fache Anwendung dersel-
ben Quadraturformel Q.

Beispiel Nach (4.1) ist die Mittelpunktsformel auf [a, b] ge-
geben durch

ML= h Z £,
wobeih = Z%undx; ;=a+ (G +1/2)h,i =0,...,m—1,

m
gilt. Die M1ttelpunktsformel ist, wie wir bereits wissen, eine zu-
sammengesetzte Quadraturformel Q| ,,. Die m-fach verwendete
Quadraturformel auf [0, 1] ist offenbar

Oilf1= f(1/2). E

4.2 Interpolatorische Quadraturen

Wegen ihrer groen Bedeutung wollen wir uns intensiver mit
interpolatorischen Quadraturen befassen, die auf die Klasse der
Newton-Cotes-Formeln fiihren.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Interpolatorische Formeln entstehen durch
Integration von Interpolationspolynomen

Gegeben seien n + 1 Daten (x;, f(x;)),i = 0,...,n mit
a=Xxg<Xx <...<Xx,=>0b,

sodass x; = a+ih mit der Schrittweite & := (b—a)/n gilt. Das
eindeutig bestimmte Interpolationspolynom p,, vom Grad nicht
hoher als n zu diesen Daten ist in Lagrange’scher Form gegeben
durch

pa) = 3 Fx)Li(x)

i=0
mit den Lagrange’schen Interpolationspolynomen
n

Litx) =[] =

j=o Xi T Xj
G

Durch Integration erhalten wir

b

n b n
[ ey =3 e [ Liar =Y af e
i=0 a i=0

a

mit den Gewichten

b

a; :/Ll-(x)dx, i=0,...,n.

a

Fiir n = 1 erhalten wir mit xo = a und x; = b

b
x—>b 1 1
= dx = —x*—b
o /a—b * a—b(2x x)

a

1 1, 1,
a_b(‘#’+“b‘§“)

b

a

1 ) a h
“ Y = Ty
bx—a 1 1, b
a, = b_adx: - (Ex —ax)a
a
_b—a_h
T2 2

und damit die Formel

bh—
— (f@+ fb).

03'1f1:=

Diese Formel heif3t Trapezregel. Der Name leitet sich davon ab,
dass Q1'[f] den Flicheninhalt des Sehnentrapezes angibt, das
in der Abb. 4.5 zu sehen ist.

Q)

fa)

-
T Ll
X

a b

Abb. 4.5 Die Trapezregel nihert den wahren Fldcheninhalt durch die
Fldche des roten Trapezes an

Schon fiir n = 2 werden die Integrationen zur Bestimmung
der Gewichte sehr uniibersichtlich, weshalb man zu einem Trick
greift. Da ja

x=a-+hs

mit s € [0,n] geschrieben werden kann und x; = a + hi, ver-
wendet man die neue Variable
X—a

h

S =

und erhiélt so

Dann gilt fiir die Gewichte
b n
a; = /L,-(x)dx = h/l//,-(s)ds,
a 0

denn dx = A ds und fiir x = a ist s = 0 und fiir x = b erhalten
wir s = n.

Diese einfacheren Integrationen konnen wir im Fall n = 2 ein-
setzen und erhalten fiir die Gewichte

2 2
-1 s=2 h
aozh/(s)j.gjds:af(sz—3s+2)ds
0 0

h(1 3 2 h/8 h
= (=22 425)| =% (=2-6+4)=-,
2\3 2 o 2\3 3

2
-0 s-2 4
alzh/S 3 ds = =h,
1-0 1-2 3
0
; 0 1
azzh/S_ A ds = —
2—-0 2—-1 3

0



Beispiel: Die zusammengesetzte Trapezregel

Wirklich sinnvoll wird die Trapezregel in der Praxis, wenn
man sie als zusammengesetzte Trapezregel verwendet. Wir
wollen aus der Trapezregel diese zusammengesetzte Trapez-
regel herleiten und ihre Genauigkeit in einem numerischen
Test untersuchen. In der Praxis sagt man oft einfach ,, Trapez-
regel*, wenn man die zusammengesetzte Trapezregel meint.

Fiir eine spéter benotigte graphische Darstellung des Quadra-
turfehlers bemerken wir, dass ein exponentieller Zusammen-
hang y = ax”, a > 0, nach Logarithmierung in logy =
loga + blog x iibergeht. Verwenden wir also die neuen Va-
riablen X := logx, ¥ := logy, dann wird aus einem
exponentiellen Zusammenhang ein linearer: Y = loga+bX.

Problemanalyse und Strategie Dazu zerlegt man [a, b]
durch a = xp < x1 < < X, = b und trans-
formiert die Trapezregel affin auf jedes der Teilintervalle
[xi,xix1],i =0,1,...,m—1.Die Zerlegung sei dquidistant,
d.h.h:= Xit1 — Xi fiir i :0,...m—1.

Losung Die zusammengesetzte Trapezregel ergibt sich aus

zTr Z QTT(I)
m—1

ZX:H

m— 1

= Z (f () + f (i)

“(fO) + (i)

= E[f(x0)+f(xl)+f(xl)+f(x2)+~--
R f(xmfl) + f(xm)]
h
= S/ @+2f () +...
1 1
= [Ef(a) S e S ) + 5f(b)] .
Achtung: Beachten Sie, dass wir zwei verschiedene Zerle-

gungen betrachten, deren Knoten wir in beiden Féllen mit x;
bezeichnen, denn:

+ 2/ (Xm-1) + f(b)]

fA

4.2 Interpolatorische Quadraturen

Bei der Herleitung einer interpolatorischen Quadraturregel
bezeichnen die Knotena = xg < x; < ... < x,, = b die In-
terpolationspunkte. Bei den zusammengesetzten Regeln wird
ein Intervall [a, b] zerlegtina = xo < x; < ... < x;, = b,
wobei die vorher hergeleitete Quadraturregel nun affin auf je-
des der Teilintervalle der zweiten Zerlegung abgebildet wird.
Wiirden wir diesen Missbrauch der Notation nicht begehen,
miissten wir immer mit den TildegroBen d@, b, X; usw. aus der
Definition der affinen Transformierbarkeit arbeiten, was in
der Praxis sehr listig ist und daher vermieden wird.

Nach Konstruktion muss QZ,; [f] lineare Polynome exakt
integrieren, und zwar fiir alle m. Betrachten wir die Funk-

tion f(x) := 2x + 1 auf [a,b] = [0,2], fiir die [; (2x +
Ddx = x2+x|§ =
ten wir Qflr[Zx + 1] =
03" [2x + 1] = 6.

6 gilt. Schon fiir m = 1 erhal-
6 und in der Tat gilt fiir alle m:

Betrachten wir nun f'(x) := e* auf [a,b] = [0, 2]. Es gilt
f02 e'dx = ¥} = e — 1 & 6.38905609893065.

Wir berechnen fiir verschiedene m den Wert der zusam-
mengesetzten Trapezregel fiir die Flache und den jeweiligen
Fehler | Q;anq [e¥]— (e* — 1)|. Im folgenden Bild ist der Fehler
iiber der Gitterweite 7 = 2/m in einem doppelt logarithmi-
schen Diagramm zu sehen.

10
@ +
3 1 ]
=
[5)
a9
%
T 01t il
=
£
=
g o001} ]
Q
-
0.001 | ]
0.0001 w w w w
0.0001  0.001 0.01 0.1 1 10

Logarithmus von h

Die Fehlerkurve, hier bestehend aus Kreuzen, ist eine Gera-
de, d. h., der Fehler verhilt sich wie |QZTr [e]— (-1 =

O(h*), wobei die Potenz k die Steigung der Geraden im dop-
pelt logarithmischen Diagramm ist. In unserem Fall zeigt die
durchgezogene Vergleichsgerade k = 2 und damit kdnnen
wir die numerische Konvergenzgeschwindigkeit als qua-
dratisch bezeichnen.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Die damit gewonnene Quadraturformel
0511 = 5/ () + 4/ () + f(x3)
h b
=3 (f(a) +af (%) T f(b))

heiflit im deutschen Sprachraum Kepler’sche Fassregel und im
angelsidchsischen Simpson’sche Regel. Weil im Fall dieser Re-
gelh = (b—a)/2 gilt, ist

0ilf1= "5 (r@+ar (“7) + ).

Wir konnen nun unsere eben entwickelte Technik einsetzen, um
weitere interpolatorische Quadraturformeln zu gewinnen, die
wir im ndchsten Abschnitt zusammenstellen wollen.

Die geschlossenen Newton-Cotes-Formeln sind
die bekanntesten interpolatorischen
Quadraturen

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gelernt, wie ein In-
terpolationspolynom vom Grad nicht gréfer als n zu einer
Quadraturregel Q4 fiihrt. Wir fassen unser Vorgehen zusam-
men.

Geschlossene Newton-Cotes-Formeln

Eine Quadraturregel @, heifit geschlossene Newton-
Cotes-Quadraturregel (oder Newton-Cotes-Formel),
wenn sie von der Form

Quiilfl:=hY i f(x)

i=0

ist mit Gewichten

Ist s so gewihlt, dass 0; := so;,i =0, ...,n, ganze Zah-
len sind (d. h., s ist der Hauptnenner der rationalen Zahlen
o; ), dann schreibt man Newton-Cotes-Formeln auch in der
Form

Qualf1= 223 o/ (x).
i=0

n

Der Grund, diese Formeln als ,,geschlossen® zu bezeichnen,
liegt einzig und allein in der Tatsache, dass die beiden Endpunk-
te @ und b stets Interpolationsknoten sind. Die Mittelpunktsregel

ist keine geschlossene Newton-Cotes-Formel, denn der einzige
Interpolationspunkt ist der Mittelpunkt des Intervalls [a, b]. Die
Mittelpunktsregel ist eine offene Newton-Cotes-Formel. Wir
werden die offenen Formeln noch genauer untersuchen.

Lemma Fiir die Gewichte von geschlossenen Newton-Cotes-
Formeln gilt stets

n
Zai =n. <
i=0

Beweis Ist die zu interpolierende Funktion f(x) = 1, bzw.
sind alle n + 1 Daten (x;, 1),i =0, ..., n, dann folgt wegen der
Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms p, (x) = 1 und damit

b

/p,,(x)dx =b—a.

a

Andererseits ist aber nach Konstruktion der geschlossenen
Newton-Cotes-Formeln

b

[ paorax =iy e s =
i=0

a

b —

n
a
n E o,
i=0

woraus die Aussage des Lemmas folgt. |

Wir haben bereits die Trapezregel und die Simpson’sche Regel
als geschlossene Newton-Cotes-Formeln kennengelernt. Diese
und weitere geschlossene Newton-Cotes-Formeln sind in der
folgenden Tabelle aufgefiihrt.

| n o; ns | Name
11 1 2 | Trapezregel
211 4 1 Simpson-Regel
3113 31 8 | 3/8-Regel
417 32 1232 7 90 | Milne-Regel
511975 5050 7519 288 | (kein Name vergeben)
6412162727227 21641 | 840 | Weddle-Regel

Selbstfrage 3

Wie groB ist der Fehler, wenn die Funktion f (x) = 4x3—2x2+
16x — 5 mit der Weddle-Regel numerisch integriert wird?

Eine einfache Theorie gibt uns eine Darstellung
des Quadraturfehlers

Wir hatten als Rest einer Quadraturformel in (4.2) die Grof3e

Runi[f1=11f]= Qunilf]



definiert, die man auch als Quadraturfehler bezeichnet. Fiir
alle geschlossenen Newton-Cotes-Formeln stehen einfache Feh-
lerformeln zur Verfiigung, die sdmtlich aus der Darstellung des
Interpolationsfehlers (3.22) kommen.

Fiir n = 1 haben wir die Trapezregel

b

b —
0:lf1= [ mixrax =224 (r @ + £ b

a

erhalten, die auf einem linearen Interpolationspolynom p; ba-
siert. Der Fehler ist in diesem Fall

b
Rlf = [ fax =220 @+ S 6)

b
- / (f () = p1(x)) dx.

Fiir n = 1 erhalten wir aus (3.22) die Darstellung des Interpola-
tionsfehlers

S
21 7

S ) = pix) = (x —a)(x = b)

wobei £ € [a,b] und wir die Existenz der zweiten Ableitung
von f voraussetzen miissen. Damit ergibt sich fiir den Quadra-
turfehler

b
Rif1 =5 [—a—bf @

Zur Integration ist es wieder hilfreich, die Variable mithilfe von
x = a+hs zu wechseln. Dannistdx = hdsunds = (x—a)/h
und wir erhalten

b

Rifl =5 [(c=atc=b)f @

a

1
= gf”(g)/hs(a + hs — (a + h))ds
0

ko, h%s3 K252
=3/ (T - T)

1

0
h3 ”

Auf die gleiche Art und Weise konnen wir alle weiteren Feh-
lerdarstellungen der geschlossenen Newton-Cotes-Formeln be-
rechnen und damit unsere obige Tabelle vervollstindigen.

4.2 Interpolatorische Quadraturen

n o] ns |Rn+1[f]| Name
h’ M Trapez-
1|1 1 2 Ef & regel
/R Si B}
T @ 1mpson
211 4 1 6 90f &) Regel
3.,
313 31 8 0 F®(E) | 3/8-Regel
8h’ Milne-
O £ 1ine:
417 32 1232 7 90 945f &) Regel
27517 (kein
5(1975 5050 7519 288 | ——— O (&) | Name
12096 vergeben)
o’ Weddle-
= r® cddle
6412162727227 21641 | 840 1400f & Regel

Diese Fehlerdarstellungen haben natiirlich einen offensichtli-
chen Mangel, nimlich die Bedingungen an die Differenzierbar-
keit von f. Wir werden noch eine weitaus subtilere Methode
zur Bestimmung von Resten mithilfe von Peano-Kernen ken-
nenlernen, aber zunichst sind noch ein paar Worte zu unseren
geschlossenen Newton-Cotes-Formeln notig.

Newton-Cotes-Formeln mit geradem n sind
stets zu bevorzugen

Ein Blick auf unsere letzte Tabelle mit den Fehlertermen unse-
rer Newton-Cotes-Formeln zeigt uns, dass fiir n = 2 bereits die
gleiche Fehlerordnung O(/3) erreicht wird wie im Fall n = 3.
Ebenso erreicht die Quadraturformel mit n = 4 schon die glei-
che Fehlerordnung O(/”) wie die Formel fiir n = 5. Das gibt
zu der Vermutung Anlass, dass bei geradem 7 ein gewisser Ord-
nungsgewinn zu erwarten steht, den wir nun allgemein beweisen
wollen.

Zu Beginn wollen wir aber eine heuristische Betrachtung anstel-
len. Jede Newton-Cotes-Formel mit n 4+ 1 Punkten ersetzt den
Integranden durch ein Polynom vom Grad hochstens n, d. h., es
lasst sich noch das Monom x" exakt integrieren. Fiir gerades n
ist x" symmetrisch und die n + 1-Punkte liegen ebenfalls sym-
metrisch. Daher diirfen wir erwarten, dass Fehler sich wegen
ihrer unterschiedlichen Vorzeichen aufheben. Diese Heuristik
machen wir nun rigoros.

Dazu bezeichnen wir wie in Kap. 3, Gleichung (3.22) das Stiitz-
stellenpolynom mit

Wpr1(x) = (x—=x0) - (x —x1) ... - (x — Xxp),
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88 4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

fiihren aber die Variablensubstitution x = xq + ¢4 durch. Damit Beweis

ergibt sich (a) Mit der Transformation x = x + th (vergl. (4.4)) geht Teil

On1(x) = (th) - ((¥o — 1) +1h) - (60— 2) +1h) - .. (@) tberin: Sei £ + 1 ¢ N-mit0 <7+ 1 < 3. Dann gilt
N’ ———
==h ==2h |7rn+1(t + 1)| < |7rn+1(t)|~
v (o — xp) +th) ) ) )
— Wenn ¢ + 1 ¢ N gilt, dann ist auch ¢ < n nicht aus N und
——nh C 1 . .. X
wir kdnnen wie folgt abschitzen:
=t t-1)-(t=2)-...-(t—n)
(). @.4) Tp1 (F + 1)‘ _ |+ DH@e=1-...-c=n+1)
Tp41(2) OHeE—-1-...-(t—n+1)(t—n)
Damit kénnen wir nun einen wichtigen Hilfssatz beweisen. e+l e+l
T lt=n| |n-—t
Lemma Ist x; := # = xo + 5h, xo = a, x, = b, dann t+1 - 2
gilt fiiralle £ € R _(n—i-l)—(t—i-l)_(n—i-l)—(%)
a)nJrl(x% + g) = (_1)n+lwn+l(x'7Z - E) 4.5) = ! < 1.
< 1+ 2
. . . o (b) analog (a). L
Beweis Mit der Transformation (4.4) geht (4.5) iiber in
Wir benétigen nur noch einen weiteren Hilfssatz, um die Genau-
o ( n T r) — (=)' o (E _ r) igkeit der Newton-Cotes-Formeln mit geradem n untersuchen
"2 "2 ' zu konnen.
wobei der Parameter T den Abstand von n/2 angibt. Die Funk- )
tionen 7,41 (/2 — t) und 7,1 (n/2 + 7) sind beide Polynome Lemma  Es sei
vom Grad n + 1 in 7. Nach Konstruktion haben sie die gleichen x
1 Nullstell
me ulistetien -QnJrl(X) = /wnJrl(E)dE'
r=22_12_2 -2 a
22 2 2

Dann gilt fiir gerades n:

(a) Qn+l(a) = Qn+l(b) = 0!
(b) £2,11(x) >0, a<x<b. <

G+7)=G+9)(G-1)+9)
b1 —4+t)=(=4+7) - ((=— z)-
EAN) 2 2 Beweis
(-3 (G- ) -~
) ) (a) Aus der Definition von £2,.; folgt sofort £2,.1(a) = 0.

n n n Nach (4.5) ist der Integrand in £2,,.1(b) fiir gerades n anti-
Tn+1 (5 - T) = (2 ) : ((‘ - 1) - T) ) symmetrisch um den Mittelpunkt des Integrationsintervalls,

n_, n daher gilt £2,.1(b) = 0.
) ((E - ) - r) ((5 —n) - T) (b) Wir bemerken, dass a = Xg, X1, X2, ..., Xq_1, X, = b die

einzigen Nullstellen von w1 (x) sind und das @, (x) fiir
genijgt ein Blick auf den Leitkoefﬁzienten, der den konstanten gerades n ein ungerades Polynom ist. Nehmen wir nun ein
Faktor (—1)"*" ergibt. u X <a,z.B.x = a—emite > 0, dann erhalten wir mit der
Transformation (4.4)

Damit konnen sich die beiden Polynome aber nur um einen kon-
stanten Faktor unterscheiden. Wegen

A
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Ein weiteres wichtiges Hilfsresultat ist das folgende.
wn+l(x) = hn+177i1+1(t)

Lemma Es sei x definiert wie im vorhergehenden Lemma. und aus x = a — ¢ folgt 1 = —&/h, also

n,,_H(t):—%'<—%—1)‘...'<—%—n)

) ) ) und als Produkt einer ungeraden Anzahl negativer Zahlen ist
(b) Firxy <§ <bund§ # x;.j =0,1,....n gilt das Ergebnis negativ. Wir schlielen also

(@) Fira <§+h<xgund§ #x;,j =0,1,...,ngilt

|wny1(5 + )| < |wys1(8)]. (4.6)

|wn1()| < |wns1(E + ). <« wp+1(x) <0, x <a.
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Daher muss w,41(x) > 0 im Intervall @ < x < x; seinund einmal stetig differenzierbar. Mit partieller Integration folgt
Wyt1(x) < 0im Intervall x; < x < Xx, usw. Nach (4.6) dann
des vorstehenden Lemmas ist aber der negative Beitrag von

Wy+1(x) im Intervall [x;, x,] dem Betrag nach kleiner als der dQ,,+1 (x)
positive im Intervall [a, x,]. Daher ist Ron[f] = X0, X, x]dx
a
2p01(x) >0, a<x<x. = 2,1(x) - fIx0r- 2 X0, X1
Auf diese Weise deckt man das gesamte Intervall ¢ < x < o d d
xz ab. Fiir den Bereich x1 < x < b verwendet man einfach N n1(X) - af[x"’ oo X x] dx.
4.5). |
Nun kénnen wir uns dem Quadraturfehler bei Newton-Cotes-  Weil 2n41(@) = $2,41(b) = 0 (Lemma auf S. 88) verschwindet
Formeln mit geradem n zuwenden. der erste Term. Es bleibt also
Aus (3.22) wissen wir, dass der Interpolationsfehler eines Inter- d
polationspolynoms p, durch Rui[f]= _/ 21 (x) - af[XO’ ceos X, X]dx.
F () = pp(x) = @pp1 (x) - ARG In Kap. 3 hatten wir in (3.21) iiber die Ableitung der dividierten
(n+1)! Differenzen die Beziehung
gegeben ist, wobei fiir die Zwischenstelle £ gilt: 4 Flx0s oo Xno X] = f[X0 ... X, X, X]
min{x, Xo, ..., X,} < § < max{x, Xo,...,X,}. bewiesen. Wie in (4.7) sieht man, dass
n+2
Weiterhin entnehmen wir (3.25) die Fehlerdarstellung — SO EE)
f [XO9 Xn ’ ) X]
(n +2)!
S ) = pu(x) = 01 (x) - fx0, .o X, X] gilt, d. h., wir haben schlieBlich eine Fehlerdarstellung der Form
mit der dividierten Differenz f[xo,...,X,,x]. Da beide Aus- f("+2) E)
driicke den Fehler angeben, muss also gelten R 2 d
g g n+1[f] / n+l( ) ( +2)| <
S EW) )
Slxos . o xn, x] = W, (4.7)  erreicht. Nach Voraussetzung ist f**+? noch stetig, d.h., mit e
' dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt o
wobei die Zwischenstelle natiirlich von der Lage von x abhéngt. b Q
Schreiben wir nun noch etwas kompliziert F ()
Rupilfl=—"—=7 [ “nr1(x)dx
(n+2)!
- d-QnJrl(x) 4
Opp1(x) = ———, L : :
dx fiirein n € (a, b). Wenden wir auf das verbliebene Integral noch

einmal partielle Integration an,
dann konnen wir mit (3.25) den Quadraturfehler in der Form
b

b
h /1 'Qn+1(X) dx = x.Q,,+1(x)|s _/Xw dx
Rualf1 = 111= Qualf] = [ = putoldn J R

und beachten, dass £2,.1(a) = £2,+1(b) = 0 (Lemma auf

b S. 88) gilt und dass 222100 — ¢, ., (x) ist, dann folgt schlief-
= /w,H_](x)'f[xo,...,xn,x] dx lich
a b b ( )
X
[ d2,1(0) / $n1(x) dx = / X "“
4y flxos..., Xy, x]dx v
a
schreiben. Wir nehmen an, dass f mindestens n + 2 stetige == / X+ @41 (x) dx
Ableitungen zulidsst, d.h., f[xo, ..., x,,x] ist nach (4.7) noch a
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und dieser Ausdruck ist positiv, da £2,,,1(x) > 0ina < x < b.
Damit haben wir gezeigt:

Satz ilber den Quadraturfehler geschlossener Newton-
Cotes-Formeln mit geradem n (erste Fassung)

Sei n gerade und f besitze noch eine stetige (n + 2)-te
Ableitung. Dann gilt

Kus1 - ()

Rinlf] =~

, a<n<b

mit
b

Ky = /x.a)“](x) dx < 0.

a

Mit anderen Worten: Die Newton-Cotes-Formeln integrieren fiir
gerades n nicht nur Polynome vom Grad hochstens n exakt, son-
dern Polynome vom Grad hochstens n + 1.

Man sieht die Genauigkeit dieser Quadraturregeln noch besser,
wenn man wieder auf die Variable x = x-+¢/ transformiert und
so den Quadraturfehler explizit von der Schrittweite 4 abhidngig
macht. Diese Transformation macht sich nur in K,,;; bemerk-
bar. Da wir diese Transformation bereits mehrmals verwendet
haben, benutzen wir (4.4):

Wp 41 (x) = hn+lnn+l (l)

mit 7, 1(¢) = t(t — 1)(t —2)...(t — n). Damit bewirkt die
Transformation in K, wegen dx = hdt

Kosr = / (0 + LI 74 (1) Bt
0

n n

= xoh”+2/nn+1(t)dl +h”+3/t7rn+1(t)dt.
0 0
Nun ist aber 77,1 (t) = h~'""w,,(x) und daher
n b

/ﬂn+l([)dt = hilin/wwrl(x)dx

0 a
=" 2y ()
= h_l_n(QnH(b) — 2411(a)).

Da wir in einem Lemma auf S. 88 gezeigt haben, dass im Fal-

le von geradem n die Funktion £2,,,1 an den Réndern a und b
verschwindet, bleibt von K, nur noch

n
K, = hn+3/tﬂn+l(t) dr =: hn+3Mn+l
0

tibrig. Damit ldsst sich der Satz {iber den Abschneidefehler
geschlossener Newton-Cotes-Formeln mit geradem 7 in einer
anderen Fassung wie folgt angeben.

Satz ilber den Quadraturfehler geschlossener Newton-
Cotes-Formeln mit geradem » (zweite Fassung)

Sei n gerade und f besitze noch eine stetige (n + 2)-te
Ableitung. Dann gilt

Mt SO g

Roi[f]= TR

, a<n<b

mit
n

Mn+1 = /tﬂn+1(t) dr < 0.
0

Den Vorteil geschlossener Newton-Cotes-Formeln mit geradem
n (also mit einer ungeraden Anzahl n 4+ 1 von Quadraturpunk-
ten) sollte man nutzen, insbesondere soll man beachten, dass bei
einer solchen Formel mit geradem n die Hinzufiigung eines wei-
teren Knotens nichts bringt, d. h., man sollte zur Verbesserung
der Genauigkeit stets zwei neue Knoten addieren.

Mit den gleichen Mitteln, wie wir sie zum Beweis genutzt
haben, kann man zeigen, dass geschlossene Newton-Cotes-
Formeln mit ungeradem n nur Polynome vom Grad hochstens
n exakt integrieren. Wir wollen uns den Beweis etwas genauer
ansehen, formulieren aber erst das Ergebnis.

Satz ilber den Quadraturfehler geschlossener Newton-
Cotes-Formeln mit ungeradem

Sei n ungerade und f besitze noch eine stetige (n + 1)-te
Ableitung. Dann gilt

Kui1 - [0 ()

Rn+1[f]:—(n+1), , a<n<b
_ Mn+l ° f("+l)(77) i hn+2
(n+ 1)!

mit
b

K, = /x-a),,+1(x) dx <O,

a
n

M, = /nn(t)dt <0.
0

Den Beweis dieses Satzes wollen wir uns unter der Lupe
anschauen und damit alle Beweisschritte kompakt zusammen-
fassen, mit denen man die vorausgegangenen Resultate erhilt.
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Unter der Lupe: Geschlossene Newton-Cotes-Formeln mit ungeradem n

Wir beweisen den Satz iiber den Quadraturfehler geschlosse-
ner Newton-Cotes-Formeln mit ungeradem n vollig analog
zum Satz {liber den Quadraturfehler geschlossener Newton-
Cotes-Formeln mit geradem n.

Wir wissen schon, dass w,4; im Intervall [b — h, b] von ei-
nerlei Vorzeichen ist, denn die einzigen Nullstellen von wj, 4+
sinda = xp < x1 <...< X,_1 < X, = b. Den Quadratur-
fehler schreiben wir daher in der Form

b—h

mﬂvh3/%HQVhw”mmﬂw

a
b

+ / Wnt1(x) f[x0, ... X, x] dx
b—h

und wenden auf das zweite Integral den Mittelwertsatz der
Integralrechnung an:

b—h
R,il[f] = /a)n+1(x)f[x0,...,xn,x]dx

“ b
VAU

(n+ !
b—h

Um das erste Integral zu bearbeiten schreiben wir

+ Wy (x)dx, b—h<mn <b.

X

%Hmzuwmexsmmzfmmw
und erhalten so ¢
b—h

/a)n+1(x)f[x0,...,xn,x]dx

“ "o

:/%(f[xo,...,x,,,l,x]—f[xo,...,x,,]),
X

a

wobei wir die Definition (3.16) der dividierten Differenzen
verwendet haben. Da n ungerade ist, gilt das Lemma auf
S. 88 fiir £2,,, d.h., es gilt £2,(a) = £2,(b — h) = 0, oder

fabfh % dx = 0, womit der zweite Teil des eben be-

handelten Integrals verschwindet, denn f[xo, ..., x,] isteine
Konstante. Das bedeutet

b—h

/ W1 (X) flxo, ..., X, x]dx

a

b—hdQ
- / "(x)f[xo, e Xp—1, X] dx.
dx

a
Wie schon zuvor wenden wir partielle Integration an und er-
halten wegen §2,,(a) = §2,(b —h) =0
b—h

d$2,(x)
/ dx flxo, ..

 Xp_1,x]dx

a

b—h
d

=— / 2,(x) - — flxos ..., Xp—1,x] dx.
dx

Wieder verwenden wir (4.7), %f[xg,...,xn_l,x] =
fIxos-..,Xu_1,x,x] und schlieBen mit (4.7) auf
1l ] £ (E(x))
X0, e Xp_1, X, X|] = ¥——22,
0 " (n + 1)!

Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung lie-
fert schlieBlich

b—h
d
— / 2,(x) - — flxo,. .., Xy—1,x]dx
dx
a

_ S0

b—h
TFE] / 2,(x)dx, a<mn<b-—h.

Fassen wir unsere Rechnungen zusammen, dann haben wir
fiir den Quadraturfehler die Darstellung

b—h
(n+1)
Rl ==L [0, ax

b—h
= _(Af(n+l)(nl) + Bf(n+1)(n2))

mit
b

1
A= —m / (,()thl(.x) dx,

b—h
| b—h
= m/gn(x)dx

a

erreicht. Da x = b grofte Nullstelle von w,; ist und weil
wyi1(x) > 0 fiir x > b, muss w,,1(x) < 0 im Intervall
[b — h, b] sein. Damit ist aber A positiv. Die Positivitit von
B folgt aus Lemma auf S. 88, denn n ist ungerade (wie n + 1
im Fall n gerade). Ist f”'*+1 stetig auf [a, b], dann gibt es
einen Punkt 7 € [y, 2] mit

Runilf1=—(A+ B) f" V().

Mit partieller Integration kdnnen wir noch etwas Ordnung
schaffen,

b—h b—h
[ o= 2.6 -pi - [ 2
N e
a =0 a
und erhalten schlieSlich ,
1
A + B = —m/a)nﬂ(x)dx.

a
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Warum haben zusammengesetzte
Newton-Cotes-Formeln nicht dieselbe Ordnung
des Quadraturfehlers wie die zugrunde
liegenden Formeln?

Wir haben bereits zusammengesetzte Quadraturformeln iiber
affin Transformierte einer Quadraturformel auf Teilintervalle
definiert und insbesondere die zusammengesetzte Trapezregel
an Beispielen getestet.

Bei der Trapezregel ist n = 1, wir erwarten also nach der
entwickelten Theorie einen Fehler der Ordnung ©(/3), wobei
h = (b — a) gilt. Bei der Anwendung der zusammengesetzten
Trapezregel im Beispiel auf S. 85 auf die e-Funktion haben wir
numerisch aber nur eine quadratische Ordnung erzielt. Woran
liegt das?

Gehen wir die Frage zuerst heuristisch an: Der Fehler einer aus
m Quadraturformeln zusammengesetzten Formel sollte das m-
fache des Fehlers der zugrunde liegenden Quadraturformel sein,
also bei der Trapezregel m - O(h3). Da aber m mit 1~ skaliert,
istm - O(h*) = h~' - O(h®) = O(h?). Diese Uberlegung wird
durch die folgende Analysis bestitigt.

In jedem Teilintervall [x;, x; ] ist der Fehler der Trapezregel
W3 /12 f7(&), & € (xi, Xi41), also gilt in der Summe

07 /1- / f(x)dx—z " e

Z — (&),

12h

wobei in der letzten Gleichung mh = b — a verwendet wurde.
Ist f” stetig auf [a, b], dann folgt aus

m—1

min f"(§) < — Z f"(E) < max £(§)

die Existenz eines & € (min; &, max; &), sodass f7(§) =
% Z;n;ol £ (&) gilt. Damit erhalten wir fiir den Quadraturfehler

@ =ow?

n2(b — a)
— (4.8)

b
] - / Fx)dx =

und wir erkennen, dass die zusammengesetzte Trapezregel tat-
sdchlich von zweiter Ordnung ist.

Die Simpson’sche Regel oder Kepler’'sche Fassregel ist
05'[f1 = L(f(a) +4f (“EL) + f (b)), d.h., in jedem Teil-
intervall [x;, x;41] einer Zerlegung a = xp < x; < ... <
X, = b gibt es drei Quadraturknoten und daher ist 7 =

(xi+1 — x;)/2. Der Quadraturfehler ist O(/°). Die zusammen-
gesetzte Simpson-Formel ist dann

m—1

> 03If]

i=0
(f(x,) +4f(m) T f(x,-+1))

AS[ [f]

m—1

. Z Xz+1
Xi +Xl+1
(f(a) 23 f +4Zf(—)),

i=1 i=1

und wie oben erkennt man

h(b a)

o).

——— 9 = (4.9)

0:Si1f] [ Fx)dx =

Herleitung der offenen Newton-Cotes-Formeln

Man kann zeigen, dass sich die Quadraturfehler der offenen
Newton-Cotes-Formeln genau so verhalten wie diejenigen der
geschlossenen Formeln. Fiir Details verweisen wir auf die
Hintergrund- und Ausblicksbox auf S. 93. Dann iiberrascht es
nun wohl auch nicht, wenn man die Koeffizienten offener For-
meln ganz analog zu denjenigen der geschlossenen Formeln
ausrechnet. Wir parametrisieren die Knoten durch

b—a
n+2

x=a+sh, se[-1,n+1], h=

und fiihren den Parameter s als neue Variable ein,

xX—a
T T
Das i-te Lagrange’sche Basispolynom ist dann
n .
Li(x) = Li(a + sh) = ;(s) := Hf:j.
j=0
#i

und die Koeffizienten der offenen Formel berechnen sich aus

b n+1

a; :/L,-(x)dx:h_[ ¥i(s)ds.

a

Man vergleiche mit der Berechnung der Koeffizienten fiir ge-
schlossene Newton-Cotes-Formeln!

Im Fall » = 0 kennen wir schon eine offene Newton-Cotes-
Formel, die Mittelpunktsregel. Das Lagrange-Polynom L, hat
den konstanten Wert 1 und wir erhalten mith = (b —a)/2

aozh/ds:Zh:(b—a),
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Hintergrund und Ausblick: Der Quadraturfehler offener Newton-Cotes-Formeln

Die Klasse der offenen Newton-Cotes-Formeln verhilt sich
beziiglich ihrer Quadraturfehler vollig analog zu den ge-
schlossenen Formeln. Die Newton-Cotes-Formeln, die wir
bisher diskutiert haben, nennt man geschlossene Newton-
Cotes-Formeln, weil die Intervallenden a und b auch Stiitz-
stellen sind. Ldsst man diese Forderung in [a, b] fallen, erhlt
man die offenen Newton-Cotes-Formeln.

Wie bei den abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln defi-
niert man

X, =xp+ih, i=0,...,n,
jetzt allerdings verwendet man als Schrittweite

b—a
n+2

und als Endpunkte fiir die Integration

xXo=a+h,
X, =b—h.

Man bezeichnet die Endpunkte mit x_; := a bzw. x,.1 = b.
Alle Quadraturpunkte xo, . . . , x, stammen damit aus dem In-
neren des Intervalls (a, b), was die Bezeichnung als ,,offene*
Newton-Cotes-Regeln rechtfertigt.

Die Grofle £2,,+1 aus dem Lemma auf S. 88 wird ersetzt durch

X

Ju(x) = / O () dx.

a

Man beachte, dass J, ;1 von §2,,, verschieden ist, denn bei
offenen Newton-Cotes-Formeln ist ja a < xo und b > x,.
Allerdings beweist man wie im Lemma auf S. 88 J,,.1(a) =
Jor1(b) = Ound J,41(x) < Ofira < x < b. Ganz
analog zu den Beweisen fiir die geschlossenen Newton-
Cotes-Formeln beweist man die Sitze {iber den Quadratur-
fehler.

Satz iiber den Quadraturfehler offener Newton-
Cotes-Formeln mit geradem n

Sei n gerade und f* besitze noch stetige (n + 2)-te Ab-
leitung. Dann gilt

JKe
Rosilf] = (nTj)!f("“)(n),

_ Mn+1 ° f("+2)(77) hn+3
(n +2)!

a<é<b

mit
b
Ky = /x-w,,+1(x)dx > 0,
a
n+1

M, = t-m,(t)de > 0.

Satz iiber den Quadraturfehler offener Newton-
Cotes-Formeln mit ungeradem n

Sei n ungerade und f besitze noch stetige (n + 1)-te
Ableitung. Dann gilt

K,
Ronlf] = oo /) a<g<b
_ Mn+1 . f("+1)(77) hn+2
(n+ 1)
mit ,

Ky = /a),,+1(x) dx > 0,

a

n+1

Mn+] = / 7Tn+](t)dt > 0.
-1

93

Kapitel 4




94

A
)
°
=.
1)
=Y

4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden
was auf die Mittelpunktsformel
Olf] = (b —a)f(xo)
fiihrt.
Firn = 1 folgtmith = (b —a)/3

2

aozh/(s)_idSZ—h (%sz—s)
1 -
3h

s
2

-0 1

2 ds = h =s?

1-0 2
1

2
a) = h
J —1
3h
>
was auf die Quadraturformel
3h
Qlf1= —(f(x0) + f (x1))
fiihrt. Fiir n = 2 erhalten wir mith = (b —a)/4

3
aozh/

1

3
s—0s5s—2 4h
alzh/m ds = ——

—ls—2d _8h
102973

5%

(e}

1-2 37
1

und wir erhalten

011 = 5000~ f() 42/ ().

Selbstfrage 4
Die Summe der Koeffizienten der obigen Quadraturformel ist

S 4n 8h_

4h.
3 3+3

Warum ist das so und was sagt das iiber die exakte Integrierbar-
keit gewisser Funktionen aus?

Die Fehlertheorie, die wir fiir die geschlossenen Newton-Cotes-
Formeln entwickelt haben, geht bei den offenen Formeln genau
so durch. Wir stellen daher die ersten offenen Formeln mit den
entsprechenden Fehlertermen zusammen.

Offene Newton-Cotes-Formeln

Firh = (b—a)/(n + 2), xo < § < X, erhilt man die
folgenden offenen Newton-Cotes-Formeln mit ihren zuge-
horigen Fehlertermen.

s R
0 2hf (xo) B
1 3(f(xo) + f(x1)) E )
2 LQf(0) - fO) +2f () B FOE)
3 L1 f(x0) + f(x1) + fx) +

11 f(x3)) %f(“) ®)

4 S f(x0) — 14f(x)) +

261 (x2) — 14 (x3) + 11 f(xg)) 4L £O(g)
5 k(611 f(xo) — 453 f (x1) +

562 (x2) + 562 f (x3) —

453 f(x4) + 611 f (x5)) %f(ﬁ)(g)

Wir sehen, dass die Mittelpunktsregel und die Regel fiirn = 1
die gleiche Fehlerordnung aufweisen, was unsere Theorie be-
stitigt. Schon die Formel fiir » = 2 hat ein negatives Gewicht;
wir werden diese Tatsache gleich besprechen. Offene Newton-
Cotes-Formeln spielen in der Praxis der numerischen Quadratur
keine grof3e Rolle wegen der negativen Gewichte. Man verwen-
det sie nur, wenn es an den Rindern a und b Singularitéiten in f
gibt, die man gerne vermeiden mochte.

Positivitat der Gewichte ist eine wichtige
Eigenschaft

b;“oi in der Tabelle der

Ein Blick auf die Gewichte o; = ==

geschlossenen Newton-Cotes-Formeln auf S. 86 zeigt, dass sie
samtlich positiv sind. Jenseits der Weddle-Regel fiirn > 6 treten
jedoch negative Gewichte auf. Bei den offenen Newton-Cotes-
Formeln treten negative Gewichte schon bei viel kleineren Ord-
nungen auf. Quadraturformeln mit negativen Gewichten werden
in der Praxis nicht oder nur mit grofer Vorsicht verwendet, da

man Ausloschungseffekte befiirchten muss.

4.3 Eine Fehlertheorie mit
Peano-Kernen

Wir haben bereits die Fehler |R,, ([ f]| einiger Newton-Cotes-
Formeln mithilfe der Darstellung des Interpolationsfehlers ge-
wonnen. Hier werden wir nun eine auflerordentlich elegante
Fehlertheorie kennenlernen, die nicht auf Quadraturen allein an-
wendbar ist, sondern allgemein auf die Approximation linearer
Funktionale. Diese Theorie geht auf Peano zurtick.



Peano-Kerne bieten eine Moglichkeit zur Analyse ganz unter-
schiedlicher Verfahren und Problemstellungen aus der Numerik,
indem Fehlerdarstellungen einheitlich formuliert werden kon-
nen. Das ist nicht nur in der Theorie der Quadraturverfahren so,
sondern immer dort, wo lineare Operatoren auftreten, also auch
in Interpolation und numerischer Differenziation.

Peano-Kerne erlauben die Darstellung des
Quadraturfehlers

Wir verfolgen nun eine einfache Idee, die weitreichende Aus-
wirkungen hat. Die Taylor-Reihe einer Funktion f hat die
Darstellung

fx) =

mit dem Taylorpolynom p, vom Grad n zum Entwicklungs-
punkt xo und dem Restglied r,. Bekannt sind die Restglieddar-
stellungen von Lagrange und Cauchy, hier bendtigen wir jetzt
jedoch eine andere Darstellung.

Dn(X:X0) + 74 (X5 X0),

Satz (Taylor-Formel mit Integralrest) Sei f: [¢,b] > R
eine (s + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, s € Ny und
Xo € [a, b]. Dann gilt fiir alle x € [a, b] die Taylor-Formel mit
Integralrest

S x)

mit dem Taylor-Polynom vom Grad s

Xs: f(k)(—XO) (x = Xo)k

= k!

= py(x;x0) + r5(x: X0)

ps(x;x0) =

und dem Rest

num—/”

Beweis Wir beweisen das Restglied durch Induktion iiber s.
Fiir s = 0 erhilt man

f(‘“)(t)dt <

ﬂﬂ=mmmeMm®=ﬂm+/f@w,

also den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung. Der
Induktionsschritt s — s 4 1 geschieht mithilfe partieller In-
tegration, wobei wir f als (s + 2)-mal stetig differenzierbar
voraussetzen. Wir erhalten

Ps+1(x;5x0) + rq1(x; X0)

%f@@ iy [0

(+n'ﬂHW”m

X0

4.3 Eine Fehlertheorie mit Peano-Kernen

(s+1)

= ps(x;x0) + %(x —XO)SH

=0 (x F)
- @+D!f+(0 / ()
—pwxw+ﬁl—l—ﬂ”%x)

’ (s + 1)!
+r«mxw——9%}§%ﬁ—f“+”uw
= ps(x;x0) + re(x:x0) = f(x),

was zu beweisen war. [ |

Die folgende Theorie basiert auf Abschitzungen des Integral-
restes, wie im folgenden Hauptsatz fiir Peano-Kerne deutlich
wird. Da die Taylor-Formel mit Integralrest unabhéngig von ir-
gendwelchen Quadraturformeln gilt, findet man die Theorie der
Peano-Kerne auch auBlerhalb der Quadraturtheorie, und zwar
immer dann, wenn lineare Funktionale zu untersuchen sind.
Hier konzentrieren wir uns jedoch auf die Anwendungen bei
Quadraturformeln.

Wir benétigen die folgenden Abkiirzungen fiir positiv abge-
schnittene Potenzen:

1 firu>0
u?r:: % firu =0
0 firu<0O
und fiirr > 1
; u” firu>0
u' =
+ 0 firu <O.

Damit konnen wir die Peano-Kerne definieren.

Peano-Kern

Es sei Q4 eine Quadraturformel mit der Eigenschaft
R,41[p] = O fiir alle p € IT°~!([a, b]), d.h., Polynome
vom Hochstgrad s — 1 sollen durch @, 1, exakt integriert
werden. Wir schreiben dafiir auch R, ;[[7°~'] = 0. Dann
heiflt die Funktion

AN |
xwmm:mﬂﬁ;&ﬁ

GO (4.10)

der s-te Peano-Kern.

Die Punktschreibweise bedeutet, dass das Funktional
R, auf die Variable wirkt, die mit dem Punkt gekenn-
zeichnet ist.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Quadraturformeln, die nicht einmal fiir konstante Polynome ex-
akt sind, besitzen keinen Peano-Kern. Ist eine Quadraturformel
exakt fiir p € IT*~!, aber nicht fiir alle ¢ € IT*, dann besitzt die
Quadraturformel genau s Peano-Kerne K, K>, ..., Kj.

Das wichtigste Resultat iiber Peano-Kerne ist folgender Satz.

Hauptsatz iiber Peano-Kerne

Es gelte R, [[T°'] = 0. Besitzt f eine absolut stetige
(s — 1)-te Ableitung, dann gilt

b
Runlf] = / FORK,(x) dx.

Kommentar Eine Funktion f: [a,b] — R heifit absolut
stetig, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir jede
paarweise disjunkte Familie (a;,b;) C [a, b] von offenen Teil-
intervallen gilt:

n n
Dlai—b)<s = Y [fb)-fla)l<e
i=0 i=0
Absolut stetige Funktionen sind stetig und von beschrinkter

Variation, daher fast iiberall differenzierbar. Eine Funktion ist
von beschrinkter Variation auf [a, b], wenn die totale Variation

TV(f) = sng |f (i) = ()]
i=1

fiir alle Zerlegungen Z = {x|,...,X,} mita = xo < x; <
. < x, = b endlich ist. <

Beweis Wir verwenden Taylors Formel mit Integralrestglied
bei der Entwicklung von f um den linken Intervallrand a,

/ £ ) 1),

Wenden wir darauf R, ; an, dann bleibt

Rus: / £ )

denn der Rest fiir das Taylor-Polynom vom Grad nicht hoher als
s — 1 verschwindet nach Voraussetzung. Wir miissen nur noch
zeigen, dass wir die Restbildung mit dem Integral vertauschen
diirfen. Nun ist R,y = I — Q4. Fir I verwendet man den

f@) =

Zf“‘)( oo

n+l[f 1)' s

Satz von Fubini zur Vertauschung der Integrale und fiir Q,, ist
die Vertauschung offensichtlich:

R, 1[f] = Run /f(s)( )( x)l)‘ “
= (s)

=1 /f Wi

— Onsi /f(s)() )1)' d

//f(‘)() Shar | a:

n S )
—Zak/f“( )—( S

a
b

:/ FOx )/( 1; dz | dx

s )
/f()(x)Za —1),d

a

/ FO) / €

a

(0!
1; dz _Zak(s——l)T dx.

k=0

Also gilt

b . s—1
Rylf] = /f<s)(x)Rn+1 [%} dx. [ |

a

Einige wenige wichtige Eigenschaften der Peano-Kerne fassen
wir im folgenden Satz zusammen.

Satz Fiir die Peano-Kerne K; einer Quadraturformel Q,
lassen sich folgende Aussagen treffen:
1. Es gilt

s>2 = K (a)=Kb)=0. (4.11)

Ist xp > a, dann K (a) =
2. Es gilt die Darstellung

0. Ist x, < b, dann folgt

(b—x)s 1
st (s— £

K(x) = Zak(xk—x)s L 412



3. Weiterhin gilt die Darstellung

S 1)°
Koy = O - )1), Zak(x—xk)f L@
4. K, e C52,
5. Esgilt
Kon(x) = — / K, (€) dt. @.14)
a <
Beweis

1. Die Behauptung folgt sofort aus der Definition (4.10).

2. Dies ist nichts anderes als eine ausgeschriebene Version von
(4.10),denn Ry 1 =1 — Oy

3. Wegen

(b—x)

du
s!

b
(a—x)* (u — x)~!
- B / (s —1)!

1 n .
= E ar (xx — x)
(s —=1D)! =

ist diese Behauptung dquivalent zu 2.
4. Das sieht man aus 2.
5. Dies folgt sofort aus 2. |

Selbstfrage 5
Beweisen Sie den Satz iiber die Berechnung der Riemann-
Stieltjes-Integrale in der Lupe-Box auf S. 98

Mit diesen Eigenschaften der Peano-Kerne konnen wir nun eine
Variante des Hauptsatzes beweisen, die fiir Fehlerabschitzungen
sehr niitzlich ist.

Satz Es sei R, [[T°] = 0. Ist f im Fall s = 0 stetig und
sonst ) von beschrinkter Variation, dann gilt

b
Runlf] = / Ko (1) df O ().

Das auftretende Integral ist ein Riemann-Stieltjes-Integral, das
wir in der Lupe-Box auf S. 98 vorstellen. <

Beweis Wir unterscheiden fiir den Beweis zwei Fiille.

1. s = 0. Das Stieltjes-Integral existiert, da f als stetig voraus-
gesetzt wurde und K; von beschrinkter Variation ist. Eine
partielle Integration liefert

b b
/ K@) df () = K10 ), — / £ dKy ().

4.3 Eine Fehlertheorie mit Peano-Kernen

Aus (4.13) ergibt sich fiir s = 1

Ki(x)=a—x+ de(xk —x)%
k=0

=—(x—a)+ S(x)

mit ()],

i Xi+1)

der Hohe a; . Ist xg = a, dann S(a+0)—S(a) = ap— K, (a).
Fiir x, = b ganz analog. Damit haben wir nun

b
Ki(0) £ (b) — K1 (@) f (@) — / F(x) K ()
= Ki(b) S (b) — K1(@) f (@)
b b

—/f(x)d(x—a)—/f(x)dS(x)

b n
:/f(x)dx—zakf(xk)

p k=0
= I[f|—Qn+1[f] = Rn+l[f]'

2. s > 1.In diesem Fall besitzt f eine (s — 1)-te absolut stetige
Ableitung und nach dem Hauptsatz gilt

b

Ruailf] = / FOCOK, (x) dx.

a
Nach (4.14) gilt dK 1 (x) =
b

- / FO) Ko ().

a

—K(x) dx, also ist

Ryn[f] =

Nun fiihren wir eine partielle Integration durch und beachten
(4.11), was auf

b
Ruilf] = / Ky () d 7O )
fiihrt. ‘ |

Dass man auch mit Standardabschédtzungen wichtige Fehler-
schranken mithilfe der Peano-Kerne beweisen kann, zeigt das
folgende Lemma.

Lemma Die auftretenden Peano-Kerne mogen existieren. Ge-
niigt ¢~V einer Lipschitzbedingung, dann gilt

b

[Rus1[f] = SUP SO | 1K) dx. (4.15)
‘CE a
Ist £ von beschrinkter Variation, dann gilt
[Rua[/1] = Varg (f) max [Koi (). (4.16)

= Zi:o ay (man beachte die Definition
von ui{). Die Funktion S hat an den Stellen x; also Spriinge

97

<
o
=
o
S
4




98

A
Q
o
=
L
S

4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Unter der Lupe: Das Riemann-Stieltjes-Integral

Wir benotigen hier eine Erweiterung des Riemann-Integrals,
die man Riemann-Stieltjes-Integral nennt.

Im 19. Jahrhundert studierte der niederldndische Mathema-
tiker Thomas Jean Stieltjes (1856—1894) die Verteilung von
Massen M; auf der reellen Achse und ihre Verteilungsfunk-
tion v, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.

M
M, M, M3 !

a= Xxo xi1 X2 X3 X
4

Mi+ Mo+ Ms+ My
*r— 0

Mi+ M+ M3
M+ M,
o

*——>o

| | | | |
a= xo X1 X2 X3 X4

Die Masseverteilung ist eine unstetige, stiickweise konstante
Funktion, wobei wir vereinbaren wollen, dass die Funkti-
onswerte der Verteilungsfunktion an den Sprungstellen die
rechtssseitigen Grenzwerte sein sollen.

Betrachten wir die reelle Achse ab a als Hebel mit Drehpunkt
a = xp, dann konnen wir nach dem Drehmoment fra-
gen, das eine bestimmte Massenverteilung ausiibt. Die Masse
im Teilintervall [x;_;, xx] ist gegeben durch die Differenz
v(xr) — v(xg—1) der Verteilungsfunktion. Den Angriffspunkt
der Masse wollen wir uns in einem Punkt & mit x;_; < & <
X vorstellen, sodass das Teilmoment gerade

((xx) — v(xr-1)) - &k

betragt (Masse x Hebelarm). Bei n Massen erhilt man fiir
das Drehmoment also eine Summe der Form

> 00a) = vlu) - .

k=1

Stieltjes ging einen Schritt weiter: Er wollte Funktionen der
Punkte & betrachten, also sogenannte Riemann-Stieltjes-
Summen der Form

D 0(x) = vl)) - f (&),

k=1

wobei wir die Massenverteilung als ,,Gewichte* der Funkti-
onswerte f (&) deuten konnen. Betrachten wir diese Summe
als Riemann’sche Summe, dann wiirde die Verfeinerung
||Ax| — oo der Zerlegung die Definition des Integrals

b
/ () dv(x)

rechtfertigen.

Ist v differenzierbar, dann folgt mit dem Mittelwertsatz der
Differenzialrechnung fiir eine Stelle x;_; < n; < xi

D FE) ) = v(xk1))

k=1

= 3" FEDV 1) ok — 61,
k=1

also konnen wir doch

b n
[ e = tim S FE0 e - oo
Y k=1

b
:/f(x)v/(x)dx

folgern. Damit ist schon (heuristisch) alles gezeigt, was wir
im Folgenden benotigen.

Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals

Seien f und v zwei beschriankte Funktionen auf dem
Intervall [a, b],a = xg < x; < ... < X, = b eine Zer-
legung des Intervalls und / eine Zahl, sodass fiir alle
&> 0und x;_; <& < x;eind > 0 existiert mit

<é&

D FE ) =) — 1
k=1

fiir alle Zerlegungen von [a,b] mit |xx — x4—;| <
8, dann heilit f Riemann-Stieltjes-integrierbar und
man nennt

b
I := /f(x) dv(x)
a
das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich v.

Wir fassen nun zusammen, wie man Riemann-Stieltjes-
Integral berechnen kann, wenn v differenzierbar ist.

Berechnung von Riemann-Stieltjes-Integralen

Ist f stetig und v differenzierbar, sodass v auf [a, b]
Riemann-integrierbar ist, dann gilt fiir das Riemann-
Stieltjes-Integral

b b
/f(x) dv(x) = /f(x)v’(x) dx.

Ein rigoroser Beweis dieses Satzes ist nicht schwierig und
findet sich in der Selbstfrage auf S. 97.




Beweis Die erste Ungleichung folgt einfach

b . .
(0(¥) x| = supege | £ (][] g d. Die zweite
Ungleichung folgt aus einer Ungleichung fiir Stieltjes-Integrale,
die man in der Literatur findet,

aus

b
[ re0deeo| < max roNatee.

Wir werden gleich an einem Beispiel sehen, wie unterschied-
liche Voraussetzungen an f zu durchaus unterschiedlichen
Fehlerabschitzungen fiihren konnen.

4.4 Von der Trapezregel durch
Extrapolation zu neuen Ufern

Die Trapezregel ist vielleicht die am besten und lidngsten un-
tersuchte Quadraturregel unter allen bekannten Quadraturver-
fahren. Daher finden wir zu dieser Regel detaillierte Untersu-
chungen zu ihrer Verbesserung, die in der rechnerischen Praxis
angewendet werden. Unser Ziel ist das Romberg-Verfahren,
das aus der Trapezregel durch Extrapolation entsteht, aber be-
vor wir diese Begriffe kldren konnen, haben wir noch etwas
Vorarbeit zu leisten.

Die zentrale Idee: Wie man die Trapezregel
besser macht

Wir wollen den Fehler der Trapezregel nun sehr viel genauer
ansehen als zuvor. Zentrales Hilfsmittel dazu ist ein wichti-
ges Resultat, das von Leonhard Euler (1707-1783) und Co-
lin Maclaurin (1698-1746) unabhiéngig voneinander gefunden
wurde.

Die Euler-Maclaurin'sche Summenformel

Essei £ € N und g € C**%([0,1]) eine reellwertige
Funktion. Dann lautet die Euler-Maclaurin’sche Sum-
menformel

/g(t)dt @ + @ (4.17)
0
: BZk 2k 2k
+ 3 G (620 - 0)
- —Bz” 2_gll(E), 0<E<l.

(20 +2)!

4.4 Von der Trapezregel durch Extrapolation zu neuen Ufern

Die By, sind dabei die sogenannten Bernoulli-Zahlen. Die
ersten vier Bernoulli-Zahlen mit geradem Index sind

1 1 1 1
B B 30

und alle Bernoulli-Zahlen mit ungeradem Index k& > 3
sind null.

Diese merkwiirdige Formel hat nicht nur verschiedenste An-
wendungen in der Mathematik, sondern man findet sie auch
unter demselben Namen in ganz verschiedenen Formen. Thren
Beweis wollen wir spéter unter der Lupe ansehen.

Fiir unsere Anwendungen wollen wir auch eine etwas ande-
re Form dieser Summenformel herleiten. Dazu wenden wir sie
nicht auf das Integral fol g(t)dt an, sondern sukzessive auf
j;.lH g(t)de fiiri = 0,1,...,m und summieren anschlieBend
iiber /. Dafiir miissen wir natiirlich g € C**2([0,m]) voraus-
setzen. Schreiben wir das mal hin:

1

[ewa=£2 1+ £0
0
14
- %éﬂ“”(sl), O<fi<l
2
g g
/g(t) df==—=+=-
1
14
3 % CHD(g), 1<& <2,
/ gltydt = =——+=——
m—1
: sz gk @k=1)
Z (2k)| (m—1) = g™V (m))
- %gm“’(ém% M=l <G <m.

Bei der Summation dieser Gleichungen fillt auf, dass die Ter-
me g(1)/2,2(2)/2,...,g(m — 1)/2 doppelt auftauchen. Die
Summation der Summen ergibt eine Teleskopsumme, in der

nur noch Y4 _, B (g% (0) — g@*~(m)) ibrig bleibt. Bei
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Beispiel: Die Peano-Kerne der Mittelpunktsformel

Wir wollen fiir eine einfache Quadraturregel die Peano-
Kerne explizit berechnen.

Problemanalyse und Strategie Wir nutzen dazu die oben
entwickelte Theorie und insbesondere (4.13).

Losung Wir betrachten die zusammengesetzte Mittel-

punktsformel
n—1

OIS 1=h>" f(x0)
k=0
mith = (b—a)/nund xp = a+ (kK + 1/2)hk =
0,...,n — 1. Schreiben wir die Mittelpunktsformel in der
Form QY [f] = S b ak f (xx), dann ist a; = h fiir alle
k=0,1,...,n—1.

Zur Berechnung der K verwenden wir (4.13):

@=x)  (-1)

K(¥) = —— = 5 ];Oak(x —x0)

also K (x) = a—x—i—ZZ;})h(x—xk)g. Fiir x € [a, x¢) sind
alle (x—xk)& = 0, daher folgt K| (x) = a—x, x € [a,X).
Fir x € (xp,x1) ist (x — xo)& = 1, aber alle anderen
(x—xx)% =0fiirk =1,....,n— 1, also

1
Kl(x):a—x—l—h:—x—l—(a—{—h):—x—{—i(xo—l—xl),

vergl. die Abbildung. Nun betrachten wir den Fall x €
(x1, x2). Offenbar ist in diesem Fall (x—x()%, = (x—x)% =
1, wihrend (x — xz) = O fiirk = 2,...,n — 1 gilt. Damit
erhalten wir

1
Kl(x):a—x—i-Zh:—x—i-(a+2h):—x+§(x1 + X2).

So geht es offenbar weiter bis x € (x,_, x,,_1). Fiir den letz-
ten Abschnitt x € (x,_,b] sind alle (x — x;)% = 1 und
damit folgt

b—a
Kix)=a—x+nh=a—-x+n =b—x.
Insgesamt erhalten wir also firk =0,...,n —2
a—x; x € [a, xo)
Ki(x) = {=x + 3(xk + Xk41): X € (Xk, Xpg1)
b—x; Xe(xn—l»b]

fiir den ersten Peano-Kern. Was aber geschieht an den Kno-
ten x € {xg,X1,...,x,_1}? Ist x = Xxq, dann liefert (xo —

x0)%. = 0% = 1 und alle anderen (xo — x;)%. = 0. Es folgt
Ki(xg) =a—xo+ %h = 0, siehe wieder die Abbildung. Fiir
x = xpist (x; —x0)% =1, (x; —x1)% = 0% = 1 und alle
weiteren (x; — x;) sind null, also

h
K](X]) =da— X +2§ = 0,

und so weiter. Damit wird unsere Darstellung des ersten
Peano-Kernes vollstindig. Firk = 0,...,n — 2 gilt:

a—x; x € [a, xo)
1 .
Ko=1"" + 5Ok + Xk41)s X € (Xk, Xge1)
b — x; x € (x,_1,b]
0; X € {Xxg,..., Xn_1}

Fiir den zweiten Peano-Kern ergibt sich nach (4.13):

n—1

Kx(x) = %(a —x)" =Y h(x —x0)}
k=0

und wieder miissen wir Fallunterscheidungen vornehmen.
Fiir x € [a, xo) sind simtliche (x —x;)} = 0, also K>(x) =
%(a — x)2. Wir sehen sofort, dass man auch x = x; einsetzen
darf. Fiir x € [xg, xk+1],k = 0,...,n — 2 erhilt man nach
kurzer Rechnung wie oben

1 1 2
K (x) = 3 (—x + E(Xk + xk+1))

und fiir x € [x,-;,b] ergibt sich K>r(x) = 1(b — x)*
Insgesamt ergibt sich damit der zweite Peano-Kern fiir alle
k=0,...,n—-2zu

5@ —x)% x € [a, xo]
Ko(x) = {3 (—x + $(xc + xk+1))2§ X € [xp, Xyl
%(b—x); X € [xn_1,b]

Nun wird unsere Miihe belohnt! Es ist leicht zu sehen, dass
die Schranken |K(x)| < h/2, |K>(x)| < h*/8 gelten. Da-
mit erhalten wir aus (4.16)

. h . h? ,
(R = Svarf. |RYLF1] < 5 Vars f
und aus (4.15)

~ h
[RYLA1 = -5 swp |f.

x€la,b)

i h2 /"
[RMf]| < (b —a)= sup |f"].
24 \can)

Je nach Voraussetzung an f ist die zusammengesetzte Mit-
telpunktsregel also eine Methode erster oder zweiter Ord-
nung.




der Summe der Reste — Y/ (fgfzz), g+ (&) finden wir we-

gen der Stetigkeit von g®*? ein 0 < £ < m, sodass

-1 B B
— 3 B gC () = — B g CU) () i dieses &
gilt (Mittelwertsatz). Insgesamt ergibt sich

m—1 i+1

Z/g(t)dt /g(l‘)dt

IO ey 5
‘. By

i Z o ( (2k— D(0) — (2k—1)(m))

- —(jzfr*;)!mg@“z)(g), 0<&<m.

Stellen wir noch etwas um, dann erhalten wir

g()

2 b+ g0m)

-1 o
A gm—=1)+ 5

m

¢
B _ _
— /g(t) dr + k; (2_;")‘ (g(2k ”(m) _g(2k 1)(0))

0

B
+ &mgem) )

20 1 2)! 0<g<m

Auch diese Formel wird in der Literatur oft als Euler-
Maclaurin’sche Summenformel bezeichnet. Die linke Seite
dieser Form sieht nun schon fast so aus wie die zusammenge-
setzte Trapezformel fiir g. Uns fehlt nur noch eine Variablen-
transformation vom Intervall [0, m] auf ein allgemeines Intervall
[a,b], die wir durch x(¢) = a +th mit h = (b —a)/m,
t € [0,m], erreichen. Dann wird aus der linken Seite fiir

f(x) = g(t(x)) =g (*3*)

f(a)

b
HO g f e+ f el 23

QZTr [f1= D) +—=

Das Integral auf der rechten Seite transformiert sich wegen

dx = hdt zu
b
L feya
h/ x)dx,

denn fiir t = O ist x = a und fiir ¥ = m erhalten wir x =
b. Fiir die erste Summe auf der rechten Seite rechnen wir die
Ableitungen um:

f@=g(=—).
Sl = (xh ).

_ _ /X —a
f(2k D_p 2k+1g(2k 1)( - )

4.4 Von der Trapezregel durch Extrapolation zu neuen Ufern
also
(2k—1)

g — h2k—lf(2k—l)

Der Restterm (521*22 mg @2 (&) transformiert sich daher wegen

m = (b—a)/h 2 G5 R 2 f O (), a < < b. Mul-

tiplizieren wir nun noch alles mit /2, dann sind wir angekommen:

Darstellung der zusammengesetzten Trapezregel

Ist f € C**2([a,b]),h = (b—a)/mund x; = a +ih,
i =0,...,m,dann gilt die Darstellung

o5 f]= / f(x)dx (4.18)

Boy
+Z 2k (22)' (f(Zk 1)(b)_f(2k 1)(61))

B
+ h2€+2 2042 (b o )f(2€+2)(n)

2 +2)!
a<n<bhb.

Die Bedeutung dieser Darstellung liegt darin, dass wir nun
eine sehr detaillierte Darstellung des Quadraturfehlers der zu-
sammengesetzten Trapezregel erhalten haben. Ganz offenbar
erhalten wir sofort unser altes Resultat

04 [f] = / F(x)dx + O

aus dieser Formel, aber wir erkennen noch viel mehr! Wenn wir
den ersten Summanden der Summe auf der rechten Seite auf die
linke Seite schaffen, dann ist

b
B
O = 152 (£'®) = £'@) = [ F ) ax -+ 00,

wir konnen also die Trapezregel , korrigieren“. Auch wenn wir
die Funktion f nicht explizit kennen, sondern nur Werte an den
Punkten des Gitters, konnen wir f(a) und f’(b) durch einseiti-
ge Differenzen der Ordnung O (h?) approximieren und erhalten
so eine korrigierte Trapezregel der Ordnung O(h3). Zum Bei-
spiel konnen wir die einseitigen Differenzenquotienten

by— f(b—h
fiy= LOTOD g
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an den Réndern verwenden. Eine Randformel der Ordnung %
reicht, denn der Korrekturterm enthilt noch ein 42. Die Quadra-
turregel, die wir so erhalten haben, heiit Quadraturregel von
Durand,

QLI 1-h 2 B) ~ b 1)~ flath) + f (@)

h
= QE,T,,Z[f]—E[f(b)—f(b—h)—f(a+h)+f(a)]
b

= /f(x)dx + o).

a

Setzen wir die Formel fiir die zusammengesetzte Trapezregel
ein, dann ergibt sich die Durand-Formel zu

m—2

Qmumzh(%fuw+§fug+§}ﬂm
i=3

+£fm%o+%fum).

Natiirlich hindert uns niemand, noch weitere Terme der rechten
Seite zur Korrektur nach links zu schaffen, um so korrigier-
te Trapezregeln noch hoherer Ordnung zu erzeugen. Methoden
dieser Art heiflen Gregory-Methoden. Gregory-Methoden sind
gut untersucht und stehen einem Verfahren wie der Romberg-
Integration, die wir gleich untersuchen wollen, in nichts nach.
Wir verweisen jedoch auf die Fachliteratur und werden uns mit
Gregory-Methoden nicht weiter beschiftigen.

Selbstfrage 6
Es gibt in der Literatur viele Berichte, dass die zusammenge-
setzte Trapezregel bei glatten, auf [a, b] periodischen Funktio-
nen mit Periodenlinge b — a, erstaunlich genaue Ergebnisse
liefert. Konnen Sie das erkldren?

Wir haben im Haupttext auf den Beweis der Euler-Maclau-
rin’schen Summenformel verzichtet, verweisen aber auf die
Lupe-Box auf S. 104 und die vorangehende Hintergrund- und
Vertiefungsbox.

Aber es gibt noch eine weitere Anwendung unserer Darstel-
lung, die man Extrapolation nennt und die auf das Romberg-
Verfahren fiihren wird.

Selbstfrage 7
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion und mithilfe von (4.19),
dass fiirn > 2

ABy(x) = By(x +1) = B,(x) = nx""!

gilt.

Die Romberg-Quadratur ist ein
Extrapolationsverfahren auf Basis der
Euler-Maclaurin'schen Summenformel

Wir haben bereits gesehen, wie man mithilfe unserer Darstel-
lung (4.18) die zusammengesetzte Trapezformel durch Addition
von Korrekturtermen verbessern kann. Nun wollen wir aber
noch einen anderen Weg beschreiten! Ein Blick auf (4.18) zeigt
uns, dass hier eine Entwicklung der Form

omlf]

to 4+ t1h* + th* + 4 1l + ag g (h)RH?

b—a

=:F(h), h=

(4.28)

nach geraden Potenzen von & vorliegt. Dabei haben wir f €
C?*2([a, b]) vorausgesetzt und die Abkiirzungen

b
to ::/f(x)dx,

By

= oo (f* Vb)) - f* V@), k=1,....¢,
wﬂmyza%fﬁw—@fmw@m» a <€) <b

verwendet. Man beachte, dass die #; unabhéngig von & sind und
dass der Koeffizient vor dem Restglied unabhzngig von & be-
schrinkt ist, denn es gilt

loce 1 (h)| < Mgy (4.29)

fiir alle /2, wobei die von 4 unabhingige Konstante M, durch

By

M[_H = m(b — a)' x[g[g,)z] |f(2€+2)(x)|

gegeben ist. Solche Entwicklungen nennt man asymptotische
Entwicklungen in /. Asymptotische Entwicklungen kénnen es
in sich haben, denn fiir beliebig oft stetig differenzierbare Funk-
tionen erhielte man formal eine Potenzreihe

00
Z tkth ,
k=0

die jedoch fiir kein & # 0 konvergieren muss! Trotzdem gibt es
keinen Grund, solche Entwicklungen nun von vornherein zu ver-
werfen, im Gegenteil, asymptotische Entwicklungen sind selbst
dann niitzlich, wenn die formale Potenzreihe divergiert. Denn
wegen (4.29) kann man fiir kleines / das Restglied vernachlis-
sigen und folgern, dass sich F' (%) fiir kleines / wie ein Polynom
in 7% verhilt. Der Wert dieses Polynoms an der Stelle # = 0
ist gerade das Integral f ab f(x)dx, dessen Wert — besser: Néhe-
rungswert — wir suchen. Auf diesen Beobachtungen konstruierte
Werner Romberg (1909-2003) die heute sogenannte Romberg-
Quadratur.
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Hintergrund und Ausblick: Bernoulli-Polynome und Bernoulli-Zahlen

In der Euler-Maclaurin’schen Summenformel (4.17) spielten
die Bernoulli-Zahlen B eine entscheidende Rolle. Wir fiih-
ren Bernoulli-Polynome ein und zeigen den Zusammenhang
mit den Bernoulli-Zahlen.

Man kann die Bernoulli-Polynome By : [0, 1] — R auf ver-
schiedene Arten darstellen. Rekursiv kann man By(x) = 1
setzen und fiirn > 1

B,(x) = n/B,,,l(x) dx, (4.19)

1

/B,,(x) dx =0

0

(4.20)

fordern. Es ist also Bi(x) = [ dx = x + ¢ und wegen
fol (x+c)dx =1 x>+ cx|(1) = 1 + ¢ folgt aus der zweiten

Bedingung ¢ = —%. Damit ist By(x) = x — % Auf diese Art
folgen die weiteren Bernoulli-Polynome

Bo(x) =1
1
Bi(x) =x— 3
Br(x) :xz—x—i-é
Bi(x) = x° — %xz + %x
By(x) = x* —2x% + x* — %
Bs(x) = X — 2x4 + §x3 — éx
Be(x) = x% —3x° + %x4 - %xz + %

usw. Die Konstanten B, (0) := B, heien Bernoulli-Zahlen.
Wir erhalten aus den Polynomen sofort die Bernoulli-Zahlen

0o=1, 1= s =
3 ’ 307 > ’ 42

Aus der definierenden Bedingung (4.19) folgt sofort
B (x) = nB,_(x), 4.21)
das heiBt, dass alle B, (x) Polynome vom Grad n der Form
Bu(x) =x"+ X" '+ x+oo

sind. Bedingung (4.20) bestimmt dann die Konstante ¢, ein-
deutig. Aus (4.19) folgt [ B,(x)dx = nl?BnH (x) und
wegen (4.20) gilt

1
/B,,(x)dx = ; (Bys1()—B,41(0) =0, n>1.
n+1

0
(4.22)

Auch die Funktionen

Bn(x) := (=1)" B, (1 —x)
erfiillen (4.19) und (4.20), daher gilt die Symmetrie

(=1)"B,(1 —x) = B,(x). (4.23)
Insbesondere folgt fiir gerades n = 2k: By (1) = By (0) =
Byj.. Nun gilt aber auch nach (4.22) B, (1) = B, (0) fiir alle
n > 2, auch fiir ungerades n = 2k + 1, k > 1. Allerdings
kann dann (4.23) nur gelten, wenn

Boj41(0) = Byq1 (1) =0, k>1, (4.24)

ist. Ab Bj sind also alle Bernoulli-Zahlen mit ungeradem In-
dex null. Daher gilt allgemein

By (0) = By(1) = By, k>1. (4.25)

Da B,(x) ein Polynom vom Grad n ist, gilt dies auch fiir
B,(x + h), h € R. Die Taylor-Entwicklung ist B,(x +
hy = >, ?{—];B,Ek)(x). Wegen (4.21) ist das identisch zu
By(x +h) = Y}_o (})h* By—(x) und wenn wir an Stelle
von k noch n — k schreiben, ergibt sich

Bix+h) =) (Z) B"* By (x). (4.26)
k=0

Man kann mit vollstindiger Induktion iiber n zeigen, dass
aus (4.19) die Beziehung A B, (x) := B,(x + 1) — B,(x) =
nx""! folgt. Setzen wir daher in (4.26) h = 1, dann folgt

n—1
Z (Z) Bi(x) = nx""1.

k=0

Auch iiber diese Beziehung sind die Bernoulli-Polynome

eindeutig festgelegt.

A B,

0.2 1 B,

_B3

0.1+ — B4

—B;

—— B
0_
-0.1 +
-0.2 +
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Unter der Lupe: Der Beweis der Euler-Maclaurin’schen Summenformel

Nun kommen wir endlich dazu, die Euler-Maclaurin’sche
Summenformel (4.17) zu beweisen.

Wir starten mit dem Integral fol gt)dr = fol 1-g(t)dr und
wenden wiederholt partielle Integration an.

1 1

/ () dt = Bi(g()]} — / Bi(0)g/(1) di
0 0
1 1

/B t)g'(t)dt= lB t)g' (1) l—l/B t)g"(r)dt
1)g =3 2\1)8 .2 20)8

0 0

(4.27)
1

1
/ Bt (g V(0 di = %Bk(z)g“‘*”(z)

0
0

1

. / Bu(g® (1) dr

0

Die bei Integration entstehenden Polynome haben wir als
Bernoulli-Polynome gewihlt, denn das ist ja nur eine Frage
der Wahl der Integrationskonstanten. Wir wissen aus (4.22),
dass

1

1
/ But)dt = 1 (B () = Bt (0) =0
0

fiir k > 1 gilt. Mit (4.25) kann man also im Fall k > 1 fiir die
in der partiellen Integration (4.27) auftretenden Randterme in
der Form

1

LB )| =25 (00— g% ()

0

schreiben. Nun sind wegen (4.24) alle Bernoulli-Zahlen mit
ungeradem Index null, sodass aus (4.27) bis zu einem Index
20 + 1 durch sukzessives Einsetzen

1

[ wra =50 - g

0

(2k71)(0) _ g(Zkfl)(l))

)l

¢
DN
1

1
—m / By (1)g* V() dt
0

=Pe+1

folgt. Nochmalige partielle Integration im letzten Integral
fiihrt auf (Achtung: By () ist ein Bernoulli-Polynom, By je-

doch eine Bernoulli-Zahl)

1

/ Byrar (081 (1) dr

(Bogsa(t) = Barsn)g® V(1))

=0 wegen (4.25)

1
26—{-2

- / (Basalt) — Bari) 820,

also

Pe+1 = / (Basa(t) — Bayo) g2 (1) dr.

(2@ +2)!

Wir gehen jetzt wie folgt vor: Wir zeigen, dass die Funk-
tion Bogia(t) — Baeyn auf [0, 1] von einerlei Vorzeichen
ist. Dann diirfen wir den Mittelwertsatz anwenden, beriick-
sichtigen noch fol Byyio(t)dt = 0, und haben damit die
Euler-Maclaurin’sche Summenformel (4.27) bewiesen.

Wir zeigen sogar etwas allgemeiner
a)  (=1)By-i(1) > 0.

b)  (=1)(Ba(t) — By) > 0,
o (=D"'By>0

0 t<1
< —
2

O0<t<1

mit vollstindiger Induktion. Fiir £ = 1 ist a) sicher richtig.
Es sei nun richtig fiir ein £ > 1. Wegen (4.21) bzw. (4.19)
giltfir0 <t <1/2

= 1)’Z

t

(Bye(t) — By) = (1) / By_i(r)dr > 0.
0

Wegen der Symmetrie (4.23) muss dasselbe auch fiir 1/2 <
t < 1 gelten und damit ist b) gezeigt. Auch c) folgt nun we-
gen (4.22) und

1
(=) By = (1) / (Bot (1) — Bag) dt > 0,
0

Uns fehlt noch der Induktionsschritt von £ nach £ + 1. Wegen
(4.23) und (4.24) gilt

Bog11(0) = Bye11(1/2) = 0.

Gibe es eine Nullstelle von B,¢.1(¢) im Intervall (0, 1/2),
dann hitte auch Bj,  (7) eine Nullstelle x* in (0,1/2),
weil in diesem Intervall ein Wendepunkt sein miisste. Wegen
(4.21) ist By, (x*) = 0 gleichbedeutend mit By, (x*) =
0 und das ist ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung
a). Daher ist Byy.1(x) auf (0, 1/2) von einerlei Vorzeichen.

Dieses Vorzeichen wird bestimmt durch das Vorzeichen von
Bjy1(0) = (20 + 1) By(0) = (2¢ + 1) By

und ist (—1)“*! wegen ¢). Damit ist alles gezeigt.




Man wihlt dazu eine Folge natiirlicher Zahlen
O<ngp<n  <...<nyg (4.30)

und bildet damit die Folge der Schrittweiten
b—a

h h
ho = s h]i:—o . hg:z—o

no ny’ ne'

Fiir jede dieser Schrittweiten berechnen wir die Trapezsummen
nach (4.28):

Fio:=F(h;), i=0,1,...
und dann das Interpolationspolynom
Poe(h) == ag + ah* + ... 4+ agh*,
dass die Interpolationsbedingungen
Poo(hi) = F(hj)), i=0,1,...4

erfiillt. Das Polynom hat Hochstgrad £ und ist ein Polynom in
h?. Wir interpolieren also die Ergebnisse der zusammengesetz-
ten Trapezregel von der Schrittweite g bis zur Schrittweite A;.
Nun kommt die Extrapolationsidee ins Spiel und das ist der
Grund, warum dieses Vorgehen in der englischsprachigen Li-
teratur auch als Extrapolation to the limit bekannt ist. Gibt das
Polynom P den Verlauf des Wertes der zusammengesetzten Tra-
pezregel auf den unterschiedlich feinen Gittern wieder, dann
sollte der extrapolierte Wert

Py (0)

eine gute Niherung fiir das gesuchte Integral sein. In der Tat
lasst sich zeigen, dass man mit jeder Hinzunahme einer Schritt-
weite die Ordnung quadratisch verbessert, d.h., ist der Fehler
der Ausgangsquadraturformel A2, dann ergibt sich bei Hinzu-
nahme von /; ein Fehler der Ordnung h3h3, usw.

Wie aber berechnen wir diesen extrapolierten Wert? Es handelt
sich um die Auswertung eines Polynoms, also tun wir gut daran,
den Algorithmus von Neville-Aitken im Tableau von S. 45 aus
Kap. 3 zu verwenden, der uns die Polynome auch gleich noch
konstruiert. An Stelle von x setzen wir 4%, denn wir haben es
mit einem Polynom in 4? zu tun; analog haben wir fiir die x; im
Neville-Aitken-Algorithmus 4?7 zu setzen.

Wir starten mit den berechneten Werten

FO,O = F(ho),
Fl,() = F(l’l]),
Fyo = F(he)

und berechnen fiir i, k mit 1 <k <i < { die Polynome P; x (h)
vom Hochstgrad k in /2, die die Interpolationsbedingung

Pix(hj) = F(hy), j=i—ki—k+1,.. i
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erfiillen. Nach (3.15) gilt
Pij1(h) — P51 (h)

i
sk —1
W22

Pij(h) = Pij_1(h) +

Dann werten wir die Polynome bei 7 = 0 aus und erhalten
Fi-1 = Ficipn
2
/’ll‘,
(%) -1

mit Fy; := P;;(0). Vorzugsweise berechnet man die F; ; wieder
im Neville-Tableau wie folgt.

Fip=Fji+ 4.31)

k=1|k=2|k=3

h} | Foo

Fl,l
hi| Fipo Frp

P F33
h3 | Fap F3,

Fs,
h3 | Fso

Dabei werden die Eintrige jeweils mithilfe von (4.31) berech-
net.

Wir haben jetzt das Romberg-Verfahren vollstindig beschrie-
ben, es fehlt aber noch die Wahl der Folge (4.30). Romberg
selbst schlug die Romberg-Folge

. <
n =270 i =1,2,3,....¢ -
=
- die zu Schrittweit r—
vor, die zu scarittwelten %
ho ho ho N
hh=b—a, h=—, hh=— h=—,
0 a 1 ) 2 2 3
ho
- he=om

filhrt. Die Anzahl der Funktionsauswertungen im Romberg-
Verfahren wichst bei dieser Folge sehr schnell mit £, da die
Schrittweiten schnell sehr klein werden. Eine bessere Alterna-
tive ist die Bulirsch-Folge

die die Schrittweiten

h h hi_
hozb—a,m:?o ° i 2

liefert.

Man konnte vermuten, dass sich unter den Romberg-Verfah-
ren auch solche befinden, die schon bekannt sind. Nahelie-
gend ist die Vermutung, dass man auf Newton-Cotes-Formeln
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treffen konnte, weil alle F; ; Linearkombinationen von Funk-
tionswerten zu einer bestimmten Schrittweite sind. In der Tat
ergeben sich fiir einige Romberg-Regeln bekannte Newton-
Cotes-Formeln. Fiir die Schrittweiten hg = b —a,hy = hy/2
ergibt sich z. B.

Foo = (b—a) (%f(a) + %f(b))

b—a (1 a+b 1
Flo=—|= —f(b
o= (Gr@+ s (52) + 370)
und damit folgt aus (4.31)
Fio— F
Fir= Fio+ 1,0 0,0
3
b—

a(l 4 a+b 1
=72 (§f<“>+§f( 2 )+§)’
und das ist gerade die Simpson-Regel. Fiir i3 = h,/2 ist F3

allerdings keine Newton-Cotes-Formel mehr, vergl. die Aufga-
ben.

4.5 GauB-Quadratur

Bisher sind wir von dquidistanten Knoten oder wenigstens ir-
gendwie gegebenen Knoten ausgegangen. Nun werden wir uns
fragen, ob es spezielle Knotenwahlen gibt, die zu besonders be-
merkenswerten Quadraturformeln fiihren.

Genauigkeit einer Quadraturformel und Lage
der Knoten hdangen zusammen

Wir beschrinken uns aus Griinden, die bald klar werden, hier
auf Quadraturformeln auf dem Intervall [—1, 1] und erinnern
uns, dass man durch affine Transformation dann Quadraturfor-
meln auf beliebigen Intervallen [a, b] erhilt. Ebenso rufen wir
uns ins Gedichtnis, dass Newton-Cotes-Formeln bei n + 1 Kno-
ten Polynome vom Hochstgrad n exakt integrieren, wobei bei
geradem n sogar noch Polynome vom Hochstgrad n + 1 exakt
integriert werden. Bei n + 1 Quadraturpunkten kénnen also mit
Newton-Cotes-Formeln bestenfalls Polynome vom Hoéchstgrad
n + 1 exakt integriert werden.

Fir n = 1, d.h. fiir zwei Knoten, kann eine Newton-Cotes-
Formel also nur Polynome vom Grad 2 exakt integrieren.

Beispiel Wenn man die Freiheit der Wahl der Knoten xp, x,
hat, wie miissen die Gewichte o, o, und die Knoten gewihlt
werden, damit im Fall n = 1, also bei n + 1 = 2 Knoten, ein
Polynom vom Grad 3 noch exakt integriert wird?

Wir wollen — falls iiberhaupt moglich —

1 1

/P(x) dx =) ;i p(xi) = aop(xo) + a1 p(x1)

4 i=0

fiir gegebenes p(x) = a3x*® + asx? + a;x + ag erreichen. Inte-
gration des Polynoms liefert

1

1
/p(x) dx = Z—3x4 + %x3 + 612_1x2 + apx »
-1
202
3

und das ist zu vergleichen mit oo p(xo) + o1 p(x1) = (oxy +
a1x3)as + (oxt + a1 xi)as + (aoxo + ox1)ar + (g + o1)ao,
also

2a
Tz + 2ay :(aoxg + ale)a3 + (Oloxg + alxlz)az

+ (apxo + a1 x1)a; + (g + ay)ap.

Der Koeffizientenvergleich liefert das System

Oloxg +a1x13 =0,
2

2 2
aoXy +a1xy = 3,
3
apxo +a1x; =0,
oy +ap =2,

von vier Gleichungen fiir vier Unbekannte o, o1, xo, x;. Ma-
chen wir den Ansatz oy = «; = 1, dann folgt xp = —x; und
damit x + x7 = 2x7 = 2/3, also

X0 = — , X1 =

sl-
5l

Die Quadraturregel

7) ()

V3 V3
kann also tatsdchlich Polynome vom Grad 3 exakt integrieren.
<

1
0f1= Y e fx) = f (—
i=0

Selbstfrage 8
Wie lautet die Quadraturregel Q»,[f] aus unserem Beispiel,
wenn sie auf ein beliebiges Intervall [a, b] transformiert wird?
Hinweis: Beachten Sie (4.3).

Das Beispiel zeigt eine Quadraturregel auf [—1, 1] (und damit
auf jedem Intervall [a, b]), die bei n + 1 = 2 Knoten Polynome
vom Hochstgrad 2n 4+ 1 = 3 exakt integriert. Bezeichnen wir
die Knotenzahl mit 7, dann konnen wir vermuten, dass wir bei
freier Wahl der Knoten Polynome vom Hochstgrad 2m — 1 exakt
integrieren konnen. Der folgende Satz sagt, dass man die exak-
te Integration nur fiir Polynome vom Hochstgrad < (2m — 1)
erwarten kann.



Beispiel: Ein Test fiir das Romberg-Verfahren

Wir wollen das Integral

1

/lf(x)dx = /e“'dx = ¢e*|;
0

0
=e— 1~ 1.71828182845905

numerisch mithilfe des Romberg-Verfahrens fiir { = 3
berechnen. Alle Rechnungen werden auf vierzehn Nachkom-
mastellen genau gerundet.

Problemanalyse und Strategie Wir wiihlen die Romberg-
Folge und erhalten unsere Schrittweiten hy = b —a = 1,
hy = ho/2 = 0.5, h, = ho/4 = 025, hs = ho/8 =
0.125. Zu jedem h; berechnen wir die Trapezsumme und
extrapolieren dann nach (4.31). Um die Zahldarstellungen
tibersichtlich zu halten, teilen wir die 14 Nachkommastellen
von links in Dreierblocke auf.

Losung Die Trapezregel liefert im Fall von h( gerade

(@ +e)

Foo= =) (3@ -+ 37®)) = 5

= 1.859140914 229 53,

fiir 4 erhalten wir

Fo="5% 3@+ 1 (52) +3/0)

oo 1 os
=3 (e +e')+ 5e
= 1.753931092464 82,

fiir /o

Frg = %(%f(O) +£(025) + £(0.5) + £ (0.75) +%f(1))

— é (CO + el) + i (60'25 + CO‘S + e0.75)

1.727221904 55752,

und schlieBlich fiir /3
1/1
Fio = 3 (Ef(O) + £(0.125) + f(0.25) + £ (0.375)

+£(0.5) + £(0.625) + £ (0.75) + £ (0.875) +% f(l))

1 1
= (eO + el) + g (60.125 4 €025 4 0375 | (05
40625 4 (075 e0875)

= 1.720518592 164 30.

4.5 GauB-Quadratur

Jetzt fiillen wir das Neville-Tableau mithilfe von (4.31).

k=1|k=2|k=3
h} | Foo
Fi
h3 | Fip F)
F Fi3
h3 | Fapo F3,
Fs.
h3 | Fsp
Fii=Fip Fio — Foo

= 1.753931092 464 82
1.753931092464 82 — 1.859 140914229 53
4-1
= 1.718861 15187658,

Fro—F
Fy=Fy+ 2010

2
() -1
= 1.727221904557 52
1.727221904 557 52 — 1753931092 464 82
4-1
1718318841921 75,

F31=F0+

1720518592 164 30

1720518592 164 30 — 1.727 221904 557 52
4-1

1.718284 154699 89.

Die Eintrége fiir die Spalte k = 2 folgen analog zu

F,—F
Fop=Fp, + %

h
(72) -1
5 — F
F,=F; + R

2
h
(1) -

und schlieBlich ergibt sich die gesuchte Niherung zu

= 1.71828268792476

= 1.71828184221843

_F
D327 722 1718281828794 52.

Ein Vergleich mit der ,exakten® Losung, die wir mit
1.718281 82845905 auf 14 Nachkommastellen genau ge-
rundet haben, zeigt, dass die Romberg-Losung in den ersten
9 Nachkommaziffern korrekt ist.
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Satz (Maximale Ordnung einer Quadraturregel) Kann
man die m := n + 1 Knoten x; einer Quadraturregel

Quitlf1 =) i f(x)
i=0

paarweise verschieden frei wihlen, dann integriert diese Regel
bestenfalls Polynome vom Hochstgrad 2m — 1 exakt. <

Beweis Sind x;,i =0,1,...,n = m — 1 die paarweise ver-
schiedenen Knoten, dann betrachten wir das Polynom.

p@) = [Tor =02

k=1

Dieses Polynom ist sicher vom Grad 2m und es gilt p(x) > 0
iiberall auf [—1, 1], da nur Produkte von Quadraten auftauchen.
Damit gilt aber

1

/p(x) dx > 0,

—1

wihrend die Quadraturregel
Quiilpl =) eip(x)) =0
i=0

ergibt. Es werden also bestenfalls Polynome vom Grad < (2m —
1) exakt integriert. u

Es bleibt die Frage, ob die Quadraturregel mitn = 1 in unserem
vorangegangenen Beispiel eine Ausnahme bleibt, oder ob es fiir
jede Anzahl m = n+1 von Knoten eine Quadraturregel gibt, die
Polynome vom Hochstgrad 2m — 1 exakt integriert. Wir werden
eine ganze Klasse solcher Quadraturregeln charakterisieren.

Die GauB'schen Quadraturregeln liefern bei
gegebener Knotenanzahl die genauesten
Formeln

Wie wir im Beispiel auf S. 82 gesehen haben, integriert die For-
mel

0:lf1=f (%) ny (%)

auf dem Intervall [—1, 1] Polynome vom Grad 3 exakt. Man
fragt sich, was die Knoten —1/+/3 und 1/+/3 auszeichnet. Wie
wir zeigen werden, sind diese beiden Knoten die Nullstellen des
Legendre-Polynoms P,. Wir werden daher die Eigenschaften
solcher Polynome — insbesondere die Frage nach den Nullstellen
— untersuchen miissen. Quadraturformeln auf den Nullstellen

der Legendre-Polynome nennt man Gauf3’sche Quadraturre-
geln.

Wir kdnnen nun die Existenz von Quadraturregeln beweisen, die
mit nur m Knoten Polynome vom Hochstgrad 2m —1 integrieren
konnen.

Satz iiber die Existenz GauB'scher Quadraturregeln

Gegeben seien m Quadraturknoten xo, xq,...,x,, m =
n + 1, als Nullstellen des m-ten Legendre-Polynoms P,
wie in (4.32) definiert. Dann gibt es genau eine Quadra-
turregel

0%.,[f]= Zaif(xi)’ xe € [-1,1],
=0

die Polynome vom Hochstgrad 2m — 1 exakt integriert.
Die Gewichte sind gegeben durch

1 n 2
X — X
ai:/” L) dx, i=0,1,2,...,n.
=0 x,-—xj

A

Diese Quadraturregel heiit Gauf3’sche Quadraturregel.

Beweis Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte.

= Existenz einer solchen Quadraturregel.

Nach unseren Ausfiihrungen tiber Legendre-Polynome be-
sitzt das Polynom P, im Inneren des Intervalls genau m =
n + 1 einfache Nullstellen xg, X1, ..., x,. Zu diesen Stiitz-
stellen finden wir eine offene Newton-Cotes-Formel, die
Polynome vom Grad mindestens m — 1 = n exakt integriert.
Es sei p ein Polynom vom Hochstgrad 2m — 1 auf [—1, 1],
das wir mithilfe der Polynomdivision durch das Legendre-
Polynom P, dividieren und so die Darstellung

P(x) = q(x) Pn(x) +r(x)

mit Grad(g) < m — 1 und Grad(r) < m — 1 erhalten. Inte-
gration liefert

1 1 1

/p(x)dx = /q(x)P,,,(x)dx—i—/r(x)dx

-1 -1 -1

Das Polynom ¢ kann als Linearkombination ¢g(x) =
Z“:_é Bi Pr(x) von Legendre-Polynomen vom Grad kleiner
oder hochstens gleich m—1 geschrieben werden. Damit greift

aber die Orthogonalitit der Legendre-Polynome und es folgt

1 1

m—1

[aerparar =Y pe [ Beopaiar=o
k=0

—1 —1



4.5 GauB-Quadratur

Hintergrund und Ausblick: Die Legendre-Polynome

Wir definieren eine Klasse von Polynomen auf dem Intervall
[—1, 1] und zeigen, dass diese Polynome Orthogonalpoly-
nome sind und nur einfache Nullstellen besitzen. Diese
Nullstellen in [—1, 1] werden sich als die geeigneten Qua-
draturknoten erweisen.

Legendre-Polynome werden traditionell mit Pj bezeich-
net. Sie sind Losungen einer gewohnlichen Differenzialglei-
chung, die man Legendre’sche Differenzialgleichung nennt.
Das k-te Legendre-Polynom ist definiert als

1
26k dxk k(( =1,

Die k-te Ableitung von (x> — 1)* ist ein Polynom vom Grad
k, da (x> —1)* ein Polynom vom Grad 2k ist. Die ersten vier
Legendre-Polynome sind

Po(x) =1, Pi(x) = x,

Pr(x) := k e N. (4.32)

1 1
Py(x) = E(3x2 —1), P(x)= E(5x3 —3x).
Legendre-Polynome sind Orthogonalpolynome, d.h., es

gilt der folgende Satz.

Satz (Orthogonalitat der Legendre-Polynome)  Fiir
I,k € N gilt
1
0; I #k
(P[, Pk)LZ([fl,l]) = / P[()C)Pk(x) dx = { P i ik

| %A1

<
Beweis Sei vorerst / < k. Partielle Integration liefert
1
Iy = 211!2kk!/P,(x)Pk(x) dx

-1
1

d! d*
[ gt =0 @W - 1f]ax

—1

dl
Sl -1 [(x—l)]

1
dl+l 5 ; dk—l
- [ gl =01 5o

-1

[(x? — 1)¥] dx.

Das Polynom (x> — 1)* hatin x = —1 und x = 1 je ei-
ne k-fache Nullstelle, sodass der Randterm wegfillt. Nach
weiteren k — 1 partiellen Integrationen, bei denen jeweils der
Randterm aus gleichem Grunde wegfillt, bleibt

1
dl+k
I = (_l)k/dka [(x* = D (x* = Dk dx.

-1

(4.33)

Wir hatten [ < k vorausgesetzt, alsoist2/ =1 +1 <k +1
und daher verschwindet der Integrand in (4.33), d. h., wir ha-
ben /; ; = O erhalten.

Nun gilt (4.33) auch noch fiir den Fall [ = k. Dann ist

2k

[P - 1)F = @R

d

dx
Schreiben wir noch (x> — 1) = (x — 1)(x + 1), dann ergibt
sich durch nochmalige k-fache partielle Integration

Iii = (=D 2k)! /(x —DF(x + Dk dx

-1
(—DF2k)! ((x -1

1

k

_ _1]{71 1k+1

S [E e
-1

1

1k+l
D) )

= (-1)*(2k)!

k=1
(k + 1)(k + 2)

2%
(Zk) /(x+1) dx

22k+1

= (k!)?
& 2k +1°

Wegen der Definition I;; = 211!2]‘/<!fl1 Pi(x)Pr(x)dx

folgt fiir / = k also

1

/ Pi(x)Pr(x)dx =

-1

22k+1 2

%+1 2k+1
|

Fiir die Quadraturformeln besonders wichtig sind die Null-

stellen der Legendre-Polynome. Wir beweisen den folgenden
Satz.

2k2k(k')2( )*

Satz (Nullstellen der Legendre-Polynome) Jedes
Legendre-Polynom Pj; mit k > 1 besitzt in [—1, 1] genau
k einfache Nullstellen. <

Beweis Esist Py(x) = zkkv dxk [(x —1)*] nach Definition.

Die Funktion (x> — 1)¥ besitzt bei x = =+1 je eine n-fache
Nullstelle. Nach dem Satz von Rolle gibt es daher einen
Punkté € (—1,1) mit [(E2 — 1)¥] = 0. Die Funktionen

1[(2?2 — 1)¥] besitzen bel x = =1 jeweils eine (k — [)-
fache Nullstelle fiir / = 1,2,...,k — 1 und so lésst sich der
Satz von Rolle wiederholt anwenden. Fiir Py ergibt sich da-
mit die Existenz von k£ Nullstellen im Inneren des Intervalls
[=1, 1] und da ein Polynom vom Grad k hochstens k& Null-
stellen haben kann, sind alle Nullstellen einfach. ||

Die Nullstellen der Legendre-Polynome lassen sich nicht
iiber eine geschlossene Formel berechnen. Man findet sie da-
her in Tafelwerken. Wir werden weiter unten die Nullstellen
der ersten Legendre-Polynome tabellarisch auffiihren.
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110 4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

womit nur noch

1 1

/p(x)dx = /r(x)dx

-1 -1

bleibt. Die Newton-Cotes-Formel zu den Knoten
X0, X1, -..,X, ist gegeben durch

D oip(n) =) iq(xi) Pulxi) + ) air(x)
i=0 i=0 i=0

n
= Za,-r(xi),
i=0

denn die x; sind die Nullstellen von P,,. Nun ist der Rest r
aber eine Funktion vom Grad < m — 1 = n und die Newton-
Cotes-Formel integriert solche Polynome exakt, d. h.

1 1

a;r(x;) = [ r(x)dx = | p(x)dx.
Dart = [reac= [

-1 -1

Damit haben wir gezeigt, dass die Quadraturregel QY "]
exakt ist fiir jedes Polynom vom Grad echt kleiner als 2m.
Wir wissen bereits, dass der maximal erreichbare Polynom-
grad der exakt integrierbaren Polynome 2m — 1 ist, also
integriert 0 ' 1[f] tatséchlich Polynome von maximal mog-

lichem Grad exakt.
= Die Gewichte.

o Die Gewichte der Newton-Cotes-Formeln sind fiir i =
_g 0,1,...,n gegeben durch
g“. 1 1,
g o /L(x)dx—/l_[x x]dx
£ e ' N S Xi—x
-1 =1 G

Li(x;) = &%. Das Polynom L; ist das i-te Lagrange-
Polynom vom Grad m — 1 = n. Wir haben aber im ersten
Teil des Beweises gezeigt, dass die Newton-Cotes-Formel
auf den Nullstellen der Legendre-Polynome Polynome vom
Grad 2m — 1 exakt integrieren, daher wird das Polynom
L? vom Grad 2m — 2 exakt integriert. Damit gilt fiir i =

0,1,...,n
1 . 5
/L%(x)dxzfl‘[(x x,) dx
1j:0 )C,‘—)Cj

-1 -1 G

n
=Y aLi(x) = a,

k=0

womit die Form der Gewichte bewiesen ist. Nebenbei zeigt
die letzte Zeile noch, dass die Gewichte sdmtlich positiv sind,

denn [ L2(x)dx > 0.

= Eindeutigkeit der Quadraturregel
Wir nehmen an, es gibe eine weitere Quadraturregel

S ovifoi)
i=0

auf paarweise verschiedenen Knoten und mit positiven Ge-
wichten yy, die ebenfalls Polynome vom Ho6chstgrad 2m —
1 = 2n + 1 exakt integriert. Wir definieren ein Polynom
durch

g = M) Pu(y). Mi(») =[] (%)
i j

Jj=0
J#i

und halten fest, dass der Grad von g gerade 2m — 1 = 2n +
1 ist, denn P,, ist vom Grad m = n + 1 und M; hat den
Grad n. Weiterhin gilt M; (y) = 8[1‘ . Nach unserer Annahme
liefert die Quadraturregel mit den Gewichten y; auf den yj
das exakte Integral fiir g, d. h.

1

1
/g(y) dy = /M,-(y)Pm(y)dy
—1

-1

= ZykMi(yk)Pm(yk) = yiPm(yi)~
k=0

Nun koénnen wir das Polynom M; vom Grad < n =
m — 1 aber wieder als Linearkombination ZZ:O Bx Px von
Legendre-Polynomen kleineren als m-ten Grades darstellen
und wegen der Orthogonalitéit dieser Polynome verschwindet

daher das Integral fj \ M;(y) Prn(y) dy. Damit gilt aber
yiPm(yi) =0,

und weil y; > 0, muss P,(y;) = 0 gelten. Mit anderen
Worten: Die y; sind die Nullstellen des Legendre-Polynoms
und damit gilt y; = x;,i = 0,1,...,n. Im zweiten Teil
des Beweises haben wir gezeigt, dass die Gewichte von Qua-
draturformeln auf den Nullstellen von Legendre-Polynomen
eindeutig bestimmt sind. Damit ist die Eindeutigkeit der
Quadraturregel gezeigt. |

Tricks und Kniffe zur Berechnung der
Quadraturknoten und der Gewichte

Natiirlich kann man die Gewichte «; und die Nullstellen x; der
Legendre-Polynome auf [—1, 1] in Tabellen im Internet nach-
schlagen oder aus Softwarepaketen ausgeben lassen und erhilt
dann z.B. folgende gerundete Ergebnisse. Man beachte: n =
m— 1.



4.5 GauB-Quadratur

Unter der Lupe: Die Dreitermrekursion der Legendre-Polynome

Eine wichtige Eigenschaft der Legendre-Polynome ist die
Giiltigkeit einer Dreitermrekursion. Wir zeigen allgemei-
ner, dass zu jedem gewichteten Skalarprodukt eindeutig
bestimmte Orthogonalpolynome existieren, die einer Drei-
termrekursion gentigen.

Fiir die Legendre-Polynome gilt eine sogenannte Dreiterm-
rekursion

2m + 1
i () = m—+1

XP,(x) — mLHPm_1 (x) (434

firm = 1,2,... mit Py(x) = 1, Pi(x) = x, die wir be-
weisen wollen. Eine solche Dreitermrekursion ist nicht nur

typisch fiir Legendre-Polynome, sondern fiir alle Orthogo-
nalpolynome.

Dazu verallgemeinern wir das gewdhnliche L2-Skalarpro-
dukt um eine positive Gewichtsfunktion w: (a,b) — RT
zu dem Skalarprodukt

b

(f.g) = / () f (x)g(x) dx.

a

Wir verlangen, dass die durch dieses Sklalarprodukt indu-
zierte Norm

1
b 2

1ol = Vi p) = / () p) p(ydx | < oo

a

fiir alle Polynome p vom Grad m € N wohldefiniert
und endlich ist. Unter dieser Voraussetzung folgt aus der
Cauchy-Schwarz’schen-Ungleichung mit f = 1,g = x™ €
7 (a. b)): | f7 x"o(x)dx| = [(Lx")| < [1]|x"] <
00, sodass also alle Integrale der Form f ab xMw(x)dx exis-
tieren.

Ist Sij das Kronecker-Delta, dann wollen wir alle Polynome
pi € IT*([a, b]), k € Ny mit der Eigenschaft

(pr.pm) = 8" P17

Orthogonalpolynome iiber [a, b] beziiglich des Gewichts @
nennen. Diese Polynome werden eindeutig bestimmt durch
die Forderung, dass der Hauptkoeffizient, also der Koeffizi-
ent vor der hochsten Potenz, immer auf 1 normiert wird.

Satz Zu jedem gewichteten Skalarprodukt existieren ein-
deutig bestimmte Orthogonalpolynome p,, € IT"([a, b]) mit
Hauptkoeffizient 1. Sie erfiillen fiir m € N eine Dreitermre-
kursion der Form

Pm(X) = (X + @) pm—1(x) + by pm—2(x).

Dabei sind die Anfangswerte p_; := 0, pp := 1 und die
Koeffizienten a,,, b,, sind gegeben durch

XPm—1, — 1, _
am:_( Pm—1s Pm 1)7 bm:_(pmlpm 1) <

(Pm—=1, Pm—1) (Pm—2, Pm—2) '

Beweis Wir beweisen den Satz iiber Induktion. Es gibt
nur genau ein Polynom vom Grad m = 0 mit Hauptko-
effizient 1, nimlich py = 1. Nun seien po, pi, ..., Pm—1
bereits berechnete Orthogonalpolynome p; € IT¥([a, b]) mit
Hauptkoeffizienten 1. Besitzt p,, € IT"([a, b]) bereits einen
normierten Hauptkoeffizienten, dann ist p,, — xp,,—; ein Po-
lynom vom Grad < m — 1, denn x” hebt sich gerade weg.
Die po, ..., pm—1 bilden eine Orthogonalbasis des Raumes
IT"~([a, b]) beziiglich des gewichteten Skalarprodukts, da-
her gilt (Fourier-Darstellung)

m—1

Pm—XPpw1 = ) _ViPi» Vi= (= XPot. i)
m m—1 — 1 1 [ .
= (pi. pi)

Soll p,, orthogonal zu allen py,..., p,—1 sein, dann muss

wegen (p, pi) =0

(Pm — XPm—1. Pi) (Xpm—1. pi) (Pm—1,Xpi)
Vi = = — = —
(pi pi) (pi. pi) (pi pi)
gelten. Fiir i = m — 1 erhalten wir
_ (XPm—1: Pm—1)
yﬂ’l*l - -\
(Pm—1> Pm—1)
und i = m — 2 ergibt
_ (pmfl 5 me—2) _ (pmfl 5 pmfl)
VYm—2 = — = - .
(pm72» pm72> (Pm—z, pm72)
Alle anderen y;,i = 0,1,...,m — 3 verschwinden wegen

der Orthogonalitit der Polynome. Daher erhalten wir

Pm = (X + Ym—1) Pm—1 + Ym—2Pm—2

und das ist die behauptete Rekursion mit a,, := y,,—; und
bm = Ym-2- |

Die Dreitermrekursion (4.34) der Legendre-Polynome kann
auch mit der Indexverschiebung m — m — 1 nicht in
Ubereinstimmung mit der Rekursionsformel im Satz ge-
bracht werden. Das liegt aber nur daran, dass wir uns bei
den Legendre-Polynomen dazu entschieden haben, sie in
nichmormierter Form anzugeben, d.h., unsere Hauptkoef-
fizienten sind noch von 1 verschieden. Diese Form der
Legendre-Polynome ist in der Literatur die gebriduchliche.

Die Gewichtsfunktion ist im Fall der Legendre-Polynome
o =1
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

n oy Xn

0 oy = 2 X0 = 0

1 Oy = 01 = 1 X1 = —Xg = 0.5773502692

2 w=a =3 X2 = —xo = 0.7745966692
o = d X1 = 0

9

3 =y = 03478548451  x3 = —xo = 0.8611363116

a; = ap = 0.6521451549 Xy = —x1 = 0.3399810436

4 ap = oy = 0.2369268851 x4 = —xp = 0.9061798459
a; = a3 = 0.4786286705 x3 = —x; = 0.5384693101
Oy = % Xy = 0

Diese Vorgehensweise ist aber fiir Mathematikerinnen und Ma-
thematiker auBerordentlich unbefriedigend. Wir wollen daher
eine Methode angeben, mit der sich die Gewichte und die Null-
stellen numerisch stabil bestimmen lassen.

Satz Das Legendre-Polynom P,, m > 1, ldsst sich als die
folgende Determinante berechnen.

ax b]
b1 arx bz
bz asx b3

P,(x) = 4.35)
bm—2 ap—1X bm—l
bm—l apmX
Dabei bedeuten
2k — 1
aj = T, k:1»27~ ,m
k
by =+ ——, k=12,....m—1. <
, k+1 m

Beweis Wir entwickeln die angegebene Determinante nach
der letzten Zeile und erhalten

Pp(x) = amxPp_(x) — brznflpm—2(x)v m > 3.
Nehmen wir nun die Indexverschiebung m — m + 1 vor, dann
ergibt sich genau die Dreitermrekursion (4.34) der Legendre-

Polynome. Mit Py(x) = 1 gilt der Satz auch noch fiir m = 1.
|

Wir werden diese Darstellung der Legendre-Polynome iiber die
Determinante ausnutzen, um zu einem Algorithmus fiir die Ge-
wichte und Quadraturknoten einer GauB3quadratur zu gelangen.
Dazu benétigen wir einige Umformungen hin zu einem Eigen-
wertproblem, das wir dann mithilfe des QR-Algorithmus nach
Kap. 5 stabil 16sen konnen. Wir werden alle Berechnungen der
Ubersichtlichkeit halber fiir die Indizierung 1,2,...,m durch-
fiihren.

Dazu dividieren wir fiir k = 1,2,...,m die k-te Zeile und Spal-
te der Determinante (4.35) durch /ay = /(2k —1)/k. Sehen
wir uns den ersten Schritt (¢ = 1) an. Wenn wir zum einen die
erste Zeile durch ,/a; dividieren und dann die erste Spalte, dann
erhalten wir in den ersten drei Zeilen der Determinante

a) X b[
Jayat  Jar

b

Jar arx b2

b2 asx b3

I IS B,
Jar - Jar

kompensieren. Fiir k = 2 dividieren wir die zweite Zeile und die
zweite Spalte durch ,/a, und erhalten in den ersten drei Zeilen

Der Faktor a; ist notig, um die Division durch

ajp X b]
arL/ay Japa
by a by
Jaray Jaz\fay Jaz
Pu(x) = ai-as- )
-2 aszx b3
N

Am Ende dieses Prozesses haben wir die Darstellung

X C
C] X C2
(&) X C3

m
Pm(x) = Hak .
k=1

Cm—2 X Cm—1
Cm—1 X
mit
b k-k-(k+1)
YT Jaaa NV k+DRk—1)Qk+1)
_ k
4kr—1

Die Nullstellen des m-ten Legendre-Polynoms miissen dann die
Eigenwerte der quadratischen Tridiagonalmatrix

0 C1
C 0 Co
Co 0 C3
P, =
Cm—2 0 Cm—1
Cim—1 0

sein. Diese Eigenwerte lassen sich stabil mithilfe des QR-
Algorithmus berechnen.



Um auch die Gewichte berechnen zu kdnnen, geben wir ohne
Beweis die Eigenvektoren von P, an. Der Vektor

do/ay Po(x)
dy /az Py (xy)
z® = “/_ (4.36)
dmfl A Am mel(xk)
mit
do = 1,
1 .
dj = — . J=12,....m—1
nl:l bi

ist Eigenvektor von P, zum Eigenwert x;. Nun werden
die Legendre-Polynome Py, Py, ..., P,_; durch die Gaul3’sche
Quadraturformel exakt integriert und wegen der Orthogonali-
titseigenschaft erhalten wir

1 1

[ mwrmar= [ P =Y )

e e k=1

)2 firi=0
o firi =1,2,...,m—1.

Die Gewichte «; der GauB3-Formeln sind also Losungen des Sys-
tems

- 2 fiiri =0
P; =

2P () {0 fiiri =1,....m—1.

k=1
Multiplizieren wir nun die erste Zeile dieses Systems mit
do./ay, die zweite mit d; ,/a; und allgemein die j-te Zeile mit
d;j_i J/a;, dann enthilt die Matrix des so gebildeten linearen
Systems

Goa =2e 1s

o= (C(l,...,otm)T

wegen (4.36) in den Spalten die Eigenvektoren z¥), d.h.

G = (z(l), 2@ z(’”)) .

Da es sich um die Eigenvektoren einer symmetrischen reellen
Matrix handelt, sind sie paarweise verschieden und orthogonal.
Multiplizieren wir daher Gae = 2¢ mit (z¥)T von links, dann
folgt

(z(k),z(k))ak = (z(k),el) = 2ka) =2,
denn die erste Komponente von z® ist nach (4.36) gerade 1.

Bezeichnen wir die normierten Eigenvektoren mit Z¥) und ver-
wenden wir diese, dann gilt ('E(k),?k)) = 1 und es folgt

2
w=2(F"). k=12...m

4.5 GauB-Quadratur

Zum Schluss miissen wir noch bemerken, dass wir — wie in der
Literatur an dieser Stelle iiblich — in der Indizierung 1,2, ..., m
gerechnet haben, unsere Quadraturformeln aber immer mit der
Indizierung O, 1, ...,n mitn = m+1 arbeiten. Wir halten daher
fest:

Quadraturknoten und Gewichte der GauBB-Formeln

Die Quadraturknoten xg, x1,...,X, einer Gauf3’schen
Quadraturformel berechnen sich als Eigenwerte der (n +
1) x (n 4+ 1)-Matrix

0 C
ci 0 o
@) 0 @3
Pn+1: .
1 0 ¢
¢, O
mit
k+1
= ——, k=0,1,...,n.

Ak + 17 =1

Die Gewichte «g,®y,...a, der GauBl-Formeln ergeben
sich aus den n + 1 Gleichungen

2
o =2(E{lk+l)) , k=0,1,...,n,

wobei 'E(lk+l) die erste Komponente des normierten Eigen-
vektors von P, zum Eigenwert x;, k = 0,1,...,n,
bezeichnet.

Alle Gauf’schen Quadraturformeln sind auf das Intervall [—1, 1]
bezogen, weshalb eine affine Transformation auf ein beliebiges
Intervall notig wird. Wir haben diese Transformationen schon in
(4.3) allgemein vorgenommen, daher wollen wir an dieser Stelle
nur eine Zusammenfassung geben.

Affine Transformationen bei GauB'schen Quadraturre-
geln

Sind xg, xq,...,x, die Nullstellen des Legendre-Poly-
noms P,,m =n+1,in[-1,1]Jund o;, i = 0,1,...,n
die zugehorigen Gewichte, dann transformieren sich die
Knoten auf Knoten yy, yi, ..., y, und die Gewichte auf

Gewichte @;, i = 0, 1,...,n fiir eine Integration iiber ein
beliebiges Intervall [a, b] wie folgt:
b—a a+b
Vi = X; ) + ) (437)
~ b—
@ =0 — a (4.38)
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Hintergrund und Ausblick: Von den Fejér-Formeln zur Clenshaw-Curtis-Quadratur

Die Gauf3’schen Quadraturformeln sind nicht die einzigen
Formeln, die sich auf den Nullstellen von Orthogonalpoly-
nomen definieren lassen. Sehr frilhe Formeln stammen von
Fejér (ca. 1933). Clenshaw und Curtis haben 1960 ebenfalls
eine solche Quadraturformel entwickelt, die sich gewisser
Beliebtheit in der Praxis erfreut.

Die Tschebyschow-Polynome (erster Art) 7, vergl. S. 52,
sind Orthogonalpolynome auf [—1, 1] beziiglich des Skalar-
produktes (f,g) := f_ll w(x) f(x)g(x)dx mit dem Ge-
wicht w(x) = ——. Die Polynome sind definiert durch
T,(x) := cos(n arccos x) bzw. T,,(cos ®) = cos(n®) und
die Nullstellen sind nach (3.29) x; = cos ®;, ©; := 251 7,
j=12,...,n

Das Lagrange’sche Interpolationspolynom p einer Funk-
tion f auf den n 4 1 paarweise verschiedenen Knoten
X0, X1, ..., X, istin der Form

Zf(xj

gegeben, vergl. (3.12). Im Kapitel iiber Interpolation haben
wir fiir das Polynom (x — xg)(x — x1) - -+ (x — x,,) den Buch-
staben w, 1| verwendet, der sich nun verbietet, da wir mit w
das Gewicht des Skalarprodukts bezeichnen. Wir éndern da-
her hier die Bezeichnung zu W(x) := (x — x1) --- (x — x,),
da wir Quadraturformeln auf den » Knoten xi,...,x, be-
trachten wollen, und konnen damit

p(x) =

k#./

W(x)

p(x) = Zf( ) v —— G —x))

schreiben. Aus
1

1 n
/f(x) dx ~ /p(x)dx =: Zajf(xj)
-1 | j=l
erkennen wir nach Einsetzen von p(x), dass unsere Gewich-
te sich gerade zu
1
1 W(x)

d
Wi ) =)

o =

ergeben. Da auch eine Quadraturregel mit Tschebyschow-
Polynomen interpolatorisch sein muss, folgt daraus fiir die
Gewichte einer solchen Formel

T,(x)
= T/(x,)/ -

Nun benétigen wir noch ein spezielles Resultat aus der
Theorie orthogonaler Polynome, die Christoffel-Darboux-
Formel

" T ()T, (y) — T () Ty (3)
T; T; = )
;; k() Tie(y) X—y

die man leicht aus der Dreitermrekursion 7,(x) = (x +
ap)Th-1(x) + bn7—;172(x) = 2xT,1(x) — Ty2(x) der
Tschebyschow-Polynome erhilt, siehe auch die Lupe-Box
auf S. 111. Setzen wir in der Christoffel-Darboux-Formel
y = x;, dann ergibt sich 1 + ZZZ;II Ti(x)Ti(x;) =

Tn Tn j .
% wobei man mit der Dreitermrekursion sukzes-
sive die rechte Seite umformt und 7 = 1 beachtet. Damit

schreiben sich die Gewichte in der Form

-2
T e G ”Z”"”/”")d"

m=1

Nun ist wegen 7,(cos®) = n(sinn®)/sin® auch
T)(x;) = T)(cos®;) = (—1)/7! Sin”@j. Mithilfe der Sub-
stitution x = cos ® folgt

1 g
/Tm(x)dx = /cosm@ sin ® d®
-1 0

2 .
— ) 1-m2
0;

und damit erhalten wir fiir die Gewichte schlie8lich

m gerade,
m ungerade,

_5 Z cos(2m®y)

G a1 |’

wobei |[n/2]| die groBte ganze Zahl bezeichnet, die klei-
ner oder gleich n/2 ist. Die Quadraturformel Q,.([f] =
Z;':l a; f(x;) auf [—1, 1] mit diesen Gewichten nennt man
die erste Fejér’sche Quadraturformel.

Die Clenshaw-Curtis-Formeln erhilt man, wenn man die
Endpunkte —1 und 1 des Integrationsintervalls mit zuldsst,
also die Knoten

7'[), j=1,...,n

i —1
xj:cos(j—
n—1

betrachtet. Wie im Fall der ersten Fejér’schen Formel kann
man auch hier die Gewichte bestimmen,

1.
w0 = a, = SO e
ﬁ; n ungerade,
L(n—1)/2] .
2 2k(j — 1
o =1— E cos G )n,
/ — 4k -1 n—1

fir j =2,...,n—1, wobei der letzte Summand in der Sum-
me zu halbieren ist, wenn n ungerade ist.




Beispiel: GauB versus Newton-Cotes

Wir wollen das Integral

1

/l‘f(x)dx = /e“'dx = ¢e*|;
0

0
=e— 1~ 1.71828182845905

numerisch mithilfe von Gauf3’schen Quadraturregeln bestim-
men und die Ergebnisse den vergleichbaren Newton-Cotes-
Formeln gegeniiberstellen. Alle Rechnungen werden auf
vierzehn Nachkommastellen genau gerundet.

Problemanalyse und Strategie Wir werden nacheinander
die Werte der Gauf3’schen Quadraturformeln auf 2, 3 und
4 Knoten berechnen und sie mit den Ergebnissen der ge-
schlossenen Newton-Cotes-Formeln mit derselben Anzahl
von Knoten vergleichen.

Losung

= Zu Beginn berechnen wir das Integral mit der Gau3formel
fiir m = 2 Punkte im Intervall [—1, 1],

_ L L
05[] = ¢ ¥ +e%,

mit xo = —x; = —1/«/5 und op = a7 = 1. Die affine
Transformation auf das Intervall [0, 1] liefert nach (4.37)
und (4.38)

a1 .
P =% =0,
2 2

Vi = (4.39)

und damit

~ 1 NG 5
05e'] = > (e = e Zﬁ)
=1.011994 367 565 34

Die vergleichbare geschlossene Newton-Cotes-Formel
mit 2 Quadraturpunkten ist die Trapezregel

1
g'r[ex] ——

5 (e' =€) = 0.8591409142293.

Damit lauten die relativen Fehler

| f & dx — O%[eY]]

5 ~ 41%,
| [; e¥dx|
2 x Tri.x
e*dx — e
s : 9, ]l ~ 50%.
| [y e*dx|
m Die Gaulliformel zu den drei Punkten xo = —x; =

—0.774596 669241483, x; = 0 und den Gewichten

4.5 GauB-Quadratur

o0y = an = g, o = g auf [—1, 1] transformiert sich
gemal (4.39) mit
yo = 0.112701 665379 26,
y1 =0.5,
vy, = 0.887298 33462074,
~ o~ 5 - 8 4
aozazzﬁ, alzﬁzg,
zu
ag[ex] = % (5 + 8e”' + 5¢e7?)

1.71828100437252.

Die geschlossene Newton-Cotes-Formel mit drei Knoten
ist die Simpson-Regel

; 1
gl[ex] — g (e() +4CO'5 4 el)

= 1.718861 151876 59.
Damit erhalten wir fiir die relativen Fehler

, _
* dx — G[ax
[ Jo e*dx — 05[] ~ 0.00005 %,

| [7 e dx|
2 x Sifax
e*dx — e
o - 00349,
| [y e* dx|
Die GauBlfformel zu den vier Knoten x =
—x3 = —0.861136311594053, x; = —x, =
—0.339981043584856 und den Gewichten oy =
a3 = 0.347854845137454, oy = oo, =

0.652145154862546  filhrt auf  QC[e*] =
SO f(y) mit yp = 0.06943184420298, y; =

0.33000947820757, y, = 0.66999052179243,
y3 = 0.93056815579703 und @y = a3 =

0.17392742256873,a; = o>, = 0.32607257743127,
und liefert

0%[e*] = 1.71828182752607.

Die geschlossene Newton-Cotes-Formel mit vier Knoten
ist die %-Regel

1
Z/s[ex] _ § (eo + 3el/3 + 3e2/3 + el)

1.71854015336017

Damit sind die relativen Fehler
5 ~
| [; e* dx — OF[e"]|
| f02 e’ dx|
| fy e* dx — 03%[e]|

| [ ex dx|

~ 0.00000005 %,

~ 0.015 %.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden
Weitere GauBformeln

Wir haben fiir Orthogonalpolynome eine Dreitermrekursion be-
wiesen, wobei das gewichtete Skalarprodukt

b

(f )= / 0(x) f (¥)g(x) dx

a

dem Orthogonalitétsbegriff zugrunde lag. Fiir die Legendre-
Polynome galt w(x) = 1 und die auf den Nullstellen dieser
Polynome basierenden Gauf3’schen Quadraturverfahren nennt
man auch GauB-Legendre-Verfahren. Die Wahl anderer Ge-
wichte und damit anderer Orthogonalpolynome fiihrt auf sehr
interessante Quadraturregeln, die wir im Rahmen dieser Einfiih-
rung nicht ndher untersuchen konnen, die wir aber wenigstens
darstellen wollen.

GauB-Legendre-Quadratur
[a,p] =[-1,1], w(x)=1
GauB-Tschebyschow-Quadratur
[a.b] =[-1.1]. o) =(1-x})"?

GauB-Jacobi-Quadratur

[a.b] =[-1.1], o) =1-x)*0+x)?, o pf>-1
GauB-Laguerre-Quadratur
[a,b] =10,00), w(x)=x%"", a>-1

GauB-Hermite-Quadratur

x2

[a,b] = (—o0,00), w(x)=¢€"

Einige dieser Formeln konnen erstaunlich gut Funktionen mit
Singularititen integrieren, aber fiir weitere Untersuchungen ver-
weisen wir auf die Literatur.

4.6 Was es noch gibt: adaptive
Quadratur, uneigentliche
Integrale, optimale
Quadraturverfahren und
mehrdimensionale Quadratur

Adaptive Quadratur

In der Praxis tauchen natiirlich in der Regel keine Funktionen
oder Datensitze auf, die so schone Eigenschaften wie z. B. die
Exponentialfunktion e* haben. So kénnen schnell oszillierende
Daten neben Bereichen von sehr variationsarmen Daten vorlie-
gen, was die Verwendung von festen Schrittweiten 4 verbietet,

denn ein sehr kleines & zur Auflssung schneller Oszillatio-
nen ist fiir variationsarme Funktionen viel zu klein und fiihrt
zu libermifBigen Funktionsaufrufen. Jedes gute professionelle
Programm zur numerischen Quadratur verfiigt daher iiber eine
automatische Anpassung der Schrittweite. Eine solche Adapti-
vitét ist bereits durch die Verwendung der Romberg-Integration
gegeben, es existieren aber noch zahlreiche andere Moglichkei-
ten.

Diese Adaptivitit kann z. B. dadurch erreicht werden, dass auf
einem Teilintervall der Schrittweite /; zwei Quadraturformeln
unterschiedlicher Ordnung verwendet werden, z. B. die Trapez-
regel Q7 und die Simpson-Regel Q3. Wegen

hi
1= 5 (f i)+ f(xie1))

und

: h; i+ X
HE r (f(xi) +4f (%) + f(xi+1)

3 2
1 . Xi + Xiq1
3 (QzT [f]+ 2h; (f))

lasst sich das Ergebnis der Trapezregel sogar noch fiir die
Simpson-Regel verwenden. Schitzt man nun grob den Betrag
I; des zu berechnenden Integral auf dem betrachteten Intervall
[xi, x;i+1] und legt eine Schranke ¢ fiir die absolute Genauig-
keit und eine Schranke &, fiir die relative Genauigkeit fest, dann
halbiert man /;, wenn

h,‘ 2hz i i
g(f(xi) + f(xiq1) + (M)

|03'1f1= Q3 [/l > max{er. e21;}

festgestellt wird. Bei

103 f1— Q3'[f1 < max{er,e2];}

bricht man mit der Intervallhalbierung ab. Zahllose andere Mog-
lichkeiten zur adaptiven Berechnung der Schrittweiten findet
man in der Literatur.

Besonders beliebt sind auch die sogenannten Gauf-Kronrod-
Verfahren, die Gaufl’sche Quadraturregeln verwenden. Da die
m Quadraturknoten einer GauB3quadratur nie Teilmenge einer
Gaufl’schen Regel mit m + 1 Knoten sind, werden zu ei-
ner m-punktigen Gaufliregel m 4 1 Punkte hinzugefiigt, die
die Nullstellen eines sogenannten Stieltjes-Polynoms sind. Die
resultierende Gauf3-Kronrod-Regel ist dann von der Ordnung
2m + 1 und die Differenz zwischen dem numerischen Ergebnis
der GauB-Regel und der Kronrod-Erweiterung wird gerne zur
Adaption der Schrittweite genutzt. Gau3-Kronrod-Formeln sind
in vielen Programmen implementiert, z. B. in QUADPACK, der
Gnu Scientific Library und den NAG Numerical Libraries.
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Uneigentliche Integrale

Ein erster Typ uneigentlicher Integrale tritt auf, wenn das In-
tegrationsintervall [a, b] endlich ist, aber der Integrand f eine
Singularitit aufweist. In der Literatur kursieren zahlreiche Me-
thoden bzw. Empfehlungen fiir diesen Fall und es hdngt immer
vom Integranden bzw. von der Art der Singularitit des Inte-
granden ab. Wir wollen fiir unsere Diskussion den Standardfall
betrachten, dass

1

/f(x) dx

0

zu berechnen ist, wobei f bei x = 0 eine Singularitit aufweist.
Das uneigentliche Integral sei existent.

Eine erste Methode ist die direkte Verwendung der Definition

1 1
[ r@avi=tim [ reoax
0 a

Man kann eine Folge 1 > a; > a, > ... mitlim;a; = 0

wihlen, sodass eine Darstellung

i I a @
O/f(x)dxZal/f(x)dX—l-Zf(x)dx+(;3/f(x)dx+...

gilt. Jedes der auf der rechten Seite auftretenden Integrale ist
ein gewohnliches Integral und kann mit einer der von uns
behandelten Methoden behandelt werden. Die auftretenden In-
tegrationsintervalle [ay, aj 1] werden jedoch unter Umstédnden
schnell sehr klein.

Eine zweite Methode — die Methode des eingeschrinkten
Intervalls — bietet sich an, wenn fiir ,,kleines” a > 0 eine Ab-
schitzung der Form

/f(x)dx <e¢
0

mit & > 0 zur Hand ist. In diesem Fall berechnet man numerisch
das Integral

/1 f(x)dx.

In manchen Fillen gelingt auch die Methode der Variablen-
transformation, die wir an einem Beispiel beleuchten. Ist g €

C ([0, 1]) und soll
1
/gz_
X
0

~

117

berechnet werden, dann gelingt es mithilfe der Transformation
t" = x,dx = nt""'dt, das singulire Integral auf das regulire
Integral

1

/ g(t")t"fz dt

0
zu transformieren.

Weiterhin gibt es noch die Moglichkeit der Subtraktion der
Singularitit, die wir ebenfalls an einem Beispiel verdeutlichen.
Schreibt man das singulire Integral

1
/ cosx
0

etwas umstindlich in der Form

1 1 1
/cosx / dx +/cosx—1
0 vx 0 VX 0 vx

/ cosx — 1
=2+ dx,
0

dann ist das so entstandene Integral nicht mehr singulir, was aus
der Taylor-Entwicklung von cos x folgt.

§

Weitere Fille von uneigentlichen Integralen ergeben sich, wenn
der Integrand f zwar stetig ist, das Integrationsintervall jedoch
unbeschrinkt, also

/oof(X)dx, /af(X)dx, /oof(x)dx.

Kapitel 4

Auch hier kann man Methode der Variablentransformation
verwenden. So wird zum Beispiel das Intervall [0, o) durch die
Transformation x = e’ auf das Intervall [0, 1] abgebildet. Dies

fiihrt auf Integrale
0o 1 ) 1
/f(t)d,:/wdx ::/@d
X X
0 0 0

und die Transformation fiihrt nur dann auf ein gewohnliches In-
tegral, wenn g(x)/x in der Nihe von null beschrénkt ist.

Es gibt auch hier wieder die direkte Verwendung der Definiti-
on, in diesem Fall etwa

/Oof(X) dx = blin;o/bf(x) dx

und mit einer entsprechenden Folge (b;);cy mita < by < by <
..und lim; ., b; = oo lassen sich Néherungen fiir das Integral
ermitteln.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden
Optimale Quadraturformeln

Optimale Quadraturformeln sind der ,.heilige Gral* in der Theo-
rie der Numerischen Quadratur. Wir haben schon gesehen, dass
unterschiedliche Klassen von Funktionen zu ganz unterschied-
lichen Fehlertermen fiihren. So hat sich die zusammengesetzte
Mittelpunktsregel fiir Funktionen f mit beschrinkter Variation
als ein Verfahren erster Ordnung erwiesen, ist aber sogar noch
f’ von beschrinkter Variation, dann ist die zusammengesetz-
te Mittelpunktsregel ein Verfahren zweiter Ordnung. Die Frage
bleibt: Wie weit kann man das treiben? Mit anderen Worten:

Ist V' C C([a, b]) ein Unterraum der stetigen Funktionen, n €
N fest gewihlt und

inf sup|R s
le+l[f]f€[l3| mlf]l

dann heifit diejenige Quadraturregel, die dieses Infimum an-
nimmt, optimal in V.

Optimale Quadraturregeln sind von grofitem Interesse, aller-
dings sind bis heute nur wenige solcher Regeln bekannt, d.h.,
es gibt optimale Formeln nur fiir wenige V. In den bekannten
Fillen spielen héufig Splines eine wichtige Rolle, aber dafiir
verweisen wir auf die Literatur. Ein einfaches Beispiel hat Zu-
brzycki schon 1963 angegeben. Im Unterraum

V= {f[Vary(f) < M} N C([a,b]), M >0,

ist die Mittelpunktsregel optimal.

Mehrdimensionale Quadratur

Numerische Integration in mehreren Dimensionen ist ein wei-
testgehend offenes Forschungsgebiet ohne die starken Resultate,
die man aus dem Eindimensionalen kennt. Die numerische In-
tegration in zwei Dimensionen nennt man auch Kubatur. Je
nach Anwendungsfall interessiert man sich fiir die Kubatur auf
bestimmten Gebieten, zum Beispiel auf Rechtecken, oder auf
Dreiecken, oder auf Kreisen. Besonders einfach sind Kubaturre-
geln auf Rechtecken [a, b] X [c, d] zu erhalten, denn sie konnen
aus cartesischen Produkten aus zwei eindimensionalen Quadra-
turformeln zusammengesetzt gedacht werden. Sind

U= Y f (i),

i=0

Lol T= Y b f )
i=0

Quadraturregeln in x- und y-Richtung, dann ergibt sich eine Ku-
baturregel durch das cartesische Produkt

X O 1= aiby f(xi, ).

i=0 j=0

Q.41

Beispiel Im Rechteck [a,b] X [c,d]mith :=b—aundk :=
d — ¢ wihle fiir x- und y-Richtung die Simpson-Formel

h b
0ilf1= g (F@+ar (520) + 7o)

01 f1= 5 (Fer+af (nS50) + rina).

Als cartesisches Produkt ergibt sich mitn = m = 2 und

a+b

Xo=a, x;= ., Xy =b,
2
c+d

Yo=¢ yi=-—"F"> y2=d,

die Kubaturformel

05 % Ol f]
hk &
= 3¢ O (f (i 30) + 41 (i y) + f (. 72)
i=0

= f(x0,y0) +4f (x1,y0) + f(x2,¥0) +4f (x0,y1)
+16f(x1. y1) + 41 (x2. y1) + f(x0.y2) + 41 (x1,)2)
+ f(x2.y2).

Sortieren wir und setzen wieder unsere urspriinglichen Bezeich-
nungen ein, dann lautet die Quadraturformel

;f+1 X Q,{hq[f]
hk
_ %[f(a,c) L PG+ flad)+ f(b.d)

+4(f(“;b,c)+f(a,cgd)
() (52)

e (422,454 -

Wie erwartet, iibertragen sich die Genauigkeiten der beiden ein-
dimensionalen Quadraturformeln auf die Kubaturformel.

Satz Sind 7* := [a,b] und I” := [c,d] Intervalle in x-
bzw. in y-Richtung, Q* und Q7 irgend zwei eindimensiona-
le Kubaturformeln auf 7* bzw. auf /¥ und ist f(x,y) =
g(x)h(y), dann gilt:

Integriert Q* die Funktion g exakt auf 7* und integriert Q7 die

Funktion /& exakt auf /7, dann integriert Q* x Q7 die Funktion
fexaktauf /¥ x I7. <
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Beweis Ist O*[g] = >/ jaig(xi,y) und Q[f] :=
Yo bj f(x,y;), dann gilt

|| remaay = [ g@one)asay

IxxIy IxxIy

~ [swax [noay = (Za,-g(xi)> > bh(y))
7 > i=0 j=0

= 3 aibg(h(y) = 0 x Q7). o
i=0 j=0

Neben den Rechtecken besteht insbesondere bei der Numerik
partieller Differenzialgleichungen grofles Interesse an numeri-
schen Integrationsformeln fiir Simplexe. Dafiir verweisen wir
jedoch auf die reichhaltige Literatur zu den Methoden der Fini-
ten Elemente (FEM).

Ubersicht iiber Programmpakete

Numerische Integrationsroutinen finden sich in allen géngigen
Computeralgebrasystemen, aber es gibt auch eine mannigfache
Auswahl von weiteren Programmpaketen, die in der public do-
main verfiigbar sind. Wir geben daher nur eine Auswahl.

= GNU scientific Library GSL. Die GSL ist in C geschrie-
ben und bietet eine Vielzahl von Methoden zur numerischen
Integration.

m QUADPACK. Geschrieben in FORTRAN enthilt dieses
Paket einige sehr interessante Verfahren zur numerischen
Quadratur.

= ALGLIB. Hierbei handelt es sich um eine Sammlung von
Algorithmen in verschiedenen Sprachen, wie C#, C++ und
VisualBasic.

Cuba stellt Kubaturmethoden zur Verfiigung, ebenso wie

= Cubature.

Scilab ist ein michtiges Werkzeug zur Modellierung und
Simulation und enthélt auch Routinen zur numerischen In-
tegration.

Kapitel 4
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Zusammenfassung

Die numerische Quadratur ist innerhalb der Numerik eine ma-
thematisch besonders weit entwickelte Technik. Wihrend man
sich in anderen Bereichen mit Aussagen iiber Gro3enordnungen
wie O zufrieden geben muss, sind einige Quadraturverfahren so
weit untersucht, dass man den exakten Fehlerterm in Abhingig-
keit von der zur integrierenden Funktionenklasse angeben kann.
Nicht zuletzt liegt das auch daran, dass ein Integral ein lineares
Funktional auf einem Funktionenraum darstellt und man mithil-
fe von funktionalanalytischen Methoden wie dem Peano-Kern
sehr tiefgehende Methoden der Analysis zur Verfiigung hat.

Lo6st man sich von der Forderung nach dquidistanten Knoten,
dann bietet sich die GauB-Quadratur an, bei der als Knoten
die Nullstellen der Legendre-Polynome in [—1, 1] Verwendung
finden. GauB3-Quadraturformeln liefern eine optimale Ordnung
in dem Sinne, dass bei n + 1 Knoten Polynome vom Grad 2n + 1
noch exakt integriert werden.

Die Gaul3’schen Quadraturformeln sind tibrigens nicht die einzi-
gen Formeln auf nichtdquidistanten Gittern. Hervorzuheben ist
das Verfahren von Clenshaw und Curtis, das in der Praxis
vielfiltigen Einsatz findet.

Mit unserer Einfiihrung ist das Gebiet der numerischen Quadra-
tur natiirlich noch langst nicht erschépfend behandelt. Sowohl in
der Theorie (Suche nach ,,optimalen Formeln*) als auch in der
Praxis (Adaptive Quadratur) ist die numerische Quadratur ein
aktives Forschungsfeld. Gerade in mehreren Raumdimensionen
steht man mit all diesen Fragen noch ganz am Anfang.



Zusammenfassung

Ubersicht: Interpolatorische Quadraturformeln auf dquidistanten Gittern

Wir haben Quadraturregeln und ihre Fehler als lineare Funk-
tionale definiert und die Idee der Konvergenz vorgestellt.
Konzentriert haben wir uns auf interpolatorische Quadra-
turen, bei denen man die gegebenen Daten (oder die vor-
gelegte Funktion f an ausgezeichneten Stellen) mit einem
Polynom interpoliert und dann dieses Polynom integriert.

Mit Riickgriff auf die schlechten Eigenschaften der Interpo-
lationspolynome bei dquidistanten Gittern haben wir solche
Quadraturformeln mit hoher Ordnung, d. h. mit Polynomen
vom Grad grofBler als 6, verworfen. Dann treten auch schon
negative Gewichte auf, die zu Instabilititen fithren konnen.
Als wichtige Vertreter der interpolatorischen Quadraturfor-
meln auf dquidistanten Gittern haben wir die geschlosse-
nen Newton-Cotes-Formeln vorgestellt und analysiert. Eine
geschlossene Newton-Cotes-Formel fiir die numerische Be-
rechnung von fab f(x)dx auf n + 1 &dquidistant verteilten
Punktena = xo < x1 < ... < x, =bund h := x;41 — X;
ist von der Form

Quailfl:i=hY i f(x)

i=0

mit den Gewichten

aﬁ_/II“”

J = L= J

/#l
Wihlt man s so, dass 0; := so; firi = 0,1,...,n, ganze
Zahlen sind, dann schreibt man Newton-Cotes-Formeln auch
in der Form

Qn+l[f

S (xi)

und charakterisiert sie durch Angabe von ns und den o;.

Es sind auch offene Newton-Cotes-Formeln im Gebrauch,
bei denen die Daten an den Endpunkten @ und b nicht ein-
bezogen werden. Aus Newton-Cotes-Formeln, die per se nur
fiir ein Intervall [a, b] konstruiert sind, macht man in der Pra-
xis zusammengesetzte Quadraturformeln, indem man ein
Intervall [A, B] in m Teilintervalle zerlegt, auf denen man
dann jeweils die Newton-Cotes-Formel verwendet. In einer
einfachen Fehlertheorie haben wir die Vermutung bestitigt,
dass Newton-Cotes-Formeln fiir gerades n vorzuziehen sind,
da sich bei ihnen ein Ordnungsgewinn einstellt. Diese Feh-
lertheorie haben wir wesentlich durch die Verwendung von
Peano-Kernen ausbauen konnen, mit denen sich das Rest-
glied von Taylor-Reihen sehr subtil abschitzen lasst. Mithilfe
der Peano-Kerne konnten wir zeigen, dass eine Quadraturfor-
mel durchaus unterschiedliche Ordnungen haben kann, wenn
der Integrand des zu approximierenden Integrals aus unter-
schiedlichen Funktionenrdumen stammt.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Konstruktion von Quadratur-
formeln ist die Euler-Maclaurin’sche Summenformel

/ erydr = Q8D

2 2
¢
B (2k—1) (2k—1)
0) — 1
E:am' (0) — g1 (1))
Boiin (2042)
- 0 1
20 +2)! . 0<f<l,

in der die Bernoulli-Zahlen B,; auftreten. Mit ihrer Hilfe
konnten wir die zusammengesetzte Trapezregel genauer un-
tersuchen und die Gregory-Methoden begriinden. Auch die
Romberg-Quadratur, eine asymptotische Methode zur Ge-
nauigkeitssteigerung, beruht auf der Euler-Maclaurin’schen
Summenformel.

Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln

n 0; ns | |[Ru1[f] Name
h3 4

1|1 1 2 T & Trapezregel
hS

2 |1 4 1 6| — f @ &) Simpson-Regel
3h

301 3 3001 8 f<4>(g) 3/8-Regel
8h’

417 32 12 32 7 90 o5 FO®%E) Milne-Regel
275h7

5119 75 50 50 75 19 288 ©® -
12096f ®)

6| 41 216 27 272 27 216 41| 840 | —oo f(f‘)(g) Weddle-Regel
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Ubersicht: Interpolatorische Quadraturformeln auf nichtiquidistanten Gittern

Die GauB-Quadratur verwendet als Knoten die Nullstellen
der Legendre-Polynome im Intervall [—1, 1] und liefert da-
mit optimale Genauigkeit.

Will man mit zwei Punkten im Intervall [—1, 1] noch Poly-
nome vom Grad 3 exakt integrieren, dann st6fit man auf die
einfache Quadraturregel

0:1/] = XMJ@J— 7 (-55)+ 7 (55)-

Diese Formel erlaubt tatsdchlich, mit m := n+1 = 2 Knoten
Polynome vom Hochstgrad 2m — 1 = 3 exakt zu integrie-
ren. Die Knoten —1/+/3, 1/+/3 sind dabei die Nullstellen des
Legendre-Polynoms P5.

Tatsédchlich konnten wir beweisen, dass die Quadraturregel
n
OQunlf1 =) aif(x)
i=0

mit n + 1 Knoten Polynome vom Hochstgrad 2n + 1 inte-
grieren kann, wenn man die Knoten x; frei wéhlen darf.

Wihlt man die x; als Nullstellen von Legendre-Polynomen,
dann ergibt sich der folgende wichtige Satz.

Satz iiber die Existenz GauB’scher Quadraturregeln

Gegeben seien m Quadraturknoten xg, Xy, ..., X,, m =
n+1, als Nullstellen des m-ten Legendre-Polynoms P,
wie in (4.32) definiert. Dann gibt es genau eine Quadra-
turregel

n+1[f Zalf(xl

xp € [—1,1],

die Polynome vom Hochstgrad 2m — 1 exakt integriert.
Die Gewichte sind gegeben durch

I 2

/H( ) dx, i=0,1,2,....n
Xi — X;j

-1

Diese Quadraturregel heilit GauB8’sche Quadraturre-
gel.

Solche Quadraturregeln existieren nur, weil die Legendre-
Polynome im Intervall [—1, 1] nur einfache Nullstellen be-
sitzen. Legendre-Polynome gehorchen als Orthogonalpoly-
nome einer Dreitermrekursion, sodass man die Polynome
einfach bestimmen kann. Die Nullstellen sind in Software-
paketen natiirlich vorhanden, aber es ist trotzdem niitzlich,
wenn man iiber ein paar Tricks und Kniffe Bescheid weiB,
mit denen sich diese Nullstellen einfach berechnen lassen.

Da nicht jedes Quadraturproblem auf dem Intervall [—1, 1]
gestellt ist, muss man die GauB3-Quadraturregeln im Allge-
meinen affin auf das gegebene Intervall [a, b] abbilden.

Affine Transformationen bei GauB'schen Quadratur-
regeln

Sind xo, X1, ..., X, die Nullstellen des Legendre-Poly-
noms P,,m =n+1,in[—1,1]Junde;,i =0,1,...,n
die zugehorigen Gewichte, dann transformieren sich
die Knoten auf Knoten yy, 1, ..., y, und die Gewich-
te auf Gewichte @;,i = 0, 1,. .., n fiir eine Integration
iiber ein beliebiges Intervall [a, b] wie folgt:

b—a a+b
2 + 2
'd'~—a~b_a
T l 2 o

Vi = Xi (4.40)

(4.41)

Wir haben nur die GauB-Quadratur auf den Nullstel-
len der Legendre-Polynome genauer behandelt, aber na-
tiirlich kann man die Nullstellen jeder anderen Familie
von orthogonalen Polynomen verwenden. So gibt es zum
Beispiel die GauB3-Tschebyschow-, GauB3-Jacobi-, GauB}-
Laguerre- und GaufB3-Hermite-Quadratur. Die GauB-
Legendre-Quadratur zeichnet sich gegeniiber allen an-
deren GauB-Quadraturen jedoch dadurch aus, dass die
Legendre-Polynome orthogonal mit der Gewichtsfunktion 1
sind, wihrend in allen anderen Fillen sich die Orthogonalitét
auf ein gewichtetes Skalarprodukt

b

Ungfmmﬂmﬁmw

a

mit w(x) # 1 bezieht.




Aufgaben

Aufgaben

Die Aufgaben gliedern sich in drei Kategorien: Anhand der Verstdndnisfragen konnen Sie priifen, ob Sie die Begriffe und zentralen
Aussagen verstanden haben, mit den Rechenaufgaben iiben Sie Thre technischen Fertigkeiten und die Beweisaufgaben geben Ihnen

Gelegenheit, zu lernen, wie man Beweise findet und fiihrt.

Ein Punktesystem unterscheidet leichte e, mittelschwere ee und anspruchsvolle eee Aufgaben. Losungshinweise am Ende des
Buches helfen Ihnen, falls Sie bei einer Aufgabe partout nicht weiterkommen. Dort finden Sie auch die Losungen — betriigen Sie
sich aber nicht selbst und schlagen Sie erst nach, wenn Sie selber zu einer Losung gekommen sind. Ausfiihrliche Losungswege,

Beweise und Abbildungen finden Sie auf der Website zum Buch.

Viel Spal3 und Erfolg bei den Aufgaben!

Verstandnisfragen

4.1 oo Die Gewichte «; der geschlossenen Newton-
Cotes-Formeln bzw. die 0; := sa; mit dem Hauptnenner s der
o; werden in der Tabelle auf S. 86 fiir wachsendes n immer gro-
Ber. Gilt lim; _, o, 0; = 00?

4.2 o Warum ist es keine gute Idee, Polynome moglichst
hohen Grades zu verwenden, um auf dquidistanten Stiitzstellen
interpolatorische Quadraturregeln zu konstruieren?

43 o Gegeben seien dquidistante Daten auf einer sehr
groflen Anzahl von Datenpunkten. Sie wollen keine zusammen-
gesetzten Newton-Cotes-Formeln verwenden. Welche Moglich-
keit zur Konstruktion einer interpolatorischen Quadraturregel
auf dquidistanten Gittern sehen Sie noch?

4.4 ee  Wie lautet der Hochstgrad der Polynome, die von
einer Quadraturregel mit n + 1 frei wihlbaren Knoten noch ex-
akt integriert werden? Welche Quadraturregeln erreichen diese
Ordnung und wie ist die Knotenverteilung?

4.5 ' Welche Nachteile haben Gauf3-Quadraturen bei
Handrechnung?

Beweisaufgaben

4.6  eee Istdic Funktion f: [a,b] — R stetig, dann ist der
Stetigkeitsmodul von f definiert als

w(8) == max [f(x)— f(y)l,
v—y|=8

a<x,y<bh.

Zeigen Sie fiir eine in [a, b] stetige Funktion f die Abschitzung

n—1
/f(x)dx—hZf(a+(k+l)h) <(b—a)w( “)

Dabei ist i = (b — a)/n. Interpretieren Sie diese Ungleichung
und den Term h Y324 f(a + (k + 1)h).

4.7 oo Betrachten Sie die Riemann’sche Summe

= \/?
ni=\n
.. 1 .
als Quadraturregel fiir das Integral f; /x dx. Berechnen Sie
den Stetigkeitsmodul aus Aufgabe 4.6 und geben Sie eine Schit-

zung des maximal auftretenden Fehlers in Abhéngigkeit von n
an.

4.8 ')
gel

Ermitteln Sie den Fehlerterm fiir die Quadraturre-

olf] = —(f(a) + /(b))
fiir fab f(x)dx durch Integration des Interpolationsfehlers
f(x)—p(x) bei Interpolation von f durch ein lineares Polynom

p(x) = fla) + LY LD g,

4.9 ee Die zusammengesetzte Trapezregel lautet

52=th@+fuo+m+fuwo+%ﬂm}

Die Daten f(x;) seien nicht exakt bekannt, sondern es ste-
hen nur Niherungen y; zur Verfiigung, deren Fehler ¢, :=
f(xr) — yr jeweils im Betrag durch eine obere Schranke E
beschrinkt sind. Welchen Effekt haben diese Fehler auf die zu-
sammengesetzte Trapezformel
ET,; =h |: Yo+ ¥y +.

1
-+ Ym—1 + Eym:l?

4.10 ee  Zeigen Sie mithilfe des Hauptsatzes tiber Peano-
Kerne, dass fiir eine s-mal stetig differenzierbare Funktion f :
[a, b] — R das Fehlerfunktional durch

Rialf) = 200D e, e e )

abgeschitzt werden kann, wenn der s-te Peano-Kern auf [a, ]
sein Vorzeichen nicht dndert.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

4.11

Die Simpson-Regel

b—a a+b
0ilf1= 2 (f@ +ar (52) + 1)
integriert kubische Polynome p € I1; exakt. Berechnen Sie den
Peano-Kern K4 und bestimmen Sie damit das Fehlerfunktional

R5[f] nach dem Hauptsatz iiber Peano-Kerne fiir Funktionen
f:[-1,1] = R,d.h fira =-1,b=1.

Rechenaufgaben

4.12 oo Berechnen Sie mithilfe eines Computerpro-
gramms die Werte der Riemann’schen Summe

n—1
1 k
5
n =" \n
fiir die Funktion f(x) = 4/x auf [a,b] = [0, 1] und die Stiitz-
stellenanzahl n = 2 und n = 2'> = 4096. Rechnen Sie auf 8

Nachkommastellen. Geben Sie die absoluten Fehler an.

4.13 eee Bestimmen Sie m in der zusammengesetzten Tra-
pezregel

= Bf(a) +F G+t f ) + %f(b)]

m—1
—h [Z S+ 5@+ f(b))}
k=1

fiir das Integral

1

Iexp(—x?)] = /e_xz dx

0

s0, dass das Resultat sicher auf 6 Nachkommastellen genau ist.

4.14 ee  Die Funktion
Fo =13 L cosrtan)
X) = — — X
m = 2k

ist stetig, aber nirgends differenzierbar. Berechnen Sie das In-
tegral fab f(x)dx fir das Intervall [a,b] = [0,0.1] bzw.
fiir [a,b] = [0.4,0.5] jeweils mit der Trapezformel und der
Simpson-Regel. Die exakten Vergleichswerte sind:

= fiir [a.b] = [0,0.1]: 0.0189929,
= fiir [a. b] = [0.4,0.5]: —0.0329802.

Verwenden Sie eine Schrittweite von 7 = 0.001 und brechen
Sie die Reihe an einer Stelle ab, an der die weiteren Summanden
keinen Einfluss mehr haben (fiir k = 200 ist bereits 2 = 1.6 -
10%°1). Berechnen Sie die Quadraturfehler und vergleichen Sie
diese. Rechnen Sie unbedingt mit doppelter Genauigkeit.

4.15 eee Schreiben Sie ein Programm zur GauB3-Quadratur
von Funktionen f: [0,1] — R, wobei Sie 2 und 4 Inte-
grationspunkte zulassen. Berechnen Sie fol li); 7 bis auf acht

Nachkommastellen. Der Vergleichswert ist 0.86697299.




Antworten zu den Selbstfragen

Antworten zu den Selbstfragen

Antwort 1 Fiir f(x) = sx + d erhdlt man durch Integration

b
fab f(x)dx = s% —{—dx‘ = §(b* —a*) + d(b — a). Ande-

rerseits liefert die Mittelpunktsregel QM ] := hf (a + %) =
(b—a) f (“52) = (b—a) (s52 + d) = 3(b*—a?) +d (b—a),

Antwort 2 Inunserem Fallista = —1,b = 1,x9 = —c,x; =
0,x, =cundag =a, = 3‘% a; = 2—3‘%. Die transformierten
Groflen ergeben sich zu

~ ~

’)?0:'E+(xo—a)b_a:’av—i-(l—c)b_a,
b—a 2

- - b-a _ b-a

xlza—l—(xl—a)b_a:a— >

- - b-7 b-a

Xo=d+ (x, —a =a+(1+c¢) ,
b—a 2

— _ b-7a_ 1b-7

G =y T T 32 2

— b-7 2\b-7a

“lzalb_f(z‘ﬁ)T’

— _ b-T_ 1b-7

=y T 32

Mit diesen transformierten Grof3en ergibt sich die transformierte
Quadraturformel zu

2
0slf1= Y7 f ().
i=0
Im speziellen Fall des Intervalls [&',Z] = [0, 2] erhalten wir

~ 1 2 1
0ulf] = 53/ =0+ (2= 55 ) F D + 55/ 4

Antwort 3 Der Fehler ist null, denn die Weddle-Regel quadriert
noch Polynome bis zum Grad 6 exakt.

Antwort 4 Jede brauchbare Quadraturregel muss konstan-
te Funktionen exakt integrieren. Setzen wir in Q[f] =
(2 f(x0) — f(x1) + 2f(x2)) die Funktion f(x) = 1 ein,
dann muss sich Q[f] = b — a ergeben, und das ist der Fall,
wenn die Summe der Koeffizienten a; gerade 44 betragt.

Antwort5 Da f stetig und v’ Riemann-integrierbar ist, ist auch
das Produkt V' Riemann-integrierbar. Wir miissen zeigen, dass
die GroBe / in der Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals

gerade fab f(x)V(x)dx ist, d.h., mit der Abkiirzung Av; :=
v(xg) — v(xgx—1) bendtigen wir eine Abschitzung von

b
D= Y fEan— [ fveds
k a

Xk
X—1

und andererseits fab Fy (x)dx = Y5, f;:i ()Y (x)dx.
Damit schreibt sich

Nun kénnen wir doch einerseits Av, = V/(x) dx schreiben

D=y [ (- reona
k=ly

Die Funktion f ist als stetige Funktion auf der kompakten
Menge [a, b] gleichmiBig stetig und V' ist beschrinkt. Daher
verschwindet D bei unbeschrinkter Verfeinerung der Zerle-
gung.

Antwort 6 Nach der Darstellung (4.18) wird die Trapezformel
immer genauer, je mehr von den Ableitungen 1 (a) und
f®=1(p) die Bedingung

f(2k—l)(a) — f(2k—l)(b)

erfiillen, denn dann heben sich die Fehlerterme in der Ent-
wicklung (4.18) weg. Diese Bedingung ist aber fiir periodische
Funktionen auf [a, b] gerade erfiillt.

Antwort 7 Aus (4.19) folgt
Bu(x+1)— Bu(x) = n / (Buor(x + 1) — By (1) dov.

Fiir n = 2 erhalten wir By(x + 1) — Bo(x) =2 [(x + 1 — 3 —
X+ %) dx = 2x. Die Integrationskonstante kann entfallen, da in
einer Differenz zweier Bernoulli-Polynome vom gleichen Grad
die (identischen) Konstanten sich ausloschen. Nehmen wir nun
an, die Behauptung gelte fiir beliebiges n. Dann ist zu zeigen,
dass die Behauptung auch fiir n + 1 gilt. Wir rechnen

Bn+l(x + 1) - Bn+l(x)

=+ 1)/(B,l(x + 1) — B,(x))dx

=m+1) / nx"dx = (n + 1)x™.
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4 Quadratur — numerische Integrationsmethoden

Antwort 8 Das Intervall [—1, 1] muss affin auf [a, b] transfor-
miert werden. Dabei geht der Randpunkt x, := —1 in den Punkt
Va4 = ¢X, + d = a tiber und der Randpunkt x; := 1 in den
Punkt y, := cx;, + d = b. Aus diesen beiden affinen Glei-
chungen lassen sich ¢ und d eindeutig bestimmen, nimlich zu
¢ =(b—a)/2und d = (a + b)/2. Die affine Transformation
ist also

b—a n a+b
= X
Y= 2
Damit transformieren sich die Quadraturknoten xy = —1/ V3

und x; = 1/+/3 zu den Knoten

_ b—a a+b
yo-——2ﬁ+ s
_b—a a+b
TR T

Die Gewichte o; = 1,i = 0, 1, transformieren sich nach (4.3)
gemal
- b—a b—a
o = O = s
"1—(-1) 2

i=0,1,

sodass die Quadraturregel auf [a, b]

Q1= "3 (f o) + £ 00)

lautet.
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5 Numerik linearer Gleichungssysteme — Millionen von Variablen im Griff

Eine groBe Vielfalt unterschiedlicher praxisrelevanter Problemstel-
lungen fiihrt in ihrer numerischen Umsetzung und Ldsung auf die
Betrachtung linearer Gleichungssysteme. Die schnelle Losung dieser
Systeme stellt dabei haufig den wesentlichen Schliissel zur Entwick-
lung eines effizienten und robusten Gesamtverfahrens dar. Bei der
Losung linearer Gleichungssysteme unterscheiden wir direkte und
iterative Verfahren. Direkte Algorithmen, die auf im Folgenden vor-
gestellten LR-, Cholesky- und QR-Zerlegungen beruhen, ermitteln
bei Vernachlassigung von Rundungsfehlern und unter der Voraus-
setzung, hinreichend Speicherplatz zur Verfiigung zu haben, die
exakte Losung des linearen Gleichungssystems in endlich vielen
Schritten. Da die linearen Gleichungssysteme, wie bereits erwahnt,
oftmals als Subprobleme innerhalb der numerischen Approximation
umfassender Aufgabenstellung auftreten, ist der Nutzer allerdings
haufig nicht an der exakten L6sung derartiger Systeme interes-
siert, da eine Fehlertoleranz in der GroBenordnung der bereits zuvor
vorgenommen Naherung ausreichend ist. Des Weiteren ist der Auf-
wand zur exakten Lésung in zahlreichen Fallen viel zu hoch und
die auftretenden Rundungsfehler fiihren zudem gerade bei schlecht
konditionierten Problemen oftmals zu unbrauchbaren Ergebnissen.
Praxisrelevante Problemstellungen fiihren zudem in der Regel auf
schwach besetzte Matrizen. Die Speicherung derartiger Matrizen
wird erst durch die Vernachlassigung der Nullelemente méglich, die
haufig Gber 99 Prozent der Matrixkoeffizienten darstellen. Bei di-
rekten Verfahren kdnnen auch bei derartigen Matrizen vollbesetzte
Zwischenmatrizen generiert werden, die den verfligbaren Speicher-
platz Uberschreiten. Dagegen konnen Matrix-Vektor-Produkte, die
innerhalb iterativer Verfahren die wesentlichen Operationen repra-
sentieren, bei schwach besetzten Matrizen sehr effizient berechnet
werden, wenn die Struktur der Matrix geeignet berlicksichtigt wird.
Daher werden in der Praxis zumeist iterative Verfahren eingesetzt.
Diese Algorithmen ermitteln sukzessive Naherungen an die gesuch-
te Losung auf der Grundlage einer Iterationsvorschrift.

GauB-Elimination und
QR-Zerlegung

5.1

Die Grundidee der direkten Verfahren liegt in einer multiplika-
tiven Zerlegung der reguldren Matrix A. Auf der Basis einer
Produktdarstellung der Matrix A in der Form

A =BC
ergibt sich die Losung des Gleichungssystems
Ax =b
gemal
x=C'B7'bp.
Folglich miissen die Matrizen B und C derart gewihlt werden,
dass sich entweder die jeweilige Inverse stabil, schnell und ohne

zu groBen Speicheraufwand berechnen ldsst oder zumindest das
Matrix-Vektor-Produkt z = B~'y beziehungsweise z = C 'y

implizit durch elementares Losen des zugehorigen Gleichungs-
systems

Bz =y respektive Cz =y

effizient ermittelt werden kann.

Das GaufB3'sche Eliminationsverfahren entspricht
einer LR-Zerlegung

Der GauB3-Algorithmus, auch Gauf’sches Eliminationsverfah-
ren genannt, stellt in seiner elementaren Form eine sukzessive
Umwandlung des linearen Gleichungssystems in ein dquivalen-
tes System mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix dar. Dieses
System wird anschlieend durch eine sukzes