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Yorwort

Dieses Buch soll die Anstrengungen unterstiitzen, die die meisten Studenten vor ihren Mathe-
matikpriifungen zum Einprédgen des Stoffes und zur Vorbereitung auf die Modulpriifungen un-
ternehmen. Es ist entstanden aus meinem Buch “Repetitorium Mathematik” sowie aus meiner
Sammlung von Klausuraufgaben.

Nun ist es schwierig, wenn nicht unmoglich, Stoff und Darstellung unabhéngig von Priifungs-
ordnung und personlichem Stil auszuwihlen. Ich habe mich bemiiht, fiir die folgenden Gebiete
eine Grundlage zur Vorbereitung auf die Modulpriifungen —seien sie miindlich oder schriftlich—
bereitzustellen (die Aufteilung in Teile I und II mag dabei je nach Studienordnung abweichen):

Lineare Algebra I und II (mit Klausuraufgaben)

Analysis I und II (mit Klausuraufgaben)
Wahrscheinlichkeitstheorie/Stochastik (mit Klausuraufgaben)
Computerorientierte Mathematik/Anfinge der Numerik (mit Beispiel-Klausur)
Elementargeometrie (mit Klausuraufgaben)

Algebra/Zahlentheorie (mit Klausuraufgaben)

Die Fragen und zugehorigen Antworten des Textteiles werden durch Beispiele und weiterfiihren-
de Anmerkungen erginzt. Letztere sollte man ebenso wie die mit ** markierten Teile beim ersten
Durcharbeiten iiberspringen. Sie ermoglichen spiter eine Ergéinzung und Abrundung des Wis-
sens. An viele Beweise wird durch eine Beweisskizze oder die Beweisidee erinnert. Da ich vor-
aussetze, dass der Leser die wichtigsten Gebiete schon einmal in einer Vorlesung kennengelernt
hat und sie sich jetzt einprigen mochte, habe ich groen Wert auf strukturelle Zusammenhénge
gelegt, wobei ich gelegengtlich im Vorgriff auch auf Begriffe und Sitze aus anderen Teilgebieten
eingehe. Evtl. ist es aber auch moglich, sich anhand des Buches in neue Themenbereiche einzu-
arbeiten. An jedes Kapitel schliet sich ein Aufgabenteil an, der zum Klausur-Training benutzt
werden kann. Fast alle Aufgaben wurden bereits in Klausuren gestellt und so getestet. Im letzten
Teil des Buches sind Losungsskizzen zu samtlichen Aufgaben wiedergegeben.

Meinen herzlichen Dank mochte ich Frau Margrit Barrett und Frau Heike Eckart fiir das Schrei-
ben einiger Textteile in ISTEX und die Eingabe vieler Bilder in die Systeme “idraw” und “xfig”
aussprechen, ebenso Frau Silvia Hoemke und Frau Elke Greene fiir weitere Bilder im picture
mode. Einige Funktionsgraphen habe ich mit “Mathematica” erzeugt.

Die Aufgaben und Losungen bzw. Losungshinweise wurden zusammengestellt von Sabine Gie-
se, Christian Hering, Josef Heringlehner, Birgit Mielke, Hans Mielke und mir. Die Losungen
haben wir sorgfiltig erstellt, trotzdem konnen wir keine Gewéhr tibernehmen. Kommentare sind
willkommen, z.Bsp. per E-mail an “schulz@math.fu-berlin.de” .



Fiir Beitrage zur Aufabensammlung mochte ich mich bedanken bei Prof. Dr. Heinrich Begehr,
Prof. Dr. Rudolf Gorenflo, Dr. Christian Haase, Christoph Kapsch, Dr. Lutz Heindorf, Corinna
PreuB}, Prof. Dr. Elmar Vogt, Prof. Dr. Dirk Werner und Julia Westendorf sowie bei allen un-
bekannten Autoren von inzwischen teilweise zu Folklore” gewordenen Aufgaben; dankbar bin
ich auch Jennifer Eisfeldt, Sonja Ernst, Johannes Heck, Prof. Eberhard Letzner, Veronika Lie-
bich, Julian Pfab, Stefan Preyer, Antje Schroder, Gregor Schulz, Jens-Uwe Sedler und Ariane
Weigandt fiir Hinweise auf Fehler bzw. Druckfehler, auf missverstindliche Formulierungen oder
fehlerhafte Interpretationen von Aufgabenstellungen in fritheren Fassungen der Aufgabensamm-
lung.

Berlin, im September 2009 Ralph-Hardo Schulz
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Kapitel 1

Lineare Algebra I

1.1 Vektorriume, Basis, Dimension

Was versteht man unter einem Vektorraum?

Gegeben sei ein Korper K (als “Skalarbereich”), z.Bsp. Q, R, C, Q (v/2) oder ein endlicher
Kérper GF(p) = Z/pZ = Z,,GF(p*)(s. Kap. 8). Dann heil3it (V’@’k) ein K-Vektorraum (K-

VR), falls (V,®) eine abelsche Gruppe ist (s.§8.8) und die sogenannte S—Multiplikation'
P K xV — V mit (A,v) — Av folgende Gesetze (fiir alle vyw € V, A, u € K, 1 = 1 ) erfiillt:

— das gemischte Assoziativgesetz Ay = Auv)
— die gemischten Distributivgesetze (A+u)yv = Aduw und A(vew)=lwdAiw
—und die Gleichung 1v = v

Geben Sie Beispiele von Vektorrdumen an, darunter unendlich—-dimensionale?, ferner Funktio-
nenriaume!

1.) Voraussetzung: Seien K Korper (siehe Kap. 8) (Skalarbereich) und 7 # 0 Indexmenge!

Definition: Die Menge aller Abbildungen von 7 in K (d.h. auch: der Familien tiber K mit
Indexmenge I ) bezeichnen wir mit

K':= Abb (I,K) ={ f | f : I — K Abbildung } = {(fi)ies | f; € K} (mit f; := £(i));

auf ihr sind Addition und S—Multiplikation argumentweise bzw. komponentenweise er-
Klart, d.h. (firalle x € I,A € K, f,g € K'):

fog: (fog)x):=f(x)+8x) bzw. (fi)ier ® (8i)ier = (fi + gi)ie

Log: AOg) (x) =X g(x) bzw. A(gi)icr = (Agi)icr-

Dann gilt: (K!,®,®) ist ein K — VR, der Vektorraum aller Familien iiber K mit der Index-
menge /.

IWegen der Kommutativitit der Multiplikation in K kann man auch vA(:= Av) schreiben; alternativ kann man auch
i V x K — V definieren.

2Zum Dimensionsbegriff siehe Seite 8 !
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Spezialfille:

(a) Raum der n-Tupel: * Fiir I = {1,...,n} ist K/ = K", denn (x1,...,x,) ist laut Defi-
nition gleich der Abbildung f von {1,...,n} in K mit f(i) = x;. Addition und S—-Multipli-
kation sind komponentenweise erklart, d.h. (fiir alle x;, y;, A € K):

(X1yee X))+ 015 500) = (X110 X0 T Y0)
A(xry ..o yxn) (Axi,y. ., ) .

(b) Raum aller reellen Folgen: Fiir / =N , K = R ist K/ = RN = @,y R (direktes
Produkt abzihlbar vieler Faktoren R). Wichtige Unterrdume (zum Begriff des Unterraums,
“UR”, siche Seite 4):

— UR der konvergenten reellen Folgen
(wegen (ay,)nen, (bn)nen konvergent = (a, + Ab,)nen konvergent)
— UR der reellen Nullfolgen

analog fiir K = @ : QY ist Vektorraum, u.a. mit folgenden Unterriumen:
— UR der Cauchyfolgen iiber Q
— UR der Nullfolgen iiber @ (— Konstruktion von R, s.u.)

2.) Sei K Korperund I # 0 ! Dann ist K := {(X)ics | (A;); € K mit A; = O fiir fast alle i € I}
mit komponentenweiser Addition und S—Multiplikation ein Vektorraum, der Vektorraum
der Familien mit endlichem Tréger; (dieser ist gleich K, falls I endlich ist, sonst echter
Unterraum von K') Anmerkung: Bis auf Isomorphie sind durch K () alle K — VR e erfasst.

Spezialfille:
(a) Ist I = {1,...,n}, also endlich, so gilt: K) = K = K" (s.0.)

(b) Sei* I = N . Mit der Definition X := (0,1,0,0,...) und der Multiplikation

! i . .
(o)ien - (Bi)ien = (ZOO‘J'Bifj)ieN gilt  (0)ien = '%1 o;X' . In dieser Darstellung hei-
Jj= 1SS
Ben die Elemente von K™) Polynome. K[X] := (K™ +, o -) ist eine K—Algebra, die soge-
nannte Polynomalgebra iiber K. Dabei heifit (V, 4+, o -) eine K-Algebra, falls (V,+,-) ein
Ringistund (V,+, ;() ein K— Vektorraum mit den folgenden Vertriaglichkeitsbedingungen:

Va,b € VYA€ K: Ma-b) = (ha)b=a(Ab) .

3.) Vektorraum P(K) der Polynomabbildungen (Polynomfunktionen) des Korpers K (ein
n . n .

Unterraum von Abb (K,K) ): Elemente: f = Y a;(id)' : x+— Y aix'. Falls K unendlich
i=0 i=0

ist, gilt P(K) = K[X] . (Beweis?)

~

4.) Vektorraum der Vektoren der (reellen) euklidischen Ebene E (als Modell fiir die Zei-

chenebene); (analoges gilt fiir den euklidischen Raum):

~

Elemente sind die Klassen vektorgleicher Pfeile; dabei ist ein Pfeil P_OQ definiert als Punk-
tepaar (P,Q) fir PO € E und die Vektorgleichheit durch: PQ ist vektorgleich RS genau

3Vektoren von K" bezeichnen wir oft mit fetten Buchstaben oder versehen sie mit einem Pfeil, z.Bsp. v oder V.
4Gem#B DIN-Norm versteht man unter N die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieflich der Null, s. §8.2 | Wir
benutzen aber auch oft die Bezeichnung Ny. Fiir N'\ {0} schreibt man oft N* oder ebenfalls nur N.
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H H o
dann, wenn [ PQ||RS und | PQ | = | RS | sowie PQ,RS ’gleichorientiert’ ]. Vektorgleich-
heit ist ein Aquivalenzrelation; Aquivalenzklassen sind definitionsgemiB die elementar-
geometrischen Vektoren (s. Abb. 1.1 a).

C

Abbildung 1.1: a) Vektorgleiche Pfeile b) Addition von Vektoren (Pfeilklassen)

Addition: durch Reprisentanten definiert (Spitze—Fuf—Regel), s. Abb. 1.1 b). Die Wohl-
definiertheit folgt z. Bsp. aus der Existenz aller Translationen (s. Abb. 1.2 mit Translation
Taa<) (— kleiner Satz von Desargues, s.§7.1)

c b B

Abbildung 1.2: Zur Wohldefiniert-
heit der Vektor-Addition

S—Multiplikation mit Faktor k : Ubergang zu parallelen Pfeilen der |k|-fachen Linge mit
gleicher Orientierung im Fall k£ > 0 bzw. entgegengesetzter Orientierung im Fall k£ < 0.

5.) Korper als Vektorraum iiber Unterkorpern: L, K seien Korper und K Unterkorper von L (in
Zeichen K < L). (L, +’k) ist VR iiber K, wobei "I-( "definiert wird als die Einschrinkung
der Multiplikation von L x L auf K x L (induzierte S—Multiplikation) .

Beispiele: R als Q—VR, C als R—VR, K als K—VR

6.) Vi ={f € Abb(R,R)| f unendlich oft differenzierbar und f” + f = 0} ist Unterraum (s.u.)
von Abb (R, R).

7.) Sei E metrischer Raum (s. §3.2), K € {R, C }; Addition und S-Multiplikation bei folgen-

den Beispielen seien argumentweise erklirt (siche Beispiel 1.):

B(E,KK) Vektorraum der beschréinkten Funktionen auf £ mit Werten in K
C(E,K) Vektorraum der stetigen Funktionen auf E mit Werten in K

8.) 12 Raum der Folgen (x;);ery € CN mit ¥ |x;|* konvergent  (Hilbertscher Folgenraum)

9.) Seien V,W Vektorrdume iiber K . Dann ist Homg (V,W) = L(V, W) , der Raum der
linearen Abbildungen von V in W, s. §1.2, ein Unteraum von Abb(V,W).
Spezialfille:
(a) FirdimgV =n und dimgW =m ist Homg(V,W) K(mn) — K™" wobei K (m:n)
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der Vektorraum der m x n— Matrizen mit komponentenweiser Addition und S-Multi-
plikation ist.

Anmerkung: Fir V =W lisst sich Homg (V,V) =:Endg (V') durch die Multplikation “ o ”
(Hintereinanderausfithrung, Verkettung) zu einer K—Algebra (s. §8.1) machen. Nach Aus-
wabhl einer Basis entspricht o der Multiplikation der zugehorigen Matrizen.

(b) W=K: Homg(V,K)=:V* =V heiBt der Dualraum von V (vgl. §2.4, Seite 51).
Anmerkung: Es gilt V= K" = v*=~K/ = Hierbei lisst sich V* — K' definieren
durch f — (f(b;))ie; fiir eine Basis (b;)ier von V.

Sei K =GF(2) = I, der Korper mit 2 Elementen. Die Potenzmenge B(M), d.h. die
Menge aller Teilmengen einer Menge M, mit M # 0 wird zum F,-Vektorraum durch
die Verkniipfungen X +Y := XAY := (XUY)\ (X NY) (symmetrische Differenz) und
0-X=0,1X=X.

a) Was versteht man unter einem Unterraum eines K—Vektorraums? b) Wie lautet das Unter-
raumkriterium? c) Gehen Sie auf das Verhalten von Unterrdumen bei Durchschnitt und Sum-
menbildung ein!

a)

b)

Definition: U heifit (linearer) Unterraum (UR) oder Teilraum von V, falls U mit der auf U
eingeschrinkten Addition und S-Multiplikation selbst K — VR ist.
Beispiele (weitere Beispiele s.o0. bei den Beispielen von Vektorraumen):

(i) FirV =R? sind {0}, Ra:= {Aa|]A € R} fira € V\ {0} und Ra+Rb:=
{Aa+ub|\,u € R} fiira,b €V, aber auch R 3 selbst Unterriume von V.
(i) U={(x,y,z) € R*| —2x+5y+z=0} ist Unterraum von R 3.

Unterraumkriterium: Sei V ein K —VR und U C V. Dann ist U Unterraum von'V genau
dann, wenn gilt: (i) U # 0 und (ii) U ist abgeschlossen bzgl. Addition und S-Multiplikation,
alsoU+U CU und KU C U.

Ist (U;)ies eine nicht-leere Familie von Unterrdumen von V, dann ist sowohl () U; als auch
iel
Y Ui :={Y ui|lu; € U; fiir i € I, nur endlich viele u; # 0} ein Unterraum von V.
il il
Anmerkung: 1.) |J U; isti.a. kein Unterraum;es gilt Y, U; =Spann(|J U;), d.h. die Summe
il il iel
der UR’e ist das Erzeugnis (s. Seite 6) ihrer Vereinigungsmenge.

2.) Definition: Die Summe Y U; heiflit direkte Summe,in Zeichen € U;, falls zusitzlich
icl icl
firalle je/gil: Ujn Y, U;={0} . Speziell haben wir also:
iel\(J}
V=U&U,< (V=U;+U,und Uy NU, = {0}).

Was versteht man unter der linearen Unabhiingigkeit (i) von Vektoren vy, ...,v, € V (genauer:
einer Familie von Vektoren), (ii) einer Menge M von Vektoren aus V' ?

@

Die Vektoren vi,...,v, € V heiBen linear unabhcingig (genauer: die Familie (v;)i—1,..»
heiBt linear unabhéingig, lin. unabh.), falls fiir beliebige Ay, ..., A, € K gilt:

Z?»ivi:O - 7»1:%2:...:%,,,:0.
i=1
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Andernfalls hei3en sie linear abhdiingig.

(i) Eine Menge M mit M C V (nicht notwendig endlich) heift linear unabhingig, wenn jede
endliche Teilmenge 7" von M aus linear unabhéngigen Vektoren besteht, andernfalls linear

abhingig.
Anmerkungen: Es gilt: (i) vq,...,v, sind linear abhéngig genau dann, wenn {v,...,v,} linear
abhingig ist oder vy, ..., v, nicht paarweise verschieden sind.

(i1) Jede Teilmenge einer linear unabhingigen Menge ist linear unabhiingig, jede Obermenge
einer linear abhéngigen Menge linear abhingig. (Beweis?).
Beispiele:

Untersuchen Sie, ob folgende (Familien von) Vektoren linear unabhéngig sind:

1) (1,-1,0), (1,0,—1), (v/2,v/2,v/2) inR? 2) 1, X+1, X —/3in R[X]

3.) 1, sin, cosin C(R,R)

ad 1) Die Vektoren sind linear unabhéngig.
Beweisskizze: 1. Moglichkeit: M(1,—1,0) +u(1,0,—1) 4+v(v/2,v/2,v/2) = 0 fiihrt durch
Komponentenvergleich auf das lineare Gleichungssystem
A oHu +VV2=0
—A +Vv2=0
—p H+VV2=0

das als einzige Losung A = uy = v = 0 hat. |
2. Moglichkeit: Die aus den gegebenen Vektoren (als Spalten) gebildete Matrix

11 V2

A= —1 0 /2 | hat Determinante ungleich 0, (s. §1.6). O
0 —1 V2

Anmerkung: A ist die Koeffizientenmatrix des obigen linearen Gleichungssystems.

ad2) 1,X+1,X —+/3 sind linear abhiingige Vektoren von R[X] :
Beweis: 1. Miglichkeit: X —+/3 = X + 1 — (1 ++/3) -1 ist Linearkombination der beiden

anderen Vektoren. ]
2. Moglichkkeit: {AX + | A, u € R} ist 2-dimensionaler Unterraum von R[X]. Die
maximale Méchtigkeit einer linear unabhédngigen Teilmenge ist damit 2 (s.u.). (|

ad 3) 1,sin,cos sind linear unabhingig
Beweisskizze: Sei A-1+ usin+vcos =0, d. h.A+usinx+vcosx =0 firallex € R.
1. Moglichkeit des WeiterschlieBens: Wihle x als 0, 72‘ und T; es folgt
A+0+v=0 und A+u+0=0 sowie A+0—v=0unddarausA=u=v=0. O

2. Moglichkeit: Differentiation fiithrt zu ycosx — vsinx = 0, woraus sich u =v = 0 und
A =0 ergibt. O

(i) Was versteht man unter der linearen Hiille einer Teilmenge T eines Vektorraums V, was
unter einem Erzeugendensystem eines Unterraums U von V?

(i1) Geben Sie mehrere dquivalente Definitionen fiir den Begriff Basis eines Vektorraums!

(iii) Gehen Sie dabei auch auf den Koordinatenvektor Mp(x) eines Vektors x € V bzgl. einer
Basis B eines endlich—erzeugten Vektorraums V ein!
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(i) Ist T CV,so heilt U lineare Hiille (Erzeugnis) von T und T Erzeugendensystem von U, falls
eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. U ist der kleinste T enthaltende Unterraum von V.

2. U ist der Durchschnitt aller 7 enthaltenden Unterrdume von V.

3.U={YXAvi|\; €K,v; €T, fastalle A; =0}, d.h. U ist die Menge aller Linearkombinationen
von T.

Beweis der Aquivalenz? Schreibweise: U =< T >= Spann(T).

Beispiele: Spann(v) = Kv  und  Spann(v,w) = Kv+Kw={Av+uw | L,u € K}.

K" =Spann({b;|i = 1...,n}), falls die n Vektoren by,...,b, linear unabhiingige Vektoren von
K" sind; z. Bsp. b; = & = (0,...,0,1,0,...,0) mit I an der i-ten Stelle.

K[X] =Spann({X‘|i € N}). Die Folgen (1, 0,0, ...,0),(0,1,0,...),...,(0,0,..,0, 1,0, ...),...
bilden kein Erzeugendensystem von RY, da sich z.Bsp. die konstante Folge (1, 1,1, ...) nicht
als endliche (!) Linearkombination dieser Vektoren darstellen 14sst.

Anmerkung: V heiflt endlich erzeugt (oder endlich erzeugbar), falls es ein endliches Erzeugen-
densystem T von V gibt. Beispiele: K" ist endlich erzeugt; K™ (VR der Folgen) und K[X]| = K ™)
(VR der Folgen mit endlichem Triger bzw. Polynome) sind nicht endlich erzeugt.

(i) SeiV ein K — VR und B C V. Dann sind dquivalent (Beweis?):

1. B ist eine Basis von V, d.h. ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V, also
B linear unabhéngig und V = Spann(B).

2. B ist eine maximale linear unabhédngige Teilmenge von V, d.h. B ist linear unabhingig und
Vx € V\ B: BU{x} linear abhingig.

3. Bistein minimales Erzeugendensystem, d.h. V = Spann(B) und Vx € B: Spann(B\ {x}) # V.

4. Jeder Vektor v € V lisst sich (abgesehen von Reihenfolge und Aufspalten der Summanden)
auf genau eine Weise als Linearkombination von B darstellen.

Beispiele von Basen:

{€¢;]i = 1,...,n}istBasisvon K" (Definition von ¢ siehe unter Bsp.(i)), und

{X|i € N} ist Basis von K[X] . Diese beiden Basen heiBen “kanonische Basis” von K" bzw.

K[X]. Basis von {0} ist 0. Weitere Beispiele von Basen findet man auf Seite 8 folgende.

(ili) Definition Koordinaten: Sei V ein K — VR mit endlicher Basis B = {by,...,b,}. Nach

Festlegung einer Reihenfolge (totalen Ordnung) der Elemente von B sprechen wir von einer ge-

ordneten Basis B = (by,...,b,). Nach (ii) ldsst sich dann x € V auf genau eine Weise in der Form
n E‘-:\1
x =Y &b; darstellen. &; heiBt i-te Koordinate von x bzgl. Bund Mg(x):= | : | Koordinaten-
i=1

En
vektor von x bzgl. B.
Al
Beispiele: (a) Ist V. = K" und B = (€1,...,¢,), so gilt Mp((Ai,...,A,)) =
An
b) Ist V Raum der Vektoren der euklidischen Ebene mit geordneter Basis (51 ,Zz), SO ist ¥ =

&151 + &zi;'z mit Koordinatenvektor <§1) der Ortsvektor des Punktes mit den Koordinaten (&;,&;)
2

in dem entsprechenden affinen Koordinatensystem, (s. Abb. 1.3, vgl. auch Bsp.4 auf Seite 6)
Anmerkung: Die Zuordnung ip : V — K" mit x — Mp(x) ist (fiir eine feste Basis B von V mit
|B| = n) ein Isomorphismus (vgl. Seite 10).

Als Hilfsmittel zum Beweis des Basisexistenzsatzes verwendet man das Zornsche Lemma (bzw.
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Abbildung 1.3:
Punkt- und Vektorkoordinaten in einem affinen
Koordinatensystem der Ebene:

(&1,62)= (2;)

im endlich erzeugten Fall den Austauschsatz von Grassmann/ Steinitz), s.u.

Exkurs zu einem wichtigen Beweisprinzip:

Geben Sie eine Formulierung des Zornschen Lemmas an! Welche anderen wichtigen Aussa-
gen sind zu ihm dquivalent?

Lemma von Zorn:

In jeder nicht-leeren induktiv geordneten Menge existiert (mindestens) ein maximales Element.
Dabei heiBt eine geordnete Menge (M, <) induktiv geordnet, wenn zu jeder nicht-leeren total-
geordneten Teilmenge (Kette) von M eine obere Schranke in M existiert. Ein Element b € M
hei3t maximal, wenn kein echt groeres Element in M existiert.

Beispiele fiir induktiv geordnete Mengen:

(i) (M,<) = (P(A),C) (Potenzmenge von A mit Mengeninklusion) ist induktiv geordnet:
U X ist obere Schranke fiir eine nicht-leere Kette X von B(A).
Xex
(i) ([0,1],<) ist induktiv geordnet, nicht aber ([0, 1], <).
@iii) (N, <) ist nicht induktiv geordnet, da die Kette N keine obere Schranke in N hat.

Aquivalente Aussagen:

Wohlordnungssatz: Jede Menge ldsst sich wohlordnen, d.h. so ordnen, dass jede nicht-leere
Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Auswahlaxiom (Axiom of choice, AC): Ist (Aq)qes eine nicht-leere Familie paarweise dis-

junkter nicht-leerer Mengen, dann existiert eine Abbildung f: 3 — |J Ag mit f(a) € Aq fiir
oel
jedes o € 3. (Die Abbildung f “wihlt” aus jedem A ein Element aus).

Anmerkung: Da die Auswahlfunktion nicht konstruktiv angegeben werden kann, lehnen einige
Mathematiker beim Aufbau der Mengenlehre das Axiom AC und Folgerungen daraus ab.

Wie lautet der Basisergiinzungssatz bzw. der Basisexistenzsatz (mit Beweisskizze! )?

Basisergianzungssatz: Ist V Vektorraum, F linear unabhdingige Teilmenge und E Erzeugenden-
System von'V mit F C E, dann existiert eine Basis BvonV mit F C B CE.

Durch Spezialisierung zu F = 0 und E =V ergibt sich daraus sofort das folgende Korollar:

Basisexistenzsatz: Jeder Vektorraum besitzt (mindestens) eine Basis.

Beweisskizze zum Basisergdnzungssatz: Die Menge F := {C|F C C C E A C linear unabhingig}
aller linear unabhingigen Teilmengen von E, die F enthalten, ist wegen F' € F eine nicht-leere

bzgl. C geordnete Menge. Sei L C F eine Kette; dann ist S := |J J eine obere Schranke von
JeLr
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Lin F; denn es gilt w.a. F C S C E, und S ist linear unabhéngig; sei namlich {xi,...,x,} eine
endliche Teilmenge von S; dann existieren Ji,...,J, in L mit x; € J;; es folgt: 3J; mit J; C J, fiir
i=1,...,r; mit J; ist auch {xj,...,x,} linear unabhingig. Damit ist F induktiv geordnet. Nach
dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element B in ¥ ; nach Definition ist F C BC E
und B linear unabhingig; man zeigt nun (durch Betrachten von BU{s} fiir s € S\ B), dass B auch
maximale linear unabhiingige Menge von V ist. 0

Anmerkung:1.) Die Basisexistenz (und die Gleichméchtigkeit von Basen, s.u.) im Falle eines
endlich erzeugten Vektorraums ergibt sich auch aus dem

Austauschsatz von Grassmann/Steinitz: Ist B Basis von V mit |B| = n, und ist A linear unabhiin-
gige Teilmenge von Vmit |A| = m, dann gilt m < n, und es existiert eine Teilmenge B von B mit
BNA =0 und BUA ist Basis von V.

(Es lasst sich also eine bestimmte Teilmenge von B durch die linear unabhingige Menge A aus-
tauschen.) Beweis durch die vollstindige Induktion nach m.

2.) Existenz eines Komplements: Ist U Unterraum von V, dann existiert ein Unterraum W von
VmitV=U@W (dh.V=U+W und UNW = {0}). Beweis durch Ergéinzung einer Basis von
U zu einer Basis von V.

Weitere Folgerungen: dimV /U = dim(U@W)/U =dimW /(UNW) =dimW = codim\, U
=dimV —dimU (im endlich-dimemsionalen Fall) (vgl. §1.3).

Welcher Satz eroffnet die Moglichkeit der Definition der Dimension eines Vektorraums, und
wie wird diese definiert?

Der grundlegende Satz ist der Satz von Lowig iiber die Gleichméchtigkeit aller Basen eines
Vektorraums: Ist V ein VR, und sind B und C Basen von 'V, so gibt es eine Bijektion von B auf C;
folglich gilt |B| = |C|.

Definiert man also fiir einen K-VR V mit Basis B die Dimension dimgV := |B|, so ist diese
Definition unabhéngig von der speziell gewéhlten Basis B.

Anmerkungen: 1.) In der Schreibweise dimg V wird die Abhéngigkeit vom Grundkdrper K deut-
lich. Beispiele: dimg C =2, dimg C = 1.

2.) Man beachte, dass eine linear unabhéingige Teilmenge eines n-dimensionalen Vektorraums
hochstens aus n Vektoren bestehen kann.

3.) Ist V endlich erzeugt, so existiert eine endliche Basis von V; man spricht daher von V auch
als endlich—dimensionalem Vektorraum. Ist V nicht-endlich erzeugt, besitzt also eine unendliche
Basis, so schreibt man oft lediglich dimg V = oo, andernfalls dimg V' < oo.

Geben Sie fiir einige der Beispiele von Vektorrdumen von Seite 1 folgende die jeweilige Di-
mension an; (bei Bsp. 3 nur fiir K = R, bei Bsp. 5 nur fiir (L,K) = (R, Q),(C,R) und (K,K),
bei Bsp. 7 nur fir C(R,IR), Bsp. 8 auslassen, bei Bsp. 9 nur fiir (a))!

ad 1) J Fiir unendliche Indexmenge 7 gilt dimg K = |K’ | (Beweisskizze s.u.).

ad 2) dimg K =1

0 fir i#j

Beispiel einer Basis fiir K!): (§;;) je;. Dabei ist definiert: §;; := { | fir Qe

Im Falle von K(Y) = K[X] ist diese Basis gleich (X');cn, der kanonischen Basis von K[X].

3 etwas schwierigere Aufgabe
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ad 3) dimg P(R) = Xy, wobei X die Michtigkeit von N bezeichnet.
Beispiel einer Basis: {(idg )" | n € N}

ad 4) dimpg E = 2 folgt aus der Moglichkeit der Parallelogrammkonstruktion und der linearen
Abhingigkeit von parallelen Vektoren, d.h. aus der Existenz aller “moglichen” zentrischen
Streckungen; vgl. auch Abb. 1.3.

ad 5) ** Esistdimg R = ¢ (s. u.). Hierbei bezeichnet ¢ die Michtigkeit (Kardinalitit) von R; es
gilt ¢ = 2%0 = |P(N)| (— Entwicklung der reellen Zahlen zur Basis 2 .)
dimg € =2 (z.Bsp. ist {1,i} eine Basis); dimg K = 1. Allgemein: Der Grad einer Kor-
pererweiterung von K zu L ist definiert als [L : K] := dimg L .

ad 6) dim{f € C*(R,R)|f”+ f =0} =2. Beispiel einer Basis: {sin,cos}; denn fiir f € V; gilt

f = (f' cos+fsin) sin+(f cos — f’ sin) cos ; die Klammerausdriicke sind Konstanten we-
gen (f'cos+fsin)’ =0=(fcos—f'sin)’.
ad7) ** Esgilt: dimg C(R,R)=c¢ (Beweiss.u.)

ad 9) dimg K" =m.n  (Beispiel einer Basis?).

ad 10) dimgp)(P(M),A,-) = M| (Beweis?)

a) ** Geben Sie eine Beweisskizze fiir folgende Aussage: Ist B Basis des K—VR’s V und K
unendlich, dann gilt: |V| = max(|B|, |K]).
b) Bestimmen Sie mit Hilfe von a) folgende Dimensionen: dimg IR und dimg RN.
a) Beweisskizze: Ist Y eine Menge, so sei E(Y) die Menge aller endlichen Teilmengen von Y.
Wir benutzen den Satz (s.z.Bsp. Dugundji: Topology, II, §8): |Y | > X = |E(Y)| =]Y| . (Ferner
gilt | J Y"| = |Y| fiir unendliches Y.) Nun folgt wegen |K| > X mit |[K| = |K|" firm e N :
neN

VI= U ser(s Spann”(B)|+ {0} = Y. [K*[¥ = |E(B)|- K| = |B|-|K|
BEE(B)

(mit den Bezeichnungen M* := M\ {0} und der Menge Spann*(X) der Linearkombinationen
von X mit Koeffizienten® ungleich 0). Aus einem weiteren Satz der Kardinalzahl-Arithmetik
ergibt sich: |B|-|K| = max(|B|,|K]|) (fir |K|> Xo ). O
Anmerkung: Daraus folgt fiir unendlichen Kérper K stets |V| = |K| > dimgV oder dimgV =
|V|. Ein Satz von Erdds und Kaplanski besagt sogar: dimgK! = |K!| fiir |[I| > R .

b) Nacha)gilt |R|= max(dimg R,|Q |), wegen’ ¢ = |R| # |Q| = X, also
dimgR =|R|=c.

Wegen [RN| = ¢Xo = (2%0) %0 = 2¥0' X0 = 2%0 = ¢ ist ferner |[RY| = dimg RN = |R| =c.
Anmerkung ** : Bs gilt: (i) |[RR| = ¢ = (2%0)¢ =2¢ =dimg R®  und
(i) dimg C(R,R) = |C(R,R)| = 20 = ¢ (fiir den VR der stetigen reellen Funktionen).
Beweisskizze zu (ii): Wegen der Stetigkeit von f € C(R,R) ist f durch die Einschrinkung
auf @ schon eindeutig bestimmt; somit folgt |C(R,R)| < [R®| =20 %0 = ¢; andererseits ist
dimg (C(R,R)) > ¢, da die folgende Menge der Funktionen linear unabhiingig ist:

{f:R — Rmitx+— exp(ax)|a€e R} (Beweis?). O

5Bei mindestens einem Koeffizienten gleich 0 wird die Linearkombination bei einer Teilmenge von B beriicksichtigt.
7 — Cantorsches Diagonalverfahren, s.§3.6!
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Zeigen Sie, dass jeder n-dimensionale K-Vektorraum isomorph zu K" ist! Wie ldsst sich diese
Aussage auf Vektorrdume beliebiger Dimension verallgemeinern?

Beweisskizze: Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K, so existiert definitionsgemif eine
Basis B mit |B| = n. Die Abbildung Mg : V — K" mit x — Mp(x)7 ist linear (Nachrechnen!)
und bijektiv (s. Koordinatenvektor, Seite 6), also ein Isomorphismus (Definitioin s. Seite 10). Es
folgt V = K". 0
Allgemeiner: Ist V ein K — VR, so existiert (nach dem Basisexistenzsatz) eine Basis B. Wie
bei der Betrachtung der Eigenschaften einer Basis (auf Seite 6) gesehen, ldsst sich dann jedes
Element v € V in eindeutiger Weise als Linearkombination von B darstellen; die Familie (§)pcp
der Koordinaten hat einen endlichen Triger; die Abbildung V — K& mit
x+— (&p)pep ist ein Isomorphismus. Daher folgt V = K(5). O
Bis auf Isomorphie sind daher die Vektorrdume K D (mit beliebigem /) die einzigen K-Vektor-
rdaume. (Vgl. Beispiel 2 auf Seite 2).

1.2 Lineare Abbildungen, Matrizen

Seien V,V, K-Vektorrdaume. Definieren Sie, was unter einer linearen Abbildung von V; in V,
zu verstehen ist!

Eine Abbildung f : Vi — V5 heil}t linear oder K-Homomorphismus, falls gilt:
fv+w)= f(v)+f(w) und f(hv)= Af(v) (firallev,weV},A€K)

Beispiele: (i) Mit der Matrix A = (0;) i=1.m € K" ist die Abbildung f4 linear, wobei
Jj=l..n

&i &i

fa: K" — K™ definiert ist durch : —A- :

Sn &n
Spezialfiille: 1.) Fir A = (o1 ...0,) ist fs eine Linearform; z.Bsp. erhilt man fiir die Matrix
A =(0...010...0) mit 1 an der k-ten Stelle die k-te Projektion. 2.) Eine lineare Abbildung
von V in sich heift Endomorphismus . Eine bijekive lineare Abbildung von V auf W wird

Isomorphismus, von V auf V Automorphismus eines VR’s genannt.
(i) lim ist linear auf dem R — Vektorraum der konvergenten reellen Zahlenfolgen.

n—oo

(iii) Die Ableitung ch ist linear auf dem Vektorraum der Polynomabbildungen.
(iv)** Nach Nummerierung der Elemente einer m-elementigen Menge M erhilt man eine bi-
jektive lineare Abbildung (einen Isomorphismus) von (B(M), A, -) auf ( GF(2)",+,-) durch
T +— (l‘],...,tm) =:Yr mitt; = { (]) g?)llllsstl €T

(vgl. Seite 4 Bsp. 10.) (Beweis?)

(charakteristischer Vektor),

Beschreiben Sie eine minimale Menge von Vektoren, durch deren Bilder eine lineare Abbildung
f Vi — V; schon bestimmt ist, und beweisen Sie den Fortsetzungssatz.

Eine Basis von V ist ausreichend. Denn es gilt der Fortsetzungssatz: Ist B = (b;);c; eine Basis
von Vi und (w;)ier eine beliebige Familie von Vektoren von V, mit gleicher Indexmenge, dann
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gibt es genau eine lineare Abbildung f von Vy in Vo mit f(b;) =w; fiirallei € I.

Beweisskizze: Ist w € V1, so existiert eine Darstellung w = Y A;b; (mit A; € K, fast alle A; = 0).
i€l

Wegen der Linearitéit von f muss jedenfalls gelten (x) f(w) = f(XAibi) =Y Nif (bi) =Y w5

damit ist f schon durch B und (w;);e; bestimmt. Umgekehrt lésst sich durch (x) die Abbildung

f B — Vomit f(b;) = w; zu einer linearen Abbildung f : V; — V; fortsetzen (Beweis durch

Nachrechnen). Eine kleinere Menge von Vektoren reicht somit nicht aus, um f festzulegen. 0O

1.) Geben Sie die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung zwischen endlich-dimensiona-
len Vektorrdumen an!

2.) Gehen Sie auf folgende Beispiele ein: Zentrische Streckungen, Spiegelungen, Drehungen,
Parallelprojektionen (jeweils mit dem Nullpunkt als Fixpunkt)!

1.) Seien V;,V, K — VR e endlicher Dimension und f : V; — V5 linear. Ist B = (bi,...,by) ge-

ordnete Basis von V; und C = (cy,...,c,) geordnete Basis von V,, so existieren Skalare o
m

mit £(b;) = ¥, oujc; (j=1,...,n) . Wir definieren ME(f) := (;;) =1 als die “Matrix” von f
i=1 Jj=l..n

bzgl. B und C; also:

ME(f) = : : mit den Koordinatenvektoren der Bilder der
[0 7 Ol

Basisvektoren von B, dargestellt bzgl. C, als Spalten.

Anmerkungen: a) Es gilt Mc(f(x)) = ME(f)-Mg(x) fiir die Koordinatenvektoren Mg (x) bzw.
Mc(y) von x bzgl. B bzw. y bzgl. C.

b) Die Abbildung Homg (Vy,V5) — K" mit f — MB(f) ist ein Vektorraum-Isomorphismus.
¢) Spezialfall Linearformen: V;" =Hom (V;,K) = K(!:"). Die zu B duale Basis (b}, ...,b}) hat
die Matrizen (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) .

2.) Beispiele kanonischer Matrizen einiger wichtiger “geometrischer” Abbildungen des Vektor-
raumes R” bzw. R? (bzw. des euklidischen Raums IR > mit kanonischem Skalarprodukt), ab (ii)
jeweils mit Basis B=C = (by,by) :

(i) Matrix einer zentrischen Streckung c; mit Zentrum O und Streckfaktor & :
Wegen oi(b;) =0+...4+0+kb;+0+...40 folgt
k (@)
Mg (ox) = -
(@) k
(ii) Matrix einer Schriigspiegelung in IR2, deren Achse a durch (0,0) geht: Wihle B = C =
(b1,b2) mit a = Rb; und Spiegelungsrichtung Rb, (s.Abb. 1.4a)

1 0
0 -1
(Spezialfall fiir by L by: Geradenspiegelung 7y, an a)

(iii) Matrix einer Drehung 8y um (0,0) um den Winkel o (s. Abb. 1.4 b) im kartesischen Koor-
dinatensystem, d.h. mit by L by und ||b;|| = ||b2|| = 1 wegen 84((1,0)5) = (coso., sina)p
und 8 ((0,1)p) = (—sina, cosa)p:
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—
v,
e 4
PO // ° ' p
- > H 8 5
—by (0,0) by of ° <~ =
: (0] i
—sin® | cos O —=
b
a) b) 1
Abbildung 1.4: a) Zur Darstellung einer Schrigspiegelung b) Zur Drehung

cosa  —sina
sinq cosa /)’
(iv) Matrix der Parallelprojektion (s. Abb. 1.5) lings der zweiten Koordinatenachse auf die

erste: ( (1) g > . Spezialfall fiir b; L by: Orthogonalprojektion auf Rb (s. Kap. 2).

o P Abbildung 1.5:
' Parallellprojektion auf IRb; lédngs
Rby

Weitere Beispiele findet man u.a. in §2.1.

Welche Folge hat ein Basiswechsel fiir die darstellenden Matrizen?

Ein Basiswechsel fiihrt zu einer dquivalenten Matrix: Mg: (f) =SME(f)T ,im Falle V| = V5 zu
einer éihnlichen Matrix: M%, (f) = T~ 'MB5(f)T . Hierbei bezeichnen S und T die den Basiswech-

sel beschreibenden regulidren Matrizen: S = M§, (idy,) und T = Mg/ (idy,). Zum Beweis kann
man f = (idy,) o f o (idy,) benutzen.

Geben Sie an, wie sich Eigenschaften von linearen Abbildungen an den darstellenden Matrizen
erkennen lassen (z.Bsp. Rang, Bijektivitit, Verkniipfung).

Voraussetzung: K Korper, Vi, V,, V3 n- bzw. m- bzw. k-dimensionale K-Vektorraume mit Basis B
bzw. C bzw. D. Weiteres entnehme man Tabelle 1.1 !

Was ist unter dem Kern einer linearen Abbildung f : V| — Va2, was unter dem Bild von f zu
verstehen? Welche Struktur besitzen Kern f und Bild f ? Wie sehen die vollen Urbilder der
Elemente von V, aus?
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Tabelle 1.1: Entsprechung der Eigenschaften linearer Abbildungen und der darstellenden Matri-
zen

lineare Abbildung f

fe Hom[((V] ,Vz)
y=f(x)

Rang f :=
dimBildf := dim f(V})

f regular,
d.h. Isomorphismus

f3=roh
fir fi (V]) CWV,

Sei Vi = Vs,

f€ Endg(V) =
Homg (V,V)

detf (s.§1.6!)
Zu Kapitel 2:

A Eigenwert von f

x Eigenvektor von f

Sei (V,®) ein n-dim. euklidi-
scher bzw. unitirer Raum (vgl.
§2.2,823)und f:V — V Iso-
metrie mit f(0) = 0 (lingen-
treue lineare Abbildung, im Fall
K = IR : Orthogonale Abbil-
dung mit Fixpunkt 0)

Ubertragung
y =Mc(y),x = Mp(x)
A =Me(f)

Mc(f(x)) =A-Mp(x)

Rang f = RangA

f bijektiv <=
A invertierbar
MB(frof1) =
ME(f2) - ME(f1)

B=CundA=M5(f)

Endg (V) — K" mit
f = ME(f) ist
Algebren-Isomorphismus

det f = detA

charakteristisches Polynom
Xf = XA
mit A = ME(f)
Fiir x = Mp(x) und
A =ME(f) gilt
(f —Xid)(x) =0 g.d.w.
(A=AE,)-x=0

Fiir A = ME(f) mit
Orthonormalbasis B

von V gilt:

O(f(x),f(v) =
(Ax)T Mp(P)Ay
und Mp(®) =E,

Matrix A = ME(f)

A Ko
y=A-Xx

Rang A:=
Maximalzahl linear unabhéngi-
ger Zeilenvektoren von A

= Maximalzahl linear unab-
hingiger Spaltenvektoren von
A

A regulér
(d-h. n =RangA = m)

A3=A3-A

A quadratisch

dh.m=n
A e Knn)
detA

A Eigenwert von A

x Eigenvektor von A

AT.-A=E,, dh.

A orthogonal
imFall K =R

A unitar
imFall K =C



14 1. Lineare Algebra |

Man definiert: Kern f:={x€ Vi | f(x) =0y, }und Bild f :={ f(v) |[ve Vi }.
Eigenschaften: Kern f ist Unterraum von V| und Bild f ist Unterraum von V. (Symbolische Dar-
stellung s. Abb. 1.6.)

Vi V.
f o2
Kern f Bild f Abbildung 1.6: Hasse-Diagramme fiir
{0y, } <Kern f <V; und
{0y, } <Bild f <V,, durch f “verbunden”
{OVl} {OVz}

Das volle Urbild von f(v) € Bildf ist v+ Kernf, dasjenige vonw € V»\ Bild f gleich 0 .
Beweis: f(v+Kernf) = f(v) + f(Kemnf) = f(v)+ {0} = {f(v)}. Gilt umgekehrt f(w) = f(v),
s0 0= f(w) — f(v) = f(w—v) und daher w — v € Kernf, also w € v+ Kernf, (s. Abb. 1.7). Die

Elemente von V; \ Bild f haben definitionsgemiB keine Urbilder. O
v \"
1 2
o \\uﬁ N
vy * Kem f >f(VN)
""""""" f Bild f
\
vV, + Kem f /=>f(V1)
L Kern f /: 0

Abbildung 1.7: Volle Urbilder bei einer linearen Abbildung

Beispiel: Ist f : R?> — TR? Parallelprojektion lings Rb, auf Rbj, so ist
Kern f =< by > und Bild f =< b > (s. Abb. 1.8).

Kern f
b, 1)
. Abbildung 1.8:
Bild S Kem f = byR und Bild f = Rb; bei einer
o 1 ¢ Parallelprojektion [ lings Rb, auf Rb

1.3 Faktorraume, Dimensionssitze

Sei U ein Unterraum des K -Vektorraumes V. Wie ist der Faktorraum (Quotientenraum) V /U
definiert? Erldutern Sie dies auch am Beispiel R?/Rv fiir v e R?\ {0} .
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(i) Definition des FaktorraumsV /U (s. auch §8.1): Elemente: Nebenklassen v+ U mit v € V
vi+U)® (»n+U) = (vi+wn)+U
AO(+U) =M +U

Diese Definitionen sind unabhingig von den Reprisentanten vy, v, wie man aus der “Komplex”-
Addition und S-Multiplikation sieht®:

m+U)&(n+U) =vi+n+U =Ww+U)+(n+U)

A®(vi+U) = +U =A(v1+0)
(ii) Beispiel: Die Elemente von IR>/Rv haben die Form w + Rv; sie sind also genau die zur
Geraden Rv parallelen Geraden (s. Abb. 1.9 a). Als Reprisentant einer solchen Geraden g kann
der Vektor req zum Schnittpunkt der Geraden g mit der x-Achse gewihlt werden. Addition und
S-Multiplikation der Nebenklassen entspricht dann der von IR. Es ist R? /IRv daher isomorph zu
R (als Vektorraum iiber sich selbst).

Addition und S-Multiplikation:

L se; +Rv re; +Rv A
V/U dimV /U

U 1 dimV

(a) (b)

Abbildung 1.9: a) Einige Elemente von R?/Rv b) Dimensionen beim Faktorraum

Welche Dimension hat V /U, wenn V endlich-dimensional ist? Beweisskizze?
Es gilt: dimV /U = dimV —dimU (s. Abb. 1.9 b).

Beweisskizze: Man erweitere eine Basis By von U zu einer Basis B = B, L.J B, von V. Man kann
zeigen, dass {b+ U|b € B, } dann Basis von V /U ist. O

Anmerkung: Ein analoger Beweis zeigt, dass dimV /U 4+dimU = dimV allgemein gilt (also auch
fiir unendliche Dimension). Geometrische Interpretation: Jedem Unterraum von V /U entspricht
ein U enthaltender Unterraum von V und umgekehrt.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen V /Kernf und Bild f fiir eine lineare Abbildung
f:V — W ? (Homomorphiesatz!)
Wie schon gesehen, ist das volle Urbild von f(v) gleich v + Kern f.
Die Abbildung 7 : { V/Kemf = Bildf - \yb 110 a) ist daher wohldefiniert und bijek-
’ v+Kernf — f(v) 7 T
tiv. Sie ist wegen der Linearitidt von f und der Definition von Addition und S-Multiplikation
bei einem Faktorraum auch linear, insgesamt also ein V R-Isomorphismus. Insbesondere gilt der
Homomorphiesatz: V /Kernf = Bildf , (s. auch §8.1.)

Welche Dimensionsformel ergibt sich aus dem Homomorphiesatz (und der Dimensionsformel
fiir Faktorrdume)? Wie ldsst sich diese auf lineare Gleichungssysteme anwenden?

(i) Da isomorphe Vektorrdume die gleiche Dimension haben, folgt aus dem Homomorphie-
satz dimg (V /Kernf) = dimg Bildf ; also folgt (mit der Definition Rang f := dimBild f) aus
dimBildf + dimKernf = dimV /Kernf + dimKernf = dimV (s. Abbildung 1.10 b):
Rang f 4 dimg Kern f = dimg V.

g vi+U)+(n+U)
Avi+U)

{1 +u)+ (o +uw)|ur,up €U}
{7»(1)] +u|)|u1 EU}
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\%4 OW
V. f . Bildf ! \
j = Rangf \ Bildf ,
1 7 . fo i g \
V /Kern f B N \ Rangf
dim Kernf\
a) b)

Abbildung 1.10: a) Zum Homomorphiesatz b) Dimensionssatz fiir eine lineare Abbildung

(ii) Bei gegebenem linearen Gleichungssystem (%) AX = b in n Variablen wihlt man
fa : K" — K™ mit ¥ — AX und erhilt (wegen Rang f4 = Rang A) im Falle der Losbarkeit von
(*) fiir den Losungsraum L = p + Ly mit Ly =Kern(f4), (vgl. §1.4), die Gleichung:
dimg L = n —RangA.

Beweis: dimL = dimLy = dim(Kernfs) = dimK” — Rang f4 = n — Rang A.

Beispiel: Sei A =a = (ay,...,0;) € K"\ {0} und ¢ € K fest (d.h. 1 Gleichung). Dann ist
U={XeK" ‘ i o;&; = ¢} ein affiner Unterraum von K" der Dimension n — 1 (d.h. Neben-

=1

klasse nach einem Unterraum der Codimension 1).
Geometrische Interpretation: Gerade (im Fall n = 2), Ebene (im Fall n = 3) der entsprechenden
(s. Seite 19). Spezialfall: K =R, c =0 : U = a' (bzgl. kanonischem Skalarprodukt).

Beweisen Sie den Isomorphiesatz: (X +Y)/X =Y /(X NY) (fiir Unterrdume X,Y eines Vek-
torraums V) | Hinweis: Betrachten Sie g: ¥ — (X +Y)/X mitg(y) =y +X.

Wegen X <X +Y und XNY <Y sind die Faktorrdume definiert. Die Abbildung g ist linear
und surjektiv, aus dem Homomorphiesatz folgt deswegen Y /Kerng = (X +7Y)/X . Mit Kern g =
{y €Y|y+X =X} = XNY erhilt man den Isomorphiesatz (s. Abb. 1.11). O
Anmerkung: Fur die Dimensionen ergibt sich: dim(X+Y)+dim(XNY) =dimX 4 dimY .

X+Y

Abbildung 1.11:
X Diagramm zum Isomorphiesatz

XNy
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1.4 Lineare Gleichungssysteme

Wie lisst sich eine lineare Abbildung mit dem linearen Gleichungssystem (LGS)
o+ +at, =P

(%) : : :
01 &1+ -+ O = B

(mit @, 3; € K und Unbestimmten &) in Verbindung bringen? Wie lassen sich dann die Lo-

sungsmengen L und Ly des LGS () bzw. des zu (x) gehdrenden homogenen Systems interpre-
tieren?

& Bi
Das LGS () ldsst sich mit A = (0t;;) i=t.m , X = : €K" und b= : €K™ in
j=lwn . .
En B
der Form AX=b bzw. f4(¥) =0b schreiben; hierbei ist f4 : K" — K™ definiert durch X — AX.
Das zu (x) gehdrende homogene System

&+ tog, = 0
(%) : : :
06m1<t,1 +-- +0Cmn<t3n =0

hat die Losungsmenge Ly = {¥ € K" | A¥ = 0 } = Kernf; . Damit ist Ly ein Unterraum von K”.
Der Losungsraum von (%), also L = {¥ € K" | A% = b}, ist gleich dem vollen Urbild fi! (b) von
b unter fa. Damit folgt:

Das LGS (%) ist genau dann losbar, wenn b € Bildf gilt. Da das Bild von f gleich dem von den
Spaltenvektoren von A erzeugten Raum ist, ergibt sich das Losbarkeitskriterium:

Genau dann ist (x) losbar, wenn b von den Spalten von A linear abhdngt, also fiir die erweiterte
Koeffizientenmatrix gilt: Rang (A|b) = RangA.

Ist das LGS (x) 1osbar, so existiert ein p mit f4(p) = b (eine “spezielle Losung” oder “Parti-
kulidrlosung”). Fiir das volle Urbild von b unter fa gilt dann L = f,° : (B) = p+ Kernfy, also
L= p+Ly;esist L also ein affiner Unterraum (s. Seite 19) von K" zum Unterraum L. Fiir
diesen affinen Unterraum gilt (s. Seite 16!): dimg L = n—Rang A.

Exkurs zur praktischen Berechnung der Losungen:

Beschreiben Sie, wie sich die Losungen eines konkreten LGS’s (falls existent) durch elementare
Umformungen bestimmen lassen.

Zum linearen Gleichungssystem (%) Ax =b betrachtet man die erweiterte Koeffizientenmatrix
o1 ...01, B]

(Alp) = :
(S0 I Bm

Folgende (sog. elementare) Zeilenumformungen fithren zu Koeffizientenschemata von LGS’en
mit dem gleichen Losungsraum wie (x):

1. Die Multiplikation einer Zeile der Matrix mit einem Skalar A € K\ {0}.

2. Die Addition der k-ten Zeile zur i-ten Zeile (fir i,k € {1,...,m}, i £ k)
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sowie die daraus durch wiederholte Anwendung erhaltenen Umformungen:

3. Das Vertauschen zweier Zeilen von A. 4. Die Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur i-ten
Zeile (firA € K, i,k € {1,...,m},i #k).

Jede Matrix iiber K ldsst sich durch endlich viele solche elementare Zeilenumformungen in eine
Matrix von Zeilenstufenform iiberfiihren, also in

Bljl
[3212 )
(Blc) = :
O Brju - - - Pren

(mit B, #0 firi € {1,...,k}, ji < jo <... < ji)oder in die Nullmatrix.
Beweisidee: Beim g-ten Schritt sei eine Matrix der Form

Bljl
BSj.r

Bst 1

O

ij.r+l

erreicht und 0.B.d.A. B := B,y1;,,, # 0. Durch Umformung vom Typ 4) mit k = s+ 1,i aus
{i+2,...,m}und L= —B~'B;;,, erhilt man eine weitere “Stufe”; dabei heiBt p das verwendete
“Pivotelement”. 0
An der Zeilenstufenform Bx = ¢ ldsst sich nun durch Auflosung "von den unteren Zeilen her"die
Losungsmenge berechnen oder die Unlosbarkeit von () zeigen. Bei diesem Verfahren handelt
es sich im wesentlichen um die sogenannte Gauflsche Elimination.

Beispiel: Sei K = R. Gesucht ist der Losungsraum des LGS’s

& + & & = 0 1 1 -1 0 0

()¢ &~ = th - Esist(Ap)=| ' 2 ' o !
& - 2% —&4 = | ) 0 -1 2

& +284 = -1 0 0 1 2 -1

Durch elementare Zeilenumformung erhidlt man z.Bsp. (mit unterstrichenen Pivot-Elementen):

1 | 0 0 1 1 -1 0 0
(Alb) - 0 -3 2 0 1 — 0 -3 2 0 1
!/ __

1/2*12*11 0 -3 1 - 2 | A=4-4 0 0 -1 -l 1
3=372 0 0 1 2 -1 0 0 1 2 -1

1 1 —1 0 0 & +&L- & =0

— 0 -1 2/3 0 13 - 2 =1

Y=z24+7 / / (%) R 3

4TS 0 —1 —1 1 —& =& =l
ZN: IZ/ :

273%2 0 0 0 1 0 g =0
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woraus sich & =0, 3= —&—1=—1,& =& — } = —lund §; = —&, + & = O ergibt. Das
LGS (*) und damit (x) ist also eindeutig 13sbar mit L = {(0,—1,—1,0)}.

Anmerkung:

1.) Bei Spaltenumformungen miissen auch die Variablen &; entsprechend transformiert werden.
2.) Ist L nicht nur einelementig, so kann man in (%) einige geeignete Variable 0 bzw. 1 setzen,
um so zu linear unabhéngigen Losungen zu gelangen.

Anwendung in der Codierungstheorie. Ist K ein endlicher Kérper (meist K € {GF(2),GF(3)}),
so heift ein Unterraum C von K" der Dimension k auch (n,k)-Linearcode. Eine Moglichkeit der

Beschreibung von ( ist die Angabe einer Basis (g, ...,g;) in einer Basismatrix (Generatorma-
g

trix) G = : , eine andere ist die Beschreibung von C mittels einer (n — k) x n—Matrix H
8k

bzw. als Losungsraum eines homogenen lineares Gleichungssystem ¢ = {x € K" |Hx! =0} .
Hierbei heif3t die Koeffizientenmatrix H eine Kontrollmatrix von C.
Ein bei der Ubertragung eines Codewortes ¢ € C iiber einen Nachrichtenkanal entstandener Feh-
lervektor e fiihrt vom Empfang von y = ¢+ e. Die lineare “Syndromabbildung” Sy : K" — K"
mit x — Hx! hat die Eigenschaft, dass C = KernSy gilt und dass
Su(y) =Su(c+e)=Su(c)+Su(e) =0+ Su(e) = Su(e)

nur vom Fehlervektor e abhéngt. Sind zum Beispiel die Syndrome S (e;) der Einheitsvektoren
e; fiiri=1,...,n, d.h. die Spalten von H, paarweise verschieden, so kann man einen Fehler pro
Wort korrigieren (unter der Voraussetzung, dass mehr als ein Fehler pro Wort unwahrschein-
lich ist (Maximum Likelihood-Decodierung). Der Code ist “I-fehlerkorrigierend”. (Siehe auch
Aufgabe L42 auf Seite 34!)

1 110100
Beispiel: Hy=10 1 1 1 0 1 0] iiber K=GF(2)ist Kontrollmatrix eines 1-fehlerkor-

001 1 1 01
rigierenden Codes C : die Spalten von H; sind genau die von (0,0,0)” verschiedenen Elemente
von GF(2)3; der Code C; ist ein sogenannter binérer (7,4)- Hamming-Code.

1.5 Affine analytische Geometrie

Was versteht man unter einem affinen Unterraum eines Vektorraumes V, was unter der affinen
Geometrie von V ?

(i) Definitionsgemal ist ein affiner Unterraum von V eine Menge der Form L = p 4+ U, (mit
p € V und U, Unterraum von V' ) oder die leere Menge 0. Alternative Bezeichnung: Lineare
Mannigfaltigkeit (LM) oder Nebenklasse nach Uy, (s. Abbildung 1.12 !) Dabei ist Uy eindeutig
durch L bestimmt, der Nebenklassenvertreter p im allgemeinen nicht. (Damit der Schnitt zweier
affiner Unterrdume wieder affiner Unterraum ist, wird auch L = 0 als affiner Unterraum zugelas-
sen.)
(i) dimL:=dimU; und dim0 := —oo (Grund: Dimensionsformeln)
(iii) Unter der affinen Geometrie von V (dem affinen Raum iiber V), im Zeichen AG(V), verste-
hen wir hier die Menge aller affinen Unterrdume von V mit den Relationen

Inzidenz: LIM :<—LCMVMCL

Parallelitit: L||M :<= UL 1 Uy (s. Abb. 1.13).
Anmerkungen: 1. In der affinen Geometrie betrachtet man also nicht nur Unterrdume durch den
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Abbildung 1.12:
Zu Up paralleler affiner Unter-
raum L = p+ Uy

LIM

LI'M
Abbildung 1.13: Inzidenz und Parallelitét affiner Unterrdume

Nullpunkt, sondern auch deren Bilder unter Translationen.

2. Versieht man R" mit einem Skalarprodukt & (siehe Seite 43), so ist damit die Linge eines
Vektors, der Abstand zweier Punkte (Metrik) und die Orthogonalitit zweier Vektoren definiert.
Falls kein Skalarprodukt gegeben ist, wahlt man das kanonische. Statt von der affinen Geometrie
AG (IR") spricht man nun von “der” euklidischen Geometrie (s. §2.5) EG(R") := (AG(R"), D)
des Vektorraums IR”, insbesondere von der reellen euklidischen Ebene (fiir n = 2), dem 3-
dimensionalen reellen euklidischen Raum (fir n = 3).

3. Die affinen Geometrien AG(IR?) und AG(IR?) (bzw. die euklidischen Geometrien EG(IR ?),
EG(IR?)) werden oft als Modell fiir die inzidenzgeometrischen (bzw. metrischen) Gegebenhei-
ten der Zeichenebene bzw. des Anschauungsraums verwendet. Die affinen Unterrdume der Di-
mension O entsprechen dabei den Punkten, diejenigen der Dimension 1 den Geraden, die der
Dimension 2 den Ebenen.

Zeigen Sie, dass sich ein affiner Unterraum eines Vektorraumes der endlichen Dimension
n durch ein lineares Gleichungssystem beschreiben lidsst! Gehen Sie auch auf Hyperebenen
(d.h. affine Unterrdaume der Dimension n — 1) ein!

(i) Jeder affine Unterraum eines Vektorraumes V der Dimension n ldsst sich als Losungs-
raumeines linearen Gleichungssystems darstellen.

Beweiskizze: Sei L = p+ Uy ein affiner Unterraum der Dimension n — m. Dann existiert eine
lineare Abbildung f : V — K™ mit Kern f = Ur. (Man wihlt eine Basis von U, ergidnzt sie zu
einer Basis von V und definiert eine lineare Abbildung durch lineare Fortsetzung so, dass sie
genau auf Uy, die Nullabbildung induziert.) Es folgt f(L) = f(p)+ f(UL) = f(p) =: b. Also ist
L enthalten im Losungsraum L von f(x) = b und wegen dimL = dimLy = dimU,, sogar gleich
diesem. Nach Auswahl einer Basis By von V und einer Basis B, von K™ ldsst sich f durch eine



1.5 Affine analytische Geometrie 21

Matrix A darstellen, und man erhilt L = { x| Ax =b } ; dabei bezeichnet x den Koordinatenvektor
von x bzgl. B; und b denjenigen von b bzgl. B,.

Anmerkung: Aus der Theorie linearer Gleichungssysteme in n Unbekannten iiber K wissen wir
umgekehrt, dass der Losungsraum stets ein affiner Unterraum von K" ist.

(il) Wegen dimH =n—1 (fiir eine Hyperebene H) ist m = 1 in (i) und daher A von der Form
a= (ay,...,ay); hierbei sind nicht alle Eintriige a; gleich 0. Die Gleichung von H lautet daher:
aix1 +...+apx, = b, die des zugehorigen Unterraums Uy ist  ajx; +...+apx, = 0.Im
reellen Fall ergibt sich (unter Verwendung des kanonischen Skalarproduktes) als Gleichung von
Uy nun a-x = 0; somit ist Uy = {a}* , der Orthogonalraum (vgl. §2.2 und §2.4) zu {a}. Es ist
also a ein Normalenvektor zu Uy und damit zur parallelen Hyperebene H.

Anmerkungen: 1.) Der Losungsraum L eines linearen Gleichungssystems

a; ‘X = bl

a,,'Xx = b,
lasst sich als Schnitt der Losungsrdume der einzelnen Gleichungen ansehen; also gilt (mit p € L):
L=p+{a,...,a,}"

Dem entspricht die Tatsache, dass ein affiner Unterraum ungleich V' als Schnitt von Hyperebenen
aufgefasst werden kann.

Beispiel: Tm IR? ist der Schnitt zweier Hyperebenen, also zweier Geraden, mit den Gleichungen
ajx=ajx;+apx; =b; und a)Xx=ayx| +axx; = by entweder ein Punkt (fiir a, a, linear
unabhingig ) oder eine Gerade (im Fall des Zusammenfalls beider Geraden) oder die leere Menge
(im Fall linear abhédngiger Vektoren aj,a; und Verschiedenheit der zu schneidenden Parallelen),
s. Abb. 1.14.

a1X=b1

Abbildung 1.14:
ax=>b Schnitt zweier Geraden in der Ebene

(3 mogliche Fille)
/ bzw. /

Geben Sie verschiedene Moglichkeiten der allgemeinen Geradengleichung in der affinen Ebe-
ne bzw. im 3-dim. affinen Raum an!

1. Im 2-dimensionalen affinen Raum:

a) vektorielle Punkt-Richtungs-Form: X = p + km mit Ortsvektor x eines beliebigen Punktes
der Geraden g, “Aufpunkt” p , bis auf Vielfache bestimmtem Richtungsvektor m von g
und Skalar k (aus dem Grundkorper K des Vektorraums).

b) vektorielle Zwei-Punkte-Form: x=p| +k(p,—p1) mit verschiedenen Punkten p, p2 von g
und k € K (s. Abb. 1.15b).
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¢) Koordinatengleichung: ax+ by + ¢ = 0 mit (a,b) # (0,0).
Anmerkung: Setzt man in der vektoriellen Punkt-Richtungsform aus a) x = (x,y), fer-
ner m = (1,m) und p = (0,b) bzw. m = (0,1) und p = (c,d) , so erhilt man als Koor-
dinatengleichung y = mx+ b bzw. x = ¢ (s. Abb. 1.15 a).

d) Hessesche Normalform in EG(]Rz) (s. Abbildung 1.15 b und Seite 55!)

(0.b) 1 m

y=mx+b .1

(c,0)

a) b)

Abbildung 1.15: a) Zur Koordinatengleichung einer Geraden b) Zur vektoriellen Geradenglei-
chung: X = p) —‘rk(ﬁz —ﬁ]) bzw. (f—ﬁ])ﬁ =0 mit i L ([72 —ﬁl).

2. Im 3-dimensionalen affinen Raum:
a), b) vektorielle Punkt-Richtungs- bzw. Zwei-Punkte-Formen wie unter 1.
¢) Koordinatengleichungen:

{aIX+b1y+61z+d=0 mit  Rane[ @ b1 ¢ —9
ax+byy+crz+d=0 & a by

Anmerkung: Hierbei sind (a;,b;,c1) und (az,b2,c2) (bei kanonischem Skalarprodukt) bis auf
Normierung die Normalenvektoren von 2 Ebenen, deren Schnitt die Gerade ist. Die Rang-Bedin-
gung bewirkt, dass die Ebenen nicht parallel sind.
Was versteht man unter einer affin-linearen Abbildung eines Vektorraums, was unter einer
Affinitiit ? Geben Sie Eigenschaften einer solchen Abbildung an!

a) Definitionen: Sei V ein K-Vektorraum. Dann heiit F : V — V affin-lineare Abbildung von
V (bzw. von AG(V)), auch affine Abbildung, falls es eine lineare Abbildung f : V — V und ein
t €V gibt mit F(x) = f(x)+¢. F heiBt Affinitdt, falls F zusitzlich bijektiv ist.

Anmerkungen: 1.) Ist V endlich-dimensional, so hat F bzgl. einer Basis die Darstellung
X — AX + t mit Matrix A und Koordinatenvektoren x und t von x bzw. . Bei einer Affinitit
ist A reguldr, und umgekehrt ist F' bijektiv, wenn A vollen Rang hat.

2.) Eine affin-lineare Abbildung ist also eine Translation verkniipft mit einer linearen Abbildung.
Oft ist es moglich, durch geeignete Wahl des Ursprungs in AG (V) (als einen Fixpunkt der Ab-
bildung) t = 0 zu erreichen.

Beispiele von Affinititen im AG(IR") : Scherungen (s.u.), Ahnlichkeitsabbildungen, Kongruenz-
abbildungen (Bewegungen) (vgl.§2.5).

b) Eigenschaften affin-linearer Abbildungen:

Eine affin-lineare Abbildung bildet affine Unterrdume auf affine Unterrdume ab (Beweis ?) und
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erhilt Inzidenz und Parallelitit. Eine Affinitiit ist damit eine Kollineation von AG (V), d. h. eine
Bijektion der Punktmenge von AG (V), die die Menge der Geraden von AG(V) auf sich abbildet,
(s. auch Tabelle 7.2).

Anmerkungen: 1. Die Kollineationen von AG(K") werden fiir K = R ausschlieBlich von Affini-
titen induziert; (dies ergibt sich aus dem sogenannten 2. Hauptsatz der Projektiven Geometrie, da
der Korper R keine nicht-trivialen Automorphismen zuldsst.) 2. Im Gegensatz zum reellen Fall
liefert fiir K = C zum Beispiel die Abbildung x = (x1,...,x,) — X = (x1,...,X,) (mitx =a—bi
fiir x = a + bi) (Ubergang zu konjugiert komplexen Koordinaten) eine Kollineation, die keine
Affinitit ist.

Definieren Sie, was man unter einer Scherung in AG(IR?) versteht!

Eine Scherung S von AG(IR?) ist eine Affinitit, bei der eine Gerade punktweise fest bleibt (Fix-
punktgerade — sie heifit Affinitdtsachse) — und jede Verbindungsgerade von Punkt und Bildpunkt
parallel zur Affinitdtsachse ist (s. Abb. 1.16). Wihlt man die Achse als x-Achse, so ergibt sich

als Matrix von S :
1 a .
( 0 1 > mita € R.

Anmerkung: Als lineare Abbildung hat S den zweifachen Eigenwert 1, (vgl. §2.1), aber (fiir
a # 0) nur einen 1-dim. Eigenraum, ist also nicht diagonalisierbar.

A

Q0 yae o’

Abbildung 1.16:
Zur Scherung

1.6 Determinanten

Vorbemerkung: Zur Motivation fiir den Begriff der Determinante (z.Bsp. Volumenbestimmung,
Priifen von linearer Unabhingigkeit, von Regularitit) s.u.!

Definieren Sie, was unter einem Volumen (einer Determinantenform) eines n-dimensionalen
K-Vektorraumes V zu verstehen ist! Gehen Sie auch auf alternative Definitionen ein!

A hei3t Volumen (Determinantenform), falls gilt:

(i) Aist n-fache Linearform, d. h. A: V" — K, und A ist linear in jeder Komponente.
(ii) A(vy,...,vy) =0 fiir beliebige linear abhiingige Vektoren vy, ... v, aus V.

(i) A(by,...,b,) # 0 fiir mindestens eine Basis B = (by,...,b,) von V.
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Es folgt insbesondere, dass A alternierende Multilinearform ist, d. h. dass A die folgende Eigen-
schaft hat:
(1) AWis oy Vige Voo Vn) = —AWV1, Voo Vig oo V)
(fir alle vy,...,v, € V). (Beweisskizze: A(...,vi+vj,...,vi+vj,...) =0).

Umgekehrt ist im Falle® char K = 2 eine Abbildung A mit (i), (ii”) und (iii) ein Volumen. Beim
Beweis beachte man  A(X;, X2, ..., Xiy ..., Xn) = —AXi, X2, 0o, Xiye ooy Xp) -

Anmerkung: Die Forderung (i) ergibt sich ebenso wie (ii) und (iii) u. a. aus dem Ziel der Bestim-
mung eines (gerichteten) Volumens, (s. Abb. 1.17 fiir n = 2).

1

a)

Abbildung 1.17: Eigenschaften eines Volumens im Fall n = 2: a) A(Avy,v2) = AA(vy,v2)
b) Additivitit (Flichenumwandlung durch Scherungen von 2 Parallelogrammen!)

Beispiel:

Seien n=2und A:V xV — K Volumen; berechnen Sie A(v{,v,) in Abhingigkeit von den
Koordinaten von v, vy € V bzgl. einer Basis C = (ci,¢2) von V!

Fiir v; = &jjc1 +&nca (i = 1,2) folgt aus der Multilinearitidt von A und wegen A(c;,¢;) = 0 die
Darstellung:

A1 +E12e2.81c1+822¢2)=E11E21A(c1,01)+E11802A(c1,¢2) +E12E21 A(e2,01) +E12802A(c2,2) =(E 11822~ E12E21)-Aler,¢2)-
Anmerkung: 1.) Bekanntlich ist ’%:; Eg ’ =&11&2 —&12E1 , s. u. 2.) Im Hinblick auf die allge-
meine Formel fiir Volumen-Funktionen (Volumina) bemerken wir: Die Menge der Permutationen
von {1,2} ist S» = {id,c} mitc = (; %) =:(12) , und daher gilt (mit dem Signum sgn(7m) von
Tosuw): Enén -8 = Sg“(id)ﬁid(l)@id(z)z + Sgn(0)§6(1)1§6(2)2 .

Geben Sie die allgemeine Formel fiir A(vy,...,v,) in Abhingigkeit von den Koordinaten von
v; bzgl. einer Basis C = (cy,...,c,) an! Welche unmittelbaren Folgerungen ergeben sich aus
dieser Formel?

n
(a) Esgiltfirv;= Y &jc; (i=1,...,n) die Gleichung
=1

(*) A(V],...,Vn)z Yy sgn(n)ﬁn(l)l---ﬁn(,,)n-Ocmitoc:A(cl,...,cn).

TESH
Hierbei bedeutet S, die symmetrische Gruppe vom Grad n, also die Gruppe aller Permutationen
von {1,...,n} (d.h. aller bijektiven Abbildungen von {1,...,n} auf sich ), und sgn(m) ist (—1)™,
falls sich 7 als Produkt von m Transpositionen schreiben ldsst; (man beachte die Unabhéingigkeit

°d.h. im Falle eines Korpers K mit 1+ 1 #0
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des Signums von der speziellen Zerlegung von 7 als Produkt von Transpositionen).

Anmerkung: Umgekehrt ist zu jedem o € K\ {0} durch (x) ein Volumen definiert.

(b) Wegen (x) gilt Acy,...,c,) # 0 genau dann, wenn (cy,...,c,) Basis von V ist, also nicht

nur fiir die Basis (by,...b,) aus der Definition.

(c) Zwei Volumen-Funktionen von V unterscheiden sich hochstens durch eine Konstante, also:
A1, A; sind Volumina von V. = Jye€ K\{0} : A; = yA;.

Erlautern Sie, wie man vom Begriff des Volumens zu dem der Determinante einer Matrix
gelangt.

Man betrachtet dasjenige (eindeutig bestimmte) Volumen Ag von K", das fiir die kanonische Ba-
sis B= (€}, ...,€,) den Wert 1 hat, also fiir das gilt: A¢(€1,...,&,) = 1 (Normiertes Volumen). Ist
nun A € K1) eine quadratische Matrix mit Spalten dy, . . . ,d,, so definiert man die Determinante
von A als detA := A (dy,...,dy). Es gilt dann (s. o., zur konkreten Berechnung s. u.)

det(aij) = Z Sgn T H an(j)j -
j=

neS, =1

Welche Eigenschaften von Determinanten ergeben sich unmittelbar aus der Definition und
den Eigenschaften des Volumens?

(i) SeiA € K{("") Es gilt dann detA # 0 genau dann, wenn Rang A = n, also A regulir ist.
(ii) detA ist linear in jeder Spalte von A. Analoges folgt fiir Zeilen aus folgender Beziehung:

(iii) detA =detA” (wegen ¥ sgn(8) [Taispy= Y sgn(87") ITag1(;),)
38, i 5 les, J

(iv) Verhalten bei elementaren Umformungen:

e Die Determinante bleibt unverindert bei Addition einer Linearkombination von Spalten
(Zeilen) zu einer anderen Spalte (bzw. Zeile).

e detB = o detA, falls B aus A durch Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit o € K hervor-
geht.

e detB =—detA, falls B aus A durch Vertauschen zweier Zeilen (Spalten) hervorgeht.

Anmerkung: Zu weiteren Eigenschaften von Determinanten s. u.!

Geben Sie mehrere Moglichkeiten der Berechnung einer 3 x 3—-Determinanten an!
(i) Spezialfall: Dreiecksmatrix (direkt aus der Formel (x) ).

ary * ai *

3
:=det :Hdi,’ .
i=1

O ass O ass
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(ii) Regel von Sarrus '© (nur fiir 3 x 3-Matrizen!) :

+

- -~ ~
ar~ a2 13 11 12
azl 22 23 21 422
aszy dasz2’ dsz 31 32
~ ~ -

=a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32 — az|ad|3 — azdzadi] — adzza1dn?.

(iii) Durch elementare Umformung und Zuriickfithrung auf (7).  Beispiel:

Ak ok A—k 0 k A—k 0 k
kA k|=| k=2 A=k k|=| 0 r-k 2k | =A—kP(A+24).
k k A 0 k=X A 0 0 A+ 2k

1. Spalte minus 2. Spalte 2. Zeile plus 1. Zeile

2. Spalte minus 3. Spalte 3. Zeile plus neue 2. Zeile

(iv) Laplace’sche Entwicklung nach einer Zeile:

qaidizdis axy a3 ar a3 ar ax
ay axp ax; | =ail —an +ais
az  asj aszy  asj azr as
azy as ass
alloon alj... aln
Anmerkung: Allgemein gilt mit A,; := (—1)e+j Ael Aej Aen die Formel
anloon anj... ann

n
Ope -detA =Y agjAej (mit 8, = 0 fiir k £ e, & = 1 fiirk = e).
=1

Nennen Sie einige mathematische Gebiete, in denen eine Determinante eingesetzt wird!
e Rangbestimmung von Matrizen (Suche nach z-reihiger Unterdeterminante # 0)
e Kiriterien fiir die lineare Unabhingigkeit von Vektoren
e Volumenberechnung (s. 0., mit Spatprodukt < a X b,c¢ >= det(a,b,c) )
o Auflosung von linearen Gleichungssystemen (Losbarkeitskriterien, Cramersche Regel)

e Eigenwertbestimmung (charakteristisches Polynom 4 (X) := det(A — XE,))

e Interpolation: Gesucht ist ein Interpolationspolynom i a; X' fiir die Stiitzstellen xq,. .., X,
mit x; # x; und Funktionswerte yi,...,yu+1. Als KoelfTiOZientmatrix des LGS’s fiir die a; er-
1 xq-- X
hilt man : , deren Determinante (Vandermonde-Determinante)
L R

10gesprochen: Sarrii
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gleich [T (xj—x;) ist (— Beweis durch elementare Umformungen). Daher ist das
1<i<j<n+1
Interpolationsproblem (eindeutig) 16sbar.(Vgl. auch §6.2 und Aufgabe 152, s. Seite 36 !)

e Substitutionsregel bei der Integration: Unter gewissen Forderungen an die Funktion
g:R? D G — RP (g stetig differenzierbar auf der offenen Menge G, injektiv, detg’ () stéin-
dig positiv oder stindig negativ) und an f (f fiir eine kompakte, Jordan-messbare Teilmen-
ge T von G auf g (T) reellwertig und stetig) gilt [ f(¥)d¥= [ f(g (7))-|detg’ (7) |d7

8(T)
mit der Funktionaldeterminanten detg’(7) = 9gi(7)
g'(f) = det ( i, ).

Literaturhinweis: Heuser [Heu2] p. 478.
e [okale Extrema mit Nebenbedingung s. H. Heuser, l.c., p. 310.

e Lineare Gruppen: Die Abbildung det :GL(n,K) — K\{0} mit A — detA von der Grup-
pe der reguldren n x n—Matrizen iiber dem Korper K in die Gruppe (K \ {0},-) ist ein
Homomorphismus mit dem Kern {A €GL(n,K)|detA = 1} =: SL(n,K). Nach dem Ho-
momorphisatz folgt GL(n,K)/SL(n,K) = K\ {0} (s. auch §8,1).

Definieren Sie, was unter der Determinante eines Endomorphismus f eines Vektorraumes V der
Dimension n zu verstehen ist! Wie hiingt det f mit det Mp(f) fiir eine Basis B von V zusammen?

Fiir jedes Volumen A von V ist auch die Abbildung Ay mit Ag(x1,...,x,) = A(f(x1),..., f(x4))
ein Volumen. Damit gilt Ay =y-Afiirein y € K*; (vgl. Seite 25, (¢)!) Die Konstante yist unabhén-
gig von A. Man kann nun definieren: det f = 7. Beztiglich einer Basis B gilt fiir das zugehorige
normierte Volumen: det f = A(f(b1),...,f(bn))A(b1,...,by) "' = A(f(b1),...,f(b,)) und da-
mit det f = detMp(f) fiir jede Basis B. Anmerkung: det f # 0 gilt genau dann, wenn Mp(f)
reguldr ist.

Geben Sie den Multiplikationssatz fiir Determinanten an (mit Beweisskizze) sowie Folge-
rungen fiir det(A~") und Determinanten zhnlicher Matrizen!

(i) Fiir A,B € K" gilt der Multiplikationssatz det(A - B) = detA - det B . Beweisskizze: Man
zeigtdet(fog) =detf - detg fiir die Abbildungen f = f4 : K" — K" mit ¥ — AX und g = g3,
und zwar (im Falle f,g regulér) durch

det(ng):A(f(g(b]).,...,f'(g(bn))-A(g(b] ),...,g(b;ﬂ)il 'A<g(b])7“'=g(bn))'A<bl 7~-~-,bn)7] . D

(i) Es gilt fiir reguliires A € K" die Gleichung det(A~") = (detA)~".
Beweis: detA -det(A~!) = det(A-A~!) = detE, = 1

(iii) Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante:
det(S7'AS) = det(S™!) - detA - detS = detA .

Anmerkung: Fiir jeden Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraumes gilt:

det f # 0<=Mp(f) regulir <= f Isomorphismus.
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1.7 Klausur-Aufgaben zur Linearen Algebra I

Aufgaben zu 1.1 (Vektorriaume, Basis, Dimension)
Aufgabe L1 (Unterraum)

U,V und W seien drei Unterrdume eines Vektorraumes X sein. Beweisen oder widerlegen Sie
durch ein Gegenbeispiel

LY (U+V)NnW C(UNW)+(VNW) 2)(U+V)NW D (UNW)+(VNW).

Zur Erinnerung: ANB :={c: ¢ € Aund ¢ € B} ist der mengentheoretische Durchschnitt und
A+B:={a+b:aecAundb € B} die sogenannte Komplexsumme der Teilmengen A, B eines
Vektorraumes.

Losung siehe Seite: 249.

Aufgabe L2 (linear unabhiingig, trigonometrische Funktionen)

Sei V der Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf R. Zeigen Sie, dass die trigonometri-
schen Funktionen ¢y : x +— cosx, ¢ : x — c0S2x, §1 : X > sinx, s : x +— sin2x, s3 : x — sin3x
linear unabhéngig sind.

Losung siehe Seite: 249.

Aufgabe L3 (Dimension)

Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass es unendlich dimensionale Vektorrdume gibt: Geben Sie
einen solchen an, und beweisen Sie, dass er unendliche Dimension besitzt.

Losung siehe Seite: 249.

Aufgabe L4 (lineare Unabhiingigkeit)

Fiir a € R sei e¢4(x) := e**. Zeigen Sie, dass die Menge {e,|a € R} in Abb(IR,R) linear unab-
hingig ist. Was folgt daraus fiir die Dimension von Abb(RR,IR)?

Losung siehe Seite: 249.

Aufgabe LS (Basis)
B = {Zi,z, ¢} sei Basis eines K—Vektorraumes V. Weiter seien die folgenden Vektoren gegeben:
—1 1 -1
u=\|—4 V= 3 undw= [ -2
2 —1 2

By By By
(a) Beweisen Sie, dass B, = {ii,V,w} ebenfalls eine Basis von V ist.

(b) Zeigen Sie, dass X =d + b—¢die gleichen Koordinaten beziiglich B; wie beziiglich B, hat.
Losung siehe Seite: 250.

Aufgabe L6 (Basis)

Sei B = {l;l , 52,53,54} Basis eines IR—Vektorraumes V; seien ferner @ = 2b, — bo,
d = by +bsy+ba, a3 =bsy—byund U = (a1,a>,as) der von ay,ad, a3 aufgespannte Unterraum.
(a) Zeigen Sie: A = {a},a»,a3} ist Basis von U.

(b) Bestimmen Sie die Koordinaten von X = 6b | — 51;2 — 41;4 beziiglich A.

(c) Ergénzen Sie A zu einer Basis von V.

Losung siehe Seite: 250.

Aufgabe L7 (Basis, R[X])

Zeigen Sie: A = {1,x—1,(x— 1)(x—2)} ist Basis des Raums P der reellen Polynome vom Grad
hochstens 2.

Losung siehe Seite: 250.
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Aufgabe L8 (lineare Unabingigkeit)

r 1
Unter welchen Bedingungen an den Skalar r sind die Vektorena= | 1 |,b=|r |, c= (1
0 1 r

des K—Vektorraums K linear unabhhingig fiir (i) K = Rund (ii) K = Q ?

(iii) Gibt es einen Skalar r € R und einen Vektor d in IR?, so dass dann a, b, ¢, d linear unabhiingig
sind in R? ?

Losung siehe Seite: 251.

Aufgabe L9 (Unterraum, Dimension)
Seien K Korper, V = K", U bzw. U, Unterrdume von V mit U; = {(a,q,...,a) € V]a € K} und

n
U = {(a1,a2,...,ay) € V|a; € K, Y a; = 0}. Bestimmen Sie dimg(U;),dimg(Us),
i=1

dimg (U NU,) sowie dimg (U + Ua).
Losungshinweis: Beachten Sie, dass die Antworten von der Charakteristik des Korpers abhiingen.
Losung siehe Seite: 251.

Aufgabe L.10 (Dimension, Isomorphie)

Zeigen Sie ohne Verwendung von Dimensionssitzen, dass fiir K-Vektorrdume V und W gilt:
V=W = dimV =dimW.

Losung siehe Seite: 251.

Aufgabe L11 (Vektorraum, Zahlkérper, Dimension)

Zeigen Sie, dass der Korper € der komplexen Zahlen iiber jedem der Korper C,IR, Q) ein Vek-
torraum ist (mit ’+’ und ’®’ wie iiblich). Welche Dimension hat dieser Vektorraum jeweils?
Begriinden Sie ihre Antwort.

Losung siehe Seite: 251.

Aufgabe L.12 (Lineare Unabhingigkeit, Vandermonde-Determinante)
Seien A1, A2,..., A, paarweise verschiedene Elemente im Koérper K. Zeigen Sie: Die Vektoren
X = (1,7&,-,7&1.2,...,7&1'-'7]), (i=1,...,n) sind linear unabhéngig in K".
Losung siehe Seite: 252.
Aufgaben zu 1.2 (Lineare Abbildungen, Matrizen)

Aufgabe L.13 (lineare Unabhiingigkeit, lineare Abbildung)

Seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K und f : V — W eine lineare Abbildung. Seien

neN,vy,...,v, €V, wy,...,w, € W. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) {vi:i=1,...,n} linear abhiingig = {f(v;) : i = 1,...,n} linear abhingig.

(b) {v;:i=1,...,n} linear unabhingig = {f(v;) : i = 1,...,n} linear unabhingig.

(c) fbijektivund {w;:i=1,...,n} linear abhiingig == {f~!(w;):i=1,...,n} linear abhiingig.

(d) finjektivund {v;:i=1,...,n} linear unabhingig = {f(v;) : i = 1,...,n} linear unabhin-
gig.

Losung siehe Seite: 252.

Aufgabe 1.14 (Homg (V,W), Basis)

Seien V und W endlich dimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K, sei B eine Basis von V
und C eine Basis von W. Bestimmen Sie eine Basis von Homg (V, W), dem K—Vektorraum der
linearen Abbildungen von V in W.

Losung siehe Seite: 252.
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Aufgabe L15 (Projektion, Kern, Bild, dirckte Summe)

Sei p eine Projektion eines Vektorraums V, also p € End(V) mit p?> = p. Zeigen Sie:

(a) Bildp bleibt elementweise fest unter p.  (b) Fiiralle v €V gilt: v— p(v) € Kernp.
(¢) V=Kemnp@®Bildp. (d)Istv=u-+wmitu € Bildp,w € Kernp, so folgt p(v) = u.
(e) Kernp = Bild(id —p) (man beachte: v =v — p(v) fiir v € Kern p)

(f) id —p ist ebenfalls Projektion von V.

Losung siehe Seite: 253.

Aufgabe L.16 (Matrizenoperationen, komplexe Zahlen, Korper)

Sei R22) die Menge der reellen 2 x 2—Matrizen und C = fb b ra,be IR} - R

(a) Zeigen Sie, dass C beziiglich Matrixaddition und —multiplikation ein Korper ist.
(b) Zu welchem Thnen bekannten Kérper ist C isomorph? Geben Sie einen Isomorphismus an.
Losung siehe Seite: 253.

Aufgabe L1.17 (lineare Abbildung, Kern, R[X])

Sei R[x] der Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten. Zeigen Sie, dass die Abbildung
A mit A(p)(x) = p(x+ 1) — p(x) eine lineare Abbildung von R[x] nach R[x] ist. Bestimmen Sie
den Kern der Abbildung A.

Losung siehe Seite: 253.

Aufgabe L.18 (lineare Unabhingigkeit, lineare Abbildung)

Sei T ein linearer Operator auf dem Vektorraum V. Es existiere ein k € N mit T*(x) = O fiir alle
x €V und ein z € V mit T~ 1(z) # 0. (a) Zeigen Sie:

B={z,T(z),T*(2),...,T* '(z)} ist linear unabhingig. (b) TU C U, wobei U = (B).

(c) Geben Sie eine moglichst einfache Transformationsmatrix der Einschréinkung 7’|y von T auf
U an!

Losung siehe Seite: 253.

Aufgabe L.19 (Basisergiinzungssatz, Satz von der linearen Fortsetzung)

Zeigen Sie: Sind H und H’' Hyperebenen eines endlich dimensionalen Vektorraums V, ist
ac H\{0},b¢ H,d € H\ {0}, b ¢ H', dann gibt es ein o € GL(V), der Gruppe der Au-
tomorphismen auf V, mit (H) = H', al(a) = d’, a(b) =b'.

Losungshinweis: Benutzen Sie z.Bsp. den Basisergdanzungssatz!

Losung siehe Seite: 254.

Aufgabe L.20 (Direkte Summe, Isomorphie)

Vi, Vo, W1, W, seien Unterrdume des K—Vektorraumes V, mit V| &V, = W) ¢ Ws.

(a) Zeigen Sie: Ist dimg V < oo, so folgt aus Vi =2 W auch V, = W,.

(b) Widerlegen Sie an einem Beispiel die Aussage Vi = W) — V, = W;.

(c) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass die Aussage Vi = W) =V, = W), fiir dimg V| = o falsch
1st.

(d) Ist fi € EndV; und f> € EndVa, so gibt es genau ein f € End(V) & V2) mit f|y, = fi (i=1,2).
Losung siehe Seite: 254.

Aufgabe L.21 (Matrixdarstellung, Fortsetzungssatz, Zeilenumformungen, Rang)

Zeigen Sie: Es gibt genau eine lineare Abbildung f : Q* — Q* mit £(1,0,0,0) = (2,0, -2, —2),
f(0,1,0,0)=(1,3,—1,2), £(0,0,1,0) = (2,1,—1,0) und f(1,1,1,1) =(6,5,—3,3). Bestimmen
Sie den Rang von f!

Losung siehe Seite: 254.
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Aufgabe L.22 (Fortsetzungssatz, Matrixdarstellung, LGS)

Geben Sie eine lineare Abbildung f : R? — R? an mit £(1,2,—1) = (1,0), £(2,1,4) = (0,1).
Zeigen Sie, dass f nicht eindeutig bestimmt ist.

Losung siehe Seite: 255.

Aufgabe 1.23 (Basiserginzungssatz, Fortsetzungssatz, Kern)
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und U ein Unterraum der Dimension
k mit 1 <k < n.Zeigen Sie: Es gibt Endormorphismen @,y von V mit
(V) =U. (yo@)(V) = {0} und rgy=n—k.
Ist dabei notwendigerweise Kerny = U?
Losung siehe Seite: 255.

Aufgabe .24 (lineare Abbildung, Kern, Bild, Dimension)
Sei f : R* — R* eine lineare Abbildung, die beziiglich der kanonischen Basis die Darstellung

X1 1 0 aj b] X1

x| 10 1 a b X N o ' B

x| 710 1 a by 3 mit a;,b; € R hat und fiir die gilt: (%) Bild f = Kernf.
X4 1 0 a4 by X4

(a) Geben Sie eine Basis von Bild f an!

ap by

(b) Benutzen Sie (*) und (a) zur Bestimmung von Zz und Zz
3 3

ayq b4

(c) Gehen Sie auf die Frage der Existenz und Eindeutigkeit von f ein!
Losung siehe Seite: 255.

Aufgabe L25 (Matrixdarstellung)

Sei B = (by,b,b3) eine Basis des K-Vektorraums V, C = (¢1,¢2) eine Basis des K-Vektorraums
W und f € Homg (V,W) mit f(b; + b2) = c¢; und f(b1 — by + 2b3) = ¢, sowie f(2by — b3) =
c1 + 2. Bestimmen Sie M2 (f).

Losung siehe Seite: 256.

Aufgabe L.26 (Endomorphismus, direkte Summe)

Seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und fi, f> Endomorphismen von V (d.h. linea-
re Abbildungen von V in sich) mit (i) fio fi = fi, frofo = fo (i) f1 +f» =idy und
(iii) fiofr=0=frof. Zeigen Sie: V = f1(V) @ f2(V).

Losung siehe Seite: 256.

Aufgabe L27 (Bild, Rang)

Sei f € Homg (V,W), dimg V = n und dimg W = m. Zeigen Sie fiir eine Matrix M(f) von f bzgl.
Basen B,CvonV bzw. W: rgf <1 <= 30;,B; € K:M(f) = (B;)i=1,..;m,j=1,...n-

Losung siehe Seite: 257.

Aufgabe L28 (Basis, Matrixdarstellung)

Sei f eHomg (V,V). Zeigen Sie: Gilt fiir alle v € V die Gleichung f(v) € < v >, so existiert ein
A € K mit f = A-id,. Bestimmen Sie ferner im endlichdimensionalen Fall M5 (f) fiir eine Basis
BvonV.

Losung siehe Seite: 257.



32 1. Lineare Algebra I

Aufgabe L.29 (Kern, Bild, Dimension, Fortsetzungssatz)

Seien V ein n —dim und W ein m — dim Vektorraum iiber dem Korper K (mit n,m € N)! Ferner
sei X ein Unteraum von V und Y ein Unterraum von W. Welche Bedingung an die Dimensionen
ist 1.) notwendig und 2.) hinreichend fiir die Existenz einer linearen Abbildung f:V — W mit
Kernf =X wund Bildf =Y. (Mit Begriindung!)

Losung siehe Seite: 257.

Aufgabe L30 (Fortsetzungssatz, Kern)

Seien V = R3 der 3-dim reelle Vektorraum und f; : V — V Endomorphismus mit

filer) =ei1, fi(e2) = e3, fi(ez) = ea fiire; = (§;;) j—1,2.3-

(i) Welcher Satz garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von fi.  (ii) Bestimmen Sie Kern f;.

(iii) Begriinden Sie fi(vi) = v fiir vi = ez + e3 sowie f1(w1) = —w; fiir w) = e — e3.

(iv) Geben Sie eine Ebene E; von V an, die punktweise unter fj fest bleibt.

(v) Ist fi (bzgl. des kanonischen Skalarprodukts) eine Drehung, eine Spiegelung an einer Ebene,
eine Streckung oder eine Parallelprojektion auf eine Ebene? (Antwort ohne Beweis!)

(vi) Wihlen Sie eine Basis B von V aus, und geben Sie eine Matrix von f; bzgl. B an!

Losung siehe Seite: 257.

Aufgabe L.31 (R[X], Matrixdarstellung, Determinante)
Seien P, der R-Vektorraum der reellen Polynomfunktionen vom Grad < 2 und ¢ : #»— P> mit

2 . 2 .
f+— f+ f. Dabeisei f' fiir f mit f(x) = ¥ ox’ definiert durch f'(x) = ¥ iox~! .
i=0 i=1

(i) Zeigen Sie, dass gilt: )2: oix' =0 fiirallex e R genau dann, wenn 0lp =0 =0l =0.

i=0
(i1)) Bestimmen Sie Kern @ !  (iii) Geben Sie eine Basis B von P an (mit Begriindung)!
(iv) Bestimmen Sie die Matrix M := Mg((p) ! (v) Berechnen Sie detM! (Vorgriff auf §1.6)
(vi) Begriinden Sie, dass ¢ bijektiv ist.
Hinweis: Ohne Beweis diirfen Sie benutzen, dass ¢ linear ist.
Losung siehe Seite: 258.

Aufgabe L.32 (Matrix, elementare Umformungen, LGS, Endomorphismen)
Kreuzen Sie wahr (W) oder falsch (F) an! (Keine Begriindung gefordert).

WF
oo Multiplizieren einer Spalte mit einer Zahl ungleich O dndert den Rang einer Matrix
nicht.
0 1 1
oo DieMatrix | 1 0 1 | € F§3X3) ist invertierbar.
1 10

oo Jede lineare Abbildung F €eHom(V,K),F # 0, K € {IR, C}, ist surjektiv.
OO Es gibt einen Endomorphismus F €Hom(V,V), (dim V = o0), der injektiv, aber nicht

surjektiv ist.
oo Ein lineares Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizientenmatrix (A|b) ist genau

dann losbar, wenn A eine linksinverse Matrix besitzt.

Losung siehe Seite: 259.

Aufgaben zu 1.3 (Faktorrdume, Dimensionsséitze)

Aufgabe L.33 (direckte Summe, Faktorraum, Basis)
Sei V ein K-Vektorraumund U, W Unterrdume von V mitV =U @ W. Zeigen Sie: Ist {wy,...,wy, }
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eine Basis von W, so ist {w; +U,...,wy, + U} eine Basis von V /U.
Losung siehe Seite: 259.

Aufgabe 1.34 (Dimensionsformel, Faktorraum, Ebene)
V1
Sei g : R? — R die Abbildung g: | vo | — vi —vo +2v3.
V3
(a) Geben Sie je eine Basis und die Dimensionen von Kerng und von R? /Kerng iiber R an.
(b) Interpretieren Sie Kerng und die Elemente von IR®/ Kerng geometrisch!
Losung siehe Seite: 259.

Aufgaben zu 1.4 (Lineare Gleichungssysteme)

Aufgabe L35 (LGS, Partikulirlosung, erweiteret Koeffizientenmatrix, Zeilenumformungen)

X1 +2x3 = 1
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem () 3x1 +2x +8x3 = 5 iiberR.
X2  +x3 = 1

(i) Geben Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix von (x) an!

(ii) Begriinden Sie zunichst ohne Berechnung der Losungen, dass () 1sbar ist!

(iii) Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix von () durch elementare Zeilenumformun-
gen auf Zeilenstufenform!

(iv) Bestimmen Sie eine Partikulérlésung von (*)!

(v) Geben Sie eine allgemeine Losung des zu (*) gehtrenden homogenen Systems an!

(vi) Geben Sie den Losungsraum L von (%) an!  Losung siehe Seite: 260.

Aufgabe L.36 (Polynom, LGS)

Bestimmen Sie alle reellen Polynomfunktionen vom Grad < 3, deren Graph durch die Punkte
(-1,4) und (1,6) geht! (Losungshinweis: Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf!)
Losung siehe Seite: 260.

Aufgabe L.37 (LGS)

(a) Geben Sie jeweils ein Beispiel eines linearen reellen Gleichungssystems von 3 Gleichungen
mit 3 Unbekannten folgenden Typs an:

(i) Die Losungsmenge sei leer.

(ii) Die Losungsmenge bestehe aus genau einem Punkt des IR?.

(iii) Die Losungsmenge sei eine Gerade im R>.

(iv) Die Losungsmenge sei eine Ebene im IR>.

(vi) Die Losungsmenge sei der ganze R>.

(b) Kann es vorkommen, daB ein lineares Gleichungssystem von 2 Gleichungen mit 3 Unbe-
kannten keine Losung hat? Falls ja, geben Sie ein Beispiel an.

Losung siehe Seite: 261.

Aufgabe L38 (LGS, Losbarkeitskriterium)
Im IR3 seien 3 Ebenen gegeben:

Er ={(x,y,2) eR? | x—4y+5z=28},

Ey={(x,52) € R’|3x+7y—z=3},
Es={(x,y,2) eR}| —x—15y+11z=a}.
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Fiir jeden der beiden Fille oo = 13 und o0 = 14 bestimme man die Gestalt der Punktmenge
E\ N E> N E3, man ermittele also, ob sie jeweils eine Ebene, eine Gerade, ein einzelner Punkt
oder sogar leer ist!

Losung siehe Seite: 261.

Aufgabe L39 (LGS)

Im R? seien vier Geraden der Reihe nach durch die Gleichungen

2x1+2x4+3=0
S5x1—3x—1=0
—x1+4x+2=0
2x1+3x—4=0

gegeben. Gibt es einen Punkt, der auf allen vier Geraden liegt?
Losung siehe Seite: 262.

Aufgabe L.40 (LGS, Dimensionsformel)

Untersuchen Sie das lineare Gleichungssystem M -X = 0 fiir M := (a;b;); j—1,
Losungshinweis: Siehe auch Aufgabe L27 1)

Losung siehe Seite: 262.

Aufgabe L.41 (LGS, Orthogonalraum)

Es sei K ein Korper, und 1 < ¢ < n seien ganze Zahlen. W sei ein (n — £)-dimensionaler Unter-
raum des K". Zeigen Sie, dass es ein homogenes lineares Gleichungssystem von ¢ Gleichungen
(mit Koeffizienten in K) mit n Unbekannten gibt, dessen Losungsmenge W ist.

Losung siehe Seite: 262.

Aufgabe 1.42 (Code, Syndromabbildung, LGS, linear unabhingig)

Sei H die Kontrollmatrix eines (n,k)-Linearcodes iiber K =GF(2) und seien je d — 1 Spalten von
H linear unabhiingig. Zeigen Sie, dass man mittels der Syndromabbildung bis zu d — 1 Fehler
pro gesendetem Wort erkennen kann.

Losung siehe Seite 262.

aund a;b; € R.

Aufgaben zu 1.5 (Affine analytische Geometrie)

Aufgabe .43 (Geradengleichung)

Im IR? seien die Punkte A = (1,0,0), B=(1,1,1),C = (0,—1,1),D = (1,—1,1) gegeben.
(a) Bestimmen Sie die Geraden g = AB und h = CD!

(b) Zeigen Sie, dass g und 4 windschief sind!

Losung siehe Seite: 262.

Aufgabe .44 (windschiefe Geraden, Vektorprodukt)

Beweisen Sie: Zwei Geraden gy : X = d + AV, und g : y = b
@,b,v,w € R3,%,% # 0,A,u € R sind genau dann windschief, wenn (@ — b,V x
Losungshinweis: Es gilt: vV x w =0 <= V,w linear abhéngig sowie :

Sind ¥, w linear unabhingig, so steht vV x w senkrecht auf v und auf w.

Losung siehe Seite: 263.

Aufgabe 145 (Affinitit, Geradengleichung)
Sei E die reelle affine Ebene und o : E — E eine Affinitit (bijektive affin lineare Abbildung), die
jeden Punkt einer speziellen Geraden g auf sich abbildet.

+ uw mit
w) # 0. gilt.
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(a) Geben Sie eine (moglichst) einfache Darstellung der Form
. B (011 012) (f 1
o:X—Yy= X+
azy  ax §)
durch Auswahl eines geeigneten Koordinatensystems mit Basis B an (x,y Koordinatenvektoren
der Punkte X bzw. a(X) bzgl. B.).
(b) Zeigen Sie, dass die Verbindungsgeraden X a/(X) entsprechender, aber verschiedener Punkte

parallel sind.
Losung siehe Seite: 263.

Aufgabe 1.46 (affiner Unterraum)

Sei A ein affiner Unterraum von R” mit dimg A < n und p € R"\ A. Die Menge der Elemente
der Verbindungsgeraden {x | x = p+1(q— p),t € R,q € A} von p zu den Vektoren g von A heile
W. (a) Ist W stets Unterraum? (b) Ist W stets affiner Unterraum (Lineare Mannigfaltigkeit)?
Losung siehe Seite: 264.

Aufgabe L.47 (LGS, Rang, Fixpunkt, affiner Unterraum)

1 0 1
SeienA;=| 0 1 0 | € R®3), ferner fa, REGD — REGD mit fa, (x) = Aix, sowie (fiir
I 1 1
festes b € R(31)) die Abbildung g : R®D — R definiert durch g(x) = Ajx+b.
(i) Bestimmen Sie Rang A; und Rang (A; — E3) (mit der (3 x 3)—Einheitsmatrix E3) !
(ii) Welchen Wert haben detA; und det(A; — E3) ?
(iii) Welche Vektoren bleiben fix unter f4,,welche Struktur hat die Menge dieser Fixpunkte, also
Fix fy, == {xe RGD |Ajx=x} .
(iv) Zeigen Sie, dass die Fixpunkte (Fixvektoren) von g die Losungen eines linearen Gleichungs-
systems (*) sind! Bestimmen Sie dessen Koeffizientenmatrix!
(v) Wiesoist Fix f4, die Losung des zu (x) gehorenden homogenen linearen Gleichungssystems.
(vi) Zeigen Sie durch Zitat eines Satzes, dass die Menge der Fixpunkte von g leer ist oder einen
affinen Unterraum von R>!) bildet! Treten beide Fille auf?
Losung siehe Seite: 264.

N—

Aufgaben zu 1.6 (Determinanten)

Aufgabe 148 (Determinante, elementare Umformungen)
Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A € R"*" mit

roA ... A
A

o
A AT

Losung siehe Seite: 265.
Aufgabe .49 (Determinante, lineare Abbildung)

1 0 2
Untersuchen Sie, ob die durch die Matrix A= [ 1 1 1 | gegebene lineare Abbildung von K*
2 01

nach K> bijektiv ist (a) fiir K = R, und (b) fiir K = F3?
Losung siehe Seite: 265.
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Aufgabe L50 (Determinante, Matrizenoperationen)

Es sei K ein Korper und M(n,n;K) der K-Vektorraum aller n x n-Matrizen mit Eintrigen in
K. Fiir B € M(n,n;K) betrachten Sie die Abbildung fz : M(n,n;K) — M(n,n;K), die durch
fB(A) = B- A gegeben ist.

(a) Zeigen Sie, dass fp linear ist.

(b) Bestimmen Sie fiir die Standardbasis von M(n,n;K) die Matrix von fp.

(c) Zeigen Sie, dass det(fg) = (det(B))" ist.

Losungshinweis: Die Standardbasis von M(n,n;K) ist die Menge {E;; : 1 <i<n,1 < j<n},
wobei E;; folgende Matrix ist: alle Eintréige bis auf einen sind 0; der einzige von 0 verschiedene
Eintrag steht in der i-ten Spalte und j-ten Zeile und ist gleich 1. Fiir die gegebene Aufgabe
ist es giinstig, die Basis entsprechend der Indexpaare ij lexikographisch zu ordnen. Allgemeine
Rechenregeln fiir Matrizen diirfen unbewiesen verwandt werden.

Losung siehe Seite: 265.

Aufgabe L51 (Determinante, LGS, Skalarprodukt)
Zeigen Sie, dass k Vektoren ay, ... ,ay eines euklidischen Vektorraumes genau dann linear unab-
hingig sind, wenn die Determinante der aus ihren paarweisen Skalarprodukten gebildeten k x k-

k
Matrix A= ((ai,aj>) N von Null verschieden ist.
l

p

Hinweis: Betrachten Sie das homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix A.
Losung siehe Seite: 265.

Aufgabe L52 (Polynom, Interpolation, LGS, Vandermonde-Determinante)

Zeigen Sie, dass es genau ein reelles (Interpolations-) Polynom g vom Grad kleiner gleich n
gibt, das an den Stiitzstellen xo,x1,x2,...x, € R (mit x; # x; fiir i # j) die Funktionswerte
Y0,Y1,Y2,---Yn € R annimmt.

Losung siehe Seite: 266.

Literaturhinweise zu Kap.1:
Fischer [Fil], [Fi2], Beutelspacher [Beu], Lorenz [Lo] Bd.1, Huppert/Willems [HW], Havlicek
[Ha], Brieskorn [Bri], Heuser [Heu2], Scheid/Schwarz [SS] Kap.V, [SS2].



Kapitel 2

Lineare Algebra 11

2.1

Eigenwerttheorie

a) Was versteht man unter einem Eigenwert, was unter einem Eigenvektor, einem Eigenraum
(1) eines Endomorphismus f, (d.h. einer linearen Abbildung von V in sich) bzw. (ii) einer Matrix
A € K" _b) Gehen Sie fiir n-dimensionale Vektorriume V auf den Zusammenhang zwischen
den Definitionen zu (i) und (ii) ein!

a)

b)

(i) Das Element A € K heilt Eigenwert (EW) von f € Endg(V), falls gilt
(%) IJveV\{0}: f(v)=M.

Jedes solche v heiBit Eigenvektor zum Eigenwert A; die Menge aller Eigenvektoren zum
Eigenwert A zuziiglich des Nullvektors, also V;; := {v € V| f(v) = Av}, heibt Eigenraum
zu A.

(ii) Entsprechend heiBt A € K Eigenwert von A € K" | falls gilt !:
(+x)  IVe KWIN\{0}: AV=AV.
Wieder heiBt {# € K1) | ¥ Eigenvektor von A zum EW A} U{0}  Eigenraum zu \.

Istdimg V =n < o und A = ME(f) die f bzgl. einer Basis B darstellende Matrix, so geht
(%) fiir den Koordinatenvektor ¥V = Mp(v) in Aussage (xx) iiber. Im Falle endlicher Di-
mension von f entsprechen daher Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume von f den
Eigenwerten, Eigenvektoren bzw. Eigenrdumen einer f darstellenden Matrix (vgl. auch
Tabelle 1.1 Seite 13 !). Umgekehrt kann man von A zur Abbildung fy : K1) — K1) mit
f4(¥) = AV iibergehen. Wieder korrespondieren die betreffenden Begriffe.

Beweisen Sie, dass die Eigenwerte einer Matrix A € K (1) (bzw. eines Endomorphismus f eines
n-dimensionalen K-Vektorraumes) genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms 4
von A sind. Welchen Grad hat dieses Polynom?

Hierbei seien ¥ usw. “Spaltenvektoren”, also n—Tupel in Spaltenform geschrieben, also n x 1 -Matrizen.
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(a) Es gilt: MAist Eigenwert von A <= Jv € K("vl)\{@'} AV =AY
— We KD\ {0}:(A-AE,)¥v=0 <= A—\E, istsingulir
< det(A—AE,) =0 <= A ist Nullstelle von x4.

n
Dabei hat das charakteristische Polynom den Grad n; mit Spur(o;) := Y. o gilt:
i=1

xa(X) :=det(A —XE,) = (—1)"X"+ (—1)""! Spur(A) - X"~ ! +... + det A.
(b) Analog zu a) (oder durch Ubergang zu einer darstellenden Matrix) zeigt man, dass die Eigen-
werte von f die Nullstellen von )4 sind. Man schreibt daher auch ) s := 4. (Die Unabhiingigkeit
von der Basis folgt aus Anmerkung 3, s.u.).
Anmerkungen:
1. Die Eigenwerte von A (bzw. f) sind auch genau die Nullstellen des Minimalpolynoms von
A (bzw. f), s. u.

M 0

2. Ist A Diagonalmatrix, also von der Form  Diag(Aq,...,A,) :=

OIx,,

M—X 0
n
so folgt  ya(X) = =TT\ —X).
i=1
0 =X |
Die Eigenwerte sind also genau die Eintrige in der Diagonalen; dies folgt auch direkt wegen
0
AZ =1 fir &= | 1 [ =(@)izr..0 (mit1anderSeelle j), j=1,....n.
6

3. Ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte und das gleiche charakteristische Polynom.
Beweisskizze: (S7'AS)(S71%) = S7'AV = M(S!¥) und det(S~'AS — X) =detS~'det(A — X)detS.

Welche Struktur hat der Eigenraum eines Endomorphismus (bzw. einer Matrix) zu einem Ei-
genwert A, und wie lisst er sich im Falle endlicher Dimension bei Kenntnis von A berechnen?

Wegen f(v) = Av<=(f —Aid) (v) = 0 ist V., der Kern des Endomorphismus f — Aid und als
solcher Unterraum von V. Ist dimgV = n und A Matrix von f bzgl. einer Basis B von V, so
entspricht V; 3 dem Losungsraum L des homogenen linearen Gleichungssystems (A —AE, ) ¥=0.

Anmerkung: Jede Fixgerade von f durch den Nullpunkt liegt in einem Eigenraum. Umgekehrt
besteht jeder Eigenraum aus einer Vereinigung solcher Fixgeraden.
Beispiele von Eigenwerten und Eigenridumen:

Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenrdume folgender Endomorphismen:

1.) der zentrischen Streckung o; mit Streckungsfaktor A und dem Nullpunkt als Zentrum in
einem n-dimensionalen K-Vektorraum,

2.) der Spiegelung yr an einer Nullpunktsebene E im 3-dimensionalen reellen euklidi-
schen? Raum EG (R?),

3.) der Drehung 8, um den Nullpunkt mit Drehwinkel o in EG(R?),

4.) der Drehung 8 um die z-Achse mit Drehwinkel o in EG (R?).

25.82.5
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1)

2.)

3)

4.)

) O
Beziiglich einer (beliebigen) Basis B hat 6; die Matrix , (vgl. §1.2).
@) A

Damit ist A der einzige Eigenwert (der Vielfachheit n) und V selbst Eigenraum von G),
zum Eigenwert A.

Anmerkung: Yq, (X) = det(Diag(A—X,...,A—X)) = (A—X)".

Sei (e1,e2) eine Orthonormalbasis von Z und B = (e1, ez, e3) eine solche von £ =EG(3,IR)
(Konstruktion z. Bsp. mit dem Schmidtschen Orthonormierungsverfahren). v := yr hat
wegen Y(e;) = e; und Y(ez) = ez sowie Y(e3) = —e3 bzgl. B die darstellende Matrix
1 0 0
01 O . Als Eigenwerte treten 1 und —1 auf. Fiir die Eigenrdume gilt:
0 0 -1
Vy1=<e1,ep >=E  (Diese Spiegelungsebene bleibt punktweise fix.)
Vi—1=<e3> (Die Normale zu E bleibt als Ganzes fest.)

coso  —sino )
2

Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems hat 8, die Matrix < .
sinat cosol

siehe Abbildung 1.4 b und Beispiel (iii) der Matrizen in §1.2. Das charakteristische Poly-
nom ist x5, (X) = X2 — 2X cos &+ cos? o+ sin? ot. Mit cos? o+ sin? o = 1 erhilt man als
Nullstellen A/, = cos o=+ V/cos2 o — 1. Fiir o ¢ Z hat 8, daher keinen reellen Eigenwert;
im Fall oo = (2k 4 1)m handelt es sich dagegen um die Matrix einer Punktspiegelung am
Nullpunkt (zentrische Streckung mit Faktor —1), und die ganze Ebene ist Eigenraum zum
Eigenwert —1. Fiir o € 2n7 ist ¢, gleich der Identitét.

Beziiglich eines geeigneten kartesischen Koordinatensystems hat § die darstellende Matrix
coso. —sinoe 0
A= sina  cosa 0 |. Esgilt det(A—XE;)=(1-X)(X?>—2Xcosa+1).
0 0 1

Ein Eigenwert ist daher A3 = 1. Unter Anwendung von Fall 3 auf die auf der Lotebene
a' zu a = e3IR) induzierte Abbildung erhilt man: Fiir o & {km|k € Z} ist A = 1 einziger
Eigenwert, die Achse die einzige Fixgerade durch den Nullpunkt. (Siehe auch Abb. 2.1 !)
Fiir oo = 0 ist 8 = id. Fiir o = m sind A; = 1 und A, = —1 Eigenwerte, und neben der Achse
ist deren Lotebene durch O ein Eigenraum.

Anmerkungen:

(i) Definiert man eine Drehung d von EG (R?) als gleichsinnige orthogonale Transformation
(orthogonalen Automorphismus mit Determinante 1) von R mit Fixpunkt 0, so hat X5 als Po-
lynom vom Grad 3 mindestens eine Nullstelle (— Zwischenwertsatz), also einen Eigenwert A
mit |[A| = 1. Man kann zeigen, dass A = 1 auftritt (s. §2.3, Seite 48). Der zugehorige Eigenraum
enthilt eine Fixpunktgerade, die als Achse a wihlbar ist. In der Nullpunktsebene senkrecht zu
a induziert § eine 2-dimensionale Drehung (s. Abb. 2.1), so dass bzgl. geeigneter Basis & eine
Matrix der in Nr. 4 behandelten Form hat (s. ebenfalls §2.3).

(ii) Matrizen aus R (") haben ein charakteristisches Polynom vom Grad n und daher, im Fall n
ungerade, mindestens einen reellen Eigenwert. Ist n hingegen gerade, so muss kein Eigenwert
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Abbildung 2.1: Zur Drehung & in R 3

(2.2)

existieren: ( (1) 701) ist Beispiel einer Matrix aus IR ohne reellen Eigenwert! (Drehung um

o = 7; siehe 3.)

Definieren Sie, was unter dem Minimalpolynom einer Matrix A € K" (bzw. eines Endomor-
phismus f eines n-dimensionalen K —Vektorraums V') zu verstehen ist.

Die Dimension von K" als K — VR ist n2. Daher sind die n + 1 Matrizen A%, A,A2, ... ,A”2
linear abhiingig, und es existiert ein P € K[X]\ {0} mit P(A) = O. Die Menge all dieser Polynome
(und 0), also J4 := {P € K[X] ’ P(A) = O}, bildet ein Ideal (siehe §8.1) ungleich 0 in K[X]. Da
K[X] ein Hauptidealring ist, wird J4 von einem Element (minimalen Grades ungleich 0) erzeugt;
das eindeutig bestimmte normierte Polynom Hy minimalen Grades aus J4 heift Minimalpolynom
von A. Es teilt jedes A annulierende Polynom Q # 0. (Analog definiert man Hy; es gilt Hy = Hy).

Was besagt der Satz von Hamilton-Cayley iiber das charakteristische Polynom (ohne Beweis)?
Welche Folgerungen iiber die Beziehung zwischen x4 und Hy4 und iiber die Nullstellen von Hy
lassen sich daraus ziehen?

Satz von Hamilton-Cayley:

Ist x4 das charakteristische Polynom von A € K™, so gilt xa(A) = O.

Folgerung: (1) Hy ist Teiler von x4 (wegen Y4 € J4, s.0.). (ii) Die Nullstellen von Hy sind
Eigenwerte von A.

Anmerkung: Es gilt auch die Umkehrung von (ii) *; somit sind die Nullstellen von H genau
diejenigen von x4 (evtl. in anderer Vielfachheit), also die Eigenwerte von A.

Beispiele zum Minimalpolynom:

Bestimmen Sie charakteristisches Polynom und Minimalpolynom von

-1 3 0
und A = 0o 2 0 fir K=R.
1

0
M= 1
1 2 —1

S OO
S OO

3Wegen A™x; = A"x; fiir jeden Eigenvektor x| zum Eigenwert A gilt 0 = Hy (A)x; = Ha (A)x1; daher ist Hy (L) = 0.
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-X 0 0
Zu M: Es ist wm(X) = 1 =X 0 |=-X3 und M*=E;,M' =M sind
1 0 —X

linear unabhingig, M, M,M? = O linear abhiingig; das Minimalpolynom hat daher Grad 2;
wegen M?—0-M—0- MO = O haben wir Hy(X) = X2 (# xm(X)).

Zu A: Hy muss alle Nullstellen von 34 (X ) = (—1 —X)?(2 — X) enthalten; wegen Hx |4 kommen
fiir H4 nur in Frage: (X +1)(X —2) und (X +1)(X —2). Aus (A + E3)(A — 2E3) # O folgt
Hp = —Xa.

Die lineare Abbildung s von R? in sich erfiille die Gleichung s> = id # s (ein solches s heiBt
Involution). Welches Minimalpolynom kann s haben? Beschreiben Sie die zwei moglichen Fal-
le!

Wegen s> — 5 = 0 teilt Hs das Polynom X2 — 1; dieses hat die normierten Teiler 1,X — 1,
X +1,(X +1)(X —1). Dabei scheiden aus: 1 (annuliert nie) und X — 1 (wegen s — s # 0 fiir
s # id). Es verbleiben die Fille: i) Hs = X + 1 und ii)) Hs = (X + 1)(X — 1). Im Fall i) ist s
Punktspiegelung: s +id = 0 g.d.w. s = —id, also s(v) = —v; im Fall ii) besitzt s die (verschiede-
nen) Eigenwerte +1 und —1, damit zwei linear unabhiingige Eigenrdume, wegen des Eigenwerts
1 unter anderem eine Fixpunktgerade; s ist eine Schrigspiegelung (s. Beispiel (ii) der kanoni-
schen Matrizen aus §1.2).

Die Matrix eines Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums ist nur bis auf
Ahnlichkeit bestimmt. Von Interesse ist daher, unter welchen Bedingungen ein besonders ein-
facher Vertreter in der Ahnlichkeitsklasse existiert. Wir behandeln hier zunichst die Darstellung
durch Diagonalmatrizen, dann die Jordansche Normalform. (Zur Diagonalisierbarkeit mit Ne-
benbedingungen s. §2.5, Seite 60: Hauptachsentransformation.)

Geben Sie dquivalente Bedingungen fiir die Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen
endlich-dimensionaler Vektorrdume an (ohne Beweis)!

Fiir f € Endg (V) mit dimg V = n sind dquivalent:

(1) f ldsst sich durch eine Diagonalmatrix darstellen, ist also diagonalisierbar.

(2) MB(f) ist zu einer Diagonalmatrix dhnlich (diagonalihnlich).

(3) V besitzt eine eine Basis aus Eigenvektoren von f (eine sogenannte f-FEigenbasis).
(4) s zerfillt iber K in Linearfaktoren und es gilt:

Die geometrische Vielfachheit jeden Eigenwerts ist gleich seiner algebraischen Vielfachheit,
also: x5 = H (A; — X)k mit Ay,...,A, verschieden (d.h. k; ist die “algebraische Vielfach-

i=1

heit” und dimV/ , = k;[= n — Rang(f — A; id)] (d.h. k; ist die “geometrische Vielfachheit”
von A;).
(5) Das Minimalpolynom H zerfillt in lauter verschiedene Linearfaktoren.
Anmerkung zum Beweis: (1) <= (2) <= (3) und (3) = (4) sowie (1) = (5) ist leicht einzu-
sehen. Zur Implikation (5) = (1) s.u. Beim Beweis von (4) = (3) beniitzt man den Hilfssatz:
Sindvy,...,v, Eigenvektorenvon f zu verschiedenen Eigenwerten A, ..., A, dann sind vy, ... ,v,
linear unabhanglg (Bewels durch Vollstandlge Induktlon)
Es ergibt sich V = EBfo aus dlmEB Vi = Z ki = grad); = n. Man wiihlt nun Basen von

i=1

V¢, und bildet deren Vereinigung. O

Gehen sie auf die Diagonaldhnlichkeit reeller symmetrischer Matrizen ein!
Jede reelle symmetrische Matrix ist diagonaldhnlich. Es gilt sogar:
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Satz Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix S (s. S. 49 ) derart,
dass S~'AS eine Diagonalmatrix ist.

Beweisidee: Ist B eine ON-Basis des euklidischen (s. Seite 44) Vektorraums (V,®) und f die
lineare Abbildung mit M5(f) = A = AT; dann ist f selbstadjungiert, d.h. es gilt ®(f(x),y) =
®(x, f(v)). Fir selbstadjungierte Endomorphismen f existiert, wie man zeigen kann, eine ON-
Basis C = (hy,...,h,) aus Eigenvektoren von f mit Eigenwerten A;. Die Matrix S = M (id) des
Koordinatenwechsels ist orthogonal, und die f bzgl. C darstellende Matrix A=5"1AS=5TAS
hat die Diagonalgestalt Diag(Ai,...,A,), da die ; Eigenvektoren von f sind.

a) Wie sieht die Jordansche Normalform der Matrixdarstellung eines Endomorphismus f
eines endlich-dimensionalen Vektorraums aus ?

b)** Unter welcher Bedingung lésst sie sich erreichen ?

c)* Behandeln Sie das Beispiel f € Endg(R?) mit f(e;) = —e; + 2e3,
f(e2) =3e; +2ex+e3und f(e3) = —e3 bzgl. der kanonischen Basis B = (ej, ez, €3).

Sei f Endomorphismus des endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.
a) f hat eine Matrixdarstellung von Jordanscher Normalform, wenn f bzgl. geeigneter Basis
eine Matrix folender Gestalt besitzt:

A O B;1 O
M= mit "Blocken" A; = aus KUi"i) | die zum Ei-

O A, O B

i

o1 0O
genwert A; von f gehdren,und “Jordankéstchen” B;j der Form B;j = S|
O Ai

b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

S
(i) x zerfélltin K, also ¢ = [T (As —X)"7, A; paarweise verschieden.
i=1

s
(ii)) V = @ Kern (f — A;id)" . Hierbei seien Ay, ..., A die (paarweise verschiedenen) Eigen-
i=1

werte von f und r; ihre algebraische Vielfachheit.

(iii) f hat eine Matrixdarstellung der oben angegebenen Jordan-Form.

Anmerkungen: Diese Matrixdarstellung ist dann bis auf die Reihenfolge der Jordan-Kistchen
eindeutig bestimmt. Es ist A; Matrix der Einschrankung von f auf
Kern (f — A;idy )" = Kern(f — Ajidy )" =: V(As, i),

wobei n; den Exponenten des Faktors (X —A;)" des Minimalpolynoms Hy von f bezeichnet.
(Hieraus folgt auch die Diagonalisierbarkeit von f, wenn H nur einfache Linearfaktoren ent-
hilt); ferner gilt in den vorliegenden Fillen dimKern(f — A;idy)"" = r;. Ebenso wie V (A, r;)
sind auch die anderen Unterrdiume V (A;, j) := Kern (f —A;)/ fiir j € {1,...,r;} f-invariante
Unterrdume, und es gilt:

ny}bi = V()\,i, 1) Q V(?\.i,Z) Q e g V()\,i,n,') == V(}Li,r[).
Jeder Vektor ungleich 0 aus V (1;, j) heiBt Hauptvektor . Aquivalent zu (i) bis (iii) ist auch:

(iv) V besitzt eine Basis bestehend aus Hauptvektoren von f.
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-1 3 0
¢) Beispiel: Bs gilt  ME(f) = 0 2 0 | =:A.Wiebeiden Beispielen zum Minimal-
2 1 -1
polynom bereits gesehen, ist Hy gleich (X + 1)%(X —2). Daher ist f nicht diagonalisierbar.
0 3 0 0 9 0
Wegen (A+E3)=| 0 3 0 und (A+E3)?=[0 9 0 ist
2 1 0 0 9 0

V(=1,1) = Kemn(f+id) = < {e3s} > C V(-1,2) := Kern(f +id)? = < {e1,e3} >,
ferner V(2,1) = Kemn(f —2id) = < {ej+ea+e3} > und V =V (-1,2)PV(2,1) direkte
Summe f-invarianter Unterrdume. Beziiglich der Basis C = (2e3,¢;,e| + ¢z +e3) aus Hauptvek-

-1 1 0
toren hat f die Matrix 0 -1 0 in Jordanscher Normalform.
0 0 2

2.2 Skalarprodukt, Orthogonalitit

Was versteht man unter einem Skalarprodukt @ eines IK—Vektorraumes V (fir K € {R,C}) ?
Welche Koordinatendarstellung (bzgl. einer Basis) hat @ im Fall dimg V =n < o0?

Unter einem Skalarprodukt auf V versteht man im Fall IK = C eine positiv definite hermitesche
Form bzw. im Fall IK = IR eine positiv definite symmetrische Bilinearform. Ausfiihrlicher:
a) Definition: Semibilinearform (Sesquilinearform)

@ : V xV — K heifit Semibilinearform (oder auch Sesquilinearform) zum Koérperautomorphis-
mus 6 von K, wenn gilt
(i) D(- ,y0) : K — K ist linear fiir jedes yo € V; (dabei bedeutet ®(-,yo) die Abbildung
V — K mit Zuordnung x — ®(x,yp) ).

(ii) D(xo, -) ist additiv, und es gilt: ®(x,ky) = 6(k)P(x,y) firalle x,y € V, k € K.

Eine Bilinearform ist eine Semibilinearform mit ¢ = id.
Beispiel: V =K" , M € K"
o(M)
D((E1,--,8n), M1y M) = (E1y---,80) - M- : =: Mo (¥)"
6(Mn)
Speziell (mit M = E, und 6 : x+ iy — x+iy = x —iy): ®(X,¥) = il Em; (kanonisches Skalar-
i—

produkt). Umgekehrt erhilt man im Fall der Dimension n nach Auszeichnung einer Basis B =

o(Mm)
(by,---,b,) die Koordinatendarstellung — ®(x,y) = (&1, ,&n) - Mp(®) - ;
o(Mx)
Ci ni
wobei X = : = Mp(x) und y = : = Mp(y) die Koordinatenvektoren von x

- MNn
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bzw. y sind sowie Mp(®) = (Vij)i j—=1..n istmit vy;; = ®(b;,b;) (Fundamentalmatrix von P).
& ist also schon durch die Wirkung auf die Vektoren einer Basis bestimmt.

Anmerkung: Im Fall dimgV < o heilit @ nicht-ausgeartet, wenn eine (und damit jede) Funda-
mentalmatrix von ® regulér ist.

b) Ein Skalarprodukt auf V, d.h. eine positiv definite hermitesche Form (bzw. positiv definite
symmetrische Bilinearform), ist eine Semibilinearform zum Automorphismus 6 : x — X (im Fall
K = R damit 6 = idR ), fiir die zusitzlich fiir alle x,y € V gilt:

1. P(x,y) = ®(y,x) (damit folgt ®(x,x) € R und, fiir K = IR, auch ®(x,y) = P(y,x))

2. ®(x,x) > 0 fiir x # 0 (Positive Definitheit) .

Ist @ Skalarprodukt, so heit (V,®) Prihilbertraum, und im Fall K =R euklidischer Vektor-
raum, im Fall K = C unitirer Vektorraum.

Anmerkung: Im Endlich-dimensionalen folgt fiir jede Fundamentalmatrix Mp := Mp(®) die

Gleichung Mp = MBT; auBerdem ist Mp regulér, denn andernfalls gidbe es ein X mit XMp = 0,
und damit wire ®(x,x) = 0. (Es ist Mp sogar "positiv definit", d.h. die k-te Abschnittsdetermi-
nante det(y; j),-, j=1,...k ist groBer O fiir k = 1,...,n; die Eigenwerte einer solchen Matrix sind stets
reell und positiv.)

Geben Sie Beispiele fiir Prahilbertrdume an!

Beispiele von Prihilbertriumen sind unter anderem:

a) V=K"mit®((&,...,&),(Mi,...,Mn)) := ilf;‘mi (s.0.)

b) V = lz = {(.xl')ieN S (DN | Z|x,~|2konvergent} und (ID((x,-),-gN,(yi)ieN) = lZOx,-y,-
i=

(Hilbertscher Folgenraum, s.0.)

b
¢) V= Cla,b] (fiir reelles Intervall [a,b],a <b), K=R, mit P(f,g):= [ f(¢)g(t)dt.

Anmerkung zum Beweis der Positiven Definitheit fiir dieses ® : Ist f # 0, so Jx € [a, D] :
f(x) # 0. Wegen der Stetigkeit von f existiert eine Umgebung Ug(x) : f2(x) > 0 fiir alle

x € Ue. Es folgt ®(f, f) = fbf(t)zdt > 0.

Wie werden in einem Prihilbertraum (V, ®) folgende Begriffe aus ® abgeleitet?

(i) Norm eines Vektors x € V

(ii) Abstand zweier Punkte des zugehorigen affinen Raumes

(iii) Winkelmaf3 zwischen zwei Vektoren (Leiten Sie daraus den Cosinussatz ab!)

(iv) Orthogonalitit zweier Vektoren (Gehen Sie dabei auch auf den Satz des Pythagoras ein!)
(v) Orthogonalraum zu einer Teilmenge M von V

@) ||x|| := /®(x,x) (Norm auf V)
Es folgen die definierenden Eigenschaften einer Norm, ndmlich: ||x|| > 0 sowie
(||x|]]=0<x=0), ferner ||kx|| = |k| ||x|| und||x+y|| < ||x]||+]|[y]| firallex,y e V,k € K .

(i) d (x,y):= ||y —x|| (Abstand)
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Es folgen die Eigenschaften fiir einen Abstand, ndmlich: d(x,y) > 0 und Bnewline d(x,y) =
0 < x =y sowie die Dreiecksungleichung d(x,y) + d(y,z) > d(x,z) fiir alle x,y,z € V.
Anmerkung: Im Fall R" mit kanonischem Skalarprodukt erhilt man den euklidischen

Abstand d((&;,...,&,),(N1,-.., M) = él(nifﬁi)z.

(iii) <9 (x,y) := arccos |§\(|f|7\yy>\| fiir x,y # 0.

Anmerkung: Diese Definition ist moglich, da nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
|®(x.y)
[RIRII T
D(x,y) = ||x]| - |ly|| - cos Q(x,y) und durch Ausmultiplizieren von ®(x —y,x —y) der Cosi-

nussatz (s. Abb. 2.2 a): [|x — y||> = [|x]> + [|y[|> = 2/|x[| |||l cos Q(x,).

| <1 gilt. Es folgt analog zu den elementargeometrischen Verhiltnissen

v y = 7iix
=
N (0,0)

\J &

\,,;* .

XI ) haH
: ~— ~ - ~ = mx
=1y ||cos<d (x,y)™ x Y

a) b)

Abbildung 2.2: a) Zum Cosinussatz ~ b) Zur Gleichung m - = —1

(iv) x Ly:<=®P(x,y) =0 (Orthogonalitit) Anmerkung: Es folgt cos <(x,y) =0 firx Ly
und der Satz des Pythagoras (als Spezialfall des Cosinussatzes): ||x—y||* = [|x|>+ [|y]|*

(v) Fir 0 £ M CVist M+ := {x €V | ®(x,a) =0 fiir alle a € M} definiert als der Orthogo-
nalraum zu M; es ist M+ stets Unterraum von V.

Beispiel: Sei V = R? und ® das kanonische Skalarprodukt. Fiir die Gerade M = R(1,m)
durch (0,0) mit Steigung m # 0 gilt: M+ = {(E,n)[1E+mn =0} =R(1,— ) (wegen
n=-— r}lﬁ) Daher ist M+ eine Gerade durch den Nullpunkt mit der Steigung /it = —1/m.
Dies stimmt mit der bekannten Formel m - i1 = —1 fiir die Steigungen orthogonaler Gera-
den iiberein (s. Abb. 2.2 b).

Beschreiben Sie fiir einen endlich-dimensionalen Prihilbertraum (V,®) Eigenschaften der Ab-
bildung “1”: U + U~ der Menge U(V) der Unterrdume von V in sich!

Es gilt fiir U,U,,U, € U(V) wegen der Endlichkeit von dimV:

Uy <U, — U <Ut
UL+t = Utnus
(Uinty)t = U+UH
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Fernerist | bijektiv, da wegen der endlichen Dimension von V gilt (U+)* = U. Zusammenfas-
send sagt man: L ist ein Antiautomorphismus des Verbands (U(V) ,<).
SchlieBlich gilt noch fiir jeden Unterraum U von V (siehe unten):

dimg U+ = dimg V — dimi U .

Geben Sie eine Beweisskizze fiir die Existenz eines orthogonalen Komplements fiir jeden
Unterraum U eines n-dimensionalen Prihilbertraums V an (fiir n < oo)!

Behauptung: V =U @U~*, d.h. U™ ist orthogonales Komplement von U.
Beweisskizze: Es gilt UNU*L = {0} (wegen ®(u,u) # 0 fiir u # 0 ), sowie

dimU* = dimV — dimU;

diese Gleichung erhilt man wie folgt: x € Ut <= ®(x,U) =0 <= ¥"Mb; =0 (i =1,...,m)

fiir eine Basis B = (b1, ...,by) von U und eine @ (bzgl. einer Basis von V) darstellende Matrix
M. Da M regulir ist (s.0.) und daher Mb,...Mb,, linear unabhingig sind, ergibt sich fiir den
Losungsraum die Dimension n — m. 0

Sei (V, ®) ein Prihilbertraum endlicher Dimension. Unter welchen Bedingungen ist die Funda-
mentalmatrix M bzgl. einer Basis B = (by,...,b,) die Einheitsmatrix?

Wegen M = (®(b;,b;))i j—1,..n ist M = E, genau dann, wenn ®(b;,b;) = §;; gilt; (zur Erinne-
rung: §;; := 0 fiir i # j und §;; := 1); in diesem Fall ist B Orthonormalbasis (ONB), d. h. es
ist| b ||=1lund b; Lbjfuri,j=1,...,n,i#].

Anmerkung: Beziiglich einer ONB hat das Skalarprodukt die Form

D(x,y) =Y &mi (mit x=) Ebjundy=Y nib;) .
i=1 i=1 =1

Beschreiben Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren! Interpretieren Sie

J
dabei auch anschaulich den Term ), ®(aj.,e;)e; !
i=1

Gegeben sei eine (endliche oder abzihlbare ) Familie (a;);cs linear unabhdingiger Vektoren von
V. Dann existiert ein ®-Orthonormalsystem (e;) jcg mit <ey,...,e; > = <ay,...,a; > fiiralle
J € 3. Dabei lassen sich die Vektoren e; wie folgt rekursiv bestimmen: e) := Hallll ay und, nach

der Konstruktion von ey, ... e}, falls j+1 € g,
eji1 = Hb,-l+1\\bf+1fm bjt1:=ajn *iélq)(aj+1,€i)ei-
Beweis durch vollstindige Induktion . ..
Der Term i‘, ®(aji1,ei)e; :=cjy ist dabei gerade das Bild der Orthogonalprojektion p von a;
auf < e, .l.:.l,ej >. Denn hat a1 bzgl. der Orthonormalbasis (eq,...,ej+1) von < ai,...,aj+1 >
die Darstellung a1 = p(aji1) + pejr1 = il Aiei +uejr1, so folgt mit P(ajyi,ex) =
i=
J

J
):kid)(e,',ek)JrO:kk fiirkaus{l,,...,j} auch p(ajﬂ): ):(IJ(ajH,ei)ei.
=1 i=1
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an A

by=a—c

2 =®(az,e1)e el

Abbildung 2.3: Orthogonalprojektion auf < {e; } > bzw. < {e1,e2} >

Die Bilder 2.3 sollen die Verhiltnisse im Fall j = 1 bzw. j = 2 verdeutlichen.
Beispiel: Gegeben seien V = R? mit ®(%,7) = (§,&,) ( 4 =2 > ( M )
-2 3 N2 '

(P ist positiv definit wegen ®(X,¥) = 467 —4&,&, + 387 = (2§, — &,)> +2E7 ). Ferner sei
dy = (1,0) und @, = (1,1). (Die Vektoren d,d> sind linear unabhiingig). Das Verfahren liefert:

. ay I 1 1
e = ,_ ,=%@,d) 2-a= , (1,00=(,,0)
| | V4 2
by = dr—®(dre)e=(1,1)—(1,1) [ 4 -2 1Y - (5,0
2 3 0

= (LD)=1-(3,00= (1)
I 1o

@ - (\/q)(zz’zzo152:%2'[’2:(2@’%2)

Anmerkung: Sei P(R) der Raum der reellen Polynomabbildungen auf [—1, 1] mit Skalarprodukt
1
D(f,g):= [ f(r)g(r)dt. Aus (id[f1 l]m)meN erhilt man durch das Gram- Schmidtsche Verfahren
—1 ’

als Orthonormalbasis die Familie der sogenannten Legendre-Polynome L,,. (Wie sehen Lo, L1, L>
aus?)

Was versteht man in einem Prihilbertraum unter einer Bestapproximation eines Vektors a
durch ein Element eines endlich-dimensionalen Unterraums U ? Beweisen Sie, dass die Ortho-
gonalprojektion von a auf U diese Eigenschaft hat!

Der Vektor up € U heifit Bestapproximation von a € V durch ein Element von U, wenn 1 ein
Element minimalen Abstandes von a (unter allen Elementen von U) ist, also gilt

d =mind .

(a,u0) = mind (a,u)

Die Orthogonalprojektion von a auf U hat diese Eigenschaft:

d(a.u)? =] a—u [*= ®(a—u,a—u) = B(a— p(a)+p(a) — ua—p(a)+ p(a) —u)
=la—p(@) >+ pla)—ul? +®(a—p(a),p(a) —u) +P(p(a) —u,a—p(a))
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Nun ist p(a) —u € U und a — p(a) € U+ (wegen a € p(a) + U™), so dass die beiden letzten
Terme 0 sind. Folglich gilt: d(a,u)? = d(a,p(a))* +d(p(a),u)*. Wegen d(p(a),u) >0 fiir
u # p(a) folgt: d(a,u) ist minimal genau fiir u = p (a). Die Orthogonalprojektion ist daher
sogar das einzige Element von U mit minimalem Abstand. U

Beispiele:
1
1.) Firden R—VR, V = C([—1,1],R) mit Skalarprodukt ®(f,g) := f f(t)g(r)dt sowie U :=

{g| g(x) = aop+aix+ax® +asx’} sei fi : [-1,1] — R mit fi(x) = |x| zu appr0x1mleren Man

kann zeigen, dass fiir die Orthogonalprojektion p auf U gilt: p(fi) :x+— 1 6+ }gxz

Diese Polynomabbildung ist unter allen Polynomabbildungen g vom Grad < 3 diejenige, fiir die

\/ J1A@ )]2dt minimal ist.

2.) Approximation durch eine trigonometrische Summe:
T
Sei K =R,V =C(]-n,7],R), ®(f,g) = f f(t)g(t)dt sowie

U={teV]tx)=00/2+ Z (o coskx + Py sinkx)} fiir festes n € N\ {0}.
Die Funktionen hg,hy,h_1,. hn,h €V mit

1 1
cos(kx) und h_ sinkx
V21 \/ o ) k) = V21

bilden ein ONS in (V,®). Die Bestapproximation einer Funktion f € V bzgl. ® (sogenannte
Approximation im quadratischen Mittel) ist dann gegeben durch die Funktion

ho(x) = (konstant) , /i (x) =

Z Yichi mit Y = / F)h(t)

k=—n

den sogenannten “Fourierkoeffizienten” (s. auch “Fourierreihe” auf Seite 82).

2.3 Isometrien

Seien (V,®) und (W,\¥) reelle (bzw. komplexe) Vektorrdume mit Skalarprodukt (s. Seite 44),
also euklidische (bzw. unitidre) Vektorrdume (Prahilbertraume) .

Definieren Sie, was unter einer linearen Isometrie f : V — W zu verstehen ist, und geben Sie
einige Bedingungen an, die zur definierenden Eigenschaft dquivalent sind.

Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann heilit f lineare Isometrie, wenn gilt:
(1) fistabstandstreu,d.h. vertrdglich mit den von ® bzw. ¥ induzierten Metriken dg und diy:

Vx,yGV: d‘l"(f(x)af(y)) :dfb(xay)'
Zu (1) aquivalent sind die folgenden Aussagen:

(2) f ist mit den Skalarprodukten ® und ¥ vertrdglich (SKP-Homomorphismus):
VryeV: W(f(x),f(y) =2(x,y).
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(3) f bildet jedes ®-Orthonormalsystem auf ein W-Orthonormalsystem ab.
(4) fistlingentreu,dh. YxeV: |f(@)|e = |x||o -
(5) f bildet Vektoren der Linge 1 von (V,®) auf solche der Lénge 1 von (W, ¥) ab.

Hinweis zum Beweis: Man beachte den folgenden Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und
Metrik:  do(x,—y)? — do(x,y)? +i-do(x,—iy)? —i-de(x,iy)? = 4®(x,y) im Fall K = C und
do(x,—y)? —do(x,y)? = 4®(x,y) im Fall K = R. (Dies erhilt man durch definitionsgemiBes
Einsetzen und Ausrechnen.) Damit ist nicht nur dg durch @ vermoge

do(x,y) = /®(x—y,x—y) =[x~ ]

bestimmt, sondern auch umgekehrt ® durch dg. Entspechendes gilt fiir ¥ und dy.
(Alternativ kann man im reellen Fall benutzen:®(x + y,x +y) = ®(x,x) +2®(x,y) + ©(y,y).)
SchlieBlich verwendet man noch x = ||x]| - Hi | mit Einheitsvektor HﬁH . O

Anmerkungen: (1) Man kann zeigen, dass fiir reelle normierte Vektorrdume V und W jede surjek-
tive Isometrie f : V — W mit f(0) = 0 notwendigerweise linear ist (Satz von Ulam und Mazur).
(i1) Lineare Isometrien sind injektiv. (Beweis?)

(iii) Die Menge der bijektiven linearen Isometrien eines Prihilbertraums (V, ®) auf sich bildet ei-
ne Untergruppe U von (GL(V), o), der Gruppe aller linearen Abbildungen von V auf sich. U heifit
orthogonale Gruppe O(V,®) im Fall K = R bzw. unitire Gruppe U (V,®) im Fall K = C. Die
Elemente von U, also die surjektiven Isometrien von V auf sich, heilen auch unitdre bzw. ortho-
gonale (oder euklidische) Transformationen.

Welche Eigenschaften haben die Matrizen, die eine Isometrie f eines n-dimensionalen Prihil-
bertraums (V,®) auf sich bzgl. geeigneter Basis darstellen ?

Tabelle 2.1: Typen einiger Matrizen im Zusammenhang mit Prahilbertrdumen:

unitdrer Raum euklidischer Raum
Fundamentalmatrix A hermitesch, also A symmetrisch, also
des Skalarprodukts AcCOm mitA=AT AcR® mitA =AT
Darstellende Marix
einer Isometrie A unitér, d.h. A orthogonal, d.h.
bzgl. ONB AcCl) mitA~! = AT AcRM) mitA~! =AT

Sind B und C Orthonormal-Basen von (V,®) und A := ME(f) € K", so gilt:
f Isometrie «—= ATA =E,.
Ein solches A heifit unitir bzw. orthogonal (s. Tabelle 2.1, vgl. auch Tabelle 1.1).
Beweisskizze: Bzgl. Orthonormalbasen sind die Fundamentalmatrizen von (V,®) gerade Ein-
heitsmatrizen. Daher gilt:

Vx,y€ev: O(f(x), () = Pxy)
— wvx,yeK®: (Ax)T-E,(Ay) = x"-E,-y
— WyeK®: xTAT Ay = x'y.

Die Gleicheit der Eintrége in Zeile i und Spalte j folgt mit Hilfe der Wahl x = ¢; undy =e¢;. [J
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Welchen Wert hat die Determinante einer linearen Isometrie f eines endlich-dimensionalen
Prihilbertraums auf sich, welche Eigenschaft haben die Eigenwerte von f ?

(a) Bsgilt|detf| =1 wegen 1=det(ATA) = detA-detA = |detA|>.

(b) Jeder Eigenwert von f hat Betrag 1 ; dies folgt mit der Lingentreue von f aus
vl = [|f(v)|| = [|Av]| = |A]||v|| fiir einen zu A gehdrenden Eigenvektor v. O

Bestimmen Sie die orthogonalen Automorphismen der euklidischen Vektorriume R? und
R3 !
(i) Sei A= (% g) Matrix eines orthogonalen Automorphismus f von R? bzgl. einer Or-

thonormalbasis. Die Spalten von A bilden wegen A”A = E,, ein Orthonormalsystem (bzgl. des

kanonischen Skalarprodukts). Also gilt || (g) =1=] (g) || und (g) 1 (g) . Der Or-

oy . . . — .
thogonalraum von B ist 1-dimensional, also von ol? erzeugt. Es folgt daher insgesamt:

<g) ist aus {(_(E) , (_i )} und o? + B2 = 1. Aufgrund der letzten Gleichung garantie-

ren Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen die Existenz eines (Winkels vom Mal)
¢ €[0,21) mit oo = cos@ und P = sin@. Es ergeben sich damit die beiden folgenden Flle:

1. Fall: detA = +1 (gleichsinnige oder eigentliche Bewegung)

A=A = < CF)S(P —smne . Es handelt sich also bei f um eine Drehung um den Nullpunkt
sin@  cos@

um einen Winkel vom MaB ¢, im Spezialfall ¢ = 7 um eine Punktspiegelung.
2. Fall: detA = —1 (gegensinnige Bewegung)

Ay = ( cose SIn G . Diese Matrix hat Eigenwerte A; = 1 und A, = —1. (Beweis durch

sinp —cosQ
Nachrechnen von det(A; + E») = 0). Der Eigenraum V; zu A; = 1 ist Fixpunktgerade, der Ei-
genraum zu A; = —1 als einzige weitere Fixgerade senkrecht zu V;. Es handelt sich also um eine

Achsenspiegelung an einer Nullpunktgeraden, bzgl. geeigneter Basis mit Matrix A3 = (B] ?)

Umgekehrt sind die erwidhnten Abbildungen Isometrien. Ergebnis: Genau die Spiegelungen und
Drehungen mit Fixpunkt 0 sind die orthogonalen Automorphismen von R?.

(ii) Sei f orthogonaler Automorphismus von R3; als reelles Polynom ungeraden Grades hat
% mindestens eine Nullstelle, damit f mindestens einen Eigenwert A3 mit zugehdrigem (nor-
mierten) Eigenvektor e3. Der (2-dimensionale) Orthogonalraum W = e3l ist wie < e3 > unter f
invariant. f|w ist orthogonaler Automorphismus von W und damit Spiegelung oder Drehung in
W (s.0.). Es gibt daher eine Basis (e;,ez) von W, bzgl. der f|w durch eine Matrix A € {A,A3}
dargestellt werden kann. Im Fall A = A3 kann 0BdA* ;=1 gewdhlt werden; ist A = Ajq, so
folgt (s.0.) A3 = 1 oder A3 = —1. Auf jeden Fall gibt es also eine Basis (ej,e>,e3) von R>, be-
ziiglich der f durch eine der folgenden Matrizen dargestellt werden kann:

cos —sing O cos@ —sing O -1 0 0
sing cos¢@ O , sin@ cos¢ O , 01 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 1

4Es existiert dann insgesamt ein Eigenwert +1, der von vornherein als A3 gewihlt werden kann.
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Die erste Matrix beschreibt eine Drehung um die Achse e3IR um einen Winkel vom MaB ¢ (vgl.
Abb. 2.1 mit a = e3R die zweite eine Drehspiegelung — dies ist eine Ebenenspiegelung, ver-
kniipft mit einer Drehung um eine zur Spiegelungsachse orthogonalen Geraden —, die dritte eine
reine Achsenspiegelung an der Ebene < {e3,e3} >. Die Punktspiegelung am Nullpunkt ist eine
spezielle Drehspiegelung (¢ = m). Umgekehrt sind diese Abbildungen Isometrien.

Die orthogonalen Automorphismen von R> sind also genau die Drehungen und die Drehspiege-
lungen (einschlief3lich Punkt- und Ebenenspiegelungen) mit Fixpunkt 0.

24

Dualraum

Was versteht man unter einer Linearform eines Vektorraums V, und wie sieht eine Koordina-
tendarstellung einer solchen Abbildung im Fall dimV < e aus? Geben Sie einige Beispiele von
Linearformen an!

®

(ii)

(iii)

Eine Linearform, auch lineares Funktional genannt, ist eine lineare Abbildung f von V in K
(als K-Vektorraum), also ein Element von Homg (V,K) =: V*, dem Dualraum von V.

Ist B=(by,...,b,) Basis von V, und wihlt man C = {1} als Basis von K, so ist

. (f(br)- - f b)) &
ME(f) = (f(br),... f(bu)) €K und  f(X. &ibi) = :

Beispiele: S
L. Ist VK" und (0 ...0,) € K", so wird (umgekehrt zu (ii)) eine Linearform auf V
definiert durch:

&1

n
f(X) = .Zl ai&i fiir MB(X) = :
=
-
2. Sei @ Skalarprodukt auf einem IK— Vektorraum V (wie in §2.2 definiert) und yq aus
V fest. Dann ist ®(-,yp) : V — K mit x — P(x,yo) eine Linearform auf V.

Anmerkung: Ist V endlich-dimensionaler K— Vektorraum und & nicht-ausgeartete Semi-
bilinearform, so ldsst sich jede Linearform f von V mittels ® darstellen, d.h. es existiert
einyp € V mit f = ®(-,yo). (Beweis ?)

1
3. Fiir V = (C[0, 1] definiert f — [ f(¢)dt eine Linearform. (Begriindung?)
0

4. Die Abbildung lim ist eine Linearform auf dem Vektorraum der konvergenten reellen

n—oo

Zahlenfolgen. (— Additionssatz, Homogenitiit).

5. Auf dem R—VR der reellwertigen Zufallsvariablen eines endlichen Wahrscheinlich-
keitsraumes (Q,B(Q),p) (s. §5.2), also auf Abb(Q,R), ist der Erwartungswert E eine
Linearform. (Zur Erinnerung: E(X) = Y, p(®)X(®), s. Kap.5!).

weQ

Gehen Sie ganz kurz auf die Bedeutung der Linearformen ein!
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1. Wie eben gesehen, ist die durch ein Skalarprodukt ® gegebene Abbildung ®(-, yo) eine Li-
nearform. Die Rolle dieser Funktionen konnen bei Vektorrdaumen iiber beliebigen Korpern oft
durch Linearformen iibernommen werden. Auch die Orthogonalitdt von Unterrdumen hat ihre
Entsprechung in V*. In Vektorrdumen ohne Skalarprodukt kann man dessen Fehlen oft mittels

einer nicht notwendig positiv definiten Abbildung, z. Bsp. ®(x,y) := 2 €M, ausgleichen, deren

Eigenschaften man dann durch Betrachten der Linearformen ®(-,y) bzw ®(x, ) erhilt.
2. Viele der in der (Funktional-)Analysis betrachteten stetigen Abbildungen (Operatoren) sind
Linearformen Man kann zeigen, dass sich jeder endlich-dimensionale Operator L : E — F durch

L(x) = Z Jfv(x)yy mit Linearformen f7,..., f, und Basis {y1,...,y,} von L(E) darstellen lésst.

3. Lmearformen und Dualraum gestatten es, “Dualititen” genauer zu beschreiben, z. Bsp. die
Dualitdt von Punkten und Hyperebenen in der Projektiven Geometrie. Mit einer Aussage, die
fiir den Unterraumverband (projektive Geometrie, s.u.) 4L(V') eines jeden n + 1 -dimensionalen
Vektorraums V gilt, folgt auch die duale Aussage (als Aussage iiber 4 (V*) (— Dualititsprinzip).

Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B und V* = Homg (V,K) der Dualraum von V. Begriinden
Sie die Aussage V* = KB = Abb(B,K) durch Betrachtung der Zuordnung f — (f(b))pep-

Die Abbildung ¢ : V* — K? mit f + (f(b))pep ist eine Bijektion: Nach dem Satz iiber die Exis-
tenz und Eindeutigkeit der linearen Fortsetzung (Fortsetzungssatz s.§1.4) ist f durch (f(b))pes
eindeutig bestimmt und jedes Element aus K Bild unter ¢. Die Linearitit von ¢ folgt durch
Nachrechnen:
o(f +8) = ((f +8)(D))ven = (f(D) +8(b))pen = (f(b))pes + (8(b))ven = @(f) +@(g) und
O(Af) = (AM)(B))ver = (M (D))bes = M (b))be = AO(f). 0
Anmerkung ** Ist dimgV = n < o0, so V* = K" und damit dimg V* = dimg V. Ist V endlich-
dimensional, so ist also V zu V* isomorph, damit auch V isomorph zum Bidualraum, d.h. dem
Dualraum von V*. Im Gegensatz zum Isomorphismus ¢ ist j : V — V**, definiert durch j(v) :
V* — K mit f — f(v) von der Basis unabhingig, sodass man V mit V** identifizieren kann:
v(f) := f(v) . Ohne die Beschrinkung von V auf endliche Dimensionen ist j i.a. nur ein Mono-
morphismus, d.h. injektiv und linear.

Beschreiben Sie die zu einer Basis B eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V duale
Basis von V* !
Ist B = {by,...,b,}, so definiert man b} als lineare Fortsetzung von b} (b ) = §;;. Damit ist

={bj},...,b;} eine Basis von V* (s. Aufgabe L89). Ferner sieht man f = Z f(b;)b; fiir jede
i=1

Linearform f durch Anwendung auf 5; und Nachrechnen ein. 0

Anmerkung: Im unendlich-dimensionalen Fall existiert das analog definierte B* und ist linear
unabhiingig, aber keine Basis mehr: f mit f(b;) = 1 fiir alle i ist nicht als endliche Linearkombi-
nation von B* darstellbar.

Definieren Sie, was unter dem zu einer Teilmenge A von V orthogonalen Raum A+ in V* zu
verstehen ist. Welche Struktur hat A+ ?

Definition: A+ := {f € V*|f(a) = 0 fiiralle a € A} (manchmal auch mit A° bezeichnet) heifit
der zu A orthogonale Raum in V*. Durch Anwenden der Definition der Verkniipfungen auf V*
und Nachrechnen sieht man, dass A~ Unterraum von V* ist. (Zur Dimension s. u.).
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3
Anmerkungen: 1.) Identifiziert man die zur Linearform f : R? — R mit (§1,&,,&3) — Y A&
=1

gehorende Matrix Ay = (A1, A2, A3) mit dem entsprechenden Vektor aus R3, soist f € {v}+ (fir
v € R?) genau dann, wenn A f L vim elementar-geometrischen Sinne gilt. Wir haben es hier also
mit einer Verallgemeinerung des Orthogonalititsbegriffs zu tun (s. auch unten).

2.) Ist F* C V*, so definiert man F| = {v € V|f(v) = 0 fiir alle f € F*}; F} ist Unterraum
von V und darf i.a. nicht mit (F*)*, einem Unterraum von V**, verwechselt werden. Ist jedoch
V endlich-dimensional, so gehen bei der oben beschriebenen Identifizierung von V mit V** die
beiden Riume (F*)* und (F*), ineinander iiber. Im Folgenden werden wir sie daher nicht im
Schriftbild unterscheiden.

Geben Sie fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V mit Unterraum U Eigenschaften von
U+t an!

(i) Wie schon erwihnt, ist U1 Unterraum von V*. Fiir seine Dimension gilt

dimg U+ = codim,U = dimg V —dimg U .
Dies folgt aus der Tatsache, dass {v},...,v: ,} Basis von U™ ist, wenn {vy,...,v,_«} eine Basis
von U zu einer solchen von V erginzt, oder auch aus der Beziehung U+ = (V /U)*.
(ii) Nach Identifizierung von V mit V** gilt (im Endlich-dimensionalen!): (U+)+ = U.
(i) Bezeichnet $4(V) den Unterraumverband von V, so ist die Abbildung L: (V) — L (V*)
mit U +— UL ein Verbands-Antiisomorphismus, d.h. eine bijektive Abbildung, die die Relation
C umkehrt (und Durchschnitte auf Summen sowie Summen auf Durchschnitte abbildet).

Stellen Sie fiir einen endlich-dimensionalen K- Vektorraum mit nicht ausgearteter Semibilinear-
form ® einen Zusammenhang her zwischen dem Orthogonalraum U~® von U bzgl. ® und U+ !

Wie schon erwihnt, lésst sich jedes f € V* darstellen in der Form f = ®(-,y,) mit geeignetem
yo € V. Die Abbildung ¥ : V — V* mit y — ®(-,y) ist eine Bijektion mit ¥(U+®) = U~ fiir
jeden Unterraum U von V.

Interpretieren Sie die Losungsmenge eines linearen homogenen Gleichungssystems als
Durchschnitt von Orthogonalrdumen!

n
1. Die lineare homogene Gleichung Y o;&; = 0 ldsst sich mit Hilfe der Linearform S o)
= s

L Gisi = D tasst sich mit Hile der Linearlorm J....
&1 0

X = : +— ¥ ;& in der Form fiq,  q,)(X) = 0 schreiben. Fiir ihre Losungsmenge L,
‘t:n i=1

gilt daher® L = {f(q, .} Ist (01 ... @) # 0, die Gleichung also nicht-trivial, so folgt sofort

dimg L1 =n—1, es ist also L; eine Hyperebene durch den Nullpunkt.

2. Jeder Zeile eines homogenen linearen Gleichungssystems

'21 ;& =0
o
' n
'21 0i&i =0
i=

Snach Identifizierung von V** mit V.
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ldsst sich wie in (1) eine Linearform fj = f(% ) zuordnen; fiir die Losungsmenge L des LGS

folgt L={A}Y " n{A}n---n{fut={fi, - s fu}t und dimL=n—dim < fi,..., [ > .
Anmerkung: 1. Jede Losungsmenge eines (nicht notwendig homogenen) LGS’s lésst sich daher
als Durchschnitt von Hyperebenen darstellen (vgl. §1.5).

2. Jeder Unterraum U eines endlich-dimensionalen Vektorraums V lésst sich als Losungsraum
eines homogenen linearen Gleichungssystems darstellen. Beweisskizze (alternativ zu §1.5): Es
ist U+ UR von V* der Dimension m := codimyU; es gibt daher m den Raum U~ erzeugende
Linearformen g1,...,gn; mit diesen gilt U = (UL)* =< g1,...,gm >*={g1,...,gm}+. Esist
daher U Losungsmenge des Systems  g1(x) =0A...Agp(x) =0 (fiirx € V), das nach Wahl
einer Basis B von V und Ubergang zu Matrizen und Koordinatenvektoren zu einem LGS fiir U
wird. U
Folgerung: Jedes Element aus AG(K") U {0} lasst sich also als Losungsmenge eines LGS be-
schreiben und umgekehrt.

2.5 Euklidische analytische Geometrie

Geben Sie Moglichkeiten der mathematischen Beschreibung der Zeichenebene und ihrer Punk-
te an!

1. Modell fiir die Zeichenebene ist die Geometrie des Vektorraums IR 2, namlich AG(IRz) (ohne
Metrik, s.§1.5)) bzw. EG(IRz) (mit kanonischem Skalarprodukt), die reelle euklidische Ebene.
Ein Punkt ist dabei nach Festlegung eines (kartesischen) Koordinatensystems ein Zahlenpaar
(x,y) € R2.

Anmerkung: Analog ist EG(IR?), d.h. AG(IR?) mit kanonischem Skalarprodukt, Modell fiir den
Anschauungsraum.

2. Die euklidische Ebene lésst sich auch als Gaulsche Zahlenebene (s. Seite 106) auffassen, ein
Punkt in dieser hat die Form x+ iy € C, Durch “stereographische Projektion” ldsst sich die Ebene
bijektiv auf die Einheitssphire (d.h. Kugeloberfliche) ohne den Nordpol N abbilden, s. Abb. 2.4.
3. ** Durch Ubergang zur projektiven Auffassung (mit den Parallelenscharen als neuen uneigent-
lichen Punkten, s. auch §7,1 ) gelangt man zur reellen projektiven Ebene; diese hat eine algebrai-
sche Beschreibung mittels der projektiven Geometrie PG(IR?) von R>. Punkte sind dabei die
1-dimensionalen Unterriume, z.Bsp. vermége der Zuordnung (x,y) — R(1,x,y). Als Geraden
werden die 2-dimensionalen Vektorridume vor R? gewihlt. Das Modell der elliptischen Ebene
erhilt man dann z.B. durch Schnitt dieser 1- bzw. 2-dim Unterrdumen mit der Einheitssphire.

Abbildung 2.4:
Stereographische Projektion
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1
41

/ﬁ

/2 ________ :

a) b)

Abbildung 2.5: LGS und Schnitte von affinen Unterrdumen a) L; = {(1,1)} b)L, =0

4. Neben den analytischen Modellen ist auch die synthetische Definition moglich (vgl. Kap. 7),
z.B. wie im Hilbertschen Axiomensystem. “Punkt” ist dabei ein (nur durch die Axiome beschrie-
bener) Grundbegriff. Nach Festlegung eines Ursprungs ist jedoch jedem Punkt eineindeutig ein
Ortsvektor OP zugeordnet, die Klasse aller zum Pfeil OP vektorgleichen Pfeile; dieser wiederum
entspricht einer Translation.

5. ** Im Mikro- bzw. Makrokosmos werden zunehmend nicht-euklidische Modelle der Ebene
verwendet, s. Kap. 7!

Interpretieren Sie die Losungsmengen der beiden folgenden Linearen Gleichungssysteme
geometrisch als Durchschnitt affiner Unterrdume in der reellen euklidischen Ebene £, und
fertigen Sie jeweils eine Handskizze an!

(1) 7xl+;xz :7; (2) xlfgxz =2

2x1+x2 =3 —3x1+4x, =1
(1) Die Losungsmenge L; besteht aus dem eindeutig bestimmten Schnittpunkt der Geraden
mit den Gleichungen (—1, é) c(x1,x2) = fé und (2,1) (x1,x2) = 3. Die Normalvektoren

dieser Geraden haben die Richtung von a = (—1,;) bzw. von b = (2,1); dadurch und
durch je einen Punkt liegen sie fest; (s. Abb. 2.5 a, vgl. auch Seite 55 f.).

(2) Wiein (1) ist Ly der Durchschnitt zweier Geraden g1, g2; wegen der linearen Abhéngigkeit
der Normalenvektoren sind diese aber parallell; die zweite Gerade enthélt den Punkt (1, 1),
die erste nicht. Daher gilt L, = 0, s. Abb. 2.5 b.

Wie lautet die Hessesche Normalform der Gleichung einer Hyperebene H von EG(RR?) bzw.
EG(R?)?
Wegen dimH = n— 1 lauet Gleichung von H (vgl. Seite 21) unter Verwendung des kanonischen
Skalarproduktsa-x=ayx; +...+aux, = b.

Istpe Hundn = H;H a, so erhilt man aus a-p = b = a-x als Gleichung fiir H

n-(x—p)=0,
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die sogenannte Hessesche Normalform der Gleichung von H. Dabei ist n der bis auf das Vor-
zeichen eindeutige normierte Normalenvektor und d = p-n = H;H b der Stiitzabstand von H.
Auch x-n—d = 0 wird als Hessesche Normalform der Gleichung von H bezeichnet (s. Abb. 2.6
fiir n = 3, Abb. 1.15b fiir n=2).

Abbildung 2.6: Zur Hesseschen Normalform einer Hyperebenengleichung

Anmerkung: Einen Normalenvektor einer Ebene E des 3-dimensionalen reellen euklidischen
Raumes EG(IR?) durch die nicht-kollinearen Punkte py,p2, p3 erhilt man in diesem Fall (s.Abb.
2.7) durch:

(p2—p1) x (P3—p1)
[|(p2—p1) x (P3—p1) ||

Beispiel: Mit den Punkten p; = (0,1,0), po = (1,1,1) und p3 = (0,2,1) erhilt man:

1 0 1
(pz—p])><(p3—p]):(1,0,1)x(07171): 0 1 1 =
e e e3
0 1 1 1 0 1
(‘1 1 ,—‘0 o 1‘)—(—17—1,1)7 also n—\/s(—l,—l,l).

Abbildung 2.7: Zum Normalenvektor
n= H;ZH mit m = (pr—p1) X (p3 — p1).
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Zeigen Sie, dass in der reellen euklidischen Ebene EG (IR?) der Abstand eines Punktes Q von
einer Geraden g gleich dem Abstand von Q zum FuB3punkt F des Lots Q auf g ist.

Wir benutzen Ortsvektoren und Skalarproduktin EG (R?). Sei g = p+Rm Gerade mit ||m || =
(s. Abb. 2.9). Dann folgt aus d(Q, g) := min, ||q— (p—+7m) || fiir den Parameter ¢ des Minimums
die Gleichung § V(q—p—rm)2 =0, also —2(q—p)m+2rm> =0 (unter Ausnutzung der
Monotonie der Wurzelfunktion) und mit m?> = 1 daher t = (q — p) - m. Fiir den Fupunkt F gilt:
f=p+tm=p+[(q—p) mm. Nunist f—p =rm = [(q— p) - mm die Orthogonalprojektion
von (q —p) auf g, also QF | g . Ein alternativer Beweis benutzt die “Bestapproximation” (vgl.
§2.2).

Yy
Q
2
g
. L
® Abbildung 2.8:
. ° Abstand von Q zu g (Beispiel)
X
0 1

1. Leiten Sie die Formel fiir den Abstand eines Punktes zu einer Geraden in EG(IR?) mit Hilfe
der Hesseschen Normalform her!

2. Wie kann man entscheiden, ob ein Punkt Q auf derselben Seite der Geraden g wie der
Nullpunkt liegt?

3. Wenden Sie 1. und 2. auf das Beispiel Q = (1,2) und g:3x+4y—1=0an!

1. Ist nx — ¢ = 0 bzw. n(x — p) = 0 die Hessesche Normalform der Gleichung von g (mit
In|| = 1), und dg der gerichtete Abstand von Q von g, so folgt (s. Abb. 2.9) fiir
f=q—ndg sofort 0 = nf —np = nq —n’dp —np, also dp = nq —np = n(q — p). Dabei ist
n(q — p) die Orthogonalprojektion von q — p auf n.

2. Dabei ist dg positiv, wenn Q (mit Q ¢ g) in der Halbebene liegt, in die n zeigt, andernfalls
negativ. Ubereinstimmung im Vorzeichen von dg und dy zeigt daher, dass Q und 0 auf der
gleichen Seite von g liegen.

3.Ist Q =(1,2) und g : 3x+4y—1 =0, so ergibt sich mit dem kanonischen
Skalarprodukt und mit || (3,4) || = v/32+42 = 5 als Hessesche Normalform der Glei-

chung von g : (g,g) - (x,y) — ; = 0 und damit dp = (g,g) -(1,2)— ; =2.Wegendp >0

liegt Q in der Halbebene, in die der Vektor (g , ‘5‘) (von g aus) weist; s. Abb. 2.8.

Anmerkung: Analoges gilt fiir den Abstand “Punkt zu Ebene” in EG(IR?).
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a) b)
Abbildung 2.9: Zur Herleitung der Abstandsformel a)dy <0 <dp b)dy,dg <0

Geben Sie Definition und einige Eigenschaften von Ahnlichkeitsabbildungen eines euklidi-
schen Raumes an!

a) Definition: Sei (V,®) euklidischer Vektorraum und F affin-lineare Abbildung von V bzw. von
AG(V). Dann heisst F Ahnlichkeitsabbildung oder dquiforme Abbildung, falls mit der vom Ska-
larprodukt @ induzierten Metrik d fiir ein ¢ € R, c > 0, gilt:

d(F(x),F(y)) =c-d(x,y) firallex,yeV.
Diese Formel bedeutet, dass Streckenldngen-Verhiltnisse konstant bleiben.
b) Beispiel : Die zentrische Streckung S : V — V mit X — cx ist eine Ahnlichkeitsabbildung.
(Zugehorige Matrix: A = ¢ - E,)
c) Weitere Eigenschaften: Ist F wie oben definiert, so ist F := S ! o F wegen d (F(x),F(y)) =
¢ 'd (F(x),F(y)) = ¢ 'ed (x,y) eine lingenerhaltende Affinitit und damit Kongruenzabbildung
(s.u.). Jede Ahnlichkeitsabbildung ist damit Produkt einer Bewegung und einer zentrischen Stre-
ckung. Somit bleiben auch WinkelgroBen bei Ahnlichkeitsabbildungen invariant.
Ahnliche Figuren, d. h. solche, die durch Ahnlichkeitsabbildungen ineinander iibergefiihrt wer-
den konnen, stimmen daher in der GroBe entsprechender Winkel und dem Verhiltnis entspre-
chender Streckenldngen iiberein.

Gehen Sie auf Definition und Eigenschaften von Bewegungen (Kongruenzabbildungen) ein.
Welche Bewegungen kennen Sie in der euklidischen Ebene bzw. im 3-dimensionalen euklidi-
schen Raum ?
a) Definition: Unter einer Bewegung (Kongruenzabbildung) eines reellen euklidischen Raumes
EG(V) = (AG(V),®) (d. h. eines affinen Raumes iiber einem R- Vektorraum V mit Skalarpro-
dukt @) versteht man eine Affinitit von AG(V), die den Abstand je zweier Punkte invariant lisst,
also ldngentreu ist.
b) Beispiele: Translationen, Spiegelung an einer Geraden (in EG(IRz)) bzw. an einer Ebene (in
EG(RR?)), Drehungen.
¢) Eigenschaften: Fiir eine Affinitit F von EG(IR") mit zugehoriger linearer Abbildung f gilt:
F Kongruenzabbildung <= f orthogonal <= f Isometrie.
Eine Bewegung ist also das Produkt einer Translation mit einem orthogonalen Automorphis-

mus, im 2- bzw. 3-dim Fall (vgl. §2.3 ) also im Fall det f = 1 Produkt einer Translation mit
einer Drehung (eigentliche Bewegung, gleichsinnige Kongruenzabbildung,im 3-Dimensionalen:
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Schraubung oder Translation) bzw. im Fall det f = —1 das Produkt einer Translation mit einer
Drehung verkniipft mit einer Achsenspiegelung (uneigentliche Bewegung, im 3-Dimensionalen:
Drehspiegelung, Punktspiegelung, Gleitspiegelung). Damit haben Bewegungen u.a. folgende Ei-
genschaften von Isometrien: Lingentreue, Abstandstreue, Winkeltreue.

Welche Gruppen von Abbildungen eines reellen euklidischen Raumes kennen Sie und welche
Inklusionen bestehen zwischen diesen?

U.a. die folgenden Mengen von Abbildungen eines euklidischen Raumes R =EG(IR") bilden
bzgl. Verkettung eine Gruppe:

e die Menge 4 der Affinititen von R, e die Menge 4 der Ahnlichkeitsabbildungen von R,
e die Menge D der Dehnungen von R (s. Kap. 7),e die Menge X der Kongruenzabbildungen
von R, e die Menge K" der gleichsinnigen Kongruenzabbildungen von R, e die Menge 7 der
Translationen von R und e die Mengen 7, der Translationen lings einer Geraden g.

Es gilt: L,CTCK"CKCACA4 und DCA.

Weitere wichtige Gruppen sind die Symmetriegruppen von Figuren der Ebene oder von Korpern
des Raums, z. Bsp. die Symmetriegruppe des regelméBigen n-Ecks, (die Diedergruppe D,, mit
2n Elementen, im Fall n = 3 oder n = 4, s. auch Seite 214) und die Symmetriegruppen der
“platonischen Korper”.

1. Bestimmen Sie die Gleichung der Schnittmenge C des geraden Kreiskegels
{(y2) e R P +y2 =27}
mit einer Ebene E von EG(IR?) der Gleichung ax + by + cz = d (fiir ¢ # 0).
2. Definieren Sie, was unter einer Quadrik zu verstehen ist, und verifizieren Sie, dass C
eine Quadrik der reellen affinen Ebene ist.

d

1. Durch Substitution von z = ¢ — 9x — 2y in 22 = x* 4 y? erhilt man fiir den Kegelschnitt C

in E die Gleichung: (a® — ¢?)x? + (b* — ¢?)y? + 2abxy — 2adx — 2bdy +d* = 0. Diese ist von der
Form (X'Y) (g:; gi;) (;() + (060]0(02) (ﬁ) + 0gp = 0.

Anmerkung:

Neben den entarteten Kegelschnitten mit den Standardgleichungen u? + dv? = 0 (Nullpunkt,
Doppelgerade, zwei sich schneidende Geraden) kommen, wie man durch Hauptachsentransfor-
mation (s.u.) zeigen kann, folgende Fille vor:

Ellipse (Standardgleichung ;22 + gfz =1, im Fall A?> = B? Kreis)

Parabel (Standardgleichung y* = cx)

Hyperbel (Standardgleichung %, — 2, = 1)

2. Eine Teilmenge Q von K" (fiir einen Korper K der Charakteristik ungleich 2) heif3it
Quadrik (Hyperﬂdche 2.0rdnung), wenn es ein quadratisches Polynom P(Xi,...,X,) =

Y 0 XX+ Z 0 X; + oo gibt, so dass Q = {(&y,...,&,) € K" |P(&y,...,E,) = 0}, also Null-
i<j

stellenmenge von P ist. Offensichtlich geniigt C einer solchen Gleichung fiirn =2 und K = R.

Anmerkung: Auch im allgemeinen Fall kann man P in der Matrizenform
P(é’;],...,gn) =xTAx+ (OC()] ...OC(),,)X—I—OCQ() fir x= (gl,...,gn)r
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schreiben oder, im Hinblick auf die projektive Darstellung, als

1
, E.\l . , aopo-.- Aon
PE ) = (16 B[ mtA<; 5 )

. anpo ... dpp
&

und a;; = o; sowie a;j = aj; = Ogj fiir i < j, also symmetrischer Matrix A’. Da der lineare
Teil (01 0tp2)x + 0o durch quadratische Erginzung (s.u.) beriicksichtigt werden kann, betrach-
ten wir zunichst den quadratischen Teil x” Ax.

1.) Was versteht man unter einer quadratischen Form g auf dem IR -Vektorraum V, und
welche Koordinatendarstellung besitzt eine solche Form?

2.) Wie wirkt sich eine Koordinatentransformation von V auf eine Matrix von g aus?
1.) g :V — R heilt quadratische Form, wenn es eine symmetrische Bilinearform ¥ auf V
gibt mit g(v) = ¥(v,v) fiir alle v € V. Da eine Bilinearform ¥ die Matrixdarstellung ¥(x,y) =
x"Mp(¥)y besitzt, folgt g(x) = x Ax fiir A = Mp(¥) und den Koordinatenvektor x von x be-
ziiglich einer Basis B.
Anmerkung: i) Ist ¢(x) = xT Ax und A nicht symmetrisch, so setzt man A := }(A+AT). Es ergibt
sich xTAx = xTAx und AT = A. Dabei nutzt man aus, dass wegen xT"Ax € R auch xTAx =
(xTAx)T ist.
ii) Die Bilinearform W erhélt man aus g durch ¥(x,y) = é(q(x +y)—q(x) —q)).
2.) Sind B und C Basen von V, so gilt mit S := M§(idy) (vgl. Kap. 1) fiir die darstellen-
den Fundamentalmatrizen von ¥ die Gleichung Mc(¥) = ST - Mp(¥) - S (wegen ¥(x,y) =
Mp(x) " AM3(y) = [S- Mc()]TA[S - Me(y)):

Welche Ziele verfolgt man bei einer affinen, welche bei einer (iso-)metrischen Hauptachsen-
transformation einer reellen Quadrik Q ?

In beiden Fillen will man durch eine geeignete Abbildung (bzw. eine geeignete Koordinaten-
transformation) eine besonders einfache Darstellung von Q erreichen. Bei der affinen Transfor-
mation erreicht man durch eine bijektive affin-lineare Abbildung eine Gleichung in einer der
folgenden (Hauptachsen-) Formen: (vgl. z.Bsp. Fischer [Fi2], p.52/63).

@EF+.. & &L, —...— & =1 (1<k<m)
(b)EF+.. &2 &2 —...—EL=0 (0 <k<m<2k)
@&+ - - —&n =281 (1<k<m<2k)

Da beliebige Affinititen (bzw. Koordinatentransformationen) zugelassen sind, ist jede Quadrik
affin-dquivalent zu einer Quadrik der angegebenen Gleichungen. Dabei sind aber die metrischen
Gegebenheiten unberiicksichtigt geblieben; z.B. bilden die Ellipsen, genau so die Hyperbeln und
auch die Parabeln je eine Aquivalenzklasse.®

Bei der isometrischen Hauptachsentransformation ldasst man als Abbildungen nur Isometrien
(bzw. isometrische Koordinatentransformationen) zu. Geometrisch gesprochen will man eine
Bewegung derart anwenden, dass bzgl. der neuen Koordinaten die Quadrik ihre Hauptachsen

6% Geht man zur projektiven Ebene iiber und lisst beliebige Kolineation zu, so sind auch die Ellipsen, Parabeln und
Hyperbeln ineinander iiberfithrbar (projektiv dquivalent): Bei der Ellipse ist die uneigentliche Gerade eine Passante, bei
der Parabel eine Tangente, bei der Hyperbel eine Sekante.
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in Richtung der Koordinatenachsen hat. Fiir die oben angesprochene Matrixtransformation heif3t
das die Suche nach einer orthogonalen Matrix S derart, dass fiir A = Mp(¥) die Matrix STAS =
S~!AS Diagonalform hat. Dies bedeutet die Diagonalisierbarkeit der symmetrischen Matrix A
unter der Nebenbedingung §~!' =57,

Formulieren Sie den Satz iiber die isometrische Hauptachsentransformation einer reellen sym-
metrischen Matrix (bzw. einer quadratischen Form).

Zu einer reellen symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix S, also die Matrix
einer Bewegung, derart dass S~ 'AS eine Diagonalmatrix ist, (s. den Satz auf Seite 42). Fiir eine
quadratische Form ¢ eines R-Vektorraums V heif}t dies: Es gibt eine ON-Basis C = {hy, ..., h,}
aus Eigenvektoren von V derart, dass die quadratische Form bzgl. C die Darstellung g(x) =

n
Yy kiﬁiz hat. Die Geraden R /; heilen Hauptachsen von g.
i=1

Betrachten Sie in der reellen euklidischen Ebene EG(IR?) das quadratische Polynom g mit
g(&,m) = 82 4 8En +2n% — 10E — 20m — 22 (als Beispiel), und bringen Sie den Kegelschnitt
M mit M := {x = (§,n) € R?|g(§,n) = 0} auf Hauptachsenform.

(a) Zunichst betrachten wir die quadratische Form ¢ mit
8 8
o=z rsenrn=n () ()

Durch ®(x,y) = xy” priigen wir R? eine Prahilbertraumstruktur auf, bzgl. der die kano-

nische Basis B eine ON-Basis ist. Wir bestimmen die Eigenwerte und die Eigenvektoren

vonA = Mg(q) = (ﬁ g): Das charakteristische Polynom von A ist x4 mit
wmX)=8-X)2-X)—16=X (X —10).

Als Eigenwerte ergeben sich A; =0 und A, = 10, als Eigenrdume V3 =IR(1,—2) und

Vi, =R(2,1). Dannist C = (hy,hy) mit hy = JS (1,—2) und hy = JS (2,1) eine ON-Basis

von (R2?,®) und S = M§(idy) = \}5 ( 7; ? ) orthogonal. Ferner gilt, wie erwartet,

STAS = ; ( ]2 7]2 ) (2 ;) (712%) = (% 18). Mit der Koordinatentransformation

(&) . (&) [ Eeon
n f vs\ —26+q
N N
Koordinaten Koordinaten
bzgl. B bzgl. C
erhilt man ¢(x) = 02+ 1072 = 107>
(b) Nun betrachten wir g einschlieBlich seines linearen Teils:
g(&m) = q(x) = 105 — 200 — 22 == 10A? = 2 (€ + 2A) — 22 (-26 + 1)) — 22
= 1072+ \3/(; & — \4/(; N—22= (nach Suche der quadratischen Ergénzung)
=107l = 7)?+6V/55—22-8=10(7 — 2v/5)2 +6v/5(E — V/5).
Wir verschieben nun den Nullpunkt um den Vektor ¢ = (\/ 5, § V' 5) und setzen & = & -5
sowie j =1 — g\/ 5. Wir erhalten g(x) = 1072 4 6+/5&. Beziiglich des neuen Koordina-
tensystems wird M dargestellt durch die Gleichung i + 6;{)5% =0, ist also eine Parabel.



62 2. Lineare Algebra II

2.6 Klausur-Aufgaben zur Linearen Algebra II

Aufgaben zu 2.1 (Eigenwerttheorie)

Aufgabe L53 (Eigenwert, zentrische Streckung)

Bestimmen Sie alle Endomorphismen f eines K— Vektorraums V mit der Eigenschaft, dass jeder
Vektor v € V' \ {0} Eigenvektor von f ist.

Lisungshinweis: Setzen Sie f(v) := A(v)v und untersuchen Sie die Funktion A !

Losung siehe Seite: 266.

Aufgabe L.54 (Eigenwert, Basis aus Eigenvektoren)

0 0 1
SeiA= 10 0 1] einereelle Matrix mitz € R.
t 1 0
0 0 1
(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte der reellen Matrix A= |0 0 1 | mitz € R.
t 1 0
(b) Existiert fiir > —1 eine Basis des R? aus Eigenvektoren?
Losung siehe Seite: 266.
Aufgabe LSS (Eigenwert, Eigenraum, Diagonalidhnlichkeit)
1 10
SeiA= |0 1 1| eine Matrix iiber R. Bestimmen Sie alle reellen Eigenwerte und die zuge-
1 0 1
horigen Eigenrdume! Ist A diagonalidhnlich?
Losung siehe Seite: 266.
Aufgabe L56 (Matrixdarstellung, Diagonalidhnlichkeit)
Ist eine Matrix zu folgendem Endomorphismus diagonaléhnlich?
X 2x+y
TR SR mitT: [y] — [ y—z
z 2y+4z

Losung siehe Seite: 266.

Aufgabe L57 (nilpotent, invarianter Unterraum, direkte Summe)

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und 0 # f € End(V) mit f" = 0 fiir ein n € N.
Sei W der Eigenraum zum Eigenwert 0. Zeigen Sie: Ist V. = U & W, so ist U nicht f-invariant.
Losungshinweis: Betrachten Sie die Einschrinkung von f auf U

Losung siehe Seite: 267.

Aufgabe L58 (Eigenwert, Diagonalisierbarkeit, Geradenspiegelung)
Eine lineare Abbildung f der reellen euklidischen Ebene in sich habe bzgl. der kanonischen

Basis die darstellende Matrix
A [—Cose — Sin@
~ \—sin@ cos@

mit ¢ € (0,27). Zeigen Sie, dass f eine Geradenspiegelung ist.
Losung siehe Seite: 267.

Aufgabe L59 (Eigenwert, nilpotent, Satz von Caylay-Hamilton, Minimalpolynom)
Sei A € C™M_ d.h. sei A eine komplexwertige n x n-Matrix, und gelte A¥ = 0 fiir ein k € N.
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Zeigen Sie, dass dann auch A" = 0 gilt. Losungshinweis: Zeigen Sie, dass A nur 0 als Eigenwert
hat, und wenden Sie den Satz von Cayley-Hamilton an.
Losung siehe Seite: 267.

Aufgabe L60 (Diagonalisierbarkeit, Minimalpolynom)

Sind folgende Matrizen aus R(3) zu einer Diagonalmatrix dhnlich?
2 -1 -1 -3 5 0
A=|3 4 —-1| und B=| 0 -3 5
-3 -1 4 0O 0 -3

Wenn ja, zu welcher? Bestimmen Sie gegebenfalls auch eine zugehorige Eigenbasis.
Losung siehe Seite: 267.

Aufgabe L61 (Eigenwert, Diagonalisierbarkeit)
Geben Sie die Menge M aller 3 x 3-Matrizen an, die die Eigenwerte 1, 2 und 3 haben.
Losung siehe Seite: 268.

Aufgabe L.62 (Determinante, Eigenwert, Eigenbasis) (Vgl. auch L87)

Sei f : IR? — IR? eine lineare Abbildung mit 2 = id.

(a) Bestimmen Sie |det f| und det(f —id) - det(f +id).

(b) Zeigen Sie: Ist A ein Eigenwert von f, so gilt A =1 oder A = —1.

(c) Geben Sie zu jedem moglichen f eine Matrix beziiglich einer Eigenbasis an. Welche drei
Typen von Abbildungen kommen fiir f in Frage?

Losung siehe Seite: 269.

Aufgabe L.63 (Satz von Cayley-Hamilton)
Sei n € N und A eine nichtsinguldre n x n-Matrix mit Eintrdgen aus K, wobei K einer der Korper
Q, R, C ist. Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Cayley und Hamilton die Aussage: Es gibt
(von A abhidngende) Zahlen bg,by,...,b,—1 € K, mit denen gilt:

A ' =bo+b A+ 4+ b,_ A" .
Losung siehe Seite: 269.

Aufgabe .64 (Eigenwert, symmetrische Matrix)
Zeigen Sie:

(a) Sei A eine reelle quadratische Matrix; fasst man A als Matrix iiber C auf, so gilt: Ist A Eigen-
wert von A, so auch A, die zu A konjugiert komplexe Zahl.

(b) Ist A eine reelle symmetrische Matrix, so sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
von A orthogonal (bzgl. des kanonischen Skalarprodukts).

(c) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte einer reellen symmetrischen Matrix (aufgefasst als Matrix
iiber ) alle reell sind.

Losung siehe Seite: 269.

Aufgabe L65 (Eigenraum, Projektion)

a) Sei V ein Vektorraum iiber den Korper K, f ein Endomorphismus von V und V¢ der Ei-
genraum von f zum Eigenwert 1. Man zeige fiir alle v € V:  f2(v) = f(v) <= v € f (V1)
(Hierbei bezeichnet f~ (W) das volle Urbild von W).



64 2. Lineare Algebra II

b) Was besagt das Ergebnis von a) fiir den Spezialfall, dass f Projektion auf einen Unterraum X
von V ist?
Losung siehe Seite: 270.

Aufgabe L.66 (Rang, Diagonalisierbarkeit)

1 0 -7
Gegeben sei die Matrix A= | 1 1 1 mit Eintrdgen im Korper K.
2 0 1

(a) Bestimmen Sie Rang A, falls K = Q ist.

(b) Bestimmen Sie den Rang, falls K = [F5, der Korper mit 5 Elementen, ist.

(c) Uberpriifen Sie, ob im Falle K = Q oder K = F5 die Matrix A diagonalisierbar ist, und geben
Sie gegebenenfalls eine zu A dhnliche Diagonalmatrix an.

Losung siehe Seite: 270.

Aufgabe L.67 (Eigenwert, Automorphismus)

Sei f Automorphismus (bijektiver Endomorphismus) des K—Vektorraums V! Welcher Zusam-
menhang besteht zwischen den Eigenwerten von f und denen von f~!?

Losung siehe Seite: 270.

Aufgabe L68 (symmetrische Matrix, Eigenwert, Determinante)

1
Von einer symmetrischen (!) reellen 3 x 3-Matrix A seien die Eigenvektoren V| = -1
1/2
2
und v, = | 2 | mit den zugehorigen Eigenwerten A; = 1 und A, = —2 bekannt. AuBerdem
0

soll det(A) = é sein. Bestimmen Sie einen dritten von den beiden ersten linear unabhingigen
Eigenvektor 3 und den zugehorigen Eigenwert As.

Hinweis: Wenden Sie an, was Sie iiber die Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen wissen.
Losung siehe Seite: 270.

Aufgabe L.69 (Eigenwert, Minimalpolynom, Diagonalisierbarkeit)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und p Parallelprojektion, also p €EndgV\{0,id} mit
pop=p.

1. Begriinden Sie, dass fiir das Minimalpolynom H), von p gilt H,(X) = X — X.

Welche Eigenwerte hat p?

Nach welchem Satz ist p diagonalisierbar?

Von welcher Form ist eine Matrix von p beziiglich einer geeigneten Basis?

. Von welcher Form ist das charakteristische Polynom von p?

Losung siehe Seite: 271.

PIEREEN

Aufgaben zu 2.2/2.3 (Skalarprodukt, Orthogonalitit, Isometrien)

Aufgabe L70 (orthogonal, linear unabhingig, Prihilbertraum)

Sei V ein Prihilbertraum, also IR- oder C-Vectorraum mit Skalarprodukt (-,-). Zeigen Sie fiir
eine orthonormale Menge U = {uy,...,u,} von Vektoren:

(a) U ist linear unabhingig.
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.

(b) Fiir jeden Vektor v € Vistw=v— Y. (v,u;)u; orthogonal zu jedem u;.
i=1

Losung siehe Seite: 271.

Aufgabe L71 (Skalarprodukt, Orthogonalitiit)

Gibt es ein Skalarprodukt g auf dem IR-Vektorraum IR? derart, dass gilt:
(170)J-8(07 1) und (27 73>J-g(717 1) ?
(L¢ bezeichnet dabei die durch g induzierte Orthogonalititsrelation auf R2)
Losungshinweis: Bestimmen Sie eine symmetrische Bilinearform g der geforderten Eigenschaf-

ten, und priifen Sie, ob g Skalarprodukt ist.
Losung siehe Seite: 271.

Aufgabe L.72 (Skalarprodukt, positiv definit)
Bestimmen Sie im R-Vektorraum R? ein Skalarprodukt (-,-) derart, daB gilt:

((1,0),(1,0)) =1 A {((—=1,1),(=1,1)) =1 A ((1,0),(=1,1)) =0.
Losungshinweis: Bestimmen Sie zunichst die Fundamentalmatrix der betreffenden symmetri-

schen Bilinearform.
Losung siehe Seite: 272.

Aufgabe L73 (Orthogonalprojektion, Kern)

Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, U ein Unterraum von V und U+ das
(eindeutig bestimmte) orthogonale Komplement von U.

(a) Die lineare Abbildung py : V — V mit py(u+w) = u fiir u € U, w € U~ heiBt Orthogonal-
projektion von V auf U. Zeigen Sie: Fiir alle x,y € V gilt py(x)-y=x-pu(y).

(b) Zeigen Sie: Ist p : V — V eine lineare Abbildung mit p(V) = U und p(x)-y = x- p(y) fiir
alle x,y €V, soist Kernp = U~.

Losung siehe Seite: 272.

Aufgabe L.74 (unitire Abbildung, invarianter Unterraum)

Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum; weiter sei @ eine hermitesche Form auf V mit

©(x,x) # 0 fiir alle x € V' \ {0}. Sei schlieBlich f € End(V) unitér bzgl. ¢, d.h. es gelte
O(f(x), f(y)) = @(x,y) firallex,y € V.

Zeigen Sie: (a) f ist bijektiv. (b) Ist U ein f-invarianter Unterraum, so ist auch UL ein

f-invarianter Unterraum mit U NU+ = {0}.

Losung siehe Seite: 272.

Aufgabe L75 (Orthogonalraum, Kern)

Sei (V,¢) ein euklidischer Vektorraum; also R—Vektorraum mit Skalarprodukt! Zeigen Sie, dass
fiir alle Unterrdume U und W von V gilt

1. (U+W)t=Utnw+

2. (Unw)toUut+wt

3. (Ut =U, falls dimV < o

4. (UNW)E =U+ W, falls dimV < oo

Losungshinweis: Sitze tiber die Dimension des Kerns einer linearen Abbildung diirfen Sie unbe-
wiesen benutzen.

Losung siehe Seite: 273.

Aufgabe L76 (Unterraum, LGS, ONB)
Im euklidischen Vektorraum R* sei ein Unterraum U definiert durch die Gleichungen
x1+x3=0 und x» —x4 =0.
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Bestimmen Sie dimp U und geben Sie eine Orthonormalbasis von U an!
Losung siehe Seite: 273.

Aufgabe L77 (orthogonal, linear unabhéingig, Skalarprodukt)

Sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und dim V > 2. Zeigen Sie:

(a) Paarweise orthogonale Vektoren vi,...,v,, die ungleich dem Nullvektor sind, sind linear
unabhingig.

(b) Genau dann sind zwei Vektoren # und v € V linear unabhéngig, wenn die Determinante der

(@v) (V)
Losungshinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass v},v5 € V genau dann linear abhéngig
sind, wenn 0 € {v,v3} oder |cos <t(v,v3)| = 1.
Losung siehe Seite: 274.

“Gramschen Matrix” G := ((u,u> <M’V>> ungleich O ist.

Aufgabe L78 (selbstadjungiert, Eigenvektoren)

Sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt < -,- > und ¢ ein Endomorphismus von V. Bekannt-
lich heift ¢ selbstadjungiert, falls fiir alle x,y € V gilt. < ¢(x),y >=< x,9(y) >. Zeigen Sie:

(i) Ist @ selbstadjungiert, und sind a;,a; Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A1, A7, so
folgta; L as.

(i1) IstV endlich-dimensional und M die Matrix des selbstadjungierten Endomorphismus ¢ bzgl.
einer orthonormierten Basis B, so gilt M = M" .

Lisungshinweis: ad(i): Betrachten Sie < @(a;),az >! ad(ii): Beachten Sie, dass < x,y >=XxTy
gilt, falls X, ¥ Koordinatenvektoren von x bzw. y bzgl. B sind. (Dabei ist X’ der zu X transponierte
Vektor.)

Losung siehe Seite: 274.

Aufgabe L79 (Diagonalisierbarkeit, Eigenwerte)
Beweisen Sie, dass jede symmetrische reelle 2 x 2—-Matrix diagonalisierbar ist.
Losung siehe Seite: 274.

Aufgabe L80 (Gram-Schmidtsches V., ONB, Diagonalisierung, Hauptachsentransformation)

3001
; 0

Sei A die folgende reelle 3 x 3-Matrix: A = i g 0 | . Berechnen Sie eine Orthonormal-
0 0 2

basis aus Eigenvektoren von A und geben Sie eine orthogonale Matrix S an, so dass STAS eine
Diagonalmatrix ist.
Losung siehe Seite: 274.

Aufgabe L81 (ONS, stetige Funktion, Integral)
Sei V = C[—1,1] der IR-Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem Intervall
[—1,1]. Bekanntlich ist dann auf V ein Skalarprodukt durch folgende Festsetzung definiert:

(f.&) Ifllf(t)g(t)dt.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionen Py := %\/Zido und P = ;\/6idl (fiir id” - 1,1 —-R
mit x — x7) ein System orthonormierter Vektoren aus (V,(-,-)) bilden.

(b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des von ido,idl und id? erzeugten Unterraums U .
Losung siehe Seite: 276.
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Aufgabe L82 (Parallelogrammgleichung, Norm, Skalarprodukt)

(a) Zeigen Sie, dass fiir beliebige komplexe Zahlen a,b € C die folgende Parallelogrammglei-
chung gilt: la+b|>+|a—b> =2(|a* + |b|?)

(b) V sei ein normierter Vektorraum iiber R oder C, dessen Norm iiber ein Skalarprodukt defi-
niert sei. Beweisen Sie, dass fiir a,b € V die Parallelogrammgleichung gilt:

lla+11* +[la = b = 2(lal > +[15]|>)

Warum heifien diese Gleichungen “Parallelogrammgleichungen”? Man interpretiere sie elemen-
targeometrisch mit Hilfe einer Skizze.
Losung siehe Seite: 276.

Aufgabe L83 (Orthogonalraum, ONB)

Sei W der Unterraum von R*, der von u = (1,0,—1,2) und v = (2,0,2,—1) aufgespannt wird;
sei ferner W der Orthogonalraum von W in R* (bzgl. des kanonischen Skalarprodukts).

(a) Welche Dimension hat W-?

(b) Geben Sie eine Basis B von W an!

(c) Falls B keine Orthonormalbasis ist, geben Sie auch eine Orthonormalbasis von W+ an!
Losung siehe Seite: 276.

Aufgabe L.84 (Skalarprodukt, Isomorphismus)
Es sei V ein 3-dim reeller euklidischer Raum mit Skalarprodukt (-, -). Seien @, b, ¢ Vektoren, die
eine (nicht unbedingt orthonormale!) Basis von V bilden. Zeigen Sie, dass die Abbildung

ein Isomorphismus von V auf R ist.
Losung siehe Seite: 277.

Aufgabe L85 (Isometrie, Eigenvektoren) (s.auch Aufgabe L64!)

Sei (V, ) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f eine (lineare) Isometrie von
(V,@) auf sich. Zeigen Sie: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht auf-
einander.

Losung siehe Seite: 277.

Aufgabe L.86 (Isometrie)

Sei y ein Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum IR" und M eine reelle n x n-Matrix. Ge-
ben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass die lineare Abbildung
m:R" — R" mit m(v)T = M -vT das Skalarprodukt y erhilt, dass also y(m(u),m(v)) = y(u,v)
fur alle u,v € R" gilt.

Losunshinweis: Beachten Sie, dass W nicht notwendig das kanonische Skalarprodukt von IR” ist.
Losung siehe Seite: 277.

Aufgabe L87 (Isometrie, Skalarprodukt, Spiegelung, charakteristisches Polynom)

(Vgl. auch Aufgabe L62!)

Es sei f : R? — R? linear mit f" = idgo fiir ein n > 1 und det(f) < 0. Zeigen Sie, dass es dann
auf R? ein Skalarprodukt gibt, fiir das f eine Spiegelung an einer Geraden durch den Ursprung
ist.

Losung siehe Seite: 277.
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Aufgaben zu 2.4 (Dualraum)

Aufgabe L88 (duale Basis, Dualraum, Fortsetzungssatz)

Sei V ein Vektorraum iiber R, dimV = n, B={by,...,b,} eine Basis von V. Den Dualraum von
V bezeichnen wir mit V*.

(a) Geben Sie eine Definition von V*, definieren Sie die duale Basis B* = {b]...b}:}.

(B) Beweisen Sie, dass die von Ihnen angegebene Menge B* eine Basis von V* ist.

Losung siehe Seite: 278.

Aufgabe L.89 (Linearform, Dualraum, Isomorphismus)

Sei (V,) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Zu jedem Element v € V wird
durch L,:V — RmitL,(w) :=@(v,w) fiirallew € V eine Linearform L, aus V*, dem Dual-
raum von V, definiert. Zeigen Sie: Die Abbildung ot: V — V* mit v +— L, ist ein Vektorraum-
Isomorphismus.

Losungshinweis: Sie diirfen ohne Beweis die Aussage dimV = dimV* verwenden.

Losung siehe Seite: 278.

Aufgabe L90 (Linearform, Automorphismus, Fixpunkt)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, u eine Linearform auf V, H := Kern p und
d € H\ {0}. Weiter sei t: V — V definiert durch ©(¥) := ¥V — u(V) -d. Zeigen Sie:

(a) Tistein Automorphismus von V. (b) t|y =id. (c¢) 7 hatauBerhalb von H keinen Fixpunkt.
Losung siehe Seite: 278.

Aufgaben zu 2.5 (Euklidische analytische Geometrie)

Aufgabe 191 (affine Abbildung, LGS, Eigenwert)

Sei E ein n-dimensionaler affiner Raum tiber dem Korper K und - nach Auszeichung eines Ko-
ordinatensystems - g die affine Abbildung von E mit g(x) =Ax+b (mitb € K", A€ K (n1) fest
und x € K™).

(a) Zeigen Sie: Die Menge Fix g der Fixpunkte von g bildet einen affinen Unterraum von E.

(b) Zeigen Sie: Ist 1 kein Eigenwert von A, so hat g genau einen Fixpunkt.

Losung siehe Seite: 279.

Aufgabe 1.92 (windschiefe Geraden, Lot)
In einem R-Vektorraum W mit dimW > 3 sei ein Skalarprodukt (-,-) erklirt, und in W seien
zwei nicht-parallele Geraden

g={d+sii|scR}, und h={b+V|t € R}
ohne gemeinsamen Punkt (windschiefe Geraden) mit a.b,i,veW, i # 0,v # 0 gegeben.
Zeigen Sie: Es gibt eine Gerade in W, die beide Geraden g und % schneidet und zu beiden ortho-
gonal verlduft. Losungshinweis: Nutzen Sie zum Beweis das in Aufgabe L77 Gezeigte.
Losung siehe Seite: 279.

Aufgabe 1.93 (Spiegelung, Drehung, Matrixdarstellung)

In der reellen euklidischen Ebene ‘£ seien @1 und @, zwei Geradenspiegelungen mit sich schnei-

denden, aber verschiedenen Achsen.

(a) Wihlen Sie einen Nullpunkt und eine kartesische Basis B des E zugrunde liegenden Vektor-
raums so aus, dass die darstellende Matrix von @; eine besonders einfache Darstellung hat.
Wie sieht dann die darstellende Matrix von @, aus?
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(b) Unter welcher Bedingung gilt @1 0 @2 = @ 0¢;?

(Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass Geradenspiegelungen Bewegungen sind und als
solche affin-lineare und orthogonale Abbildungen.)

(c) Lasst sich das Ergebnis zu (b) auch ohne Riickgriff auf die Matrixdarstellung gewinnen?

(Hierbei diirfen Sie Sitze tiber Drehungen unbewiesen benutzen.)
Losung siehe Seite: 279.

Aufgabe 1.94 (Lot, orthogonal, Linge)

Seien ‘£ die reelle euklidische Ebene, 0 der Ursprung in E und g eine Gerade mit der Ortsvek-
torgleichungx = p+2Av, Ae€RR.

(a) Zeigen Sie: Der Fullpunkt D des Lots von 0 auf g hat den Ortsvektord = p — vvz” V.

(b) Berechnen Sie die Linge von d.

(c) Existiert auch ein FuBpunkt eines Lots von 0 auf g, wenn g eine Gerade des 3-dimensionalen
reellen euklidischen Raums ist?

Losung siehe Seite: 280.

Aufgabe L.95 (HNF)

Bestimmen Sie den Abstand der beiden Ebenen im IR? voneinander, die dargestellt werden durch
die Gleichungen E;: x+y+z=2 und E>: x+y+z=3.

Losung siehe Seite: 280.

Aufgabe .96 (HNF, Spiegelung)

Bestimmen Sie im euklidischen R? das Spiegelbild S des Punktes T = (—1,2,0) in Bezug auf
die durch die Gleichung x+ 2y —z= —1 dargestellte Ebene E.

Losung siehe Seite: 280.

Aufgabe L.97 (HNF, Spiegelung)

In der reellen euklidischen Ebene sei g die Gerade mit der Gleichung 5x — 12y — 10 = 0 und
P = (5,—2). Bestimmen Sie

(a) den Abstand zwischen g und P,

(b) die Gleichung der Geraden % durch P, die auf g senkrecht steht und

(c) die Koordinaten des Bildpunktes Q von P unter der Spiegelung an g.

Losung siehe Seite: 280.

Aufgabe L.98 (HNF)

Sei E die Ebene des reellen euklidischen Raumes IR? mit der Gleichung —3x+2y — 6z = —14.
Bestimmen Sie die Menge M aller Punkte aus R3, die den Abstand 1 von E haben und auf der
gleichen Seite von E wie der Nullpunkt liegen. Beschreiben Sie M geometrisch!

Losung siehe Seite: 281.

Aufgabe 1.99 (HNF)

In der euklidischen Ebene E sei der Punkt P mit kartesischen Koordinaten (p,q) und die Gerade
g durch die Gleichung ax + by + ¢ = 0 mit (a,b) # (0,0) gegeben; sei ferner d € R mit d > 0.
Gesucht sind Parallelen g zur Geraden g’, von denen P den (nicht orientierten) Abstand d hat.
Bestimmen Sie deren Gleichungen.

Losung siehe Seite: 281.

Aufgabe L.100 (windschiefe Geraden, Vektorprodukt, HNF)
Gegeben seien zwei windschiefe Geraden g :X=d+ M, g :¥y=b+uwmitA u € R,
a,b,v,wc R3,vw#0.
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(a) Zeigen Sie, dass sich durch jede der beiden Geraden eine Ebene so legen ldsst, dass diese
beiden Ebenen zueinander parallel sind.

(b) Welchen Abstand haben die beiden Ebenen voneinander?

Losung siehe Seite: 281.

Aufgabe L.101 (windschiefe Geraden, Abstand, Vektorprodukt, LGS)

1 0 0 1
Seien g= |0 | +R|1| und h=|—-1|+R[0| Geradenvon EG(R?) (man ver-
0 1 1 0

gleiche mit Aufgabe 143 !). Bestimmen Sie den euklidischen Abstand zwischen g und / !
Losung siehe Seite 282.

Literaturhinweise zu Kap.2:

Fischer [Fil], [Fi2], Beutelspacher [Beu], Lorenz [Lo], Huppert/Willems [HW], Havlicek [Ha],
Brieskorn [Bri], Scheid/Schwarz [SS] Kap.V., [SS2], Heuser [Heu2].



Kapitel 3

Analysis I

(Hinweis: Je nach Modulbeschreibung bzw. Stofffplan mogen Teile dieses Kapitels erst in der
Vorlesung Analysis II des Lesers behandelt worden sein.)

3.1 Konvergenz von reellen Folgen

Was versteht man unter einer Folge, einer konstanten Folge, einer arithmetischen Folge, einer
geometrischen Folge, einer Reihe?

Eine Folge (ay)nen = (a1,a2,a3, . .. ,ay,...) mita, € M ist definiert ! als Abbildung f : N* — M
mit 7 — a,,.

Spezialfille:

(i) konstante Folge: a, = c fur alle n € N*

(ii) arithmetische Folge: ap+1 = ap+d (mita;,d € R),d.h.a, =a1+ (n—1)d ;
Anmerkung: In diesem Fall gilt a, = é(an—l +apy1).

(iii) geometrische Folge: a,| = q - a, (mita;,q € R~ {0}), d.h. a, = a;q"!
Anmerkung: Nun ist |a,| = /a1 - aps1.

(iv) Reihe: a, = Z by mit gegebener Folge (by)ven+ (s. auch§3.3) (Folge der Partialsummen).

Bezspzel Ist by = b1 + (v —1)d, so erhilt man als “arithmetische Reihe” die Reihe (ay),en+ mit
a, = Z by. Durch die Addition
v=1

an =bi+bi1+d)+...+(bi+(n—-1)d)

ap  =by+by—d)+...+(bp—(n—1)d)

2a, = (bi+by)n
sieht man @, = n- "3 (— C.E.Gauss fiir 1 +2+3 + ...+ 100).
Anmerkung:Ay, Eine reelle Folge f (d.h. eine Folge mit M = R ) heiBt monoton steigend, falls
ay < aps fiir alle n € N*, nach oben beschriinkt, falls f(N*) eine obere Schranke besitzt. Analog

Die Zihlung kann auch bei O oder einem anderen Index j € Z beginnen; dann ist der Definitionsbereich nicht
=N\ {0}, sondern N bzw. {z € Z|z > j}.
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ist “monoton fallend” und “nach unten beschrinkt” definiert. Eine “monotone Folge” ist defini-
tionsgemaf eine monoton steigende oder eine monoton fallende Folge, eine “ beschrédnkte Folge”
nach oben und unten beschrénkt.

Wann heil3t eine reelle Folge konvergent?
Die reelle Folge (an)nen heifit konvergent gegen a und a Grenzwert der Folge, falls gilt:

Ve > 03ng € NVn € Nyn > ng : a, € Ug(a); (dabei ist die e— Umgebung von a definiert als
Ug(a) :={xeR||x—a| <e}). Bezeichnung: lima, =a.

1

az

|5 s
0 I ] l I 1 - 1 g 1

o W % Abbildung 3.1:
Zur Konvergenz einer Folge: Fiir jedes
<4 € > 0 liegen schlieBlich alle Werte im ¢-
e Schlauch

Beispiel: ((—1)" ,'l )nen+ konvergiert gegen 0, siehe auch Bild 3.1.

Anmerkungen: 1.) Arithmetische Folgen divergieren (d.h. konvergieren nicht), falls d # 0, geo-
metrische Folgen divergieren fiir |¢| > 1.

2.) Jede Folge besitzt hochstens einen Grenzwert (Beweis?).

Geben Sie einige Konvergenzkriterien fiir reelle Folgen an!

1. Monotoniekriterium: FEine monoton fallende nach unten beschrinkte Folge konvergiert
gegen die untere Grenze ihrer Bildmenge. Analoges gilt fiir monoton steigende nach oben
beschrinkte Folgen und die obere Grenze.

2. Cauchy-KonvergenzKkriterium: FEine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist, d.h. wenn gilt: Ve >03ng €N Vam>ng : |am—ay| <Ee.

Anmerkung: Dieses Kriterium ist Ausdruck der Cauchyfolgen-Vollstindigkeit von IR, sie-
he Seite 78 und Seite 104 !

3. Vergleichskriterium fiir Nullfolgen: Isz (b, ) cn eine reelle Nullfolge, N > 0 und (ap) nen
eine reelle Folge mit |a,| < N - |b,| fiir fast alle n € N, so ist auch (a,) nen Nullfolge.

Anmerkung: Monotoniekriterium und Cauchy-Kriterium sind neben dem Auswahlprinzip von
Bolzano-Weierstral} (s.u.) und dem Intervallschachtelungssatz wichtige Prinzipien der Konver-
genztheorie, siche u.a. Heuser [Heul].

Definieren Sie den Begriff Haufungswert einer Folge. Wie wird das Supremum bzw. Infimum
aller Hiufungswerte einer Folge bezeichnet?
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(i) Sei (an)nen eine Folge; dann heifit b Hiiufungswert (Verdichtungspunkt) der Folge, falls eine
gegen b konvergente Teilfolge von (a,) ,en existiert, also in jeder e-Umgebung von b unendlich
viele Folgenglieder liegen.
Anmerkung: Jeder Hiaufungspunkt der Menge {a,} ist auch Haufungswert von (a,), aber, wie
die konstante Folge zeigt, nicht notwendig umgekehrt.
Beispiele:
a)—1, 1 sind Verdichtungspunkte von ((—1)") serv und von (} + (—1)")pene
b) Da @ abzihlbar ist, existiert eine Folge (x,) ey mit {x,|n € N} = Q. Die Menge der Ver-
dichtungspunkte ist R (bzw. R U {00, —co}).
c¢) Die Folge (n) nen hat keinen Verdichtungspunkt in RR.
Anmerkung: Allerdings gilt: Jede beschrinkte reelle Folge besitzt mindestens einen Haufungs-
wert (Satz von Bolzano-Weierstrall, s. Seite 76). Und jede beschrinkte reelle Folge mit genau
einem Haufungswert konvergiert.
(ii) Sei (x,)qen reelle Folge; dann definiert man

limx, =4 :<—=VNeRdngeNVn>ng: x, >N

n—o0
(und entsprechend lim x,, = —co mittels x,, < N).
n—oo
Zu einer reellen Folge (ay) nen besitzt die Menge
H := {b € RU{+o0,—oo}|b Hiufungswert von (a,) }

ein Supremum und ein Infimum in R = R U {+o0, —oo}. Man setzt

lima, := lim supa, := supH (Limes superior)
n—o0 n—o0
und
limg, := lim infa, := infH (Limes inferior)
n—soo

n—soo
Anmerkung: Konvergenz einer beschriankten Folge in IR ist dann dquivalent mit der Gleichheit
von Limes superior und Limes inferior.

Beweisen Sie:
(a) lim /a=1fiirallea >0 (b) lim /n =1
n—o0 n—o0

(¢) lima"=0fir|a] <1 und lima" =1 fir a=1 sowie (a,)sen divergent sonst (geo-
n—oo

n—oo
metrische Folge)

(d) lim ¢, = +/r, falls co € R",r € R" und ¢cpy1 := é(cn +r/cy) (rekursiv definierte
n—oo
Folge)

Anmerkung: Beispiel d), das HERON-Verfahren zur Wurzelbestimmung, dient zur Konstruktion
von rationalen Cauchyfolgen, die nicht im Raum (@, | - |) konvergieren.

Merkiiberlegung: x*> = r impliziert x = + (fiir x # 0). Ist bei der Rekursion x,, # X’n , so wird das
arithmetische Mittel dieser beiden Ausdriicke genommen (, deren geometrisches Mittel schon

/1 ist).
(a) 1. Moglichkeit: Wir benutzen das Monotoniekriterium (s.0.)

1. Fall: a > 1. Wire {/a < "/a, sod""! < d", also a < 1, ein Widerspruch. Also ist
in diesem Falle ({/a ),cn monoton fallend. AuBerdem gilt /a > 1 fiir alle n € N*. Nach
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b)

(©)

(d)
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dem zitierten Satz existiert also lim/a =: b. Als Teilfolge konvergiert auch ( 3/a )nen-

gegen b . Es folgt nach der Multiplikationsregel fiir Grenzwerte:

b = lim{a = lim ¥a - lim ¥a = b*, also b € {1,0}. Wegen /a > 1
n—o0 n—o0

n—oo

ergibt sich lim /a = 1.
n—oo

2. Fall: a<1 DannistA= ; > 1 und lim /A = 1, s. Fall 1; es folgt

Nn—oo
lim /a=1/lim VA=1.
n—oo n—oo
2. Moglichkeit: Wir benutzen die Folgenstetigkeit der Exponentialfunktion:

lim /a = lim e™(Y4) — Jim e@/n — o Hmt@/m _ oy

n—oo n—oo n—oo
1. Méglichkeit: Man zeigt, dhnlich wie in a), dass (3/1) yen {0,1,2,3) mon Ich war in einem
anderen Hotel und mAYchte dieses bewerten. oton filltZ, nach unten beschriinkt ist und der
damit existierende Grenzwert die Gleichung b? = b erfiillt.

2. Moglichkeit: lim {/n = lim exp(} Inn) = ¢® = 1 wegen lim "* = 1im '/* = 0 (nach
n—oo n—oo

x—0o0 X X—00

der Regel von de L'Hospital, s. Seite 99, und der Folgenstetigkeit von exp.

Sei 0 < |a| < 1. Dann gilt mit ‘;‘ > lauch h:= ‘;‘ —1>0und |4 Zu betrachten

1
= 1tk
ist nun ( (1 Jrlh)n )n oy Es gilt die Bernoullische Ungleichung:

(I+x)" > 1+nx fir x>-—1.

(Beweis durch vollstidndige Induktion: Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig; es gelte die
Ungleichung fiir n. Dann folgt

(142" > (1+x)(1+nx) =1+ x+nx+nx®> > 14 (n+1)x.)

Zu € > 0 wihlt man nun ng € N mit ng > Slh. Fiir n > ng folgt dann:

n_ 1 1 1
la"| = (14h) S tpnh < an <E-

Fiir @ = 0 oder a = +1 sind die Behauptungen klar. Fiir |a| > 1 existiert ein & > 0 :
|a| =14 h; damit folgt |a"| = (1+h)" > 1+4+nh d.h. |a"|ist unbeschrinkt.

Wir benutzen die Formel ”;b > Va- b fiir alle a,b € R ;d.h.: Das arithmetische Mittel
ist grofier gleich dem geometrischen Mittel;

dies folgt mit (y/a—v/b)*>0 = a—2vVab+b>0.
Behauptung: (%) VE<cenprr <Vr+4ce /2"

Beweis: () cue1 = 3(cat )2 fen§ = V.

(ii) Der Beweis von c,41 < /r+ c1 /2" erfolgt durch vollstindige Induktion:
Firn=0gilt ¢; < /r+c; .Die Behauptung gelte fiir n; dann folgt

1
n

2Mit dem Binomischen Lehrsatz zeigt man (1+ !)* <3, s.u.
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Cn+2:£(cn+1+"/cn+l) < é(CnHJFr/\/”)

Cnt1 2\/}‘
< (Vrta/2'+ )= Vrta/2"h
Die Aussage (d) folgt nun durch Grenzwertbildung bei (). ]

Zeigen Sie die Existenz und Gleichheit folgender Grenzwerte

1 w1
’}gr;(u )" :’}gl}akg(’)k!(—e).

n—k)!

(i) Mit Hilfe der binomischen Formel (a+b)" = i (Na*pm=*  (mit (}) == ( nt . erhilt man
k=0 '

die Monotonie der Folge ((1+ !)"),cn+ wie folgt:

an:“"';)n:i(n)n]k:l‘f'i 1 n(n—l)(n—Z)m(n—k—i—l):
k

= k :lk!n n n n

o 1 k— ntl k—1
1 1— ) (1= <1 - (1— = .
+/§1k!( n) ( +Zk' n+1 ( n+1) Gnt1

Die Beschrinktheit ergibt sich folgendermaBen (mit s, := Z & und g =) sowie k! > 2¢1 fiir
k=0 "'

k>2):
noq n 1 n 1iqn

<1 =5,<2 =1 o= 1 3
G L TS L T LT R

Nach dem Monotoniekriterium folgt die Existenz von lim (1+ )" =: a.
n—oo
(ii) Nach (i) ist auch die Folge (s,,) nach oben beschrinkt und offensichtlich monoton steigend,
also konvergent. Wegen a, < s, gilt a < lim sy,.
n—soo

m
Andererseits ist @, > ¥ (1 — 1) (1= 1) =b, fir m < n (vergl. (i) und daher
=0""

n

a=lima, > limb, =s ,; . Es folgt die Gleichheit der zu untersuchenden Limites. Dieser Grenz-

n—oo n—oo0

wert wird je nach Einfithrung der Expotentialfunktion als Eulersche Zahl e definiert oder wie

folgt als e identifiziert: Die Potenzreihendarstellung der Funktion exp (s. Seite 92) ergibt
Jﬂkzok':kgo’f! | i=exp(l)=el =e. U

Anmerkung:

Ein alternativer Beweis benutzt neben (a,),en+ die Folge (¢)nen+ mit ¢, = (14 ,11)"“, die

ebenfalls gegen e konvergiert.

Zitieren Sie (ohne Beweis) Sitze iiber das Verhalten der Grenzwerte bei Summen, Produkten,
Quotienten, Majoranten von konvergenten reellen Folgen.

Seien (a,) yen und (by,) nen konvergente reelle Folgen. Dann gilt (mit lim = lim)

n—oo
(D) 1im (@ + by) = limay +limb, (i) 1im (a, - b,) = lima, -limb, (i) lim§" = e falls
limb, #0 (iv)lim|a,| = |lima,| (v) a, < by, fiir fast alle n = lima, < limb

Definieren Sie, was unter einer Intervallschachtelung (a,|b,) zu verstehen ist; beweisen Sie,
dass eine solche Intervallschachtelung eine Zahl a mit a € ﬂN [a,,b,] eindeutig bestimmt.
ne
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(1) Definition:

Eine Folge (3,)nen abgeschlossener Intervalle S, = [ap,b,] € R mit a, < by, heibt Intervall-
schachtelung, falls gilt (vgl. Abbildung 3.2):

. S0 23 2% 2 ...238;, 2 81 2 ..., dh. (ap)peny ist monoton
wachsend und gleichzeitig (b,) »eny monoton fallend.

2. Die Folge (b, — an) nen der Intervallingen ist eine Nullfolge.

Wir bezeichnen diese Intervallschachtelung mit (a,|b,).

CC a1l
I_ |_ |_LL ﬂ JJ Abbildung 3.2:

Intervallschachtelung
a b b, b
2 2 1

a

0 0

(ii) Beweisskizze: Da die Folgen (a,) und (b,) monoton sind und sich gegenseitig beschriinken,

existieren @ = lim a,, und b = lim b,; ferner gilt 0 = lim (b, — a,) = lim b, — lima, =b—a,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

also a = b. Wegen a, < sup{ayx} = a=b=inf{b;} < b, (— Monotoniekriterium) liegt a in

jedem Intervall [a,,b,]. Wegen b, —a, — 0 kann () [a,,b,] hochstens einen Punkt erhalten.

neN
Daher folgt {a} = N [an,bn). O
neN
Anwendungsbeispiele:

a) Berechnung des Kreisumfangs und der Kreisfliche durch ein- und umbeschriebene n-Ecke (—
Archimedes). b) Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstral3 (s.u., vgl. auch §3.2).

Formulieren Sie den Satz von Bolzano-Weierstraf fiir Teilmengen von R !, und geben Sie eine
Beweisskizze!

Satz von Bolzano-WeierstraBl Jede beschrinkte unendliche Menge reeller Zahlen besitzt min-
destens einen Hdufungspunkt (und damit jede beschrinkte Folge mindestens einen Hdufungs-
wert).

Beweisidee: “Wie fangt man einen Lowen in der Wiiste”? Zum Beispiel durch Konstruktion ei-
ner Intervallschachtelung mittels Bisektions-Verfahren

Beweisskizze: Sei M die gegebene Menge; wegen der Beschrianktheit von M gibt es ein Intervall
So = [ao,bo] mit M C Sp; insbesondere enhilt 3 unendlich viele Punkte von M. Sei nun schon
S, = [an,by] derart konstruiert, dass 3,, "M unendlich ist. Dann enhélt mindestens eins der In-
tervalle halber Breite [a,, “"3”"] und [“"1”",b,] unendlich viele Elemente. Wir wihlen dieses
als 3,,41. Auf diese Weise erhilt man (rekursiv definiert) eine Intervallschachtelung (3,) mit
he N S, (— Auswahlaxiom?) Zu gegebenem € > 0 existiert dann wegen der gegen O streben-

neN
den Intervalldngen ein n € N derart, dass h € 3, C Ug(h). Mit S, enthilt Ug (k) unendlich viele
Elemente von M, und # ist Haufungspunkt von M . 0

3.2 Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Raumen

Motivation: Verallgemeinerung der “Analysis” des R' auf hohere Dimensionen und Funktionen-
raume.
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Was versteht man unter einem metrischen Raum?
Definition: (E,d) heit metrischer Raum, falls gilt:
E ist nicht-leere Mengeund d : E X E — IR eine reelle Funktion, genannt Metrik oder Abstand,
mit folgenden Eigenschaften (fiir alle x,y,z € E):

(a)
(b)
()

strenge Positivitit: d(x,y) >0undd(x,y) =0<=x=y
Symmetrie: d(x,y) =d(y,x)
Dreiecksungleichung: d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)

Geben Sie Beispiele metrischer Réume an!

Vorbemerkung: Beachten Sie, dass auf einem Vektorraum V durch eine Norm || - || (vgl. §2.2)
auch eine Metrik gegeben ist, nimlich vermdge d(x,y) = || x — y||. Insbesondere wird ein Prihil-
bertraum mit Skalarprodukt @ durch d(x,y) := \/ ®(x —y,x—y) zu einem metrischen Raum.

(a)

(b)

©

Zahlengerade: (R,d;) mitd; (x,y) = |x —y| (in §3.1 verwandt)
Analog (C,d;) , dem Raum (le,dz), s.u., entsprechend. (Falls nicht anders vermerkt, geht
man bei R und C von diesen Metriken aus.)

R" mit euklidischer Metrik

(G o) ) )= £ G

Beweis der Dreiecksungleichung mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Bunyakowski-
Schwarz:

(Lam < (X2 T

bzw. ; (¥-)? < ¥2-¥? fiir X, ¥ € R" und kanonisches Skalarprodukt, s. §2.2 !

Anmerkung: 1.) Diese Metrik ist von dem kanonischen Skalarprodukt auf R” induziert.
Die nach dem Satz von Pythagoras berechnete Linge einer Strecke stimmt mit dem hier
angegebenen Abstand der Endpunkte iiberein.

2.) Auch dp(xy):=(L|&—nil? )l/p fiir p € N* definiert eine Metrik auf R" ; diese

erhdlt man aus der Norm || || mit || x| :=( X |&[? )l/p.

Zur Maximumsmetrik d.. siehe Fall (¢)(i)!

B(X,R) : Auf der Menge der beschrinkten reellen Funktionen auf X wird eine Metrik
durch dw(f,g) := sup|f(x) — g(x)| definiert, die sogenannte Metrik der gleichmiBi-
xeX

gen Approximation (oder Konvergenz) (Begriindung fiir diesen Namen?) Diese Metrik
ist durch die Supremumsnorm || f || := sup| f(x) | induziert, s.u. und §3.3 Bsp. 4.

xeX
Spezialfille:
i) X={1,....,n}: BX,R)=R", mitde ( (x1,...,%), V1,---,yn) ) = iljllaXn|yi*xi|
(ii) X =Nund B(N,RR) Raum der beschrinkten Folgen in R mit Supremumsmetrik, auch

als [ bezeichnet. Wichtige Unterrdume sind : ¢g, der Raum der konvergenten Folgen iiber
R, und ¢g, der Raum der Nullfolgen iiber R.
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Analog wird auf B(X,C) und c¢ eine Metrik definiert.

(d) C[0,1], Menge der auf [0, 1] stetigen reellen Funktionen, mit der Metrik

A —

Diese Metrik ist von dem bei den Beispielen zu Prihilbertrdumen (s. §2.2 Bsp. c) an-
gegebenen Skalarprodukt @ induziert. Beachten Sie auch die dortigen Bemerkungen zur
strengen positiven Definitheit ! Vgl. auch Bsp. 9 in §3.3.

(e) ™ R =RU{—o0, 400} (erweiterte Zahlengerade) mit der Metrik
de(x,y) == | f(x) — f(y)| fur f: R — [—1, 1] definiert durch x — I:M
(f) ** Homg ( R",R™ ) , die Menge der linearen Abbildungen von R” in R"™, wird ein me-
trischer Raum durch die Definition d(A,B) = sup d> (A(X), B(¥)) (mit der Metrik
xeU; (0)
dy auf R™) (s.auch §1.1 Bsp.9!).

Verallgemeinern Sie die Definitionen der Konvergenz reeller Folgen, von Cauchyfolgen und
Hiufungswerten auf diejenigen von Folgen in beliebigen metrischen Ridumen (E,d). Gehen
Sie auch auf die Konvergenz in (R",d) und auf die von Funktionenfolgen ein!

(1) In der Definition der Begriffe Konvergenz bzw. Grenzwert in R ist jeweils |x — y| durch
g g J

d(x,y) zu ersetzen, bzw. als e-Umgebung nun Ug(a) := {x € E |d (x,a) < €} zu wihlen. Also
(mit m,n € N): r}iirgoan =a:<=Ve>03IngVn>no: a,€Uea), (dh.d(ana)<e).Ein
Hiiufungswert ist dann weiterhin als Grenzwert einer Teilfolge definiert. Eine Cauchyfolge ist
eine Folge, fiir die gilt Ve > 03ng € NVn,m > ng: d(am,a,) <.
Anmerkung: Jede konvergente Folge eines metrischen Raumes ist Cauchyfolge. Gilt in einem
metrischen Raum E stets die Umkehrung, so heifit E Cauchyfolgen-vollstindig, kurz CF-voll-
stiindig. Beispiel einer Folge, die Cauchyfolge ist, aber nicht konvergiert, ist jede Folge in (Q, d} ),
die in (R,d;) gegen /2 konvergiert (s. Bsp. d auf Seite 73 mit » = 2) ; s. auch §3.3.
(2) Ist (X;)nen+ eine Folge in R™ mit X, = (E,1,...,&um), so ist die Konvergenz in (R™,d>)
dquivalent zur Konvergenz in allen Komponenten (Beweis?):

,}Lr?of” = fo;’,}ﬂé’” =& fiiri =1,...,m (s. Abbildung 3.3 a)

5

L
2) (&, ) 8:158 b)

Abbildung 3.3: a) Zur Konvergenzin (R?,d,) b) e-Schlauch bei der gleichmiBigen Konvergenz
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(3) Konvergiert eine Folge (f,,) beschrénkter reeller Funktionen auf der Menge X bzgl. der sup-
Metrik, so spricht man von gleichmiiBiger Konvergenz, also (vgl. Abb. 3.3 b, s. auch weiter

fo— faufX) (<= Ve>03InyVn>noVxeX: |fu(x)—f(x)] <e
unten): glm.
<« Ve>03ngVn>ng: de(fy,f) <E€.

Sind die Funktionen f,, alle stetig auf X, so ist wegen der CF-Vollstandigkeit (vgl. §3.3 Bsp. 5)
von (Cp(X,IR),d<) auch f stetig.

Beispiele: Jede Potenzreihe (s. Seite 92) konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge ihres Kon-
vergenzbereichs gleichmifig.

GleichméiBige Konvergenz impliziert die punktweise Konvergenz (Begriindung?), aber nicht um-
gekehrt, s.u.

Was besagt der Banachsche Fixpunktsatz?

Satz (Banach): Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und f : X — X kontrahierend (kon-
traktiv), d.-h. d (f(x), f(y)) < o-d(x,y) fiir alle Paare (x,y) € X x X und ein o. < 1. Dann ist f
stetig und hat genau einen Fixpunkt.

Zum Banachschen Fixpunktsatz vgl. auch Seite 174 !

Beweisskizze: Die Stetigkeit und die Unmoglichkeit von 2 Fixpunkten ist klar. Die Folge (x,) nen
mit xg € X beliebig und x, := f (x,_1) ist eine Cauchy-Folge, denn fiir m > n,€ > 0 und grof
genug gewdhltes n ist
d (x’lvxm) = d(f('x’l*l )7f<xm*1 )) = d(frh] (xl)’fm71 (xmfn+1))
<o M (x1, Xmoni1) < "d (x1,x2) +d (x2,%3) + ...+ d Xm—n, Xmnt1)]
<o M4 a+ a4+ o Nd (xg,x)

=q"l. lfl‘f’gnd(xl,xz) <E.
Der Grenzwert xo von (x,) nen+ ist Fixpunkt, da wegen der Stetigkeit von f gilt:
f(xo):,}igif(x"):,}ﬂx"“ =X0. O

Zu Funktionenfolgen:

Was versteht man unter punktweiser, was unter gleichméfiger Konvergenz einer Funktionenfol-
ge (fu)nen mit f, : X — R ? Geben Sie ein Beispiel fiir eine punktweise, aber nicht gleichméBig
konvergente Funktionenfolge an!

1.) Definition: (f,) heiBt punktweise konvergent gegen eine Funktion f : X — R, wenn gilt:
VxeX Ve>0 IN(e,x) ENVn>N(ex): | fulx)— f(x) |<e

2.) Definition (Wdhlg.): (fu)nen heiBt gleichméBig konvergent gegen f : X — R, wenn gilt:
Ve>03INENVR>NVxeX: | fulx)— f(x) |<e.

Anmerkungen:

a) Beim Vergleich von 1.) und 2.) beachte man, dass bei punktweiser Konvergenz die Schranke

N auch von x abhidngen darf.

b) Man beachte, dass die Aussage “(f,)zen ist gleichmiBig konvergent” nur eine Umformulie-

rung von “(f,)nen konvergiert in der sup-Metrik” ist.

¢) Das Cauchy-Konvergenz-Kriterium fiir gleichmiflige Konvergenz lautet:
Ve>03INeN:Vn,m>N:||fy— fillo <E€.

Beispiel (1):
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fa: [O;Cl] :5 (s. Abb. 3.4 a) konvergiert punktweise, aber nicht gleichmifig gegen die
Funktion /4 mit A(x) = 0 fiir x € [0,1) und h(x) = 1 fiir x = 1. Heuristik: Sei x € [0,1). Dann
gilt: | fu(x) —h(x) [<e == x"<e<+=nlhx<lne < n>P"E

In negativ
Zum Nachweis der punktweisen Konvergenz wihlt man daher N(g,x) = [Ing/Inx ]|+ 1.

fi(z) gi(z)
fi 92 M

1 1

a) b)

Abbildung 3.4: a) Zur Folge (f,) mit f,(x) = x"
b) Eine weitere nicht gleichmiBig konvergente Funktionenfolge.

Wir zeigen nun, dass sie Folge nicht gleichméBig konvergiert:

1.Moglichkeit: Fiir x — 1 strebt N(g,x) gegen oo, daher ist kein gemeinsames N wihlbar.

genauer: Seien € € (0,1), ng und n > ng gegeben; wihle x; € (0, 1] mit x; > /€. Dann gilt:
/o=l = sup({lx"] : x € (0, 1)} U{0}) > x| > &.

2. Moglichkeit:

Da (C(]0,1],R),d<) vollstindig ist, konvergiert eine gleichmiBig konvergente Folge stetiger

Funktionen auf [0, 1] gegen eine stetige Funktion. Die Funktionen f;, sind stetig; also miisste die

Grenzfunktion, die mit der Grenzfunktion der punktweisen Konvergenz iibereinstimmt, stetig

sein. Bei 4 ist dies nicht der Fall. 0

Beispiel (2): (gn)nen wie in Abbildung 3.4 b. Es ist lim g, = 0 auf [0, 1], aber sup |g,(x)| = 1.
e x€[0,1]
Beispiel (3): (fn)neny mit f,(x) = nx(1 —x") auf X = [0, 1], (s. Heuser [Heul], p. 543.)

Gehen Sie auf mogliche Vertauschungen von Grenziibergéngen bei Funktionenfolgen ein!

Seien f,, : X — R Funktionen auf der kompakten Teilmenge X von R, und sei (f,)nen in den
Fillen (1) und (2) gleichmiBig konvergent. 3

(1) Sind alle Funktionen f, stetig, so gilt: lim lim f,(x) = lim lim f,(x) . Daraus folgt: Ei-
X—aANn—o n—oox—a
ne gleichméBig konvergente Folge stetiger Funktionen besitzt eine stetige Grenzfunktion.
C(X,R) ist (bzgl. sup-Norm) vollstindig. (Beweis s. z.Bsp. Heuser [Heul], p.550f.) Obi-
ges Beispiel zeigt, dass punktweise Konvergenz diese Eigenschaft nicht hat.

(2) Seien f,, R-integrierbar auf X = [a,b] und (f,) gleichmiBig konvergent gegen f. Dann ist
b b
f R-integrierbar und lim [ f,(x)dx = [f(x)dx.
n~>ooa a

3Die gleichmiBige Konvergenz ist wichtig fiir die Vertauschbarkeit der involvierten Grenzprozesse s.u.



3.2 Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Riumen

(3) Satzvon der gliedweisen Differentiation.
Ist (f»)nen Folge differenzierbarer Funktionen f,, : S = [a,b] — IR, konvergiert (5, (x0))nen
fiir mindestens ein xo € 3 und konvergiert (f)),en gleichmdifig auf 3, so konvergiert
(fu)nen gleichmiBig auf 3 und f = r}ij;f,, ist differenzierbar auf 3 mit f' = Jgrolof,’,

81

(Beweis s. H. Heuser l.c. p. 552 ; Beispiele s. unter Potenzreihen, Seite 92).

(4) Siehe auch Tabelle 3.1 !

Nennen Sie einige Moglichkeiten, eine reelle Funktion f lokal (in einem Punkt) oder global zu

approximieren!

1. Lokal in Punkt xo unter Verwendung der Folgenstetigkeit (s.u.): f(xo) = lim f(x,) im
Xn—=X0

Fall der Stetigkeit von f in xp .

2. Lokal in Ug(xp) unter Verwendung der Ableitung (s. § 3.4):
f(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0) (Tangentiale affin-lineare Funktion) im Fall der Differen-

zierbarkeit von f in x.

Tabelle 3.1: Vertauschbarkeit von Grenzprozessen

Art

Grenzwerte bei reellen
Funktionenfolgen

Stetigkeit der Grenzfunk-
tion einer reellen Funk-
tionenfolge
Ableitung der
funktion

Grenz-

Integral der Grenzfunk-
tion
Spezialfall: Funktionsrei-
hen

Grenzwerte bei Doppel-
folgen

partielle Ableitungen

Voraussetzung

fn — f gleichmdiffig konver-
gent, lirré Ja(x) existiert
X—

fa — f gleichmdfig konver-
gent, f, stetig in &

fn : a,b] — R differenzier-
bar, (f}) gleichmdifig konver-
gent, (f,(x0)) konvergent fiir
ein xo

fn auf [a,b] R-integrierbar
Jn — f gleichmdfig

Snk — Xn gleichmdfig,
3 lim g = yi
3 1im x,, oder Elklim Vi

n—oo

g:G — R, G offen in R™,
0% 0% eyistiert und ist
axdx; » axay, CXistiert und is
stetig in einer Umgebung von
X

Aussage

lim lim £, (x) = lim f(x)
nﬂwaQ xgvg

f stetig in &

fn — f  gleichmilBig

und ' = lim f;

f ist integrierbar und es gilt
J f()dt=1lim [ f,(t)dt

Anwendung der obigen Resulta-
n
te auf (f,) mit f,, = kZI Sk

lim lim g, = lim lim g,

Nn—00 k—s00 k—so0 n—ro0

92g

_ 9%
dxidx; — dxjon A1 der Stelle x
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3. Lokal oder global unter Verwendung des Mittelwertsatzes (s. § 3.4):
f(x) = f(x0)+ /(&) (x — x0) durch Abschitzung von f’(x) im Fall der Differenzierbarkeit
auf [x,xo] .

4. Global mittels Taylorpolynom (s. §4.4) (Restgliedbetrachtung!)

5. **Global mittels trigonometrischer Summe (s. Seite 48 !):

n
Sei f:[-m,n] — R stiickweise stetig; definiert man dann S,(¢) := Y ¢ (¢) h(¢) mit
k=—n

ho(t) = ¢12n und, fiir k positiv, i (1) = Jn cos(kt) sowie h_x(t) = Jn sin(kt) und mit den

i i
“Fourierkoeffizienten” ¢y = [ f(t)h(¢)dt, so folgt lim [ [f(t) — S,(t)]*>dt = 0. Es gibt

= T
also zu € > 0 eine Partialsumme S,, der Fourierreihe Y, cphymit [ [f(t) —Sn(¢)]>dt<e

——o00 —T

(Approximation im quadratischen Mittel).

6. **Global nach dem Approximationssatz von WeierstraB: Zu jeder stetigen reellwertigen
Funktion f auf [a,b)gibt es eine Folge von Polynomen, die gleichmdiflig gegen f konver-
giert (s. [Heu2], 115.5 oder [LK] 6.3.34). Die Polynomfunktionen sind konstruierbar als
Linearkombination der sogenannten Bernsteinpolynome, s. [LK] l.c.

Definieren Sie , was unter einer stetigen Funktion zwischen metrischen Raumen zu verstehen
ist. Geben Sie Beispiele fiir stetige Funktionen an und ein Beispiel einer im Definitionsgebiet
tiberall unstetigen Funktion. Gehen Sie auch auf Verkniipfungen stetiger Funktionen ein!
(a) Definition: Seien (E,d) und (E,d) metrische Riume. f : E — E heiit stetig in xo € E, falls
gilt: Ve>038>0:VxcE : [d(x,x) < 8= d(f(x),f(x0)) < ¢
(bzw. mit Umgebungen formuliert): Zu jeder e—~Umgebung U von f(xp) in E existiert eine
8—Umgebung U von xq in E mit f(U) C U.
f heiBt stetig (auf E), wenn f stetig ist fiir alle xo € E.
Anmerkungen: (1) Fiir jede Abbildung f : E — E sind dquivalent (i) f ist stetig
(ii) Alle Urbildmengen zu (in £) abgeschlossenen Mengen sind abgeschlossen (in E)
(>iii) Alle Urbildmengen zu (in E) offenen Mengen sind offen (in E).
(2) Beispiele dafiir, dass unter einer stetigen Abbildung das Bild einer offenen Menge nicht offen
zu sein braucht, liefern die konstanten reellen Abbildungen.

(b) Verkniipfungen stetiger Funktionen: Sind f,g Funktionen von E in K (mit K € {R,C}),
die in xp € E stetig sind, so folgt f+g, f-g, Af mit A € K sowie |f| : x — |f(x)| sind stetig
in xo und, falls f(x) # O fiir alle x € E gilt, auch } DX f(lx) st f: E — E stetig in xo und
g:E — E stetigin f(xo), so ist auch go f stetig in xp.

(c) Beispiele stetiger Abbildungen:

(i) idw, sin, cos, exp sind stetig auf (R,d>), log, auf (R} ,d>)
Anmerkung: Zu jeder reellen Zahl a > 0,a # 1 existiert genau ein stetiger Homomorphis-
mus f, : (R%,-) — (R,+) mit f,(a) = 1, nimlich f, = log, (mit £, !(x) = a¥).

(i) Mit idk sind nach (b) die Polynomfunktionen ):(xi(id)i auf K, die ree_llen Exponential-
funktionen x — a* und die gebrochen rationalen Funktionen x — L% in allen Punkten

Y Bjx/
stetig, die keine Nullstellen des Nenners sind.
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Weitere Folgerung: Die reelle Funktion: x — x* ist stetig auf R* (fiir o« € R).

(iii) Jede lineare Abbildung von R in IR" ist stetig (z.B. bzgl. der euklidischen Metriken).

X

(iv) F:R+— R mit F(x) = [ f(¢)dr ist fiir integrierbare Funktionen f stetig (Integral als Funk-
a
tion der oberen Grenze).

(v) * limk : ck — K, die Limesbildung auf dem metrischen Raum (¢, d..) der konvergenten

Folgen iiber IK, ist stetig, (sogar Lipschitz—stetig, s. u.). Der Teilraum der Nullfolgen ist
als Urbild der Null abgeschlossen.

b
(vi) ** 3 : Cla.b] — R mit S(f) = [ f(¢)dt ist stetig (bzl. der Metrik der gleichmiBigen Kon-
a

vergenz auf C[a,b] und der Betragsmetrik auf R).

d) f:R—Rmit f(x)=1firxe Q und f(x) =0 sonst (Dirichletfunktion) ist wegen der
Dichtheit von @ in R und von R \ Q in IR iiberall unstetig.

Gehen Sie auf den Zusammenhang zwischen Stetigkeit, Folgenstetigkeit, gleichmifiger Stetig-
keit und Lipschitzstetigkeit von Funktionen zwischen metrischen Rdumen ein!

(1) Stetigkeit und Folgenstetigkeit (im Punkt xq):
Definition: (punktweiser) Grenzwert bei einer Funktion
Seien (E,d) und (E,d) metrische Riume, f : E — E und xy € E Hiufungspunkt.

lim f(x) =g : <= Ve>030>0Vx e Us(xo) \ {x0} : f(x) € Ue(q).

X—X0
Es gilt folgende Charakterisierung (s.z.Bsp. Heuser [Heu2] p.231):
fstetiginxg <= xlinxl f(x) = f(xo)
<“— Fﬁﬁjede Folge (x,)nen+ mit x, € E~ {xp} und lim x,, = xp
gilt ,}Erolc F(xn) = f(x0). sog. (Folgenstetiglzgg

(ii) Gleichmdfsige Stetigkeit (globale Eigenschaft!)
/ gleichmiBig stetig<—- Ve>033>0Vx,y € E: [d(x,y)<d=d(f(x),f(y))<g]

Anmerkung: (a) Beachten Sie, dass bei der gleichmiRigen Stetigkeit & unabhingig von
x,y sein muss, wihrend es bei der punktweisen Stetigkeit auf E von xy abhidngen kann.
(b) Esgilt: f gleichmiBig stetig = f stetig

Beispiel einer Funktion, die stetig, aber nicht gleichmifig stetig ist (Beweis?), s. Abb. 3.5a:
f:(0,1) R mit x— !
Anmerkung: Eine stetige Funktion mit kompaktem Definitionsbereich ist gleichmaBig stetig.

(iii) f Lipschitz-stetig (L-stetig) (globale Eigenschaft): Definition: f heifit Lipschitz—stetig,
falls ein L € R existiert mit:  Vx,y € E: d(f(x),f(y)) <L-d(x,y).

Beispiele:
a) idp ist Lipschitz—stetig. b) /:R — R mit x— +/1+x2 ist Lipschitz—stetig .
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L|z|

b) 0

Abbildung 3.5: a) Beispiel einer stetigen, nicht gleichmifig stetigen Funktion
b) Beispiel einer stetigen, nicht Lipschitz-stetigen Funktion

Beweisskizze zu b) : Ist (x,y) # (0,0), so gilt:

VIR /1432 = (V142 = (1492 (V14224 /1497

= o=yl e+ y1/ V12 4 /1432 < fem - [l + 1/ [Va2 + /2] = x =)

c¢) Die Abstandsfunktion von E in IR, definiert durch x — d(x,xp) , ist Lipschitz—stetig;
insbesondere gilt dies fiir den Betrag x> |x| fir (R,d)).

Anmerkung:  f Lipschitz-stetig = f gleichmiBig stetig.
Beispiel einer Funktion, die gleichmifig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist (s.Abb. 3.5 b):
F:[0,1] = R mit x — /x
Beweisskizze: Aus der Annahme |\/x —/y| < L|x—y| folgte ‘(¢X7\‘?)y61£é;+¢y)‘ <Llx—y
somit L > 1/(y/x+ /y) , ein Widerspruch fiir (x,y) — (0,0).

>

Definieren Sie den Begriff der Kompaktheit fiir einen metrischen Raum E, und geben Sie
eine Charakterisierung durch das Verhalten von Folgen an. Beschreiben Sie die kompakten
Teilmengen in R™ (durch Zitat des Satzes von Heine—Borel-Lebesgue (ohne Beweis))!

(1) Kompaktheit und Hiufungswerte:

Definitionen: (1) E heilit kompakt, falls zu jeder offenen Uberdeckung (Ui) jes (d.h. einer Fami-
lie (U;) offener Teilmengen von E mit E = (J U; ) eine endliche Teiliiberdeckung (U;) jes (mit
€3

JC 8 und |J| < o) existiert.
(2) E hat die Bolzano—WeierstraS—Eigenschaft (BWE), wenn jede Folge in E mindestens einen
Héufungswert in E besitzt.
(3) Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heifit kompakt (bzw. hat die BWE), falls A
als Unterraum diese Eigenschaft hat. Anmerkung: Abgeschlossene Teilmengen eines kompak-
ten metrischen Raumes sind kompakt. Es gilt der Sazz:
Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er die Bolzano—Weierstraf3—Eigenschaft be-
sitzt.
Folgerung: In einem kompakten metrischen Raum sind fiir eine Folge (x,),en dquivalent:

(1) (xn)nen ist konvergent

(2) (xn)nen besitzt genau einen Haufungswert.
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Hierbei gilt die Implikation (1) = (2) allgemein in metrischen Riumen.

(i) Satz von Heine-Borel-Lebesgue:

Eine Teilmenge A von R™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrdnkt und abgeschlossen
ist.

(iii) Folgerung: Satz von Bolzano-Weierstral fiir Folgen in R™ (vgl. §3.1)

Jede beschriinkte Folge (X,)nen mit X, € R™ besitzt mindestens einen Hiiufungswert, also eine
konvergente Teilfolge. Ist a einziger solcher Haufungswert, so gilt lim x, =a.

n—oo

Analog:
Jede beschrinkte unendliche Teilmenge des R"™ besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Welche Eigenschaften des Urbildraumes iibertragen sich bei einer stetigen Abbildung auf die
Bildmenge? (Invarianten !) (Geben Sie zwei solcher Eigenschaften an!)

(a) Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen
Sind E und E metrische Riume und ist f : E — E stetig, so folgt aus der Kompaktheit von
E diejenige von f(E).
Beweisskizze: Ist (U;);cq offene Uberdeckung von f(E), soist (£~ (U;)),eg eine offene (!)
Uberdeckung von E; zu ihr gibt es eine endliche Teiliiberdeckung f~1(U;,),..., f~1(U;,).
Daher ist U;, ..., U;, eine endliche Teiliiberdeckung von f(E).
Anmerkung: Ist f : E — E bijektiv und stetig und E kompakt, so ist auch f ! stetig.
Beweis: f~! existiert; ist A abgeschlossen in E, so A kompakt, damit f(A) kompakt, also
abgeschlossen in £; folglich ist f ! stetig. |

(b) Zusammenhangstreue stetiger Abbildungen
Sind E und E metrische Riiume, und ist f : E — E stetig, so folgt aus dem Zusammenhang
von E auch derjenige von f(E).

Dabei heilit E zusammenhiingend, wenn aus E = GUH mit GNH = 0 und G, H offen in
E folgt, dass G = 0 oder H = 0 ist.

Beweis: f(E) = AjUA, und A; offen = E = f~1(A)Uf~'(4;) und f~(4;) offen =
Aj=0V A, =0. O

Wie folgt aus der Kompaktheitstreue stetiger Funktionen und dem Satz von Heine-Borel-
Lebesgue der Satz vom absoluten Maximum und Minimum?

Zur Antwort siehe das Diagramm 3.6. Kommentar zum Spezialfall E = [a, b]:

1) Nach dem Satz von Heine-Borel-Lebesgue ist [a,b] kompakt, wegen der Kompaktheitstreue
von f daher auch f([a,b]). Weil daher f([a,b]) beschrénkt ist, existieren M = sup f([a,b]) und
m = inff([a,b]). Da f(|a,b]) abgeschlossen ist, werden M und m auch als Bildwerte von f
angenommen.

Wie ergibt sich aus der Zusammenhangstreue stetiger Funktionen und der Charakterisierung
der zusammenhéngenden Teilmengen von R

(i) der Zwischenwertsatz

(i1) die Existenz von Nullstellen bei reellen Polynomen ungeraden Grades

(iii) die Existenz von reellen Eigenwerten bei rellen Matrizen ungerader Reihenzahl?

Zu den Antworten siehe Diagramm in Abbildung 3.7: Kommentare dazu:

(1) Siehe z.Bsp. H.Heuser [Heu2], p.236 (2) Ist f: 3 — R stetig auf dem Intervall 3, so ist
mit 3 auch f(3) zusammenhingend, also Intervall in R ; daraus folgt [f(a), f(b)] C f([a, b]).
s. Abbildung 3.8.
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Kompaktheitstreue stetiger Funktionen

Satz von Heine-Borel-Lebesgue
Genau die beschrinkten und abgeschlos-
senen Teilmengen von R™ sind die
kompakten Teilmengen von R™.

()]

Satz vom absoluten Maximum und Minimum

Jede stetige reelle Funktion auf einem kompakten metrischen
Raum E besitzt mindestens ein absolutes Maximum und Mini-
mum.

Abbildung 3.6: Diagramm zum Satz vom Minimum und Maximum

Anmerkung: Neben f(3) ist auch der Graph G = {(x, f(x) )| x € 3} zusammenhzngend; denn
mit f ist auch f mit x— (x, f(x)) stetig.

Ein elementarer Beweis des Zwischenwertsatzes benutzt den (spezielleren) Nullstellensatz von
Bolzano: Ist f : [a,b] — R stetig und gilt f(a) < 0 sowie f(b) > 0, so besitzt f mindestens eine
Nullstelle.

Beweisidee: Man betrachtet A = {x € [a,b] : f(x) < 0}. Es ist § := sup A Héufungspunkt von A
und damit f(§) <0 (Folgenstetigkeit!). Durch Betrachten von Umgebungen von & folgt f(§) =0.
Alternativer Beweis: Konstruktion einer geeigneten Intervallschachtelung. O

()

noo
(3) Sei p(x) = ¥ a;x' gegeben, 0.B.d.A. a, = 1. Dann folgt liril px,, = 1; wegen n ungerade
i=0 F—zkoo

existiert ein ¢ mit p (¢) > 0 und p (—c¢) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es eine Nullstelle.
(4) Das charakteristische Polynom (M) der (2n+ 1,2n+ 1)— Matrix M ist ein Polynom vom
Grad 2n+ 1, hat damit mindestens eine Nullstelle. Da die Nullstellenmenge von (M) genau die
Eigenwerte von M enthiilt, ergibt sich die Behauptung.

Weitere Anwendungsbeispiele fiir den Zwischenwertsatz: Integralmittelwertsatz (s. § 4.2) sowie
der Brouwerscher Fixpunktsatz (1-dim Version):

Sei f: [a,b] — |a,b] stetig; dann gibt es ein & € [a,b] mit f(&) =& .

Beweisidee: Anwendung des Zwischenwertsatzes auf g mit g(x) =x— f(x). O

3.3 Reihen in normierten Raumen

Geben Sie die Definition und Beispiele fiir normierte Rdume an!

(i) Definition: Normierter Raum

Sei V ein IK-Vektorraum (mit K € {R,C}) und || - || mit x — || x|| eine Abbildung von V in R.
Dann heift V ein normierter Raum mit Norm || - ||, wenn fiir alle x,y € V ,A € K gilt:

(1) Strenge positive Definitheit: || x|| > O und ||x|| = 0<=x =0

(2) Positive Homogenitit: ||Ax || = |A| || x|

(3) Dreiecksungleichung: || x +y | < || x|+ ¥l
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Die zusammenhingenden Teilmengen von i)

Zusammenhangstreue stetiger Funktionen . .
g g R sind genau die Intervalle.

-

Zwischenwertsatz (ZWS)
Sei f:[a,b] = R stetig.
Aus y€ [f(a),f(b)] folgt 3x€ [a,b]: f(x)=y

——

Jedes Polynom ungeraden Grades mit re-
ellen Koeffizienten besitzt mindestens eine

reelle Nullstelle.
e

Jede Matrix M € R(2+1.27+1) pegitzt mindestens einen reellen Ei-
genwert.

Abbildung 3.7: Diagramm zu Folgerungen aus der Zusammenhangstreue

Anmerkungen: a) Jeder normierte Raum V ist auch ein metrischer Raum bzgl. der “induzierten
Metrik” d (x,y) : = || x —y||. Die Umkehrung gilt nur, wenn d “translationsinvariant” und “positiv
homogen” ist. Beispiel eines metrischen Raumes, der nicht von einem normierten Raum induziert
wird: Menge, auf der keine Vektorraumstruktur erklért ist, mit “diskreter Metrik” d (x,y) = 1 fiir
x#y,d(x,x)=0.

b) Man kann zeigen, dass || - || : V — R (bzgl. der induzierten Metrik auf V ) eine gleichmiBig
stetige reelle Abbildung ist.

c) Ein Banachraum ist definitionsgeméaf ein CF-vollstindiger normierter Raum, also ein nor-
mierter Raum, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert. Ein Hilbertraum ist ein Banachraum,
dessen Norm von einem Skalarprodukt herriihrt: || x|| := /®(x,x), s. §2.2.

(i1) Beispiele normierter Raume:
n
1. V=R"mit ||(&,...,&)|2:=/ ¥ &? (euklidische Norm) ist Hilbertraum (vgl. §2.2).
i=1
Spezialfalln =1 : (R, || ) reelle Zahlengerade.

n
2. V=C"mit ||(z1,---,20)|l2:= 4/ ¥ |z:|* (unitire Norm) ist ebenfalls Hilbertraum.
i=1

3. V=R"mit |(&1,....E)[|,:= (f1|§,»|f’)z'7,s. Bild 3.9, vgl. §3.2.
i=

Anmerkung: Man kann zeigen, dass je zwei Normen des R" (als R — VR) “dquivalent”
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SRS

[f(a), (b)) Abbildung 3.8: Zum Zwischenwertsatz

) i M e et oy

sind; s.z.Bsp. [Heu2] p.19. Ferner ist Konvergenz in R” gleichbedeutend mit komponen-
tenweiser Konvergenz.

Abbildung 3.9: e-Umgebungen der Null in (R?, || ||,) fir p=1,p=2,p=-0
4. V = B(X,K) (Raum der beschrinkten IK-wertigen Funktionen auf X, s. §1.1 Bsp.7, §3.2
Bsp.c) mit beliebiger Menge X # 0 und || f || := sup | f(x)]| (sup-Norm, Norm der
xeX

gleichmiiBigen Approximation, oder auch Tschebyscheff-Norm genannt). B(X,IK) ist
bzgl. dieser (kanonischen) Norm Banachraum.
Spezialfall:* V =R"mit ||(&1,...,En) || : = max |&i| (Maximumsnorm).

i=1,...,n

5. V = Cp(F,KK) mit metrischem Raum F # 0 (s. §1.1 Bsp.7) und sup-Norm ist Banachraum;
d.h.: Gleichmdyfig konvergente Folgen stetiger beschrdnkter Funktionen konvergieren ge-
gen stetige beschrinkte Funktionen.

6. V =cx Raum der konvergenten Folgen in IK mit sup-Norm ist Banachraum.

7. Der Hilbertsche Folgenraum (s. §2.2 Bsp. b) ist Hilbertraum.

8. ™ Hompg (R",R™) (s. §3.12 (f) Seite 78) mit ||A|| = sup{ [|[A(x)||r» | x € U;(0) C R"}
ist Banachraum (s.z.Bsp. Simmons [Si]).

9. C([a,b],R) mit der vom Skalarprodukt ®(f,g) := ff(t)g(t)dt (vgl. §2.2) induzierten
Norm ist nicht vollstdndig (im Gegensatz zu C ([a,b]a, R) mit sup-Norm, s.5.), also kein

“Man kann diesen Fall unter || ||, fiir p = “oo” subsumieren.
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Banachraum und insbesondere kein Hilbertraum. (Dies gibt unter anderem Anlass zur Be-
trachtung der Rdume L? in der Funktionalanalysis.)

Was versteht man unter der Konvergenz, was unter der absoluten Konvergenz einer Reihe in
einem normierten Raum? Wie hiangen diese beiden Konvergenzbegriffe zusammen?

n
(i) Definitionen: Sei (ay)yen Folge in einem normierten Raum und s, := Y. ay; dann heifit die
v=0

Folge (s, )nen der Partialsummen (Teilsummen) Reihe mit den Gliedern ay. Bezeichnung: Y ay.
v=0
Ist (sn)nen als Folge konvergent mit lim s, = s , so heift die Reihe konvergent gegen s, im Zei-

n—oo

chen Z ay = s, andernfalls divergent. Die Reihe Z ay heiBt absolut konvergent, falls die Reihe
v=0 v=0

Z |lay|| konvergiert.
v=0

Beispiele: (1)Die geometrische Reihe Z q" divergiert fiir |g| > 1, konvergiert absolut fiir

gl < 1. Ist |g| > 1, S0 bilden die Gheder keine Nullfolge. Dies ist aber zur Konvergenz no-
n+l1
tig. Ist || < 1, s0 gﬂtvgoq =, wegens, = 1+q+¢>+...+q"= """

Beweis durch Multiplikation von s, mit (1 — g).

2) Z gv = 100 (— Achill und die Schildkréte im Falle, dass Achill 10 mal so schnell lduft

wie dle Sch1ldkr0te und diese 90m Vorsprung hat; vgl. Telekolleg Mathematik)

(i1) Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.
Beweis mit Cauchy-Kriterium fiir (s, ) (s.u.) und Dreiecksungleichung.

Anmerkung: Die Umkehrung von (ii) ist falsch. Beispiel: Y (fl)vi ist konvergent (Leibniz-
v=1

kriterium, s.u.), die harmonische Reihe Z divergent.
=1V

Beweis der Dlvergenz der harmomschen Relhe

s =143+ G+ p)+ (ot )+ ( ot )

2241 2k '+1

Daraus folgt Sok > 5 + +22§22+ +2k 2! 2+ +23+ +2;kl:é'k;

dies zeigt, dass (s,) unbeschrankt und damit mcht konvergent ist. O

Welche Rechengesetze (z.Bsp. fiir Addition, Multiplikation, Zusammenfassen von Gliedern,
Umordnung) gelten fiir Reihen? (Ohne Beweis).

Konvergente Relhen darf man glledwelse addleren subtrahleren oder mit einer Konstanten mul-

tiplizieren; also: Z (ay £by) = Z ay+t Z by und Z kay =k Z ay. Konvergieren die reellen
V=

= = v=0 V=

(oder komplexen) Reihen Z ay = s und Z by =t, dabei Z ay absolut, so konvergiert auch
v=0
Z cy mitey = Z ayby_, (Cauchy-Produkt, Faltung), und zwar gegen s-¢. Auch das Zusammen-
v=0 u=0
fassen von Gliedern ist bei konvergenten Reihen erlaubt, ohne dass sich der Grenzwert dndert.
Genau die absolut konvergenten Reihen sind auch unbedingt konvergent, d.h. Reihen, bei denen
jede ihrer Umordnung ebenfalls konvergent ist; (s. z.B. Heuser [Heul], p. 197 u. 202).
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Gehen Sie auf das Wurzelkriterium und das Quotientenkriterium fiir die Konvergenz von
Reihen in Banachrdumen ein (mit Beweis und Beispielen), und vergleichen Sie die Trennschér-
fe zwischen Konvergenz und Divergenz!

1. Wurzelkriterium:’ (i) Gilt \}im V|lay|| < 1,s0ist Y. ay absolut konvergent. (Es reicht
- v=0
der Nachweis von V/||ay || < ¢ < 1 fiiralle v > V). (ii) Ist im Y/||ay || > 1, so divergiert
V—o0
die Reihe.
Beweisskizze: Mit ¥/||ay || < g < 1 gilt ||ay || < ¢ fiir fast alle v; das Vergleichskriterium

(s.u.) und die absolute Konvergenz von Z q" (s.0.) zeigen die absolute Konvergenz von
=0

Z ay. Ist hlngegen lim \/|| ay || = s> 1, so existiert eine Teilfolge (ay, ) en mit [|ay, || > 1,

und (ay)ven kann nlcht gegen 0 konvergieren. O
Beispiele:

V—seo INV

a) v);I (ln\:/)v konvergiert wegen \}21010 {/(ln\;)v = lim W<,
(Man beachte, dass lim Vv =1gilt.)

b) 2 ayg" mit ay ={ zlﬁf;rlrvvu%egr:rci% o konvergiert absolut fiir |g| < 1 und divergiert fiir

|q\ > 1. Denn lim { %/|q®, ¥ /2-|q[>+! } ist gleich |g|. Fiir |g| = 1 bilden die
Reihenglieder keme Nullfolge.

¢) Die Dezimalbriiche ay,...ap,a_1a_2a_3...= ): ay10Y + Z a_y107Y (mit beliebigen
Folgen (a,—;)iey und ay € {0,...,9}) konvergleren inR wegen

0< {/afV107V < IO\V/ - 10
2. Quotientenkriterium:

(i) Gilt lim |ﬁ”“‘H < 1, so konvergiert 2 ay absolut.
V—00 V*O

(ii) Die Reihe divergiert, falls lim ”m” > 1 st (also fiir fast alle v gilt ”‘l‘lm” >1).
V—o0

Beweisskizze:

(i) Tst tim "4+l < 1, 50 gibt es ein ¢ € R und ein vo € N mit ”m” < g <1 fir alle

Vv > V. Durch vollstindige Induktion folgt || ay || < ¢¥~¥0 || ay, ||. Aus der Konvergenz der

geometrischen Reihe ergibt sich die (absolute) Konvergenz von 2 q’ la ‘\Zg I und mit dem

v=0
Vergleichskriterium diejenige von Z [lav]-
v=0

(ii) Gilt fiir alle v > v die Beziehung Hﬁg‘]‘“ > 1, so kann (ay )ven keine Nullfolge sein.[

Smit lim als Limes superior , dem Supremum der Haufungswerte der Folge.
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Beispiele:

lavill _  (v+1)(Inv)¥ Vil 1 . : .
a) Fur Z g1lt vl V(In(v1))¥+! <Y (1) — 0; auch das Quotientenkri
terium zelgt uns, wie das Wurzelkriterium, die Konvergenz der Reihe.

b) Fiir ¥ ayg’ mitay, = 1 bzw. 2 (s. Bsp. b zum Wurzelkriterium) gilt

2|q|2v+l 2V+2

lim‘a‘x"':lim{ o ’2|qq|2V+'} max{2|q|, ¥} =21q|.

Fir |¢| € [é,l) gibt uns das Quotientenkriterium, im Gegensatz zum Wurzelkriterium,
keine Information

¢) Die Relhe V,,

nu

also die Taylorreihe (s. §4.4) der Exponentialfunktion, konvergiert fiir

v im B — o,

jedes x € R. Beweis: 11m 0 () ) = M

3. Vergleich: Beim Wurzelkriterium gibt es lediglich im Fall lim ¥/||ay|| = 1 keine Informati-
V—o0
on; beim Quotientenkriterium “klafft” hingegen in der Aussagekraft eine Liicke zwischen
den Féllen lim H“"”‘“H < 1 und lim Hﬁm‘” > 1; vgl. dazu Beispiel b) zu beiden Kriterien.

4. Anmerkung: Dies hat zur Konsequenz, dass zur Bestimmung des Konvergenzradius einer
Potenzreihe (s.u.) meist das Wurzelkriterium herangezogen wird, obwohl - in gewissen
Bereichen - auch das Quotientenkriterium Informationen lieferte.

Geben Sie (ohne Beweis) weitere wichtige KonvergenzKkriterien fiir Reihen an!

(i) Cauchy-Kriterium: In einem Banachraum ist Y, ay genau dann konvergent, wenn die
v=0

m
Teilsummen eine Cauchy-Folge bilden, d.h.  Ve>03ng Vm>n>ng: | ¥ av| <E.

(Beweis tiber die CF-Vollstindigkeit und das Cauchy-Kriterium fiir Folgen. )

(ii)) Monotonie-Kriterium (fiir Reihen tiber IR): Eine Reihe Z ay mit nicht-negativen reellen
Gliedern konverglert genau dann, wenn die Folge ihrer Tellsummen beschrankt ist.
Beispiel: Z {ov mit ay aus {0,...9} (Dezimalbruch) konvergiert wegen Z [ < 1 fiir
allen € N*

(iii) Leibnizkriterium (fiir alternierende Reihen iiber R): Ist (ay)ven eine reelle monoton

fallende Nullfolge, so ist die “alternierende” Reihe Y, (—1)Yay konvergent.
v=0

Beispiel: Y. (,1)V$ .
v=1
(iv) Vergleichskriterien:
1. Majorantenkriterium: Ist in einem Banachraum Y by absolut konvergente Reihe und
v=0

gilt ||ay|| < ||by]| fiir alle v ab einem ng, dann ist auch Y ay absolut konvergent.
v=0
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2. Minorantenkriterium (fiir Reihen iiber R): Ist ) ay divergent und 0 < ay < by fiir

alle v > ng, dann divergiert auch Y by.
v=|
1 > 1

Beispiel: Z Yhler1) (k+2) ~ 3/ (k+2)?

divergiert wegen und der Divergenz

1 /K k+1 ) (k+2)
der harmonlschen Reihe.

ay __

3. Grenzwertkriterium (fiir Reihen iiber R): Sind ay,by > 0 und gilt hm Ny =c> 0, so
haben ): ay und ): by das gleiche Konvergenzverhalten.

v=0 v=0
Cauchyscher Verdichtungssatz (fur Reihen iiber R): Ist (ay) eine monoton fallende Fol-

ge nicht negativer Zahlen, so gilt: ): ay ist konvergent genau dann, wenn Z 2V ayv kon-
vergiert. = =
Integralkriterium (fiir Reihen iiber R): Sei f : [m,+e) — R positive monoton fallende
Funktion (mit m € N); dann gilt:
Vi f(v) konvergiert genau dann, wenn 7 f(¢)dt konvergiert.
=m

m

Beweisidee:

Sv) > f(x) > f(v+1) firalle x € [v,v+ 1] = f(v) > Vf]f(z‘)dt: f(€)-1>1f(v+1)

n n+1 n+1
fireine[v,v+1))= ¥ f(v)> [ f(r)dt> Y f(v). Nach den Monotoniekrite-
v=m v=m+1

m
rien fiir uneigentliche Integrale mit nicht-negativem Integranden und fiir Reihen folgt die
Behauptung.

) X
Beispiele: (1) f(t) = ; : Es ist Z] L divergent, da [ ; dt = In x fiir x — oo divergiert.
V= 1

2) f(r)= fla mit0<oa#1: Y vla konvergiert genau fiir oo > 1, da
A%

X
[hat= lumef = 1 (xime )

1-a

1
fiir x — oo im Fall 1 — a0 < 0 konvergiert, im Fall 1 — o > 0 divergiert.

Was versteht man unter einer (reellen oder komplexen) Potenzreihe? Geben Sie Beispiele an!

Sei (ay)ven eine Folge iiber K (mit K € {R,C}) und z9p € K. Dann heiBt Z ay(z—z0)"

(formale) Potenzreihe um zy mit Koefﬁ21enten ay; dabei wird z als Variable aufgefasst Oft wird

auch die Funktion f : {z € K | 2 ay(z —z0)" konvergent } — K mit z — Z ay(z—z0)" als

Potenzreihe bezeichnet.

Beispiele:

1.

f-R — Rmitx — Z konvergiert nach dem Quotientenkriterium (s.0.,Bsp. ¢) auf

ganz R. Die Funktlon f ist stetig und geniigt (s. Anwendung der Produktregel fiir Rei-
hen) der Funktionalgleichung f(x; +x2) = f(x1) - f(x2) . Es handelt sich daher bei f um
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eine Potenzfunktion; in der Tat ist f die Exponentialfunktion exp : x — e* in Potenzrei-
hendarstellung (Taylorreihe s. §4.4 ). Thre analytische Fortsetzung auf ganz C existiert:

exp: C— C mit z— Y 3,
v=0

2v

2. g:R — R mitx — Z (—=1)Y é‘v j 11) ist die Potenzreihendarstellung der sin-Funktion;

auch sie kann auf C fortgesetzt werden.
3. hR—Rmitx— Y (—1)Y éiv), ist die Potenzreihendarstellung der cos-Funktion ; wie-
v=0 ’

der gibt es eine eindeutige Fortsetzung auf C.
Welche Form hat der Konvergenzbereich einer Potenzreihe?

Die Konvergenzreihe Y, ay(z—zo)" konvergiert im komplexen Fall (ay,zo,z € C) im Innern ei-
v=0

ner Kreisscheibe der GauBschen Zahlenebene mit Mittelpunkt zop und Konvergenzradius®
p = 1/limy/|ay| absolut, im reellen Fall (ay,z0,z € R) auf einer Strecke mit Mittelpunkt zo
und Durchmesser 2p (s. Bild 3.10). Auf dem Rand dieser Gebiete lésst sich keine allgemeingiil-
tige Aussage machen, aulerhalb der Kreisscheibe bzw. der Strecke divergiert die Reihe.

Beweis: Anwendung des Wurzelkriteriums ergibt die Konvergenz fiir lim{/ lav||z —z0] < 1,

Divergenz fiir lim V/|ay | |z — zo| > 1. O

Imz

20

: i
N

Re z

a) b)

Abbildung 3.10: Konvergenzbereich einer Reihe
a) komplexer Fall: Kreisscheibe b)Einschrinkung auf die reelle Zahlengerade: Intervall

Beispiel: Y. XVV konvergiert fiir x € [—1,1); denn der Konvergenzradiusist p = 1/limy/1/v = 1;
v=0

die Randpunkte sind gesondert zu behandeln: ¥, (7V1 ! konvergiert, ), i divergiert, s.o.
Anmerkung: Eine Potenzreihe konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge ihres offenen Konver-
genzkreises gleichmaBig .

Beweis-Andeutung: Die Betragsfunktion nimmt dann auf der betrachteten Teilmenge ihr Supre-

mum an: |z — zo| < |b| < p; die Reihe Y ayb ist dann absolut konvergente Majorante. O
v=0

Ist eine reelle Potenzreihe auf ihrem offenen Konvergenzintervall differenzierbar, und wie sieht
gegebenenfalls die Ableitung aus?

Smit lim als limes superior
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Sei Y ay(x—xp)¥ eine Potenzreihe in R mit Konvergenzradius p > 0. Dann ist
v=0

fi(xo—p,x0+p) — R mitx— E ay(x—xp)Y

v=0

differenzierbar mit Ableitung f : x — ): vay (x — x0)V ! (gliedweise Differentiation). Die ab-

geleitete Reihe hat den gleichen Konvergenzradlus wie die urspriingliche. Damit ist der Prozess
beliebig wiederholbar und die Reihe unendlich oft differenzierbar.
Amerkung zum Beweis: Dieser folgt aus dem allgemeinen Satz von der gliedweisen Differentia-
tion einer Funktionenfolge (s § 3.2 Tabelle 3 1).
Beispiele: 1.) dxe = gx( Z ) 2 o V, = 2 =t

0" =1

V= V=
2.) Analog zeigt man C‘ljx Sinx = cosx und dx COSX = —sinx.
Anmerkungen: 1.) Im komplexen Fall gilt ebenfalls, dass eine Potenzreihe im Innern ihres Kon-
vergenzkreises differenzierbar (,,regulir") ist und die Ableitung durch gliedweise Differentiation
erhalten wird. 2.) Auch gliedweise Integration erhélt den Konvergenzradius und fiihrt zu einer

Stammfunktion der Potenzreihe.

3.4 Differenzierbarkeit in R1

Wie ist die Differenzierbarkeit einer reellen Funktion f im Punkt x¢ definiert?

Generalvoraussetzung: S reelles Intervall, xg € 3, 3~ {xo} # 0.

Definition: f: 3 — R heift differenzierbar in xo, g.d.w. lim V(xl:f;(x") in R existiert. Der
\'630
’x:xO ::JL‘}}) ! (x));f()(x‘)) heiBt Ableitung oder Differentialquotient ’
xeS

Grenzwert f'(xg) := d{ii)

von f an der Stelle xo.

Beispiele: Sei f: IR — R mit f(x) = x" (fiir n € N*). Dann gilt fiir jedes xp € R :

—j-1 n—1

df(x) = 1im © % = lim 2 xIxg =n-x,

dx ‘x:xo x—xg X0 x=x0 /=0

Anmerkungen: 1.) Geometrische Interpretation: Der Differenzenquotient * (xi :){O(XO) ist die Stei-

gung der Sehne durch die Punkte (x, f (x)) und (xo, f (x9)) des Graphen von f, der Differential-
quotient die Steigung der Tangente an diesen Graphen im Punkt (xo, f (x9)) (s. Abb. 3.11).

2.) Physikalische Interpretation: Ist f (¢) der Wert einer GroBe zur Zeit 1, so ist '(fztz) :Z ) die

durchschnittliche Anderungsgeschwindigkeitim Zeitintervall [t1, ] und f (t9) := § f ()]i—s, die

momentane Anderungsgeschwindigkeit.

3.) Differenzierbarkeit im Punkt xo im Innern von S ist dquivalent damit, dass die linksseitige

F()=1 (x0) F(=1(x0) pejde existieren und
X—X0 X—X0

Ableitung lim und die rechtsseitige Ableitung lim
X—X() A0

X<XO X>XO
den gleichen Wert haben. Existenz und Gleichheit der links- bzw. rechtsseitigen Tangente garan-

tieren eine gewisse “Glitte” der Funktion im Punkt xo.

7auch Differenzialquotient geschrieben
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f(x)-f(x,)

Abbildung 3.11: Geometrische Interpretation von Differenzenquotient und Differentialquotient

Geben Sie eine lineare Approximation der differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R in einer
Umgebung von xq € (a,b) an!

Die Funktion 7: [a,b] — R mit 7 (x) = f(x) + (x—xo) - f' (x0) ist eine (affin-) lineare Ndherung
von f in einer geeigneten Umgebung von x(, genauer: Zu jedem € > 0 existiert ein & > 0 derart,
dass fiir alle x € Us (xo) gilt: | f (x) —# (x)] < €]x —xo.

Beweisskizze: (\i):xto ("‘)‘ — |f(x))6:£)(m) — f'(x0)] < € gilt in einer geeigneten 8-Umgebung von

xo fiir x # xo. O

Abbildung 3.12:

Tangentiale Approximation.
Beispiel der Verhiltnisse im Fall
m=n=1

Geometrische Interpretation:
Der Graph von 7 ist die Tangente an den Graphen von f (x) an der Stelle Py = (xo, f (x0)); letzterer
liegt in einer Umgebung um Py in einem Winkelfeld (e-Sektor) um den Graphen von 7, s. Abb.

3.12.
Geben Sie Beispiele von reellen Funktionen an, die a) stetig, im Nullpunkt nicht differen-
zierbar b) differenzierbar, nicht stetig differenzierbar c¢) stetig differenzierbar, nicht 2-mal
differenzierbar sind!

a) Beispiele stetiger, im Nullpunkt nicht differenzierbarer Funktionen

(i) fo:R — R mitx— |x]| ist stetig; im Nullpunkt gilt lim x=0= lim (—x);
x—0,x>0 x—0,x<0
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linksseitige Ableitung: f(;Z(O) = (—x)/|y=0 = —1
rechtseitige Ableitung: f(/)’(O) = (%) |x=0 =1

Wegen Verschiedenheit von links— und rechtsseitiger Ableitung ist f nicht differenzierbar
in0.

.1 ..

. . . xsin firx #0

(ii) hl.]R—>]Rm1txn—>{ 0" firs—e0

Nullpunkt lin(l)x sin)lc = 0), aber nicht differenzierbar: lim [xsin )'C —0]/[x—0] = limsin
X—

existiert nicht. (Siehe Abb. 3.13):

ist stetig (- wegen |sin | < 1 gilt im

x—0 x— x

Abbildung 3.13:

Beispiel einer stetigen, im Null-
punkt nicht differenzierbaren Funk-
tion:

X |x|sin}r und 0—0

b) Beispiel einer differenzierbaren, nicht stetig differenzierbaren Funktion:

2 .1 .o
] . x“sin firx#0 . .
hy R — R mit x — { 0 x fir 1 — 0 hat die Ableitungen
hy(x) =2xsinl —x?(cos )x2  =2xsin! —cos ! fiirx#0,
By (0) :iii?)[xzsin;—O]/[x—O] = iiir(l)(x'sinl)zo,

ist also differenzierbar. hl2 ist wegen der Nichtexistenz von lim cos )lc nicht stetig.

x—0
¢) Beispiel stetig differenzierbarer, nicht 2-mal differenzierbarer Funktionen:

fi:R— R mit x— x-|x| hatdie Ableitung

o (x2) =2x (im Fall x > 0) o
filx) = { (=x%)" = —2x (im Fall x < 0) } =2kl =2/,

ist also stetig differenzierbar und nicht 2-mal differenzierbar (s.Bsp. a)).

h3: R — R mit x+— x’sin )1C firx#0 und A(0)=0 hat die Ableitung
Hy(x)= 3 jcz sin ! —x3x2cos | = 3hy(x) —xcos ! fiirx#0 und
" (0) = iiﬂn(l)x s“;(]/x) = 0; Hj ist also stetig.

322 sin(1/x)—xcos(1/x)—0

Die zweite Ableitung h3"”(0) = liII(l) existiert nicht.
X—

Anmerkung: fi, : R — R mit x— x™|x| mit m >2 hat die Ableitung
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m+1Y/ — (m R
e ={ ok TR b= e e = on 1) g0

und ist daher m-mal stetig differenzierbar, aber nicht (m + 1)-mal differenzierbar.
Beweisen Sie, dass aus der Differenzierbarkeit von f : 3 — R im Punkt x( die Stetigkeit von f
in x¢ folgt.

Beweis: Aus der Differenzierbarkeit von f im Punkt x des Intervalls 3 folgt die Existenz einer
Umgebung Us(xo) derart, dass fiir x € (Us(xo) N3) \ {xo} gilt:

} f x xo — f'(x0) ]g 1 und daraus mit der 2. Dreiecksungleichung
i <)|‘};§0| —[f/(x0)| < 1, also | £ (x) = f (x0)] < (14| f"(x0)]) |x —x0], wobei die rechte Seite
fiir x — x( gegen O strebt. O

Nennen Sie die (elementaren) Differentiations—Regeln, die die Ableitung von Linearkombina-
tionen, Produkten, Quotienten, Umkehrfunktionen sowie die Verkettung von reellen Funktionen
betreffen!
1.) Seien 3 ein reelles Intervall mit mehr als einem Punkt, f,g: 3 — R und f, g differenzierbar
in xp € 3, dann sind die Funktionen f +Ag (mit A aus R), f - g, g (falls g(xo) # 0) differenzierbar
in xp und es gilt (Beweis?):
(i) Differentiation einer Linearkombination: (f+Ag)’(x0) = f’(x0) + Ag'(x0)
(i) Produktregel: (f- g) (¥0) = f"(x0) - £(x0) + f (x0) - &' (x0)
(iii) Quotientenregel: ( ) (x0) = & ng ¢ (xo) (fiir g(xo) # 0).
2.) Kettenregel (Bewels z.Bsp. [Heul] 47.2)
Sind f:3 —J und g :J — R und ist f differenzierbar in xy € S und g differenzierbar in
yo:= f(x0) €J, so ist g o f differenzierbar in xo und es gilt
(g0 f) (x0) = &'(f (x0))- f(xoz

~
innere Ableitung

: d(gof) _dg df
Merkregel: dx = df dx
3. Satz iiber die Umkehrfunktion
Ist f: 3 — R streng monoton und stetig auf 3 sowie diﬁ‘erenzierbar in xo € 3 mit f'(xo) #0,
dann ist {1 differenzierbar in yo := f (xo), und es gilt (f ') (vo) = f/of ()
Merkregel (s. [LK]334): (fof™") (") =¥ kegenregel /' (f ') -(f 1) (1) =1
1
i (x0)
Beweisskizze (unter Verwendung der Stetigkeit von f~') : Ist limy, = yg, so gilt mit
Xn ::fil(yn) und ,}Ln;x" =1 (o) =xo

(kein Beweis der Differenzierbarkeit) oder Z;‘, (yo) =

1y )] -
O = e — =
Ein Mittel zum Herausfiltern von lokalen Extrema im Innern eines Intervalls stellt der im Fol-
genden angesprochene Sachverhalt dar.
Formulieren und beweisen Sie den Satz vom lokalen Extremum fiir f : 3 — R (mit lokalem
Extremum & im Innern von 3)! Nennen Sie hinreichende Bedingungen fiir die Umkehrung
dieses Satzes!
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a) Satz vom lokalen Extremum: Ist f : 3 — R im inneren Punkt & von 3 differenzierbar, und
besitzt f in & ein lokales Maximum oder Minimum, so gilt f'(€) = 0.

Beweis-Idee: Vorzeichen von Zihler und Nenner des Differenzenquotienten beachten!

Besitzt f in & z.Bsp. ein lokales Maximum, so existiert eine Umgebung Us(§) in 3 mit
f(x) < fF(&) fir alle x € Ug(§). Aus f(x));g(é) > 0 bzw. <0, je nachdem x < & oder x > §
ist, folgt f/(§) = 0.

b) Sei f differenzierbar auf einer -Umgebung U von & mit /(&) = 0; gilt dann

, positiv .
f(x) { negativ fiir alle x < & aus U und {

negativ

positiv fiir alle x > &, so hat f bei § ein lokales

Maximum e f(E€) <0 .
{ Minimum Alternativ: Existiert (&), so folgt aus { 7€) >0 , dass & Stelle eines
lokalen { Maximums
Minimums

Der Beweis ergibt sich aus folgendem Satz durch Anwendung auf f bzw. unter Beachtung von
(&) = 0 durch Anwendung auf f”.

¢) Monotoniekriterien fiir Funktionen

Ist f: 3 — IR stetig auf den Intervall 3 und differenzierbar im Innern SOS von 3, so gilt:
f'(x) >0 auf io’s = f wichst monoton
f'(x) >0 auf % = f wdchst streng monoton

(analog fiir f’(x) < 0 und monotones Fallen).
Beweisskizze: Mit Hilfe des Mittelwertsatzes (s.u.) folgt die Behauptung aus der Existenz eines

£ €5 mit £ (x2) — £ (1) = f/(8) (r2 —x1). O

Formulieren Sie den Satz von Rolle und den Mittelwertsatz, und leiten Sie diese aus dem
Satz vom absoluten Maximum und Minimum und dem Satz vom lokalen Extremum ab!

Die Formulierungen der Sétze findet man im Diagramm der Abb. 3.14.

Beweis zum Satz von Rolle: (zu Nr. 1 in Diagramm 3.14): Nach dem Satz vom absoluten Maxi-
mum und Minimum (s. Seite 86) existieren M = max f|a,b]) und m = min f[a,b]), insbesondere
&1,82 aus [a,b] mit M = f(&;) und m = f(&2). Ist M = m , so ist f konstant und f'(x) =0
fiir x € [a,b] beliebig. Ist M # m, so ist & oder &, innerer Punkt (wegen f(a) = f(b)). Ist
0.B.d.A.&; € (a,b), so handelt es sich um ein lokales Extremum im Innern des Intervalls; dort ist
f differenzierbar. Daher gilt f/(&;) = 0 nach dem Satz vom lokalen Extremum. (Vgl. Abbildung
3.15a).

Beweis des Mittelwertsatzes (zu Nr. 2 in Diagramm 3.14): Zur Herleitung des Mittelwertsatzes
aus dem Satz von Rolle nimmt man folgende Transformation vor: Die Funktion g : [a,b] — R mit
g(x) = f(x)—=[f(b) — f(a)]/[b—a] - (x — a) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle;

aus diesem folgt 0 = ¢'(&) = /(&) — /) /(@) (vgl. Abb. 3.15 (b))
** Wie lautet der verallgemeinerte Mittelwertsatz?

Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien f,g : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar

auf (a,b) # 0; dann existiert ein & € (a,b) mit [f (b) — f (a)] - £'(§) = [g (b) — g (a)]f'(§).
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Satz vom absoluten Maximum und Mini-
mum

Jede stetige reelle Funktion auf einem kom-
pakten metrischen Raum besitzt mindestens
ein absolutes Maximum und Minimum.

Satz vom lokalen Extremum

Sei f: [a,b] — R differenzierbar in xy € (a,b)
und habe f bei xg ein lokales Extremum; dann
gilt f'(xp) = 0.

ey

Satz von Rolle
Ist f : [a,b] — R stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und gilt
f(a) = f(b), so existiert ein & € (a,b) : f'(&) =0.

L@

Mittelwertsatz (MWS)
Ist f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), so
existiert ein & € (a,b) : 7®) /@ — f/(&) bzw.ein® € (0,1) mit

fla+h) = f(a)+hf' (a+Oh)

Abbildung 3.14: Diagramm zum Satz von Rolle und zum Mittelwertsatz

Beweisskizze: Man wendet den Satz von Rolle an auf die Funktion 4 mit

h(x) =[f (b) = f(a)]g (x) — [¢ (b) — g (a)]f (x)
Anwendungsbeispiel: Sei r eine differenzierbare Kurve (ein differenzierbarer Weg) in IR?, also
r:[a,b] — R2mitr(t) = (f(¢),g(t)) und differenzierbaren Funktionen f und g. Es gelte r(a) #
r(b). Dann gibt es einen Punkt r(t), in dem der Tangentialvektor r (t) parallel zu r(b) — r(a) ist

(s. Bild 3.16), oder ein 7 mit r () = 0. Denn es ist  (f) = (f (t),é (t)) Tangentialvektor, und (fiir
geeignetes T) ist (f (b) — f (a),g(b) —g(a)) ( g (1), — J.” (7) ) =0, also:

r(b) —r(a) L & (v),— £ (1)) L ( (1), (x)).

Formulieren und beweisen Sie die Regel von de I’Hospital-Bernoulli fiir 8 bei reellen Argu-
menten.

Regel von de I’Hospital-Bernoulli: Seien S = (xo,x0+ h) reelles Intervall, f, g : 3 — R differen-
zierbar, g'(x) # 0 fiir alle x € 3; ist dann }L‘}}) flx) =0 :Ahl}}) g(x) und existiert
xe3 xe3
lim '@‘; in R U {0}, so folgt die Existenz von lim /) und die Gleichheit der Limites,
,\'*},\'0

x—xy & (x X

€3 ) xe3
also lim /&) = 1im /% .
x;go g (X) x;go g'(x)

Beweisskizze: Man erginzt f und g in xo stetig zu Funktionen f,§ durch die Setzung
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y=g()

r = (f(0,g(v)

Abbildung 3.16:
Zum verallgemeinerten Mittelwertsatz

r (b)-r(a)

x=f(t)

f(x0) =0 = g(x0); durch Anwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes auf das Intervall
[x0,x] mit x € 3 erhilt man die Existenz von &, € (xo,x) derart, dass

S1&) _ &) _ f@)—flxo) _ fx)
§E) T FE) T &-&x) T gl

Mit x strebt auch &, (in 3) gegen xo. Wegen der Existenz von lim ! :Eﬁ”; konvergiert daher i: :(%;

Xn—X0
gegen diesen Ausdruck (vgl. Liedl/Kuhnert[LK] 3.1.31(5)). O
Anmerkung: Analoge Aussagen erhilt man fiir lim, lim bzw. lim und fiir lim g (x) = +eo (ohne
x—. XO X—X() X—s00 X—X(
x<xpg  X>xQ

Voraussetzung von lim f(x) = toeo).
X—X0

Beispiele:
1) hm ::2% = hII(l) beosm = 5 fur b#0. 2.) )351010 e = ,}E{}o O"ﬁw = too fiiroe>0.
3.) Jim = lim L = lim le =0 fiir o> 0,
X—>00 X—>00
4.) lim x lnx = x]lr& ;“J& = XEI(T)lJr (703;“,1 = xir(ﬁ(— Lx®) =0 fiir a>0.

x>x0
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3.5 Integration (Teil 1)

Der Begriff des Integrals einer Funktion f : [a,b] — R dient u.a. folgenden Zielen:

(i) die Angabe des Malles der Fliche zwischen dem Graphen von f und der Koordinatenachse;
(dabei zédhlen Flachen oberhalb der Koordinatenachse positiv, unterhalb aber negativ).

(i1) der Umkehrung der Differentiation.

Je nach Integralbegriff sind dabei unterschiedliche Funktionenklassen fiir f zugelassen: steti-
ge Funktionen (bei der Suche nach ihren Stammfunktionen), die Obermenge der Regelfunktio-
nen einschlieBlich stiickweise stetigen Funktionen (beim Regelintegral, s.u.), die Obermenge der
Riemann-integrierbare Funktionen (s.§4.2), die Obermenge der Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen. Dabei ergeben die verschiedenen Integrale von f, soweit sie existieren, den gleichen
Wert.

Was versteht man unter einer Treppenfunktion und deren Integral?

Eine Funktion f : 3 — R auf einem reellen Intervall S heifit Treppenfunktion, wenn sich 3
derart in disjunkte Intervalle S ;, j = 1,.. .k, zerlegen lisst, dass f auf den Intervallen 31, ..., 3y

k
jeweils konstant ist. Das Integral von f wird dann definiert als I(f) := [ f(r)dt:= ¥ |3;|f(3;);
3 =1

dabei bezeichnet |3 ;| die Linge des Intervalls 3; und f(3 ;) den konstanten Funktionswert auf
3 ;; der Summand ist daher das Maf} der Fliche des entsprechenden Rechtecks.

Was versteht man unter einer Regelfunktion® ? Nennen Sie Klassen von Beispielen!

Eine Funktion f : [a,b] — IR heiBit Regelfunktion , falls gilt: Fiir jeden inneren Punkt x € (a,b)
existieren der linksseitige Grenzwert und der rechtsseitige Grenzwert und in den Randpunk-
ten existieren die einseitigen Grenzwerte. Beispiele fiir Regelfunktion sind Treppenfunktionen,
stiickweise stetige Funktionen und monotone Funktionen.

Anmerkung: 1.) Ist f(n),en eine Folge von Regelfunktionen auf [a,b], die gleichmiBig gegen f
konvergiert, so ist f ebenfalls Regelfunktion. 2.) Regelfunktionen auf dem kompakten Intervall
[a, D] sind beschrinkt.

Eine Regelfunktion (bzw. spezieller: eine stiickweise stetige Funktion) auf dem Intervall [a, b]
lasst sich durch eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen gleichméBig approxi-
mieren. Geben Sie eine Beweisidee fiir diesen Satz!

Man bildet die Menge

Ay = {c € [a,b]|31 : [a,c] — R mitt Treppenfunktion und [t(x) — £(x)| < ! firalle x € [a,c]}.

Man zeigt dann a € A, s := supA, € A, und s = b. Daher existiert eine Folge (t,),en von Trep-

penfunktionen, die gleichmiBig gegen f konvergiert. Die Folge (v,)nen der Treppenfunktionen

vy 1= max (t; — ||ti — f||) bildet dann eine monoton wachsende gegen f gleichmiBig konvergie-
= n

rende l;oigé von Treppenfunktionen. (]

Definieren Sie das Integral einer Regelfunktion (bzw. speziell einer stiickweise stetigen Funk-
tion) als Grenzwert der Integrale einer Folge von Treppenfunktionen.

Es gilt folgender Satz:

8Falls Sie in ihrer Vorlesung keine Regelfunktionen kennen gelernt haben, so beschrinken Sie sich auf stetige Funk-
tionen oder gehen gleich zu Riemann-integrierbare Funktionen tiber (s.§4.2)
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Seien f eine Regelfunktion auf [a,b] und (t,)cn eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmdi-

b
Big gegen f konvergieren (s.o.). Dann existiert der Grenzwert I:= lim [t,(x)dx der Integrale

n—oeo

von t, und ist unabhdngig von der Wahl der approximierenden Folge (t,)nen.

Beweisskizze: 'Wegen der gleichmiBigen Konvergenz von (z,,) gilt
‘fab 1 (x) dx — [Pt (x) dx| < (b—a)||ty — tm|| < € fiir n,m groBer als ein geeignetes ng. Daher

b

ist ( J ta(x) dx)[1 ¢y eine Cauchyfolge, also konvergent. Bei gegebenem € > 0 liegen schlieBlich
a

die Funktionen einer anderen Folge (7,)nen, die gegen f konvergiert, in einem €-Schlauch um f.

b b
Damit konvergiert auch [7,(x)dx gegen I. Man definiert deshalb fab F(x)dx ;= lim [ty(x)dx
a n—oo a
und nennt f integrierbar.

Was versteht man unter einer Integralfunktion F einer Regelfunktion f ? Geben Sie (ohne
Beweis) Eigenschaften von F an!

X
Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion, so heift F : [a,b] — R mit x+— [ f(¢)dt Integralfunktion
a

b
von f (unbestimmtes Integral) . Fir F gilt: (i) [ f(¢)dt = F(b) — F(a).
a

(i) F ist lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten L:= sup f(x).

x€la,b]
(i) In jedem Stetigkeitspunkt x von f gilt F'(x) = f(x) .
Fiir eine stetige Funktion f ist also F' eine Stammfunktion von f (d.h. f ist Ableitung von F),
und es gilt [ ab f(x)dx = F(b) — F(a) (Fundamentalsatz/Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechnunmg, siehe auch Seite 128)

Formulieren Sie fiir Integrale stetiger Funktionen die Substitutionsregel und die Regel der par-
tiellen Integration (ohne Beweise).

(i) Es gilt die folgende Substitutionsregel: Ist ¢ stetig differenzierbar auf J = [o, ] und f
stetig auf 3 = @(J), so folgt aus der Kettenregel, angewandt auf die Stammfunktion von f,

®(B) B
| rwax= [ to)e' .
9(@) o

A — do
Merkregel: x = @(t) = dx = {dt

(ii) Partielle Integration: Fiir stetig differenzierbare Funktionen f und stetige Funktionen g
mit Stammfunktion G folgt aus (fG)' = f'G + fG' die Regel der partiellen Integration:

b b
[ 1080 a=tw60| - [ #1060 a

Was versteht man unter einem uneigentlichen Integral?
(i) Ist f : [a,o0] — R eine Funktion, die in jedem Intervall [a, R] integrierbar ist, so heifit

=

[ f(6)dt:= lim Ff(t) dt

a R—eoy
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b oo
konvergent, falls der Limes existiert. Analoges vereinbart man fiir [ bzw. [ .

—o0 —oo

(ii) Ist f: (a,b] — R in jedem Teilintervall [a + €,b] fiir 0 < € < b — a integrierbar, so heifit

b b
Jf()dt:= 1ir1(1) J f(t)dt im Falle der Existenz des Limes konvergent. Analoges definiert
a €=U ate

b—g
man fir [ oder bei einem kritischen inneren Punkt.

a

Zur Integrationstechnik:

Bestimmen Sie folgende Integrale!
T

2
(a) [ tsin2¢dt (mittels partieller Integration)
-3
I 1
(b) [ xarcsinx dx und  [#(t?+1)%dt fiir o # —1 (durch Substitution)
1 0
(o [, (tj])z dt unbestimmtes Integral (mittels Partialbruchzerlegung)

1
(d) [r"dtfirO<r<1 uneigentlichesIntegral
0

oo

(e) [ 1+112 dt uneigentliches Integral

i i

P I IR S DR b R
(a) j;[tsm2tdt:t(fzcos2t) 7§+2j;t0052tdt:2+4s1n2t 7721:2.

2 2

(b) 1. Beispiel (mit der Substitution x = sint, ‘(jj’t‘ =cost und fy2= arcsint1 = :l:g) :

L . +7 3 (@) 1
7f1x arcsin x dx = j;[ s1nt~t~costdt:fnzts1n2tdt:4.
-2 -2

2. Beispiel (mit der Substitutionx =2+ 1, § =27):

x0F1

1 2 2
(j)’t(tz—l—l)o‘dt:lfx“-édx: 2ot -

(c) Aus dem Ansatz ° t(tj1>2 =7+ sz1 + (tfl)z ergibt sich a = —b = c =1 und damit

ft(tjl)z :f}dt—ftjldt+f(t711)2dt:1n f|—Inft—1]— " +c.

1 1
—r 1 —r T t]—r o
@) (j)’t dtfili% éft dtfiimo 17r|£f L
e) I dt= limarctanb— lim arctana= " — (=7) =T,
1412 b 2 2
—o0 —00 a——oo

9Wie die Partialbruchzerlegung anzusetzen ist, steht in vielen Formelsammlungen.



104

3. Analysis I

3.6 Anhang: Reelle und komplexe Zahlen

Geben Sie Eigenschaften von IR an, die zu einer axiomatischen Definition der reellen Zahlen
herangezogen werden kénnen!

Wir geben zunichst Eigenschaften von R an:

1.

(R,+,-,<) ist ein angeordneter Korper, d.h. ein Korper (s. §8.1) mit Ordnungsrelation
“<” derart, dass die Addition und die Multiplikation monotone Operationen sind, also fiir
allex,y,ze Rgilt: x<y=—=x+z<y+zundx>0Ay>0=x-y>0.

Anmerkung: Die Anordnung lisst sich durch den Positivbereich R = {x € R|x > 0} be-
schreiben. Aulerdem ist in einem angeordneten Korper ein Absolutbetrag definiert durch
|x| := max {x, —x}.

. R ist archimedisch angeordnet, d.h. ein angeordneter Korper, in dem zu jedem Element

x ein n € N existiert mit x < n. Folgerung: Q liegt dicht in R, d.h (x,y) N Q # 0 fiir alle
X,y mitx < y.

. R erfiillt das Intervallschachtelungsaxiom.

Fiir jede Folge (3, )nen von Intervallen 3, = [a,, by mit 3,41 C 3, gilt N S, #0.
n=0
Anmerkung:

Gilt lim |b, —a,| =0, s0ist () 3, = {a} einelementig und lim a, = o = lim b,,.
n—o0 n=0 n—o0

n—oo

. InIR gilt das Schnittaxiom: Jeder Dedekindsche Schnitt besitzt genau eine Trennungszahl.

Dabei ist (A|B) Dedekindscher Schnitt, wenn 0 # A,B C R und AUB = IR sowie a < b fiir
alle a € A,b € B gilt, und ¢t Trennungszahl, fallsa <t < b fiirallea € A,b € Bist. ("R ist
liickenlos geordnet"; vgl. Rautenberg [Rau] 3.4.)

. R ist vollstindig angeordnet, d.h. erfiillt das Ordnungs-Vollstindigkeitsaxiom (Supre-

mumprinzip): Fiir jede nicht-leere nach oben beschrinkte Teilmenge A existiert eine klein-
ste obere Schranke (also obere Grenze, Supremum). (Analoges gilt fiir untere Grenzen).

. R ist Cauchyfolgen-vollstindig (CF-vollstindig), d.h. jede Cauchyfolge in R konver-

giert.

Folgende Aquivalenzen zeigen verschiedene Moglichkeiten der axiomatischen Definition des
(bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmten Korpers der reellen Zahlen:

(K,+,-,<) ist Korper der reellen Zahlen
<= K istarchimedisch angeordneter Korper und geniigt dem
Intervallschachtelungsaxiom
<= K ist vollstindig angeordneter Korper
<= K ist angeordneter Korper und erfiillt das Schnittaxiom

<= K ist CF-vollstindiger archimedisch angeordneter Korper

Anmerkung: Die Konstruktion von IR aus @ ist auf mehrere Arten moglich, z. B. (i) mit Hilfe
Dedekindscher Schnitte in @ (ii) als Aquivalenzklassen von rationalen Cauchyfolgen (s.u.) oder



3.6 Reelle und komplexe Zahlen 105

(iii) mittels einer Aquivalenzrelation auf der Menge der rationalen Intervallschachtelungen, deren
Linge gegen O strebt: (3,,) ~ (Jn) : <=Ym,k3ng, ko : 3, C I fiir n > np und J C 3 fiir k > ko.
Spezialfille: Definition durch Dezimalbriiche (s.u.) oder Dualbriiche.

Erldutern Sie die Konstruktion von R aus @ mittels Cauchyfolgen!

Sei C die Menge aller Cauchyfolgen mit rationalen Gliedern. Mit komponentenweiser Addition
und Multiplikation ist (C,+, -) ein kommutativer Ring. In diesem bildet die Menge A( aller ratio-
nalen Nullfolgen ein maximales Ideal. Der Faktorring (s.Kap.8) R := C/Aist dann ein Kérper;
dessen Elemente sind die Nebenklassen (x,),,cy = (X1) + A(; die Addition und die Multiplikation
sind in kanonischer Weise definiert:

(an)JFN@(bn)JrN: (anJan)JFN
(an)JFN@(bn)JrN: (an'bn)JFN

Eine Ordnungsrelation erhilt man durch die Definition x < y g.d.w. es Folgen (r¢), (sx) € C und
ein ko € N gibt mit x = (r1),y = (s¢) und r; < s fiir k > ko. Man kann zeigen, dass (R, +, -, <)
ein vollstindig angeordneter Korper ist. In ihm existiert ein zu @ isomorpher Korper, nimlich
Q :={(q)ren |7 € Q}, den man durch Q ersetzen kann. (Beweis s.z.Bsp. Oberschelp [Ob].)

Was versteht man unter der Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl?

Satz Zu jeder reellen Zahl x gibt es genau eine Folge (ay)ren mit

oo

(1) ap €N und apyy €40,1,2,..,8,9}, (2) |x|= % la(;‘k sowie  (3)VkIIl>k:a; #9.
k=0

Durch (3) wird die Mehrdeutigkeit ag, . .. ax9 = a, . . . (ax + 1)0 vermieden (AusschluB von “Neu-
nerenden”). Dabei ist die “Periode” by ...b, definiert als by ...b,b;...b;by...b,...usw. . Umge-
kehrt gibt es zu jeder Folge (ay)xen mit (1) und (3) genau eine nicht-negative reelle Zahl x, die
(2) erfiillt.

Anmerkung: Fiir x € R lasst sich die Folge (ax) als Spezialfall der folgenden g-adischen Ent-
wicklung gewinnen (mit g = 10): by wird definiert als die eindeutig bestimmte Zahl n € N mit
g”k < xund ”;kl > x. Nun setzt man ag := bg und ag| := by — g bi.

Beweisen Sie: Eine reelle Zahl a ist genau dann rational, wenn sie eine abbrechende oder
periodische Dezimalbruchentwicklung besitzt.

Beweisskizze:
1.) Seiov=7 € Qundo.B.d.A.0<a<1,alsoa,be N unda < b. Fortgesetzte Division mit
Rest ergibt fiir die Ziffern a; der Dezimalbruchentwicklung:

10a:b=aj+") mit0<r; <bundr; =10a—ahbeN
10r :b=ay+ "} mit0<r, <bundr, €N

Gibt es ein i mit 7; = 0, so sind r; und a; fiir j > i gleich 0 (abbrechender Dezimalbruch).

Andernfalls kénnen die r; wegen 0 < r; < b nur b — 1 verschiedene Werte annehmen; also gibt
esi,jmitr; =r;undi < j. Esfolgta; 1 =aji1,ai42 =aj;2,... (periodischer Dezimalbruch)
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2.) Ist umgekehrt o = 0,ay,a> ...asb1by ... by, so erhdlt man mit ¢ = aj ...as; dann o0 = 1((:)‘Y + B

fir B=0,0...0b;...b, und 10°""B —10°B = by...b,,b1...b, —0,by...b, = by ...b,, also
_ d

=10 T 105(10r—1) € Q- -

Beispiel: 9-0,a=10-0,a—1-0,a=a impliziert 0,a=§ fir ac{1,...,9}.

Zeigen Sie die Uberabzihlbarkeit von R!

Wire R abzéhlbar, so lieBen sich alle reellen Zahlen (in Dezimalbruchdarstellung) erfassen durch

aono ) aol anz aops. - -
aro ) ail a2 ais...
aso ) asl a2 azs...
aso ) as) asz ass ...

ano y  dnl an2 ap3 ...

Der Dezimalbruch bg,b1bybs3 ... mit bg = agp+ 1 sowie b; := a;;+ 1 fiir a;; <9 und b; = a;; — 1 fiir
a;; =9 z.B. kommt in der Abzdhlung nicht vor: Hitte er die Nummer m, so Ware @, = by 7 amm,
ein Widerspruch (Cantorsches Diagonalverfahren). O

** Verifizieren Sie, dass es aufier der Identitit keinen Automorphismus des Korpers R gibt!

Eine Beweisskizze findet man in der Losungsskizze zu Aufgabe A63.

Konstruieren Sie, ausgehend von R, den Korper € der komplexen Zahlen!

Wieder gibt es mehrere Moglichkeiten der Definition:
(1) C:=R xR mit Addition (x1,51) + (x2,52) = (x1 +x2,y1 +y2)
mit Multiplikation  (x,y1) - (x2,y2) = (X132 — y1y2,x1¥2 + x2)1)

Anmerkung: Durch die Ersetzung von (r,0) durch r im Falle » € R und i := (0, 1) hat jedes z € C
eine eindeutige Darstellung z =x+iy =:Rez+i-Imz.

Geometrische Veranschaulichung: GauBsche Zahlenebene: Zur Zahl z = x + iy gehort in R?
der Punkt mit den Koordinaten (x,y) bzw. den Polarkoordinaten ¢ und r := |z| mit x = rcos@
und y = rsin@; also z = x+iy = r(cos@ +isin@) = re’®. Die Addition von C entspricht der
Addition von Vektoren in IR ?; die Multiplikation geschieht durch Multiplikation der Betriige und
Addition der Winkel: (1) - (re'®2) = rirye'91792); 5. Abbildung 3.17 (— Drehstreckung).

(2) ©:=RI[X]/(X?>+1) Dies entspricht der Adjunktion von v/—1, einer Losung der Glei-
chung X2+ 1 =0, an den Korper R, (s. Kap. 8); also: € = R(y/—1).

oo ()

Geben Sie einige Eigenschaften von C an, z.B. bzgl. Metrik, Cauchyfolgen-Vollstindigkeit,
Moglichkeit der Anordnung, Nullstellen von Polynomen (ohne Beweise)!

X,y € IR} mit Matrizen-Addition und Multiplikation (analog zu (1)).

a) Durch |z] := V/z-zmit z = a + bi := a — bi (konjugiert komplexe Zahl zu z) ist eine Metrik
auf C definiert. Beziiglich dieser ist C Cauchyfolgen-vollstindig.
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lez ImZ

\1X\\7"L

0 +0 Abbildung 3.17: Multiplikation in
der Gaul3schen Zahlenebene

Rez

b) C lasst sich (im korpertheoretischen Sinne) nicht anordnen.

¢) Jedes Polynom aus C [X] vom Grad n > 0 hat mindestens eine Nullstelle in C (Funda-
mentalsatz der Algebra) und zerfillt daher in ein Produkt von n Linearfaktoren. C ist also
algebraisch abgeschlossen.
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3.7 Klausur-Aufgaben zur Analysis I

Aufgaben zu 3.1 (Konvergenz von reellen Folgen)

Aufgabe A1 (Folgenkonvergenz, Induktion)

Sei ag :=0, a; := 1, und fiir n > 1 sei die Folge (a,) definiert durch a4 := é(an +an—1).
AuBerdem sei ¢, :=a, —a,_1 firn e N.

(a) Geben Sie ¢, explizit an.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt: ar, < a2p41.

(c) Zeigen Sie, dass die Teilfolge (a2, ) monoton wichst und die Teilfolge (a2,+1) monoton fiillt.
(d) Zeigen Sie: ’}iirgoan = § Hinweis: Driicken Sie a, durch cy,c»,...,c, aus.

Losung siehe Seite: 283.

Aufgabe A2 (Folgenkonvergenz, Wurzel)

Die Folge (ay) reeller Zahlen sei rekursiv definiert durch a; = V2 und a1 = \/ 2+ /a, fir
n€N. (a) Beweisen Sie die Konvergenz von (a,) ! (b) Welcher Gleichung geniigt der Grenz-
wert a?

Losung siehe Seite: 283.

Aufgabe A3 (Folgenkonvergenz)

Untersuchen Sie fiir a, = (—1)"\/n(v/n+1—+/n) und b, = nJ'rz Y (- }) die Folgen (a)nen
und (by,)nen fiir n — oo auf Konvergenz, und bestimmen Sie, falls sie existieren, die Grenzwerte.
Losung siehe Seite: 283.

Aufgabe A4 (Cauchyfolge, Stetigkeit)

Seien (X,d), (Y,d) metrische Rédume, (x,)nen eine Cauchy-Folgein X und f: X — Y eine stetige
Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Die Bildfolge (f(xn))nen braucht keine Cauchy-Folge zu sein.

(b) Ist f sogar gleichmissig stetig, so ist (f(x,))sen eine Cauchy-Folge.

Losung siehe Seite: 284.

Aufgabe AS (Folgenkonvergenz)
(an)nen und (by,),en seien Folgen reeller Zahlen! Widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel oder
beweisen Sie jede der folgenden Behauptungen.

(@) (an)nen und (by)nen konvergieren genau dann, wenn (ay, + by )nen und (a, — by, )nen konver-
gieren.

(b) Wenn (ap)nen und (by)nen divergieren, so divergieren auch (a, + by )nen und (a, — by )nen.
(¢) (a?)nen konvergiert genau dann, wenn (|a,|),en konvergiert.

(d) Ist (an+1 — an)nen eine Nullfolge, so konvergiert (a, ) en-
Losung siehe Seite: 284.

Aufgabe A6 (Folgenkonvergenz, Monotonie, Stetigkeit)

Sei die Funktion f: [a,b] — [a,b] mit a,b € R und a < b monoton wachsend und stetig.
Zeigen Sie, dass dann fiir beliebiges xo € [a,b] die Iterationsfolge (xn)pen mit xpi1 = f(x,)
(a) monoton ist (Fallunterscheidung!)und  (b) gegen einen Grenzwert & konvergiert.

(c) Beweisen Sie ferner: (&) =&.

Losung siehe Seite: 285.
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Aufgabe A7 (Funktionenfolge, Folgenkonvergenz)

Die Funktionenfolge (f,,),en konvergiere gleichmiissig gegen f und f;, : [a,b] — IR sei stetig fiir

alle n € N. Zeigen Sie: Wenn (x,),en eine konvergente Folge in [a,b] ist mit lim x, = ¢, dann
n—00

gilt lim f, (x,) = ().
Losung siehe Seite: 285.

Aufgaben zu 3.2 (Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Riumen)

Aufgabe A8 (offene Menge, Dreiecksungleichung)

Sei a € R” und r € R. Zeigen Sie, dass D, := {x|]x € R" und |x —a|| > r} offen in IR" ist.
(Hierbei bezeichne || - || eine beliebige Norm von IR".)

Losung siehe Seite: 285.

Aufgabe A9 (Metrik)
Sei R =RU{—e}U{eo} und ¢:R — R die Funktion mit ¢(x) = arctanx fiir x € R sowie
@(—o0) = —7 und @() = 7. Zeigen Sie: Die Funktion
d:R xR — Rmitd(x,y) :=|o(x) — ¢(y)]
definiert auf IR eine Metrik.

Gibt es bzgl. dieser Metrik eine maximale Distanz zweier Punkte und falls ja, wie gross ist diese?
Losung siehe Seite: 285.

Aufgabe A10 (Folgenkonvergenz)

Zeigen Sie: Die Folge ((X,Yn,21))nen von Vektoren auf IR? konvergiert genau dann in R? (ver-
sehen mit der euklidischen Metrik), wenn die Folgen (x,)nen, (Vn)nens (2n)nen in (R, |- |) kon-
vergieren.

Losung siehe Seite: 286.

Aufgabe A11 (Stetigkeit)

Seia € Rund f,g: R — IR stetig in a. Zeigen Sie: M : R — R mit M(x) := max{f(x),g(x)} ist
ebenfalls stetig in a.

Losung siehe Seite: 286.

Aufgabe A12 (Stetigkeit)

Fiir die Funktion f : R — R gelte f(x+y) = f(x) + f(y) fiir alle x,y € R, und f sei an der Stelle
0 stetig. (a) Bestimmen Sie f(0). (b) Beweisen Sie, dass f auf ganz IR stetig ist.

Losung siehe Seite: 286.

Aufgabe A13 (Folgenstetigkeit)

Gegeben ist die Abbildung f(x) = )f;}; fir x € R\ {—3,3} unmd f(3) = a, f(—3) = b. Kann
man die reellen Zahlen a und b so bestimmen, dass f auf R stetig wird?

Losung siehe Seite: 286.
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Aufgabe A14 (Stetigkeit, offen, abgeschlossen, kompakt, Extremwert)
Nachstehend sind Mengen A C R2 und B - RR3 definiert. Untersuchen Sie, ob A bzw. B offen,
abgeschlossen oder kompakt sind!

A :={(a,b)|x* + ax+b =0 hat zwei nicht-reelle Lésungen.}
B:={(a,b,c)|f(x) := x> + ax® + bx+c hat bei x = I einen Extremwert.}

Losung siehe Seite: 287.

Aufgabe A1S (Stetigkeit, Zwischenwertsatz)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f([a,b]) C [a,b]. Zeigen Sie, dass f mindestens einen
Fixpunkt hat, d.h. es existiert ein xo € [a,b] mit f(xo) = xo.

Losung siehe Seite: 287.

Aufgabe A16 (Folgenkonvergenz, Funktionenfolge)
Gegeben sei die Funktionenfolge (f;,)nen fiir

x2

24 (1 —nx)?

Zeigen Sie: (f,)nen ist beschrinkt auf [0, 1] und punktweise konvergent, aber nicht gleichmissig
konvergent auf [0, 1].

Losungshinweis: Betrachten Sie f,(})!

Losung siehe Seite: 287.

fo:0,1] = R mit f,(x)

Aufgabe A17 (Stetigkeit, Q,R)

Sei h:IR — R eine stetige Funktion, die der Bedingung i(x+y) = h(x)+h(y) firalle x,y € R
genligt. Zeigen Sie, dass dann & von der Form /& = k - idg mit k € R ist.

Losungshinweis:

Man setze k := /(1) und betrachte nacheinander i(n), h( ) ), h(q), h(r) firn,m € N,qg € Q,r € R.
Eigenschaften von @ und IR und von stetigen reellen Funktionen allgemein diirfen unbewiesen
benutzt werden.

Losung siehe Seite: 288.

Aufgabe A18 (Stetigkeit, Exponentialfunktion, Logarithmus)

x* firx>0
Ist die Funktion f : R — R mit f(x) = 0 :r * <0 iiberall stetig?
iir x <

Hinweis: Ohne Beweis diirfen Sie Eigenschaften der Funktionen exp und In verwenden, u.a. den
Wert von lim (xInx).

X—>00

Losung siehe Seite: 288.

Aufgabe A19 (Folgenkonvergenz)
/R — R sei so definiert: f(x) = lim !, . Man gebe alle Unstetigkeitsstellen von f an und
n

—00 1+x2” '
skizziere den Graphen von f.
Losung siehe Seite: 288.

Aufgabe A20 (gleichmiBige Stetigkeit)

Sei f eine reelle, stetige Funktion, die das Intervall (a,b),a,b € R, auf ganz R abbildet. Zeigen
Sie, dass f nicht gleichmiBig stetig auf (a,b) ist.

Losung siehe Seite: 288.
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Aufgabe A21 (Stetigkeit, Monotonie, ZWS)

Es sei f: R — R eine stetige Funktion. Man zeige:

a) Ist f injektiv, so ist f entweder streng monoton steigend oder streng monoton fallend.

b) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass fiir die Giiltigkeit von ’(a)’ die Stetigkeit von f
wesentlich ist.

Losung siehe Seite: 289.

Aufgaben zu 3.3 (Reihen in normierten Riumen)

Aufgabe A22 (Reihenkonvergenz, Majorantenkriterium)

(a) Berechnen Sie die Folge der Partialsummen und den Grenzwert von Y, n(n1+1)'
n=1

Losungshinweis: Zerlegen Sie ( in Partialbriiche.

1
n+1)

(b) Beweisen Sie unter Verwendung von (a) die Konvergenz der Reihe Y, nlz .

n=1
Losung siehe Seite: 289.
Aufgabe A23 (Reihenkonvergenz, Majorantenkriterium, Abelsches Kriterium, geometrische
Reihe)
o o ‘ o ‘
Berechnen Sie (a) ! (b) (-1) (©) 14 (-1) und zeigen Sie:
2k 3k 2k 3k
k=0 k=0 k=0
o ‘ o
(d) DieReihe ¥ () + (;i) ) konvergiert. (e) Konvergiert ¥ gi ?
k=1 k=1
Hinweis: Sie diirfen IThnen bekannte Sitze iiber Konvergenz von Reihen unbewiesen benutzen.
Losung siehe Seite: 289.

Aufgabe A24 (Reihenkonvergenz, Cauchyscher Verdichtungssatz, Minorantenkriterium, Lo-
garithmus)

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten folgender Reihen: 1.) ngl (:'Vlr): 2.) n§2 nlolgan

" - ]
(fiir a positiv reell, a # 1) und 3.) ngl )
Hinweise: Das Konvergenzverhalten der Folge (\/n),en und der harmonischen Reihe diirfen
Sie ohne Beweis benutzen. zu 1.): Betrachten Sie die Folge der Reihenglieder. zu 2.):
Anwendung des Cauchyschen Verdichtungssatzes und der Formel zur Umrechnung der Loga-
rithmusfunktionen bei Basiswechsel. zu 3.): Anwendung des Minorantenkriteriums.

Losung siehe Seite: 290.

!

Aufgabe A25 (Reihenkonvergenz, Potenzreihe)

oo

Fiir welche x € IR konvergiert folgende Potenzreihe: ), 21n (x=1)"2?
n=1

Losung siehe Seite: 290.

Aufgabe A26 (Reihe, Logarithmus, Integralkriterium)
n
Zeigen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 folgende Ungleichung: 1 +1nn > ) 11{ >In(n+1).
k=1
Hinweis: Skizzieren Sie den Graphen von y = )16 fiir x > 0 und denken Sie an die Veranschauli-

chung des Integralkriteriums fiir unendliche Reihen.
Losung siehe Seite: 290.
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Aufgabe A27 (Potenzreihe, binomische Reihe, Cauchy-Produkt)
Beweisen Sie mittels Koeffizientenvergleichs fiir Potenzreihen die fiir beliebige reelle Zahlen

n
o, B und ganze Zahlen n > 0 geltende Identitét Z (a) ( ?k) = (0‘+B). Gewinnen Sie aus dieser

Identitit die fiir alle ganzen Zahlen n > 0 geltende Identitét Z ( ) = (2”") Die dabei verwen-
k=0
deten Sitze iiber Reihen sind zu zitieren, aber nicht zu beweisen.

Losung siehe Seite: 291.
Aufgabe A28 (Reihenkonvergenz, Potenzreihe, Lelbmzkrlterlum)
(a) Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz: Z k, . (b) Fiir welche Werte x € R

konvergiert die Potenzreihe Y ! (x—1)"?

Hinweis: Ohne Beweis darf die Konvergenz und der Grenzwert von ({/n),cn verwendet werden.
Losung siehe Seite: 291.

Aufgabe A29 (binomische Reihe)

Mit Hilfe der binomischen Reihe fiir /1-+x bestimme man ein Intervall der Linge
<107, in dem die Zahl a = v/101 sicher liegt.

Anleitung: Man mache sich klar, dass vom zweiten Glied an die binomische Entwicklung von
v/1+x eine alternierende Reihe ergibt, deren Glieder dem Betrage nach monoton gegen Null
gehen. Was folgt daraus fiir den Fehler, der beim Abbrechen der Reihe entsteht? Man beachte
ferner, dass a® = 10%- 1,01 ist.

Losung siehe Seite: 291.

Aufgabe A30 (Reihenkonvergenz, Potenzreihe)
Bestlmmen Sie jeweils ein mogllchst grosses Intervall I C IR so, dass die Potenzreihen

a(x) = ): nx" und b,(x) = Zl n?x" fiir alle x € I konvergieren. Zeigen Sie, dass es rationale
n=1 =

Funktionen f, : I — R und f}, : I — R gibt mit f,(x) = Yoo, nx” und f, (x) = Yoo, n?x" fiir alle
x € I. Bestimmen Sie diese Funktionen.
Losung siehe Seite: 292.

Aufgabe A31 (Potenzreihe, Exponentialfunktion, geometrische Reihe)
Fiir welche reellen x konvergieren, fiir welche divergieren die Potenzreihen

oo oo oo 2n+l

(@) S(x Z ", (b) T(x Z X7 (U (x Z
n—1 = n=0
Geben Sie im Konvergenzfall einen geschlossenen Ausdruck i in elementaren Funktionen fiir die
Reihensumme an. Hinweis: 2 x"= ' firlx] <1, und Z Y= e" fiir x| < oo,
n=0 n=0

Losung siehe Seite: 293.

Aufgaben zu 3.4 (Differenzierbarkeit in R')

Aufgabe A32 (Differentialquotient, MWS)

Eine auf ganz R definierte reelle Funktion ¢ geniige fiir ein positives o der Ungleichung
lo(x1) —0(x2)| < |x1 —x2|'T* fiir alle x;,x, € R.  Man zeige: (a) @ ist iiberall differenzierbar,
(b) ¢ ist konstant.

Losung siehe Seite: 294.
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Aufgabe A33 (Stetigkeit, Differenzierbarkeit)
Auf [—1,1] sei die Funktion f durch folgende Vorschrift definiert:

1

1
f(0)=0 und f(x)= , fir <|x[ < und neN.
n n

n+1
(a) Man gebe die Menge S der Punkte an, in denen f stetig ist. (b) Man gebe die Menge D
der Punkte an, in denen f differenzierbarist. (c) Falls O € D, bestimme man f”(0).

Losung siehe Seite: 294.

Aufgabe A34 (Ableitung)

Die Funktion f : [—2,2] — R sei so definiert: f(x) = x|x| fiir x € [—2,2]. Bestimmen Sie die Zahl
k=max{j|j €N, f € ¢/[-2,2]}.

Losung siehe Seite: 295.

Aufgabe A35 (MWS, verallgemeinerter MWS, Exponentialfunktion)

Berechnen Sie mit Hilfe des (verallgemeinerten) Mittelwertsatzes limf;’;‘; fiir
X—da -
a>0, B#0, und zeigen Sie 1 +x < e* < llx fir 0<x<1.

Losung siehe Seite: 296.
Aufgabe A36 (Regel von de I’'Hospital, Exponentialfunktion, Sinus)

. n i
Berechnen Sie die folgenden Limites: (i) lin(l)lf)fzo“ (i) lim ”;‘“x und (i) lim [T /5 !
xX— X—00 n—oo ;i

Losung siehe Seite: 296.

Aufgabe A37 (lokales Extremum)

Sei P derjenige Punkt der Kurve {(x,Inx) : 0 < x € R}, der vom Punkt (1,1) der kleinsten

euklidischen Abstand hat. Zeigen Sie: Die x-Koordinate von P erfiillt die Gleichung
Inx=1+x—x2

(S. auch Aufg. A94!)

Losung siehe Seite: 297.

Aufgabe A38 (Monotonie, MWS, ZWS)

Die Funktion f : R — R mit f(0) # 0 sei auf R differenzierbar und mit einer positiven Konstan-
ten ¢ gelte f'(x) > ! fiir alle x € R. Beweisen Sie, dass f zwischen 0 und —cf(0) genau eine
Nullstelle hat.

Losung siehe Seite: 297.

Aufgabe A39 (Exponentialfunktion, Ableitung)

Seien f,g auf einem Intervall I/ C R differenzierbare Funktionen mit f(x) > 0 fiir alle x € 1.
Bestimmen Sie die Ableitung von y(x) := f(x)$®) fiir alle x € /.

Losung siehe Seite: 297.

Aufgabe A40 (ZWS, Monotonie, Ableitung)
Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen von f:R — R mit f(x) =x?>—xsinx— cosx.
Losung siehe Seite: 297.

Aufgabe A41 (Lipschitzstetigkeit, MWS)

Die Funktion f :]a,b[— TR sei differenzierbarund f” sei beschrinkt. Zeigen Sie: f ist gleichmiBig
stetig.

Losung siehe Seite: 297.
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Aufgabe A42 (MWS, Monotonie)
Sei f eine reelle Funktion, die auf dem reellen Intervall / zweimal differenzierbar ist; es gelte
ferner f”(x) > O fiir alle x € I. Beweisen Sie fiir f und beliebiges xo € I die Aussage

Ve I\ {xo} : f(x0) + f'(x0) (x —x0) < f(x)

(d. h. die Tangente in (xo, f(x0)) an den Graphen von f liegtin I\ {xo} streng unterhalb dessel-
ben).

Hinweis: Den Mittelwertsatz der Differentialrechnung und die Charakterisierung der Monotonie
einer Funktion diirfen Sie hier ohne Beweis benutzen.

Losung siehe Seite: 297.

Aufgabe A43 (lokales Extremum, globales Extremum)

Die Funktion f : [~2,2] — IR sei durch f(x) = x* — x fiir —2 < x < 2 definiert. Bestimmen Sie
ihre Extremalstellen und Extremwerte.

Losung siehe Seite: 298.

Aufgabe A44 (Differenzierbarkeit, Sinus, Differentialquotient)

Die Funktion f : R — IR sei so erklirt: f(x) = x*sin(x~2) fir x #0, f(0) =0. Wo ist f stetig?
Wo differenzierbar? Geben Sie die Definitionsmenge A der Ableitung f” an! Wo ist f” stetig? Wo
unstetig?

Losung siehe Seite: 298.

Aufgabe A4S (Ableitung, Tangentensteigung)

Sei f ein reelles Polynom vom Grade 2, also f(x) = co+cix+ c2x% mit reellen Koeffizienten
co,C1,C2, wobei speziell ¢; # 0 ist. Seix € R,0< h € R. Zeigen Sie, dass es genau eine Zahl 6
gibt derart, dass stets (d.h. unabhingig von x und /) ! Hh) = f’(x+06h) ist. Bestimmen Sie
0, interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch und veranschaullchen Sie es durch eine Skizze.
Losung siehe Seite: 298.

Aufgabe A46 (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Differentialquotient)

Untersuchen Sie fiir a € [0,3] die Funktion fy : R — R, fo(x) = [x[*sin | fiir x # 0, f5,(0) =0
auf Stetigkeit, Differenzierbarkeit und stetige Differenzierbarkeit.

Losung siehe Seite: 299.

Aufgaben zu 3.5 (Integration - Teil 1)

Aufgabe A47 (Reihenkonvergenz, Integralkriterium, Substitution)

Fiir welche a0 > 1, o € N konvergiert, fiir welche divergiert die Reihe s(a) = Yoo . (ln]n)“ ?
Hinweis: Integralkriterium.

Losung siehe Seite: 299.

Aufgabe A48 (Integral, Stammfunktion, partielle Integration, Substitution, Exponentialfunk-
tion, Logarithmus)

Bestimmen Sie eine Stammfunktion zu ¢*sinx und aus dieser eine fiir sin(log, x).

Losung siehe Seite: 300.

Aufgabe A49 (Integral, Substitution)
VIn2

Man berechne x@‘z dx. Vorschlag: Man verwende eine geeignete Substitution!

Losung siehe Seite: 301.
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Aufgabe AS50 (Integral, Partialbruchzerlegung, Substitution)
2

(4

Berechnen Sie die Integrale: (a) [ x(]g’;)3 (Substitution), (b) [ (;13()6(;25) dx  (Partialbruch-
e

zerlegung).

Losung siehe Seite: 301.

Aufgabe AS1 (uneigentliches Integral, Substitution)

Ist das uneigentliche Integral [ e;‘f dx konvergent? Bestimmen Sie gegebenenfalls seinen Grenz-
0

wert.
Losung siehe Seite: 301.

Aufgabe AS2 (uneigentliches Integral)

1

21 dx konvergiert oder divergiert und be-

Untersuchen Sie, ob das uneigentliche Integral [ X
2

rechnen Sie gegebenenfalls seinen Wert.
Losung siehe Seite: 301.

Aufgabe AS3 (uneigentliches Integral, Partialbruchzerlegung)
T

Man berechne 2[ wg dx

Losung siehe Seite: 302.

Aufgabe A54 (partielle Integration)
Berechnen Sie die folgenden Integrale: (a) [x?e™ dx (AeR) (b) [e *cos(5x)dx.
Losung siehe Seite: 302.

Aufgabe ASS (uneigentliches Integral, partielle Integration)
Fiir natiirliche Zahlen p und g zeige man:

1 1 1
(a)/(lfx)”x"dx: P /(kx)r’*lxqax (b)/(lfx)”qux: plq!
/ pta+1) ) (p+q+1)!
Anleitung: Integriere partiell (i —1)PxPT4, Beachte auftretende uneigentliche Integrale!
Losung siehe Seite: 303.

Aufgabe A56 (partielle Integration, Substitution, uneigentliches Integral)

1 4
. . " 1 "
(a) Berechnen Sie: 1.) flntdt fiirx € (0,1) 2) xfsimmt dt fiirx € (0,7%).

1 i

(b) Existieren die uneigentlichen Integrale 1.) [Inzdt 2.) [ dt ?
0 0

1
sinf cost

Hinweis: Die Existenz des Grenzwerts lim (xInx) diirfen Sie ohne Beweis benutzen.

X—

Losung siehe Seite: 303.

Aufgabe AS7 (Logarithmus, Integral, Substitution, uneigentliches Integral)

(a) Beweisen Sie fiir alle x,y € R mit x > 0,y > 0 die Gleichung In(x-y) =Inx+Iny.
Hinweis: Benutzen Sie die Definition von Inx mit Hilfe eines Integrals! Fiithren Sie in dem zu
Inx gehorenden Integral (mit der Integrationsvariablen ¢) die Substitution z =y-¢ durch.

I
(b) Berechnen Sie das uneigentliche Integral of \}x dx!

Losung siehe Seite: 304.
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Aufgabe A58 (Substitution, partielle Integration, Sinus, Cosinus)
Losen Sie das Integral [v/r2 —x2dx.  Hinweis: Substituieren Sie x = r-sinz.
Losung siehe Seite: 304.

Aufgabe ANAS9 (Potenzreihe, Integral, alternierende Reihe, Exponentialfunktionm)

Durch Entwicklung des Integranden in eine Potenzreihe berechne man das nicht elementar aus-
1
6 . . . . .
wertbare Integral ['¢* dx bis auf einen Fehler, dessen Betrag kleiner als 1(1)0 ist. Begriinden Sie

jeweils kurz die Eglaubtheit der einzelnen Schritte ihres Vorgehens!

Bemerkung: Es geniigt, den Nidherungswert als Summe von Quotienten ganzer Zahlen anzuge-
ben, Umrechnung in einen Dezimalbruch wird nicht verlangt.

Losung siehe Seite: 304.

Aufgabe A60 (Integral, Aquivalenzrelation)
F sei die Menge aller auf [—1, 1] stetigen reellwertigen Funktionen. Zwei Funktionen f € F und

. I l
g € F sollen “integralgleich” heifen, in Zeichen f ~ g, wenn gilt: [ f(x)dx = [ g(x)dx. Man
“1 “1

zeige (a) ~ ist eine Aquivalenzrelation. (b) Jede Aquivalenzklasse von F enthilt mindestens
zwei Elemente.
Losung siehe Seite: 305.

Aufgaben zu 3.6 (Reelle und komplexe Zahlen)

Aufgabe A61 (R, Ordnungsvollstindigkeit)

Sei f: R — R gegeben durch die Vorschrift f(x) = x® — 16x> + 65. Ohne Verwendung der
Differentialgleichung 16se man folgende Aufgaben:

(a) Man zeige, dass f(x) > O fiir alle x € R. (b) Man zeige, dass f auf R ein globales Minimum
U= ,Irléingf(x) hat. (c) Man berechne u und bestimme die Menge {§ € R|f(§) = u}.

Losung siehe Seite: 305.
Aufgabe A62 (Polynom, ©)

Man bestimme ein Polynom P(x) méglichst kleinen Grades mit reellen Koeffizienten, das an den
Stellen x = 1 und x = i verschwindet.

Hinweis: Die Menge {1,i} darf echte Teilmenge der Menge aller Nullstellen des Polynoms sein.
Losung siehe Seite: 306.

Aufgabe A63 (R, Automorphismus)
Beweisen Sie, dass es aufer der Identitit keinen Automorphismus des Korpers IR gibt!
Losung siehe Seite 306. (Vgl. auch Aufgabe A17 )

Literaturhinweise zu Kap.3:
Heuser [Heul], Forster [Fol], Liedl/Kuhnert [LK], Behrends [Behl], Rudin [Ru], Rautenberg
[Rau], Scheid/Schwarz [SS2], Simmons [Si].



Kapitel 4

Analysis 11

Hinweis: Eventuell sind Teile Threr Vorlesung Analysis II schon in Kap. 3 behandelt worden.

4.1 Differenzierbarkeit von Abbildungen

Sei E offene Teilmenge von R” und f: E — IR” eine Abbildung. Geben Sie die Definition der
Differenzierbarkeit von f im Punkt xy € E an und erldutern Sie sie !

Definition: f:E — R" heifit differenzierbar im Punkt xo € E genau dann, wenn gilt: Es existiert

eine lineare Abbildung 1 von IR” in IR” mit
f(x) —f(x0) —1(x—x0)

lim =0.
X=X [|x — xo|
Ausfiihrlicher: 31€ Hom(IR",R™) : Ve > 038 > 0 Vx € Us(xo) :
() [1£(x) — (£(x0) +1(x —x0)) | < &[[x — o]

Bezeichnung:
Df(x¢) :=f(xo) := 1 heiBt die (totale) Ableitung von f an der Stelle xo.

Erliuterung:

(i) Eine Funktion g der Form g:R"” — R” mitx — 1(x —xo) 4 f(x9) = 1(x) + ¢ ist affin-linear;
auBerdem gilt g(xo) = f(xo). Bei (x) handelt es sich also um eine Approximation von f in der
Umgebung von xq durch eine in den Punkt (xo,f(x¢)) “affin ,,verschobene” lineare Funktion:
f(x) ~f(xo) +1(x —xo) in einer geniigend kleinen Umgebung von Xo.

(i1) Fur die Abweichung der Funktionen f und g voneinander gilt bei gegebenem € definitions-
gemal in einer geeigneten (von € abhdngenden) Umgebung von xg:

1£0x) — 2(x)]| < ellx—xo]l:
d.h. g verlduft in einer Umgebung von (X¢,f(xp)) in einem “e-Sektor” um f (fir m = n = 1
s.Abb.3.12). Man sagt ., f und g sind tangential in x(". Die Approximation ist also so gut, dass
das Restglied r (x) := f(x) — g (x) selbst nach Division durch & mit i = ||x — x|/ fiir 2 gegen 0
noch beliebig klein wird.

Beispiele: s. u.

Anmerkungen: 1.) Ist f differenzierbar in xo, so gilt : Df(xo) ist eindeutig bestimmt und f ist
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stetig, sogar Lipschitz-stetig. Ferner gilt: D (of + Bg)(x0) = (aDf + BDg)(xo) (Linearitit der
Ableitung).

2.) Seifeine R" — R — Funktion, also f: E — R mit E CR", E offen, und fi,..., f, definiert
durch f(x) = (f1(x), /2(X), ..., fm(x)). Dann ist f an der Stelle a € E genau dann differenzierbar,
wenn dort alle Komponentenfunktionen f; : R" — R differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

fi(a)
f'(a) = :

fn(@)

Erliutern Sie fiir f : R! — R! den Zusammenhang zwischen D f (x() und der in §3.4 definierten
Ableitung f'(xo).

Wegen |f (x) — 1 (x)] = |f (x) — f (x0) — (x —x0).f" (x0)| < €|]x — x0| (fiir gegebenes € > 0 und fiir
alle x € Us(xo) mit geeignetem §; 5.§3.4, Seite 95) gilt in diesem Fall D (xo)(x) = f'(x0) -x. O

Wie sind die partiellen Ableitungen einer R” — R — Funktion g : E — R (mit E C R" offen)
im Punkta = (ay,...,a,) definiert, wie die Richtungsableitung von g in Richtung v? Welcher
Zusammenhang besteht zwischen diesen Ableitungsbegriffen?

(1) g heiBtin a partiell nach x; differenzierbar, falls die Funktion g; mit
gj(xj) =glar,...,aj-1,xj,aj41,...,an)
in a; differenzierbar ist; deren Ableitung heilit j-te partielle Ableitung von g in a.
o ) .
Schreibweise: afj (a) =gy (a) =D;g(a) :=g(xj)x;=a; (=1,...,n).
(2) Istve ECR"mit]||v|]| =1, so definiert man als Richtungsableitung

Dyg(a):= § g(a+1v)|—o. Alternative Schreibweise: a%(va)

Geometrische Interpretation fiir n = 2: Man betrachtet im Punkt a die Steigung derjenigen Kurve,
die man durch den Schnitt der Fliche {(x,g(x) |x € E} mit der Ebene durch (a,0), (a,g(a)) und
(a+1v,0) erhilt (s. Abb. 4.1 a).

g(;)
v
- /\ g(:+ t:)
g(a)
R2
L /
a) b)

Abbildung 4.1: a) Zur Richtungsableitung b) Partielle Ableitung als Richtungsableitung

(3) Die partiellen Ableitungen von g sind genau die Richtungsableitungen in Richtung der Ein-
heitsvektoren (s. Abb. 4.1 b). Im Falle der Differenzierbarkeit von g erhélt man umgekehrt die
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Richtungsableitung Dyg(a) aus dem Gradienten von g in a, also aus

grad g(a) == Vg(a) = ¢'(a) = (7, g@),..., )0, g(a)),
durch Anwendung (im Sinne der Ableitung) bzw. Multiplikation (als 1 x n-Matrix bzw. Skalar-
produkt der Koordinatenvektoren) mit v:
Dyg(a) = grad g(a)-v.

Beweisskizze: Durch affin-lineare Approximation (s. die Definition der Ableitung) erhilt man
g(a)+g'(a)-(a+tv—a)+r(tv) —g(a)

. glatrv)—g(a) .
D =1 =1
ve@ =it e t
. t-g'(@)-v+r(tv) , . r(v) ,
= lim = a)-v+lim =g'(a)-v.
10 t ang() =0 1]]v[] &)

Die Darstellbarkeit von g’(a) durch ( B?ri g(a))i=1,..n ergibt sich aus dem allgemeinen Satz iiber
die Darstellung der Ableitung (s.u.).

Anmerkungen: 1.) Falls alle partiellen Ableitungen von g in a existieren und stetig sind, so ist g
differenzierbar, s. u. Daher ist g in diesem Fall in a in jede Richtung differenzierbar!

2,
2.) Existieren in einer Umgebung von a alle zweiten Ableitungen J g und sind dort stetig, so
Xk-OX]

0° 0?
gilt 4 = f .
axiaxj' ijax,-
Seig: E — R (mit E C R" offen) im Punkt a € E differenzierbar. Zeigen Sie, dass der Gradient
grad g(a) als Vektor in IR” gleich 0 ist oder in die "Richtung des maximalen Wachstums"von g

zeigt.

Beweisskizze. Idee: Als Skalarprodukt ist die Richtungsableitung maximal, wenn beide Faktoren
parallele Vektoren sind. Genauer: Da g differenzierbar in a ist, gilt fiir die Ableitung in Rich-
tung eines Vektors v die Gleichung Dyg(a) = /g (a)-v =[] sv g(a)|| -||v|]| - cos<t(vg(a),v).
Ist Vg (a) # 0, so ist also D, (a) maximal fiir den Einheitsvektor vo = Hgg Eg;\l in Richtung von

¢ (a) und hat dann den Wert || 5/ g (a)||. Man spricht daher von vy als der Richtung des stirksten
Anstiegs von g im Punkt a. g
Man beachte, dass wegen f(x) = f(xo) + f'(Xo0) (x — x0) + r(x) mit |r(x)| < &(x —Xo) in einer
Umgebung von xy tatsdchlich die Werte der Ableitungen in verschiedenen Richtungen die Grofie
der Anstiege bestimmen.

Anmerkungen:

1.) Die Richtung des stirksten Abstiegs ist — 57 g (a) (— Fall-Linien!).

2.) Man kann zeigen, dass fiir /g (a) # 0 gilt: /g (a) ist in a orthogonal zur Niveau-Hyperfliche
N = {x|g(x) = g(a)} (im Fall n = 2 Niveau-Linie genannt; s. Abbildung 4.2 !)

Beweisidee: ! Jede Ableitung in einer Richtung tangential an die Niveau-Hyperfliche ist 0; (die
Geraden durch die Punkte (a,g (a)) und (b, g (b)) mitb € N haben Steigung 0); somit steht nach
obiger Formel v7g (a) senkrecht auf dieser Richtung. O

Gegeben sei die durch die differenzierbare R?> — R — Funktion f : E — R (mit E C R? offen)
gegebene Fliche? 7 = {(x,f(x))|x € E} in RR?. Wie bestimmt man die Tangentialebene an
F im Punkt (a, f (a))?

Genauer: Sei k: I — E eine differenzierbare Kurve in der Niveauhyperfliche mit k(0) = a. Nach der Kettenre-
gel (s.u.) gilt dann 0 = gtg(lc(t)) =grad g(x(t)) - €’ (¢), speziell fiir r = 0 also 0 =gradg(a) - k’(0). Hieraus folgt, dass
grad g(a) an der Stelle a senkrecht zu jeder Kurve durch a in der Niveaufliche ist.
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Abbildung 4.2: Gradient und
Niveaulinien

0 i X
Im Punkt a wird f tangential approximiert durch die Funktion
g(x) = f'(a) (x—a)+f(a) = grad f (a) (x —a) + f (a).
Deren Graph E erfiillt die Gleichung z = g(x), d. h. gradf(a)(x —a) —z+ f(a) = 0 oder

3§ (a)x+ g{ (a)y—1-z=gradf(a)a— f(a) und ist daher eine Ebene. Ein Normalenvektor von
F in a ist dabei

n= (5 @.5 @),

der Aufpunkt (a, f (a)). Man erhilt somit als Antwort: Die Tangentialebene durch (a, f (a)) an
F ist gegeben durch die Gleichung n[(x,y,z) — (a1,a2, f (a))] = 0 (n wie oben definiert).

1 z = f(z1, %)

b)

Abbildung 4.3: a) Tangentialebene an eine Fliche b) Schnitt durch Fliche und Tangentialebene

Anmerkungen:

1. Die Projektion von n auf die (x,y)-Ebene ist gleich dem Gradienten gradf (a).

2. Schneidet man Fliche und Tangentialebene mit der zur x,z-Ebene parallelen Ebene durch
(a, f (a)), so ergibt sich eine Tangente an eine Kurve (s. Abb. 4.3b ); ein Vektor in Richtung der

2Bei ¥ handelt es sich um den Graphen von f7 s. Bild 4.3.
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Tangente ist (1, gﬁ (a)) (Richtungsableitung!), auf ihm steht (?a{c (a),—1) senkrecht. Analoges
gilt fiir einen Schnitt parallel zur (y,z)-Ebene.

3. Eine Verallgemeinerung auf R” — R — Funktionen liefert (gradf(a), —1) als Normalenvektor
einer Tangentialhyperebene.

4. Folgerung: Hat die differenzierbare R” — IR, — Funktion f an der Stelle a ein lokales Extre-
mum, so gilt gradf(a) = 0 (— horizontale Tangentialhyperebene!).

Welche Matrixdarstellung hat die Ableitung einer in a € E C IR” differenzierbaren Funktion
f:E—-R"?

Satz Seien E C R" E offen und f: E — R™ differenzierbar in a € E; die Funktion f habe
die Komponenten (fi,..., fm), gelte also f(x) = (f1(X),..., fm(X)). Dann folgt: Es existieren die
partiellen Ableitungen 3){} (a) (fiiri=1,...,m,j=1,...,n), und f'(a) wird (bzl. der kanonischen
Basen) dargestellt durch die Funktionalmatrix (auch Jacobi-Matrix genannt); diese wird oft
mit f'(a) = Dg(a) identifiziert):

afn@ . 9A()
x| dxy X1
Jp(a) == : : . Esgilt: f(a)(x)=J(a)-x fir x=| @ | €R"
dfm@ . 9fm(Q) Xn
dxy dxp

Beweis-Idee: Differentiation der Projektionen der Komponenten mittels Kettenregel:3
Beweis-Skizze: Zunichst kann man zeigen, dass f genau dann differenzierbar in a ist, wenn dies
die Komponenten f;(i = 1...,m) sind, und dass Df(a) (x) = (Dfi(a) (X))i=1..m gilt; die hier
relevante Richtung folgt z. Bsp. mit Anwendung der Kettenregel auf f; = w; of fiir die Projektion
7; auf die i-te Komponente. Sei nun g = f;.

Unter Verwendung von h; : R — R” mit x — (ay...,aj_1,x,a;1,...,a,) folgt dann wegen
Kettenregel, Linearitit der Ableitung sowie Dh;(a;)(x;) = (0,...,0,x;,0,...,0) die Formel

Dg(a)(x) = ¥ Dgla) (0,1..0.5:0,...0) =  Delha;)) Dh(a;) (x)

= jgl D(gohj(aj))(x;) = ng Djg(a)x; =vg(a) x. O

Beispiel: f: R?> — R? mit x = (i) — (x;yy) ist differenzierbar im Nullpunkt; denn mit

Jp(0) = (; D(ey)=(0.0) als Matrix von1=£(0,0) gilt tatséchlich:

x . x+y—(x+y)
gt GD-0-6 bo (7ETY)
lim = lim = lim
x—0 ||X—0|| x—0 \/x2+y2 x—0 \/x2+y2
0
= lim ! (8),
=00\ /L)

Fortsetzung und weitere Beispiele s.u.

3Diese Regel besagt: Ist goh definiert und existieren die Ableitungen von h in a und von g in h(a), so gilt
D(goh)(a) = (Dg)(h(a)) o Dh(a).
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Anmerkungen:

1.) Eine Funktion f : € — C lisst sich (durch Identifizierung von C mit der GauBschen Zah-
lenebene: x iy L (x,y) € R?) als Abbildung von R? in R? auffassen und umgekehrt. Fiir eine
solche Funktion gibt es daher zwei i.a. verschiedene Ableitungsbegriffe. Wie unterscheiden sich
diese? Die Ableitung Df(a) von f:R?> — R? liefert genau dann die Ableitung f'(a) von
f: € — C, wenn die lineare Abbildung Df(a) durch Multiplikation mit einer komplexen Zahl
(Drehstreckung in der Gau3schen Zahlenebe) gegeben ist; (vgl. dazu die Formel fiir die Diffe-
renzierbarkeit in C: | (z) — f (zo) — f(20) - (2 — 20)| < €]z — 2o]). Dies ist der Fall, wenn fiir

e)

S f1
die Jacobi-Matrix Jp = ( aa}; aa;z ) gilt: % (3) L (¢+di)(x+iy), also (in Ubereinstimmung
dx dy

c
d
von f dquivalente Bedingung die Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen

mit einer weiteren moglichen Darstellung von ©): Jp = _i ) . Es folgt als zur Regularitét

aft _ 9fr A afl __9f

dx dy dx *
2.) Man beachte, dass die Existenz der partlellen Ableitungen zwar notwendig, aber i. a. nicht
hinreichend fiir die Differenzierbarkeit von f ist.
Beispiel: Sei f : R? — R mit (x,y) — 2+ , fiir (x,y) # (0,0) und £(0,0) = 0.

11

Dann ist  lim 5", fiir (x,,y.) = (,,, ,) ungleich 0, also f nicht stetig und damit auch

(xn }n) (0 O) X,, +y
nicht differenzierbar. Aber die partiellen Ableitungen bei (0,0) existieren:

210) = lim (/05970 ) = 0 und analog 5/(0) = 0.

Welche Bedingungen an die partiellen Ableitungen sind notwendig und hinreichend fiir die
stetige Differenzierbarkeit der Funktion f: E — IR™ (mit offenem E C IR")?

Die Funktion f ist genau dann auf E stetig diﬁ”erenzierbar, d.h. £ differenzierbar und f' (x) stetig
von X abhdingig, wenn die partiellen Ableitungen a fi " (x) fiir x € E existieren und auf E stetig
sind. Beweis s. z.Bsp. Heuser [Heu2]!

Anmerkung: Die eine Richtung dieses Satzes liefert ein wichtiges Differenzierbarkeitskriterium.
Beispiel (Fortsetzung): f : R? — R? mit x = (“;) — (”}’) ist differenzierbar in jedem Punkt von

RR?; denn wegen af r=1=9 ,‘ und aaf 2 (x) =y sowie aaf 2 (x) = x sind die partiellen Ableitungen
1. Ordnung stetig auf R?, und damit ist der obige Satz anwendbar.

Wie lésst sich die Kettenregel auf mehrdimensionale Funktionen verallgemeinern (ohne Be-
weis)?

Ist h: R" O E — R™ differenzietbar in a € E und g : R"” O F — R’ in
h(a) € F differenzierbar, so ist auch goh in a differenzierbar, und die Funktionalmatrix von
goh ist das Produkt der Funktionalmatrizen von h und g, also

Jg-n(a) = Jg(h(a)) - Jp(a).

Formulieren Sie (ohne Beweis) den Satz iiber inverse Funktionen und den Satz iiber implizit
definierte Funktion!
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1.) Seiena € E C IR", E offen, f: E — R” stetig differenzierbar und det(Df) (a) # 0. Dann ist f
lokal invertierbar, d. h. es existieren Umgebungen V von a und W von f(a) derart, dass flyv_w
bijektiv ist mit Umkehrabbildung g : W — V (s. Abb. 4.4). Auch g ist stetig differenzierbar und
Dg(y) = [Df(x)] ! fiir alle y € W und x mit x = g(y).

Abbildung 4.4:
Venndiagramm zur lokalen Umkehrbarkeit

2.) Seien (a,b) € A C R" x R™ A offen, f: A — R stetig differenzierbar, f(a,b) = 0 und
det( ofi (a,b))ik=1,..m # 0. Dann hat die Gleichung f(x,y) = 0 lokal fiir jedes X genau eine

04
Losung 'y, d.h. es existieren Umgebungen V von a und W von b und eine eindeutige stetige
Abbildung g: V— W mit g(a)=b und y=g(x)<= f(x,y) =0 Ay € W fiir jedes x € V.

g ist stetig differenzierbar mit

dfi

O Xtk

—1 <afl

axj'

pex) = (7" (xg)) (xg()),, -

ik=1,...m i=1m

Beispiele:

(1) Zeigen Sie die lokale Invertierbarkeit von* f : E = RT x R — R? mit
f(r,9) = (rcos®,rsin®). (2) Untersuchen Sie die Gleichung x*> +y> —1 =0 auf lokale
Auflosbarkeit (mittels des Satzes iiber implizit definierte Funktionen)!

ad 1: Die partiellen Ableitungen von f sind stetig; damit ist f stetig differenzierbar mit Funktio-

. cos¥ —rsind
nalmatrix Jp = sin® rcos®

W=R*xR"und, zBsp., V=R"*x (0,%) istg: W — Vmit (x,y) — (y/x2 + 2, arcsin Y ng ,)
oy

) . Wegen det Jp = r > 0 ist f lokal invertierbar. Fiir (x,y) aus

lokale Inverse von f; unter Beachtung von cos % = \/ 1 —sin’® = \/ 11— ﬁ ergibt sich als Funk-

tionalmatrix
S —rsind ) B o e
_ cos —rsin -y _ X242 2 +y2
Jg = ( sind  rcos® > X > - ( —y x :
242 X2 4y2
Anmerkung: f beschreibt die Zuordnung der Polarkoordinaten eines Punktes von R? zu den
kartesischen Koordinaten; s. Abb. 4.5 a.

ad 2: Setze F : R*> — R mit F(x,y) = x> +y> — 1. Wegen der Stetigkeit der Ableitungen

%f: = 2x und aaf = 2y ist F stetig differenzierbar, wegen det(%i (a,b)) = 2b ist F in der

N~ N =

r= \/x2+yz - <

Y=arcsin )r

‘RY = {reRr>0}
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- e v ——

T O 4yi-1=0
a) b)
Abbildung 4.5: a) Polar- und kartesische Koordinaten in IR

b) Beispiel einer implizit gegebenen Funktion

Umgebung eines Punktes (a,b) mit a®> +b> = 1 und (a,
oberen Halbebene z.Bsp. ist y = g(x) = v/1 — x2 mit g’ (x)
4.5b.

b) # (£1,0) lokal invertierbar; in der

-1.9 . .
(af) . ai = —;,, s. Abbildung

4.2 Integration (Teil 2): Das Riemann-Integral

Wie ist das untere bzw. obere Riemann-Darboux-Integral einer beschrinkten Funktion
f:]a,b] — R definiert, und wann heif}t f integrierbar?

1. Idee: Die Fliache unter dem Graphen von f wird durch Rechtecksflichen von oben und un-
ten approximiert; dies bedeutet, dass f durch obere und untere Treppenfunktionen genihert wird
(s.Abb. 4.6).

2. Definitionen bei fester Zerlegung P: Eine Zerlegung (Partition) von [a,b] ist eine endliche
Punktfolge P = x¢,...,x, mit a = xg < x; < ... < x, = b. Untersumme und Obersumme
n
von f bzgl. der Zerlegung P sind definiert durch  Sp,= ) inszC F(x) - (xx —xx—1) (wobei
’ k=1x€3k

Sk = [xk,l,xk] ) und Sp,f = Z sup f(x) . (xk—xk,l).
k xe3y

Geometrische Interpretation: Summe der (mit Vorzeichen versehenen) Rechtecksflicheninhalte
(“Intervallbreite mal Inf. bzw. Sup. der Funktion™).

Eigenschaften: Es gilt (b—a) ir[lfb] f(x) <Sp;<Spy<(b—a) sup f(x).Diese Beschrinktheit
xe€|a, ’ x€la,b]

von S bzw. S erlaubt die folgende Definition (im Sinne eines allgemeinen Mini-Max-Prinzips):

3. Definition und Eigenschaften von Ober- und Unterintegral:
Ist f e B(la,b],R), so existiert das untere und das obere Riemann-Darboux-Integral, d.h.

b b
[f(t)dt :=sup {Sp¢|P Zerlegung von [a,b]} bzw. [f(r)dt :=inf {Sp [P Zerlegung von [a,b]},
a a
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Abbildung 4.6:
Ober und Untersumme

und es gilt fbf(t) dt < })f(t) dt.

a

4. Integrierbarkeit:
f € B([a,b],R) heiBt Riemann-integrierbar (R-integrierbar) auf [a, b], falls Ober- und Unterin-
tegral gleich sind; der gemeinsame Wert heifit dann das Riemann-Integral (R-Integral) iiber f

b
von a bis b. Bezeichnung: [ f(t) dt.
a
(Zur Lebesgue-Integrierbarkeit von D s.u.).

Erste Beispiele:
(i) Fiir die Dirichlet-Funktion D : [a,b] — R mit D(x) = 1 fiir x € [a,b] N Q und D(x) = 0 sonst
(sowie a < b) folgt aus der Dichtheit von Q und R\ Q in R sofort Spp =0 und

b
Spp=Y.1-(xx—x¢—1) =b—a und damit fD(t)dt:Oyébfa:f:D(t)dt;esistalsoDnicht
a

R-integrierbar.
(i) Ist ¢:[a,b] — R mit é(x) = ¢ € R (konstante Funktion), so gilt fiir jede Zerlegung
b
S=8S=Yc - (xx —x¢—1) = c(b—a) und damit [cdt=c(b—a). (Vertriglichkeit mit dem
k a
elementargeometrischen Inhalt von Rechtecken).

Geben Sie mehrere Klassen von Riemann-integrierbaren Funktionen an!

Es sind u.a. R-integrierbar:
(i) die stetigen Funktionen f : [a,b] — R

(ii) die monotonen® Funktionen g : [a,b] — R

(iii) die stiickweise stetigen Funktionen (nur endlich viele Unstetigkeitsstellen), z.B. die Trep-
penfunktionen, sowie

(iv) die abschnittsweise monotonen beschrinkten Funktionen auf [a, b].

(v) allgemeiner: die Regelfunktionen.

SAnmerkung: Da g(a) und g(b) existieren, folgt aus der Monotonie auch die Beschrinktheit von g.
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Beweisskizze fiir (1): Idee: Bei geeigneter Lange der Zerlegungsintervalle ist die Differenz zwi-
schen Supremum und Infimum kleiner ,® . Genauer:

£ ist gleichmiBig stetig auf dem kompakten Intervall [a,b]. Zu € > 0 existiert daher ein & > 0 mit
x—yl <8 = |f(x) - f(y)| < %, Fiir jede Zerlegung P mit max(x; —x;—1) < & gibt es

6,8, € Sumit sup £() = £(&,) und inf /() = /(8,).s0 dass
Srs = Spy = L6~ /(8)) (=) <2

ist. Daraus folgt dann die Behauptung mittels des Riemannschen Integral-Kriteriums: f ist R-
integrierbar, g.d.w. gilt: Ve > 0 3P : Spy—Sp, <&

Beweisidee fiir (ii): “Durchschieben der Rechtecke” aus Ober- und Untersumme. Genauer: Bei
monotonen Funktionen wird das Supremum im Intervall [x;_;,x;] in einem Randpunkt ange-
nommen und ist gleichzeitig das Infinum in einem benachbarten Intervall (s. Abb. 4.7). Bei
einer Zerlegung mit gleichlangen Teilintervallen ist daher, abgesehen vom ersten bzw. letzten,
jeder Summand der Obersumme auch ein solcher der Untersumme und umgekehrt. Die Diffe-
renz sinkt bei geniigend kleiner Intervallbreite unter ein gegebenes €, ebenso beim oberen und
unteren Integral. O

v £ (x)

Abbildung 4.7:
“Durchschieben” bei monotoner Funktion

X

Beweisidee fiir (iii) und (iv): Additivitit des Integrals bzgl. aneinandersto3ender Integrationsin-
tervalle (s.u.).

Anmerkung. Es gilt das Lebesguesche Integrabilititskriterium: Eine reelle Funktion f auf
dem Intervall [a,b] ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie dort beschrinkt und fast
tiberall stetig ist.

(Hinweis: Abzidhlbare Mengen sind Nullmengen.)

Wir zitieren noch folgenden Satz:

Sind die Funktionen f und g Riemann-integrierbar auf [a,b], und stimmen sie wenigstens auf

b b
einer Menge iiberein, die dort dicht liegt, so gilt bereits [ f(¢) dt= [ g(¢)dt.
a a

Nennen Sie (ohne Beweis) einige strukturelle Eigenschaften des Integrals, z.B. Verhalten bzgl.
Linearkombinationen, Additivitit bzgl. Integrationsintervallen, Abschitzung, Stetigkeit der In-
tegralfunktion.

Seien f,g auf [a,b] Riemann-integrierbare reelle Funktionen und ¢ € R; dann sind auch f + g,
c-g, [-gund |f| R-integrierbar, und es gilt:
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(i) Linearitt: f(f—i—c-g)(t)dt = ;f(t) dt+c- fbg(t) dt

(ii) Monotonie: f < g=—- ff(t)dt < fg(t)dt

(iil) Additivitit bzgl. Integrationsintervallen: Fir ¢ € (a,b) ist f integrierbar auf [a,c] sowie

c b b
auf [c, D], und es gilt Jf@)dt+ [f(t)dt= [f(t)dt.
a C a
b b
(iv) Abschdtzungen: a) Dreiecksungleichung fiir Integrale: | [ £(¢) dt| < [|f] (¢) dt
a a

by inf f(x)-(b—a) < [ f)d< sup f(x)- (b—a)

x€[a,b] x€[a,b]
(v) Stetigkeit der Integralfunktion: Die Integralfuktion, also die Funktion J : [a,b] — R mit
J(x) = ff(t)dt fiir x € [a,b] ist Lipschitz-stetig auf [a,b] (s.z.Bsp. Heuser [Heul], Satz
86.1 p.4a79).

Hinweis: Beziiglich der Vertauschbarkeit von Integration und Folgen bzw. der Reihenkonvergenz
vergleiche man Tabelle 3.1.

Was versteht man unter einer Stammfunktion von f : [a,b] — R ? Geben Sie eine integrierbare
Funktion an, die keine Stammfunktion besitzt!

(i) Eine auf |a, ] differenzierbare reelle Funktion F heift Stammfunktion von f, wenn fiir alle
X € [a,b] gilt: F'(x) = f(x).

(ii) Eine Treppenfunktion,z.B. f:[—1,1] — R mit f(x) = 0 fiirx < 0 und f(x) = 1 sonst, ist R-
integrierbar; die zugehorige Integralfunktion 7 ist an der Sprungstelle von f nicht differenzierbar
(s. Abb. 4.8). Eine Stammfunktion von f konnte in [—1,0] und in [0, 1] nur um Konstanten von
J abweichen.

1
f(x)
) 0 1 Abbildung 4.8:
Beispiel einer Integralfunktion, die
keine Stammfunktion ist.
X
Sf(t) dt
-1

Anmerkung: Ein Beispiel einer Stammfunktion, die keine Integralfunktion ihrer Ableitung ist, er-
hilt man durch F (x) := xy/xsin ! fiir x > 0 und F(0) = 0. Die Ableitung F’ ist in der Umgebung
von 0 unbeschrinkt: F/(x) = g\/x sin )'C — \}x cos )'C fiir x > O; sie ist daher nicht R-integrierbar.
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Im Gegensatz zu den oben angegebenen Beispielen ist im Falle der Stetigkeit von f das Verhiltnis
zwischen Integralfunktion und Stammfunktion tibersichtlicher.

Formulieren Sie die beiden Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung (Zusammenhang
zwischen Integral- und Stammfunktion)® mit Beweisskizze.

1. Hauptsatz: Besitzt die R-integrierbare Funktion f : [a,b] — R eine Stammfunktion F, so gilt:
; b
/ F(0)dt = F(b) — F(a) =: F(x)
a

b b
Merkformel: Die Gleichungen [ F'(¢)dt = F(b) —F(a) bzw. [f(t)dt= [/ f(t) dt] gelten im-
a

a
mer dann, wenn alle in ihnen vorkommenden Ausdriicken existieren.
Beweisskizze: Idee: Anwendung des Mittelwertsatzes in jedem Intervall einer Zerlegung auf die
Stammfunktion. Genauer:

Zu € > 0 existiert eine Zerlegung P mit ff t)dt—e<Spy<Sps< fbf (t)dt+e. Anwendung des
Mittelwertsatzes auf das Intervall [x;_; ,xk] liefert die Existenz eines F;k mit
F(xg) = F (xk—1) = F" (&) (o — xi—1) = f (&) - (5 — xa—1)
und daher fbf(t) dt—e<Sp; < kil(F(Xk) —F(xk—1)) =F(b) —F(a) < Spy < fbf(t) dt+e 0O
a = a

2. Hauptsatz: Ist f R-integrierbar auf [a,b] und stetig in xo € [a,b], so gilt: Die Integral-

Sfunktion J mit J(x) = ff(t) dt ist differenzierbar in xo und es gilt: 9'(xo) = f(xo).

Folgerung: ‘

Eine stetige Funktion besitzt stets eine Stammfunktion, ndmlich z. Bsp. die Inegralfunktion.

Interpretation: Die Integration glittet: Ist f integrierbar, so f f stetig, ist f stetig, so f f differen-
a a

zierbar.

Beweisskizze zum 2. Hauptsatz. Idee: Betrachtung des Differenzenquotienten:
Zu € > 0 existiert wegen der Stetigkeit von f inxyp ein 8 >0 mit |f(¢) — f(xo)| <& fiir alle
teUs:= U§()C0) N [a,b]. Fiir x € Us folgt

‘y X xO )7f(x0)’ = \xjxo\’jf(t)dt*(xfxo)f(xo)’

[x—xo|

:\xjx0‘|xf(f(t)_f(x0))dt§ I e x—xo|=¢.

Daraus folgt 7' (xo) = f(x0)- O

X X
Beispiel: Firx > 1 gilt [ ; dt=Int ’1 = In x wegen der Stetigkeit von , auf [1,x] und wegen
1

(In)'(x) = l (Oft wird 1n x mittels dieses Integrals definiert.)

Anmerkung: Ist F eine Stammfunktion von f, so ist {F 4 c|c € R} die Menge aller Stamm-
funktionen von f. Ist f integrierbar, so bezeichnet man diese Menge als unbestimmtes Integral
7 von f und schreibt [ f(¢)dt = F(x) + ¢ mit der sogenannten Integrationskonstanten ¢ € RR.

50ft werden die beiden Hauptsiitze zu “dem” Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zusammengefasst.
7Fiir unbestimmte Integrale gibt es Tabellen in Formelsammlungen.
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b

Beispiel: [} dt=In [x|+c. Das bestimmte Integral [ f(t)dt ergibt sich nach dem 1. Hauptsatz
a

als F(b) — F(a) = In|b| —In|a|.

Wie lauten die Mittelwertsiitze der Integralrechnung (mit Beweisskizze)?

(i) 1. MWS der Integralrechnung:
b
Ist f stetig auf [a,b), dann existiert ein & € (a,b) mit [ f(¢) dt= f(§) (b —a).

a
Beweis: Nach dem 2. Hauptsatz existiert eine Stammfunktion F von f. Anwendung des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung liefert die Existenz eines & mit

ffo) dt = F(b) — F(a) = (b—a)F'(£) = (b— a)£(E). 0

Geometrische Interpretation s.Abb. 4.9 .

Abbildung 4.9:
Geometrische Interpretation des
Integral-Mittelwertsatzes

(ii) Verallgemeinerter 1. MWS Sind f, g stetig auf [a,b],g > 0, dann existiert ein & € |a, D)
mit

b b
[ 1w a=1) [ewa.

b b b
Beweisidee: Es gilt min f(x) [ g(r) dt < [f(t)g(t) dt < maxf(x)- [ g(t)dt. Aus dem
a

a a
Zwischenwertsatz folgt dann die Behauptung. g

(iii) 2. MWS der Integralrechnung
Ist f monoton und g stetig differenzierbar auf [a,b], dann existiert ein & € [a,b] mit

b g b
[ 1g0 di=t@) [ e dr 1) [ g a
a &

a

Beweis-Idee: Partielle Integration und verallgemeinerter Mittelwertsatz.

Beweisskizze: Im Falle monoton wachsender Funktion f erhilt man mit der Integralfunk-
tion G von g durch partielle Integration und Anwendung von (i) wegen f* > 0 die Existenz
eines & mit
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i f(1)g(r) dt=£(b)G(b) —f(a) -0 — a;f'(t)G(t) dt = f(b) G(b) — G(&) afbf’(t) dt
= f(2) G(§) +1(b) [G(b) — G(&)]. 0

Beschreiben Sie kurz die Verallgemeinerung des Integralbegriffs 1.) auf hohere Dimensionen
und 2.)** auf summierbare Funktionen.

1.) Sei f eine auf dem achsenparallelen Quader Q = ;l< (ai,b;) definierte reelwertige Funkti-
i=1

on. Die Approximation des Volumens unterhalb des Funktionsgraphen (xp,...,xn, f(x1,...,%))
kann wieder mittels Treppenfunktionen geschehen, d.h. diesmal durch Funktionen ¢, die auf ei-
ner Zerlegung von Q in endlich viele achsenparallele n-dimensionale Quader Q; definiert und
auf jedem der Q; konstant sind (s. Abb. 4.10). Der Inhalt des Treppenkorpers ist gleich
Y 1(Qi)1(Q;) =: [t(x)dx = [¢dI mit I(Q;) als Volumen des Quaders Q; .

Q Q

Q)

V.=1Q)1Q,)

b)

Abbildung 4.10: a) Approximation des Inhalts durch eine Treppenfunktion
b) Inhalt einer Treppenstufe

Wieder kann man Ober- und Unterintegral definieren und R-Integrierbarkeit von f im Falle der

Gleichheit dieser beiden.

Anderung des Integrationsbereiches: Ist der Definitionsbereiches D r von f eine beschrinkte Teil-

menge von IR”, so wihlt man einen beschrinkten achsenparallelen Quader Q mit Dy C Q und

setzt (im Falle der Existenz) [ f(x)dx := [ f(x)dx mit f|Df = fund f(x) =0 firx € Q\Dy;
D, Q

ist hingegen Dy = IR” und der Triger von f (d.h. die Menge der Punkte x mit f(x) # 0) Teil-

menge eines beschrinkten Quaders Q, so definiert man [ f(x)dx := [ f(x)dx.
R)‘l Q

2.)** Bei gegebenem Maf} u betrachtet man die Menge 7 aller Funktionen g auf R”, fiir die

eine fast-iiberall wachsende Folge (#y)ven von Treppenfunktionen mit beschriinkter Integralfol-

ge ([ tydu)ven (wie oben definiert mit MaB u statt des elementargeometrischen Volumens 1)

und lim #(x) = g(x) fiir fast alle x existiert. Fiir solche Funktionen definiert man
V—o0

[ gdu:= lim [ #,du. (Diese Definition stellt sich als unabhéngig von der speziellen Folge (#y )ven
V—so0
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heraus.) Jede Differenz g1 — g» von Funktionen g; € 7 heifit dann summierbar und das (existie-
rende) Integral [ fdu:= [ fidu— [ fo du das Lebesgue-Integral von f.
Rn

Anmerkung: Ist f R-intergierbar auf [a,b], so auch Lebesgue-summierbar(— f wird dazu auBer-

b
halb [a, b] mit Funktionswerten 0 angesetzt—), und es gilt [ f(#)dt= [ fdu. Ein Beispiel dafiir,
a [a,b]
dass die Klasse der Lebesgue-summierbaren Funktionen grofler als die der R-integrierbaren ist,
liefert u.a. die Dirichletfunktion D (s.o., Bsp.5i); fiir diese gilt D(x) = O fiir fast alle x (- wegen
der Abzidhlbarkeit von @ gilt I(Q ) = 0-) und daher [ D dI = 0.

Formulieren Sie (ohne Beweis) den Satz von Fubini iiber die stufenweise Integration!
Bestimmen Sie mit ihm das Integral von fi : R? — R mit fi(x,y) = 1 fiir x> +y? < 72 und 0
sonst!

Satz von Fubini
Sei f: R"=R?” xRY — R mit (x,y)— f(x,y) eine R-integrierbare Funktion® (Auferdem
verschwinde f auf3erhalb eines kompakten Quaders.) Dann gilt:

/fxy (x,y) / /fxydy dX—/ /f(x,Y)dX dy.

RP R4 RP

Interpretation: Schichtweise Integration (— Prinzip von Cavalieri); Vertauschbarkeit der Inte-
grationsreihenfolge.
2.) Beispiel (s. Abbildung 4.11): Volumen des geraden Kreiszylinders mit Hohe 1 und Radius r

z

Abbildung 4.11:
Beispiel zum Satz von Fubini

8Eine Verallgemeinerung auf Lebesgue-summierbare Funktionen ist moglich.
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T \/1‘2 7X2

[Awndwy) = [ [aendy ) a=[] [ 1av|a=

R R -r 7\/r27x2
r
= 2/\/r27x2dx:7tr2 wegen

r—e o) )

€
/ VI —2dx = Jrz__x)ﬂ dx  (Substitution x =r-t).
e—r

1—¢*

r—g
- /1 rfldif +s/, (VP2 =2 x) =/ = 2] dx

1—¢*
= r? arcsint + \/r /\/r
o e
| L
72 (arcsin 1 —arcsin(—1)) 0

4.3 Differentialgleichungen

Wie lésst sich eine lineare Differentialgleichung (%) y = a(x)y+s(x) erster Ordnung (mit
auf dem Intervall J stetigen Funktionen a und s) 16sen?

(i) Analog zu einem linearen Gleichungssystem ist eine Losung die Summe einer Partikulir-
16sung y, und einer Losung yo des homogenen Systems y’ = ai(x)y, denn es gilt
Yor= =) =Y =y, =alx)y+s(x) = [a(x)yp +s(x)] = a(x)(y —yp) = alx)yo:

umgekehrt ist jede solche Summe y, +yo Losung:
(p+30) =), + Yo = a(x)yp +5(x) + a(x)yo = a(x)(vp +yo) +s(x).

(ii) Das homogene System hat die Losungen y(x) = ¢ exp(A(x)) mit einer Stammfunktion

X
A(x) = [ a(t)dt der stetigen Funktion a, wie man durch Differenzieren feststellt. Dies sind
X0
aber schon alle Losungen: Sind yj,y» zwei homogene Losungen, so folgt aus
Oy = Yiveyyy _ (a)yia—yi(atoyz _ 0. dass *! konstant ist
»2 y% y% ’ »2 .

(iii) Eine Partikuldrlosung erhélt man z.Bsp. durch die Methode der Variation der Konstan-
X
ten; dabei wird y,(x) = c(x)exp([ a(t)dt) = c(x)eA®) in (x) eingesetzt:
X
a(x)yp+s(x) =y, = ¢ (x) exp(A(x)) +e(x) - ' - alx) = ¢ (x) exp(A(x)) +a(x)y,

Aus ¢/ (x)exp(A(x)) = s(x) folgt c(x) = [ s(x)exp(— [a(t)dt)dx fiir x € J; wegen der Ste-
tigkeit von a und s auf J existiert diese Stammfunktion und geniigt umgekehrt den Anfor-
derungen.
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(iv) Das Anfangswertproblem y’ = a(x)y + s(x) mit y(xo) = d besitzt genau eine Losung, da
durch Einsetzen von xp in die allgemeine Losung der DGL die Konstante ¢ eindeutig be-

X0
stimmt werden kann: d = y(xo) = ¢ -exp( [ a(r)dt) + yp(x0) = ¢ +yp(x0). Zur Verallge-

X0
meinerung auf lineare DGL-Systeme s.u.!

Formulieren Sie den Eindeutigkeits- und den Existenzsatz von Picard-Lindelof fiir die Diffe-
rentialgleichung y' = f(x,y) mit Anfangsbedingung y(a) = ¢, und gehen Sie auf die Beweis-
Ideen ein!
Voraussetzungen (*) : Seien G C R x R" offen, (a,¢) € G und f: G — R" mit (x,y) — f(x,y)
eine stetige, bzgl. der Variablen y = (y;...,y,) stetig partiell differenzierbare Funktion! Dann
gelten:

(i) Eindeutigkeitssatz: Unter den Voraussetzungen (x) gilt: Sind @ und y : J — R" zwei
Losungen der Differentialgleichung y' = f(x,y) iiber dem Intervall ] C R mit a € J und

gilt (a) = y(a), so folgt ¢(x) = y(x) fiir alle x € J.

(i) Lokaler Existenzsatz: Unter den Voraussetzungen () gibt es ein € > 0 und eine Losung
¢:|a—¢,a+¢€] — R", der Differentialgleichung y' = f(x,y) mit ¢(a) = c.

Anmerkung: 1) Statt der stetigen partiellen Differenzierbarkeit von f reicht auch die Forderung,
dass f einer lokalen Lipschitzbedingung in der 2. Variablen geniigt, d.h. dass jeder Punkt (x,y)
aus G eine Umgebung U besitzt derart, dass fin G N U einer Lipschitzbedingung

[£0x,y) —£(x,¥)I| < Llly —¥| furalle (x,y), (x,¥) € GNU

mit (evtl. von U abhédngiger) Lipschitzkonstanten L € IR geniigt.

2) Erfiillt f: [a,b] x E — E im Banachraum E sogar eine globale Lipschitzbedingung bzgl. der
2. Variablen, so gibt es zu jedem ¢ € E eine globale Losung y : [a,b] — E des Anfangswertpro-
blems.

Beweisidee zur 1. Anmerkung: Fiir eine kompakte Umgebung V von (x1,y,) € G existiert wegen
der Stetigkeit L := sup {|| (35’ (x,¥))||} < 0. Der (mehrdimensionale) Mittelwertsatz impliziert
(xy)eVv /

dann die Behauptung.

Beweisidee zum Eindeutigkeitssatz:
Wegen der Stetigkeit von f erfiillt eine Losung ¢ des Anfangswertproblems die Integralgleichung

X
@(x) = c+ [f(z,9(¢))dt fiir alle x € J. Aus der lokalen Lipschitzbedingung erhélt man ein L > 0
a

und & > 0 derart, dass gilt:  ||o(x) —wy(x)|| = || ff(t,(p(t)) —f(r,y(r)dt| <LM[x —a| < M

a
fiir alle x € J N Ug(a) mit M := sup{||o(r) —y(z)|| | 1 € JNUs(a)} und &:=min{8,1/(2L)};
dies wire fiir M # 0 ein Widerspruch zur Definition von M. Aus der Stetigkeit von ¢ und y
folgert man nun aus der lokalen Gleichheit die globale.

Beweisidee zum Existenzsatz:

Fiir geeignete 8,7 > 0 geniigt fin Q := {(x,y) € R x R" |x € Us(a) und ||y —¢|| < r} C G (bzgl.
der Supremumsnorm) der Bedingung ||f(x,y)|| < M und der Lipschitzbedingung mit Konstante
L. Fire:=min{8, /,, ) } istA = {y € C([a—&,a+€],R")| | y—c|| < r} eine abgeschlossene
Teilmenge des Banachraums C([a — €,a +€],IR"). Man zeigt nun, dass die Abbildung 7 : A — A
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X
mit y —nundn(x) =c+ [f(z,y(¢))dt fir x€[a—¢,a+¢€| eine wohldefinierte Kontraktion

a
ist. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz (s. Seite 79 und 174! ) gibt es daher ein @ € A mit
T (@) = ¢. Dieses @ ist eine Losung des Anfangswertproblems. O

Geben Sie eine Beweisskizze zum Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losung eines
linearen Differentialgleichungs-Systems mit Anfangsbedingung.

Satz: Seien A = (o) : [a,b] — R undb : [a,b] — R" stetige Abbildungen, also insbesondere
die Funktionen o : [a,b] — R stetig, ferner xo € [a,b] und ¢ € R". Dann existiert genau eine
Losung y : [a,b] — R" des linearen DGL-Systems 'y = A(x)y+b(x) mit Anfangsbedingung
y(xo) =C

Beweisskizze: Aus der Stetigkeit der linearen Abbildung folgt eine globale Lipschitzbedingung

in der 2. Komponente mit Lipschitzkonstanten L = sup {||A(x)]}, also
x€la,b]

[(A(x)y +b(x)) = (AX)Y+b())[| = [AX) (y =)l <Ly =) |-

Analog zum oben zitierten Eindeutigkeitssatz folgt die Eindeutigkeit der Losung. Die Exis-

tenz erhélt man aus dem Picard-Lindelofschen Iterationsverfahren. Man definiert rekursiv:

yo(x) :=c¢ und yu11(x):=c+ [[A(t)yn(t) +b(¢)]dt. Man zeigt nun, dass (Y )men auf [a,b]

gleichmiBig gegen eine Losung y der DGL konvergiert. Dabei weist man durch vollstindige
. L [ x—xn|™ .

Induktion nach m nach, dass ||yu+1(x) — yu(x)|| <K ‘xm!x"‘ mit K := sup ||y1(x) —yo(x)]

x€la,b]

gilt, die Reihe Y (Ym+1 — Ym) wird auf [a,b] durch die konvergente Reihe Y L:;’,m = Kel"
m=0 m=1
majorisiert, konvergiert also gleichmifig. (Siehe z.B. Forster [Fo2] §13.)

4.4 Anhang: Taylorreihen

Behandeln Sie die Approximation einer auf 3 = [a, b] definierten (n+ 1)-mal differenzierbaren
reellen Funktion durch ein Taylorpolynom vom Grad n bzw. einer beliebig oft differenzierba-
ren Funktion durch eine Taylorreihe (mit Beispielen)!

Satz von Taylor: Ist f : 3 — R n-mal stetig differenzierbar auf 3 und (n+ 1)-mal differenzierbar
auf (a,b), so gibt es fiir jedes x € I~ {xo} ein § € (x,xo) (bzw. §(xo,x)) mit

R ™ (x0) v 1 (n+1) et
f(x) - \,;) v! (.X .X()) + (I’l+ 1) 'f (é) (x xo)
n-tes Taylo\;;olynom Pn Restglied Ry (x)

Anmerkungen: 1. Das n-te Taylorpolynom p, approximiert f (x); bis zur n-ten Ordnung stimmen
alle Ableitungen von p, und f an der Stelle x( liberein. Das Polynom p,, ist in dem Sinne eine

optimale Niherungsfunktion n-ten Grades, dass fiir die durch r,(x) = s ((?:)fo’ ')l\(,x) auf 3~ {xo}

definierte Funktion lim r,(x) = 0 gilt. Beweisidee: Im Fall n = 1 gilt die Behauptung laut Defi-
X—X0

nition von f”(xq), im Fall n > 2 durch mehrfache Anwendung der Regel von de 1’Hospital.

2. Fiir n = 0 erhélt man fiir differenzierbare Funktionen die Existenz eines & aus (x,xp) bzw.

(x0,x) mit f(x) = f(x0) + f' () (x —x0), also den Mittelwertsatz, angewandt auf das Intervall
mit den Grenzen x und xg.
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3. Fiir n = 1 ist das Taylorpolynom f (xo) + " (xo) (x — x0), also gleich der affin-linearen Appro-
ximation von f im Punkt xo (Tangentengleichung)

X n
4. Fiir das Restglied gilt auch R, (x) = [ (X;t!) fU+D () dt (Integral-Restglied).

X0

f(x) = pn(x). Man betrachtet nun die die Funk-
(¢ —xo)"H. Fiir¢ € (a, b) erhilt man

Beweisskizze zum Satz von Taylor: Sei R,(x) := f
tion g:3—Rmit t— g(r) =R,(t)— Ra ()

(X xO)n+]
+1 Rn
gV @)= @ = 1) = S b )1 = (0 = (B (1)1

Es reicht damit der Nachweis der Existenz eines & € (x,xo) bzw. (xo, ) mlt gl "“ ) (€) = 0. Die
Funktion g ist so gewiihlt, dass sich (neben der Berechenbarkeit von R,, (x) aus g "*!) (£) = 0) der
Satz von Rolle auf jede der Ableitungen g(*) anwenden lisst: V¢ € {1,....n+ 1} Ix; € (x,x0)
(bzw. x; € (x9,%)): g (x¢) = 0. (Beweis durch Induktion nach /). O
Korollar: Entwicklung in eine Taylorreihe: Ist f : 3 — R beliebig oft differenzierbar und gilt
lim R, (x) = O fiir alle x € 3, so konvergiert die Potenzreihe Y, f(v\)/(,x()) (x—x0)Y (Taylorreihe)
f—oo v=0

auf 3 und zwar gegen f.
Bedeutung: Im Falle lim R, (x) = 0 lisst sich also f(x) beliebig genau approximieren, und zwar
n—oo

allein aus der Kenntnis der Ableitungen von f an der Stelle xo.

Beispiele:
i) S=R, f(x)=
n v X v
x0=0: p,(x) :VEO 33),‘ —e'= Y |, wegen S (n4+1)1— 0

. oo
xo=1:pa(x) =X x—1)V —e'= Zove! (x=1)".
V=
(i) Auch die angegebenen Reihen von sin und cos stimmen mit den Taylorreihen dieser Funk-
tionen iiberein.

(i) S=[0,1], F(¥) =In(1+x).x0=0:  pa(x)= % (—=1)¥ (v—1)17]

v=1

Ra(x) = (, !}, (=1)"n! (1+151x)"+1xn+] mit 0 < =10(x) <1.Wegen0< % <1 fiir

x € [0, 1] konvergiert R, (x) gegen 0. Also: Vx € [0,1]: In(1+x) = § (7]3V71x". Die

Formel gilt sogar fiir x € (—1, 1]. Die Potenzreihe konvergiert fiir x > 1 nicht, obwohl dort
In(1 + x) definiert ist.

Anmerkung: Selbst wenn die Taylorreihe einer Funktion f im Punkt x konvergiert, braucht sie
nicht gegen f (x) zu streben. In diesem Fall ist lim R,(x) # 0.
n—oo

1
Beispiel: Ist f: R — R mit f (x) =e « fiir x £ 0 und £ (0) = 0, so gilt £ (0) = 0 (Beweis
durch vollstindige Induktion). Die Taylorreihe ist also 0 und stellt daher f nicht dar.



136 4. Analysis II

4.5 Klausur-Aufgaben zur Analysis II

Aufgaben zu 4.1 (Differenzierbarkeit von Abbildungen)

Aufgabe A64 (particlle Ableitung, Richtungsableitung, Folgenstetigkeit)
flirx=0o0dery=0

Sei f : R? — IR definiert durch f(x,y) = xty frx odery .

1 sonst

Zeigen Sie: (a) f ist unstetig in (0,0), aber g{( g§ existieren in (0,0).

(b) Die Richtungsableitung von f in (0,0) in Richtung a = 12 (1,1) existiert nicht.

%
Losung siehe Seite: 306.

Aufgabe A65 (particlle Ableitung)
Sei fiir a = (a1,a,) die reelle Funktion f : R> — R gegeben durch f(x) =< a,x >!/3 (bzgl. des
kanonioschen Skalarprodukts)! Zeigen Sie fiir x mit < a,x ># 0 die Aussage:

0 0

9()61 ax] “+ X2

axZ
Losung siehe Seite: 306.
Aufgabe A66 (Richtungsableitung, totale Differenzierbarkeit)
0 fiir (x,y) = (0,0)
2 .o
L i (ny) £ (0,0).
Zeigen Sie: Im Ursprung existieren alle Richtungsableitungen, aber f ist dort nicht differenzier-

bar.
Losung siehe Seite: 307.

Sei f: R? — IR definiert durch  f(x,y) = {

Aufgabe A67 (totale Differenzierbarkeit, Jacobi-Matrix)
Zeigen Sie, dass die Abbildung f : R? — R? mit

x> —3xy?

1) = (52 pre () # (0) wast(o)= ()

x2 +y2

im Punkt (8) nicht differenzierbar ist.
Losung siehe Seite: 308.
Aufgabe A68 (totale Differenzierbarkeit, Stetigkeit, partielle Ableitung, Richtungsableitung)

2
L fLR2 - X\y._ O —
Sei f:IR* — R definiert durch f((y)).— 2y fiir x # 0 und f(0) = 0.

(a) (1) Ist f ist im Nullpunkt stetig?
(i) Ist f im Nullpunkt differenzierbar?
(iii) Zeigen Sie: f besitzt im Nullpunkt alle partiellen Ableitungen.
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(b) Bestimmen Sie die Ableitung von f in <8> in Richtung von v = \}2 G) .

Losung siehe Seite: 309.

Aufgabe A69 (Stetigkeit, Funktionalmatrix, partielle Ableitung)

1.) In welchen Punkten x € R” ist die Funktion f : R” — R mit f(x) = ||x|| (euklidische Norm)
(a) stetig  (b) differenzierbar?

2.) Bestimmen Sie gegebenenfalls die Ableitung von f und die Funktionalmatrix!

Losung siehe Seite: 309.

Aufgabe A70 (Gradient, Kettenregel)

x
Sei f : R — IR differenzierbar, r = \/x2 +y>+z2 undv= | y | € R?\ {0}. Zeigen Sie:
z
grad f(r) =/ ,£r> V.
Losung siehe Seite: 309.

Aufgabe A71 (Differenzierbarkeit, Funktionalmatrix, Approximation)

3 _ 3 2
Es sei 7 : R2 — RR2 definiert durch (x) = (x o )
f f( y ) 32y — 33

1. Zeigen Sie: f ist differenzierbar. 2. Bestimmen Sie die Ableitung f'( (;) ).

3. Geben Sie mit Hilfe von f’ eine Approximation fiir den folgenden Vektor an (ohne Feh-
lerabschitzung):

vi= f( <‘11188;) — £ (‘f)) (mit a € R belicbig)

Hinweis: Allgemeine Sitze iiber mehrdimensionale Differentialrechnung diirfen Sie hier ohne
Beweis verwenden.
Losung siehe Seite: 310.

Aufgabe A72 (totale Ableitung, Tangentialebene, Normalenvektor)

Stellen Sie die Gleichungen der Tangentialebenen und der Normalen fiir den Graphen der Funkti-
on f: R? — R mit f(x,y) = —+/x auf, und iiberlegen Sie, fiir welche Stellen (§,m) dies moglich
ist (Schaubild!).

Losung siehe Seite: 310.

Aufgabe A73 (Kettenregel, MWS)
Die Funktion f: G C RZ >R (mit G offen) sei auf G differenzierbar, und a, b seien zwei Punk-
te, die mitsamt ihrer Verbindungsstrecke in G liegen. Dann gibt es eine reelle Zahl § € (0, 1), so
dass gilt:

f(b)—f(a) = (gradf)(a+38(b—a))- (b—a)
Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie den ,,eindimensionalen® Mittelwertsatz und die Ket-
tenregel anwenden: (fog)'(x) = f'(g(x))-g'(x) (firg:GCR? —RY, f: F CR?—R", gin
xund f in g(x) differenzierbar.) Wihlen Sie g mit g(r) =a+t(b—a).
Losung siehe Seite: 311.
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Aufgabe A74 (lokales Extremum, Logarithmus dualis)

3
Sei H(x1,x2,x3) := Y. x;log, ; definiert fiir x1,x2,x3 € R" \ {0} (,,Entropiefunktion®). Bestim-
i=1 '

3
men Sie ein lokales Extremum von H unter der Nebenbedingung )" x; = 1. (Die Existenz ist hier
i=1

nicht zu untersuchen.)
Losung siehe Seite: 311.

Aufgabe A7S5 (Quader, Gradient, Hessematrix, lokales Extremum)

Eine quaderformige nach oben offene Schachtel soll ein Volumen von 32 cm® haben. Welche
Abmessungen muss sie haben, damit die Oberfliche minimal ist?

Losung siehe Seite: 312.

Aufgabe A76 (Gradient, Kettenregel, MWS)

Sei f: R3 > R differenzierbar. Gilt dann (mit dem kanonischen Skalarprodukt):

(x,grad f(x)) =0 fiir alle x € R, so folgt: f ist konstant. Zeigen Sie dies!

Hinweis: Man betrachte fiir ein festes x die Abbildung 7 — f(x-7) und berechne die Ableitung!
Losung siehe Seite: 312.

Aufgabe A77 (Niveau-Linien, Fall-Linien, Tangentialebene)
Sei f: R? — IR definiert durch f(x,y) = x> +y*> — 4x — 4y +6.

(a) Berechnen Sie die Niveaulinien f~!(c) fiir ¢ € IR und beschreiben Sie sie geometrisch.

(b) Wie sehen die Projektionen der Fall-Linien (Linien stéirksten Gefilles des Graphen von f:
{(x,,2) € R*|z= f(x,y)}) auf die (x,y)-Ebene aus?

(c) Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene im Punkt (0,0,6) an den Graphen von f?

Losung siehe Seite: 312.
Aufgabe A78 (Funktionalmatrix, Approximation)

Es sei f: R} — R? definiert durch f(x,y,z) = ) Wie lautet die Jacobi-Matrix von f?

X
xyz+1
Berechnen Sie mit Hilfe der Jacobi-Matrix von f eine Approximation von f(0,98;2,02;0,99).
Losung siehe Seite: 313.

Aufgabe A79 (Stetigkeit, totale Differenzierbarkeit)

Sei f: R? — R mit (x,y) — +/|xy|. (a) Ist f stetig in (0,0) ? (b) Zeigen Sie, dass f in (0,0)
nicht differenzierbar ist!
Losung siehe Seite: 314.

Aufgabe A80 (totale Differenzierbarkeit, Funktionalmatrix)
Zeigen Sie die totale Differenzierbarkeit der Funktion f(x,y) = x> +yx> +y* fiir (x,y) € R?,
und berechnen Sie die Ableitung!

Aufgabe A81 (totale Differenzierbarkeit, Funktionalmatrix, Approximation, totale Ableitung)

X-y
(a) Zeigen Sie: f ist differenzierbar. (b) Bestimmen Sie die Ableitung f’(x,y).

ex+y
Es sei f : R? < R? definiert durch f(x,y) = ( ) !
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(c) Geben Sie mit Hilfe von f7(0,0) fiir Vektoren (x,y) sehr kleiner Liinge eine Approximation
von f(x,y) an!
Losung siehe Seite: 314.

Aufgabe A82 (totale Differenzierbarkeit)
Fiir eine in der Umgebung von (xo,y0,20) € R? partiell stetig differenzierbare, reelle Funktion
zeige man:

lim f(xo+ah,yo+bh*,zo + ch) — f(x0,50,20)

h—0 h = afy(x0,50,20) + ¢ f2(x0,50,20)-

Losung siehe Seite: 314.

Aufgaben zu 4.2 (Integration — 2.Teil)
(Hinweis: Beachten Sie auch die Aufgaben zu §3.5)

Aufgabe A83 (Integral, ZWS, Stammfunktion, Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung)
Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig. Beweisen Sie: Es existiert ein & € [a,b] mit

g b
J f(x)dx = [f(x)dx. Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass & nicht notwendig aus (a,b)
a g

1st.
Losung siehe Seite: 315.

Aufgabe A84 (Stammfunktion, MWS, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Seien f,g: [0,1] — IR stetige Funktionen. Zeigen Sie: Es existiert ein & € (0, 1) mit

1

1 € g
[0 [ewa=e@ [10a+E) [eoa.
0 0 0 0

Hinweis: Betrachten Sie F - G fiir geeignete Stammfunktionen F, G von f bzw. g !
Losung siehe Seite: 315.

Aufgabe A85 (Integral, Monotonie)
Die Funktion f sei stetig in [0,00), und mit einer Konstanten M gelte

n
/x”|f(x)\dx <M firallen€ N.
0

Beweisen oder widerlegen Sie, dass dann f(x) = 0 fiir alle x € [0, ) gilt.
Losung siehe Seite: 316.

Aufgabe A86 (Integral, Extremum)

Fiir welchen Wert von a > 1 begrenzt der Graph der Funktion y = (Ina) - (cosax) mit der x-Achse
Fliachenstiicke maximalen Inhalts? (vgl. B.Biiktas: Aufg. Samml. Bd.2 Seite 22 Nr.141)
Losung siehe Seite: 316.
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Aufgabe A87 (Integral, Integral-Abschitzung, Monotonie)

b .
1. Schitzen Sie das Integral [ S;‘;’ dt (mit 0 < a < b) betragsmiissig durch ein Integral mit nicht-
a
negativem Integranden ab und berechnen Sie das Letztere.
2. Folgern Sie daraus, dass es fiir jedes € > 0 ein s gibt derart, dass fiir M > m > s gilt:
M m

sint sint
/ 5 dtf/ 5 dt| <e
t t
1

(Nach dem Cauchy-Kriterium folgt daraus die Existenz von [ Si‘;’ dt ).
1

Losung siehe Seite: 316.
Aufgabe A88 (Integral-Abschitzung, Integral Additivitit)
Zeigen Sie: (a) Ist die reelle Funktion /4 stetig auf dem rellen Intervall [a,b] und gilt 2(x) > O fiir

b
alle x € [a,b] sowie [ h(t)dt= 0, so folgt h(x) = O fiir alle x € [a,b].

a
b
(b) Istdie reelle Funktion f: [a,b] — R stetig und gilt [ f(¢)g(¢)dt = O fiir alle auf [a, ] stetigen

a
reellen Funktionen g, so folgt f(x) = O fiir alle x € [a, b].

Losungshinweis: Zu (a): Beriicksichtigen Sie die Stetigkeit von &, wenn Sie h(xp) # 0 fiir ein
Xo € [a,b] annehmen. Zu (b): Wihlen Sie g so, dass Aufgabenteil (a) anwendbar wird.
Losung siehe Seite: 317.

Aufgabe A89 (Integral-Zerlegungssumme)
n

n
Man bestimme den Grenzwert lim .
n‘}mk;] n2+k2

Anleitung: Wegen nzikz = . "Z kann man die Summe als spezielle Riemannsche Zerle-

1
1+(k/n)?
gungssumme eines auswertbaren bestimmten Integrals auffassen.

Losung siehe Seite: 317.

Aufgabe A90 (Stetigkeit, trigonometrische Funktion, Substitution, uneigentliches Integral)
Die Funktion f :[0,5] — R sei so erklirt: f(x)! —cotx fiir x € (0,3] und f(0) = 0.
Zeigen Sie, dass diese Funktion stetig ist. Bestimmen Sie den Wert des uneigentlichen Integrals

] £(x)dx.
0

Hinweis: Dass auf IR die Funktionen sin und cos stetig sind, darf als bekannt vorausgesetzt
werden.
Losung siehe Seite: 317.

Aufgabe A91 (Taylorreihe, Exponentialfunktion, Potenzreihen-Integration, Leibnizkriterium)

Berechnen Sie durch Entwicklung des Integranden in eine Potenzreihe das nicht elementar aus-
1

wertbare Integral [exp(—x%)dx bis auf einen Fehler, dessen Betrag kleiner als 1/100 ist.
0

Begriinden Sie jeweils kurz die Erlaubtheit der einzelnen Schritte Thres Vorgehens.
Losung siehe Seite: 318.
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Aufgaben zu 4.3 (Differentialgleichungen)

Aufgabe A92 (Lineares DGL-System, Eliminationsmethode, lineare DGL zweiter Ordnung,
Anfangswertproblem)
Die reellen Funktionen y; und y; seien zweimal differenzierbar, und es gelte

o{’

Bestimmen Sie y; und y; !
Losung siehe Seite: 318.

-+ 4»n
yr - »2

mit den Angangswerten y;(0) =0und y, = 1.

R~ =~

Aufgabe A93 (lineare Differentialgleichung) Losen Sie folgende Differentialgleichungen (iiber
R)

iy =xy

(ii) (ii) ¥ = xy+ x mit Anfangsbedingung y(0) =0 .

Losung siehe Seite: 319.

Aufgabe A94 (Differentialgleichung 2.0rdnung)

Sei f: § — R eine reelle Funktion auf dem Intervall 7, besitze f eine stetig differenzierbare
Stammfunktion F', und existiere eine stetig differenzierbare Stammfunktion ® von F'. Bestimmen
Sie eine Losung der Differentialgleichung y” = f(x) mit den Anfangswerten y'(xo) =c¢; und
y(x0) = ca.

Losung siehe Seite: 319.

Aufgaben zu 4.4 (Taylorreihen)

Aufgabe A9S (Taylorpolynom, Taylorreihe, Satz von Taylor, Abschitzung)

(a) Geben Sie das n-te Taylorpolynom p,(x) zu In(14x) (Entwicklung um xo = 0) an.

(b) Schitzen Sie In(14x;) — pu(x;) fir x; =—-0,1 ab

(c) Wie gross muss 7 bei der Ndherung von In(1+x;) durch p,(x;) sein, wenn eine Genauigkeit
von 0,5 - 10~* erreicht werden soll?

Hinweis: Der Satz von Taylor darf unbewiesen benutzt werden.

Losung siehe Seite: 319.

Aufgabe A96 (Taylorpolynom, Taylorreihe)

Bestimmen Sie zu f : [—2, ;] — R mit x — llx das n-te Taylorpolynom p, (Entwicklung um
den Nullpunkt) und untersuchen Sie das Konvergenzverhalten von (f — p,)(x) fiir n — oo (ohne
Verwendung des Satzes von Taylor). Welche Folgerung fiir die zugehorige (formale) Taylorreihe
kann man aus dem Ergebnis ziehen?

Losung siehe Seite: 320.

Aufgabe A97 (Taylorpolynom, Approximation)

Wie wiirden Sie versuchen, die Gleichung Inx=14x—x
auch Aufgabe A37 !)

Losung siehe Seite: 320.

2 niherungsweise zu 16sen? (Siehe
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Aufgabe A98 (Potenzreihenentwicklung, Sinus, Leibnizkriterium)

Lassen sich die fiir x € R \ {0} erklirten reellwertigen Funktionen fi, f> mit
X — sinx

1) fiix— 6

X —sinx
2) Hhix— 3
X

fiir x = 0 so erklidren, dass die entstehende Erweiterung stetig ist (hebbare Stetigkeit)?

Losung siehe Seite: 320.

Literaturhinweise zu Kap.4:
Heuser [Heul], [Heu2], [Heu3], Forster [Fol], [Fo2], Liedl/Kuhnert [LK], Behrends [Behl],
[Beh2], Rudin [Ru], Rautenberg [Rau], Scheid/Schwarz [SS2], Simmons [Si].



Kapitel 5

Wahrscheinlichkeitstheorie /
Stochastik

5.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

(i) Was versteht man unter einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum? (ii) Geben Sie
Beispiele solcher Rdume an, dabei auch Modelle fiir Laplace-Experimente!

(i) Definition: Sei Q # 0 endliche Menge und' P : B(Q) — R Abbildung. Dann heift (€, P)
(endlicher) Wahrscheinlichkeitsraum , wenn gilt:

(HP(Q)=1 (2)P(A)>O0fiiralle A € P(Q) sowie

(3) P(AUB) = P(A)+ P(B) fiiralle A, B € B(Q) mit ANB = 0.

Jedes Element @ von Q heiBt Ergebnis (Versuchs-Ausgang oder Elementarereignis?), jede Teil-

menge von Q heiflt Ereignis, die Funktion P Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Wahrscheinlich-
keitsmaf3; (vgl. auch Tabelle 5.1, Seite 146).

Anmerkung: Bei der wahrscheinlichkeitstheoretischen Auswertung eines Experiments kommt
es darauf an, als Modell einen passenden Wahrscheinlichkeitsraum zu finden; die Elementarer-
eignisse entsprechen dann den nicht mehr weiter aufzugliedernden moglichen Ausgingen ei-
nes Versuchs, die Ereignisse Kombinationen solcher Ausgénge, die Wahrscheinlichkeiten den
“idealen relativen Haufigkeiten” dieser Ausgéinge (s.u.). Das Ereignis A U B steht fiir das Ein-
treten von "A oder B", der Schnitt AN B fiir das Ereignis “A und B” und das Komplement
Co(A)={we Qo ¢gA} firdas Ereignis, dass A nicht eintritt (Gegenereignis).

(ii) Beispiele:

a) Wiirfeln mit einem “idealen” Wiirfel: Man wihlt Q = {1,2,3,4,5,6} (Augenzahlen) und
P(w;) = é fiir ®; € Q. Das Ereignis “Wiirfeln einer gerade Augenzahl” ist A = {2,4,6}, und
es gilt

P(A)=P(2)+P4)+P(6)=.

Verallgemeinerung: a) ist Spezialfall eines Laplace-Raumes:

”,p (Q) bezeichnet die Potenzmenge, also die Menge aller Teilmengen, von Q.
2Dabei identifiziert man das Elementarereignis {o} (also die Singleton-Menge) mit ihrem Element @.
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b) Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum: Diese Wahrscheinlichkeitsraume dienen als Mo-
dell fiir Versuche, deren mogliche Ausgénge alle gleichwahrscheinlich sind (Symmetrie-Forde-
rung). Fiir sie gilt: P(®;) = P(w,) fiir alle ®;,m; € Q (Gleichverteilung).

Folgerung: Aus P(A) = Y, P(o) = Z ‘Q‘ ergibt sich P(A) = “g“
weA
Merkregel: Anzahl der gunstlgen durch Anzahl der moglichen Fille.

¢) Urnenexperimente (ebenfalls Modelle):

o) Entnahme einer Stichprobe vom Umfang n aus Ny :={1,... N} mit Zuriicklegen und unter
Beachtung der Reihenfolge (bzw. Verteilung von n unterscheidbaren Kugeln auf N Urnen
mit Mehrfachbesetzung): Q = { (ai,...,a,) | a; € {1,...,N}} = (Ny)". Hierbei ist
P(w)=1/N" firmeQ.

B) Entnahme einer Stichprobe vom Umfang n aus Ny ohne Zuriicklegen mit Beachtung der
Reihenfolge (n-Tupel ohne Wiederholung) P(®) = 1/ ( NN oy

v) Entnahme einer Stichprobe vom Umfang n aus Ny ohne Zuriicklegen ohne Beachtung
der Reihenfolge (mit n < N) (bzw. Verteilung von n nicht-unterscheidbaren Kugeln auf N
Urnen ohne Mehrfachbesetzung):

Q={{a,...,an} | ai€{l,....,N}, a; #ajfiri# j} =: (I\LN).
Es gilt : P(w) =1 / (V) fiir @ € Q . (Hierbei bezeichnet (") den Binomialkoeffizenten
N
)
—n)!

Hinweis (Warnung): Bei einem Experiment mit Entnahme aus einer Urne mit mehreren
nicht-unterscheidbaren Kugeln ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge erhilt man (fiir die
Multimengen!) keinen Laplace-Raum! (Die Wahrscheinlichkeiten kann man durch Num-
merierung der urspriinglich ununterscheidbaren Kugeln und durch Beachtung der Reihen-
folge der Ziehung berechnen.)

Beispiel: Die Urne enthalte 2 blaue und eine rote Kugel. Setze U := {b1,b,,r}. Bei zwei-
maligem Ziehen ohne Zuriicklegen erhilt man einen Laplace-Raum mit den folgenden 6
Ausgingen:

(b] ,bz), (bz,b] ), (b] 5 r), (bz, r), (I@b] ), (r, bz).

Die ersten beiden ergeben die Multimenge {b,b}, die anderen vier die Menge {b,r}; diese
haben die Wahrscheinlichkeiten (2’ bzw. g

8) Spezialfall Lotto: Es werden n = 6 aus N = 49 Kugeln ohne Riicklegen und ohne Beach-
tung der Reihenfolge gezogen. Die Wahrscheinlichkeit fiir "6 Richtige"(® gezogen = ®
getippt) ist: P(@) = 1/(¥) = 1:13.983.816

€) In einer Urne seien S schwarze und W = N — § weille Kugeln. Es werden n Kugeln ohne
Riicklegen gezogen. Die Wahrscheinlichkeit, dass genau s schwarze und w = n — s weille
Kugeln gezogen werden, ist (bei diesem Laplace-Experiment). (i) . (?v/) / (Ssﬂvv) .
(— Hypergeometrische Verteilung)

Bestimmen Sie (unmittelbar aus den Axiomen) folgende Wahrscheinlichkeiten in einem endli-
chen Wahrscheinlichkeitsraum:

(i) P(A) unter Verwendung der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse,

(i) P(CoA) aus P(A)und (iii) P(AUB) aus P(A),P(B) und P(ANB) !
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(i) Durch Induktion folgt aus Axiom (3): P(A)= ¥ P(®) und P(0) =0
WEA
Q|
Anmerkung: Umgekehrt wird bei gegebenen P(®;) > 0 mit Y. P(®;) = 1 durch diese Formel ein
i=1

Wahrscheinlichkeitsmal definiert.
(i) Aus 1=P(Q)=P(AlCa(A)) =P(A)+P(Ca(A)) ergibtsich P(CoA) =1—P(A).
(ili) Aus AUB=(A\(ANB))"(B\(ANB))"(ANB) und (ii) erhilt man

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Wie ldsst sich der Begriff des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums zu dem des diskreten
Wahrscheinlichkeitsraums erweitern?

In der Definition des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums wird “Q endlich” ersetzt durch “Q
endlich oder abzdhlbar unendlich” und Axiom (3) durch das folgende Axiom (die sogenannte

o-Additivitit) (3°) P(U A;) = f P(A;) fiir jede Folge (A;);en disjunkter Ereignisse A; C Q.
j— i=0

Aus diesem folgt die (eirllga(l)che) Agditivitﬁt unmittelbar.

Anmerkung: Ist @ = {w; | i € N}, und (Q, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so muss gelten:
§ P(;) konvergiert gegen 1. Ist umgekehrt § pr = 1 und (py)ren eine Folge nicht-negativer
%z%len, dann ist durch P(A) := Y. pyein dis]fjr(e):ter Wahrscheinlichkeitsraum definiert (s.z.Bsp.
Rényi [Re]). e

Definieren Sie den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B bei gegebe-
nem Ereignis A (mit P(A) # 0). Interpretieren Sie sie als Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Sei (Q,P) diskreter Wahrscheinlichkeits-Raum. P(B | A) :== P(ANB)/P(A) heiBt beding-
te Wahrscheinlichkeit von B unter Voraussetzung des Eintretens von A. Die Funktion P4 mit
Ps(B) := P(B | A) ist ebenfalls Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Q (Beweis?). Bei dieser wer-
den alle Wahrscheinlichkeiten von Teilmengen von A gerade derart proportional erhoht, dass
P4(A) = 1 ist. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von B hidngt dann nur von AN B ab (s. Abb. 5.1).

Abbildung 5.1:

_ P(ANB)
P(BJA) = PlA)
Beispiel: Wiirfeln mit einem idealen Wiirfel und A = {2,4,6} (gerade Augenzahl)

P({i}|A)=¢/, =3 firicA und P({i}|A)=0 firi¢A.
Wie lauten die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit und die Regel von Bayes ?

Sei (Q,P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum; seien ferner Aj,A», ... disjunkte Ereignisse mit
UA, = Q.
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Tabelle 5.1: Zur Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie

Versuchsorientierte Sprache Mengen- bzw. maBitheoretische Sprache

(Einzel-) Ausgang eines Ergebnis o € Q, oft mit dem
Zufallsexperiments (Versuchs) Elementarereignis {®} identifiziert
Menge allef (Einzel-) Ereignisraum Q
Ausginge
Ereignis, ACO
(zusammengesetzter) Ausgang -
“beobachtbares” Element der Ereignisalgebra,
Ereignis messbare Menge (s.u.)
AecACP(Q)
sicheres Ereignis Q
unmogliches Ereignis 0
Nichteintreten des Ereignisses A CoA
gemeinsames Vorkommen A
NB,A-B
der Ereignisse A, B ’
Vorkon.1m§n eines der AUB, A+B
Ereignisse A, B
Ereignis A impliziert ACB
Ereignis B -
A und B schlieen sich ANB=0
einander aus
Zufallsvariable messbare Funktion

Die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit lautet: P(B) = Y. P(A;) - P(B | A¢) fir BC Q,
k

die Regel von Bayes:

Ist P(B) >0, sogilt P(A;|B)= ZPI(D?;\)k.)I;(gC‘IZ) '
k

Anmerkung zur Regel von Bayes: Eigentlich zielt man mit der Bayesschen Regel auf eine “zwei-
dimensionale Verteilung” ab. Friiher interpretierte man Ay als “vergangene” Ereignisse und ver-
suchte, so aus den “a priori” Wahrscheinlichkeiten P(Ay) und den bedingten Wahrscheinlichkei-
ten P(B|Ay) die “a posteriori” Wahrscheinlichkeiten P(A;|B) zu bestimmen; vgl. Krengel [Kr] .

Behandeln Sie exemplarisch am Beispiel des dreimaligen Miinzwurfs die Darstellung eines
mehrstufigen Experiments mit Hilfe eines Ereignisbaumes bzw. Wahrscheinlichkeitsbau-
mes. Wie lauten die “Pfadregeln” zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten eines Ereignisses?

a) Die Ausgiinge eines k-fachen Miinzwurfs sind beschreibbar durch die Elemente von {W, Z}*
mit W := Wappen und Z := Zahl. Fiir k = 0, 1,2, 3 erhilt man den Ereignisbaum von Abb. 5.2
(mit der Schreibeise X1 X2 X3 := (X1,X2,X3)).
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WWW WWZ WZW WZ7Z ZWW ZWZ ZZW 277

Abbildung 5.2: Ereignisbaum beim Experiment “Dreifacher Miinzwurf”

Allgemein wird bei einem n-stufigen Experiment, beginnend mit 0, auf der k-ten Stufe jeder bis
dahin mogliche Ausgang (x;...,x;) des Experiments als Knoten eines Baumes eingezeichnet
und (fiir kK < n) mit den Ausgingen (x1,...,x,y) der (k+ 1)-ten Stufe durch eine Kante (Ast,
Zweig) verbunden (s. Abb. 5.3 a).

Anmerkung: (x1,...,x;) ist auf der k-ten Stufe Bedingung fiir das Eintreten von (xj, ..., xt,y) auf
der folgenden Stufe. Ist {ay,...,a,} die Menge der moglichen Ausginge des Einzelversuchs, so
kommt fiir y jedes a; in Frage. Unmogliche Ausginge brauchen nicht eingezeichnet zu werden.

(X9, ,Xx a9 (Xq, -+ ,Xg,apy)

Abbildung 5.3: a) Verzweigung im Ereignisbaum
b) Markierung der (bedingten) Wahrscheinlichkeiten am Wahrscheinlichkeitsbaum

b) Durch Markierung der bedingten Wahrscheinlichkeiten an den Asten gemiR Abb. 5.3 b wird
ein Ereignisbaum zum Wahrscheinlichkeitsbaum. Der Wahrscheinlichkeitsbaum zum 3-fachen
Miinzwurf ist in Abb. 5.4 dargestellt.

c) Pfadregel 1: Die Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs (Elementarereignisses) eines mehrstu-
figen Zufallsexperiments ist das Produkt aller Wahrscheinlichkeiten der Aste desjenigen Pfades,
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WwWw WWZ WZW WZ7. 7ZWW IWZ 771W 777

Abbildung 5.4: Wahrscheinlichkeitsbaum zum dreifachen Miinzwurf (fett markiert ist der Pfad
zum Ereignis WWZ mit PWWZ) = 1-1.1)

der zu diesem Ausgang fiihrt. Beweisskizze: Wiederholte Anwendung der Formel
P(ANB)=P(A)-P(B|A).
Pfadregel 2: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E ist die Summe der Wahrscheinlichkei-
ten aller fiir E giinstigen Ausgénge, also aller relevanten Blitter. Beweisskizze: P(E) = Y, P().
0EE

d) Weiteres Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit des Ziehens mindestens einer weilen Kugel bei
zweimaligem Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit 3 weilen und 6 schwarzen Kugeln
ist3-243-5+53 = =1-P(SS) (s. Abbildung 5.5).

Abbildung 5.5: Anwendung der Pfadregeln
auf ein Beispiel (Ziehen ohne Zuriicklegen
mindestens einer weillen Kugel aus einer
Urne mit 3 weilen und 6 schwarzen Ku-
geln)

Was versteht man unter der (stochastischen) Unabhéingigkeit zweier Ereignisse A und B eines
Wahrscheinlichkeitsraumes bzw. einer Familie von Ereignissen, was unter der (stochastischen)
Unabhingigkeit von Zufallsvariablen?

(a) Zwei Ereignisse A und B eines Wahrscheinlichkeitsraumes heilen (stochastisch) unabhdin-
gig, falls gilt P(ANB) = P(A) - P(B).
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Anmerkungen: (i) Ist P(A) # 0, so sind A und B genau dann stochastisch unabhingig, wenn

P(BJA) = P(B) gilt; (Folgerung aus der Definition von P(B|A)).

(ii) Damit vertrégt sich die Definition mit der intuitiven Vorstellung von Unabhéngigkeit. Insbe-

sondere bei mehrstufigen Experimenten geht man davon aus, dass unabhingige Wiederholungen

von Teilexperimenten (z.B. Ziehen mit Zuriicklegen) zu unabhéngigen Ereignissen fiihren (s.u.).

(iii) Stochastische Abhingigkeit ist nicht mit kausaler Abhédngigkeit zu verwechseln!

(b) Bei der Ausdehnung der Definition auf mehrere Ereignisse reicht es nicht, die paarweise

stochastische Unabhiingigkeit zu verlangen; vielmehr heift eine Familie (A;);cg von Ereignissen

stochastisch unabhdngig , falls P(A; N...NA; ) = P(A;,)-...-P(A;) fiir jede endliche Teilmenge

{i1,...,ix} von 3 gilt.

Anmerkung: Bei der Definition der Unabhingigkeit von mehrstufigen Versuchen fordert man

P(A1 x...xA,) =P(N Q1 X...XA; X...xQ,) = ﬁ P(A}), also die Unabhingigkeit der
J Jj=1

Ereignisse jeden Teilversuchs; (s. auch unter “Produktraum™!).
(c) Die Zufallsvariablen X1,X5,...,X,, (s. §5.2) iiber einen (diskreten) Wahrscheinlichkeitsraum
heiBlen (stochastisch) unabhingig, wenn fiir alle moglichen A1, A», ... A, gilt

m
P(X; EAIA...NXp €Ap) =][P(Xi € A)).
i=1
Anmerkung: (i) Manchmal beschriankt man sich bei dieser Definition auf einelementige Ereignis-
N9 A,' = {xi}.
(i) Die Unabhingigkeitvon Xj,...,X,, ist 4quivalent zur Unabhéngigkeit der Ereignisse Xfl (A),
denn ungeformt lautet die obige Gleichung

PX; N AN)N...NX,  (An)) = ﬁP(Xf' (A))

i=1
fiir alle moglichen A; (insbesondere fiir A;,,...,A;, und A; = X;(Q) fiir die tibrigen j).

Definieren Sie den Produktraum von endlichen Wahrscheinlichkeitsraumen, und erldautern Sie
kurz, fiir welche Zufallsexperimente er Modell sein kann.

(a) Sind (Q1,P),...,(Qn, P,) endliche Wahrscheinlichkeitsriume, dann lésst sich auf dem kar-
tesischen Produkt Q = Q; x ... x Q, (aller n-Tupel (®y,...,0,) mit ©; € Q;) wie folgt ein

n
WahrscheinlichkeitsmaB definieren P((®y,...,®,)) := [T Pi(;).
i=1

Beweisskizze: Es gilt ndmlich u.a.
P(Q x...xQ,)= Y P(o,...,0,)

- y Y (T P@1)Pa(0) = P % .. % Q1)1

woraus durch vollstdndige Induktion P(Q) =1 folgt.

Definition: P heiBt das Produktmafp und (Q; X ... x Q,, P) der Produktraum der (Q;, P;).
Anmerkungen:

(i) Eine Verallgemeinerung auf diskrete Rdume ist analog moglich; fiir beliebige Rdume ist
zuvor eine geeignete Ereignisalgebra zu definieren (s. Seite 157).

(ii) Ist P das ProduktmaBauf Q; x...xQ,, sogilt Pi(®;)=P(Q; x...x {0} X...xQ,);
die P; sind also die sogenannten Randverteilungen von P.
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(b) Der Produktraum von (Q,P;)...,(Q,,P,) dient als Modell fiir die unabhdngige Hinter-
einanderausfithrung von Zufallsexperimenten, deren i-ter Teilversuch durch das Modell (Q;, P;)
beschrieben werden kann. Denn wie gesehen, ist die i-te Randverteilung gleich P;; ferner ist auch
in diesem Modell der Ausgang A; des i-ten Versuchs unabhingig von den anderen Versuchen:

P % xA) =P( U {(@1..00)= L Pi(o))...B(o)
:ﬁ , Pi((Di):ﬁP,-(A,-):_HP(Ql><...><A,-><...><Q,,).

Sind die Raume (Q;,P;) alle gleich, so ist (][] Q;,P) = (Q],P) auch Modell fiir das “n-fache
i=1
Ziehen mit Zuriicklegen”.

Was ist eine Bernoulli-Kette, welches Modell ist fiir eine solche iiblich, und wie ist die Anzahl
der Treffer (Erfolge) dabei verteilt? Wenden Sie die Ergebnisse auf das Galtonbrett an!

1. Eine Bernoulli-Kette der Ldnge n ist ein mehrstufiges Zufallsexperiment, das aus der n-fachen
unabhingigen Wiederholung eines Teilexperiments mit zwei moglichen Ausgidngen “Erfolg —
Misserfolg” (Bernoulli-Experiment) besteht.

2. Jedes Teilexperiment wird beschrieben durch Q; = {0,1} und P;(1) = p (Treffer- oder Er-
folgswahrscheinlichkeit), also P;(0) = 1 — p =: ¢, das Gesamtexperiment durch den Produktraum
@/, P).

Beispiele: e n-facher Miinzwurf (1 L Wappen, 0 4 Zahl), mit p =q = é

o n-faches Wiirfeln mit einem idealen Wiirfel und 1 2 {6102 {1,2,3,4,5} mit p = fundg=

e Galtonbrett s.u. Nr.4!

3. Ein Elementarereignis (@, ..., ®,) mit Einsen an genau k festen Stellen hat die Wahrschein-
lichkeit p*¢"*. Damit erhilt man fiir die Zufallsvariable X, die diese Anzahl der Erfolge angibt®,
P(X =k) = (}) p"q"* =: B, (k) . Eine solche Verteilung heiBt eine Binomialverteilung.

**Anmerkung: Sind X1, ..., X, stochastisch unabhingige Zufallsvariable und die X; nach P; ver-

teilt, so heilit die Verteilung von S = Z X; das Faltungsprodukt von Pi,..., P,, in Zeichen
Py *...xP,. Sie ist dle von dem ProduktmaB und der folgenden Abbildung induzierte Vertei-
lung: (xl, ey Xp) Z x; . Es lidsst sich nun zeigen, dass B, , * By, p = Bpym,p gilt, insbesondere
also B, , =By *. * B] ,p mit n Faktoren (Reproduktivitit der Binomial-Verteilung).

4. Beim Galtonbrett, einem didaktischen Veranschaulichungsmaterial, sind in mehreren Zeilen
Hindernisse (Nigel) so angebracht, dass im Idealfall eine fallende Kugel jeweils mitten auf ein
solches trifft und mit der gleichen Wahrscheinlichkeit nach rechts oder links an dem Hindernis
zur néchsten Zeile vorbeilduft (s. Abb. 5.6). In jeder Zeile wird also das Bernoulli-Experiment
“Fallen nach links oder Fallen nach rechts” unabhiingig von den vorigen Zeilen ausgefiihrt. Es
handelt sich also um eine Bernoulli-Kette mit p = ; = g der Linge n (bei n Nagelreihen). Zum
Fach Nr. k gelangt also eine Kugel mit Wahrscheinlichkeit B, 1 (k)= () ()" Hierbei ist (}) die

Zahl der unterschiedlichen Wege zum Fach k und 2" die Anzahl aller moglichen Wege.
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Abbildung 5.6: Galtonbrett (schematisch)

5.2 Zufallsvariable

Was versteht man unter einer Zufallsvariablen eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraums, was

unter ihrer (Wahrscheinlichkeits-) Verteilung? Behandeln Sie als Beispiel die Binomialvertei-
lung.

(i) Definition: Sei (Q,P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X nicht-leere Menge (meist
X C R). Dann heif}t jede Funktion X : Q@ — X eine (X -wertige) Zufallsvariable oder Zufalls-
grofle.

(ii) Definiert man Py (x) := P(X~!({x})) fiir x € Bild X, wobei X ~!({x}) das volle Urbild von
{x} unter X bezeichnet, so ist Py Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Bild X. Da fiir die x € X mit
x ¢ Bild X die (analog definierte) Wahrscheinlichkeit Py (x) gleich 0 ist, kann man Py auch als
Wahrscheinlichkeitsfunktion auf der (eventuell iiberabzéhlbaren) Menge X auffassen, indem man
definiert: Py(A) = P(X!(A)) fir A C X.

Py heiBt Wahrscheinlichkeitsverteilung von X . Ublicherweise schreibt man P(X € A) statt Py (A)
und P(X =x) fiir Px({x}) (s. Abb.5.7).

Die Funktion F mit F(x):=P(X <x) =Px({y|y<x}) heiBt Verteilungsfunktion von X.

Anmerkung: Zwei Zufallsgroien X und Y auf Q heifien (stochastisch) unabhéngig , wenn die
Ereignisse X = x; und Y = y; fiir alle 7, j unabhiingig sind, also

PX=x;\Y =x;)=P(X=x;)-P(Y =y;) (firx; e X(Q)undy; € Y(Q) gilt.
Eine dazu &dquivalente Definition fordert die Unabhingigkeit der Ereignisse X <xund ¥ <y
fiir alle x € X(Q) und y € X(Q). Letztere Definition ist nicht mehr an die Endlichkeit von Q
gebunden.
(iii) Beispiel Binomialverteilung:
Wie schon in §5.1 behandelt, heifit eine Zufallsvariable X : Q — {0,...,n} binomialverteilt, wenn
gilt

P(X=k) = (Z)pk(l —p)" =B, .(k).

Beispiele von Graphen spezieller Binomialverteilungen sind in Abb. 5.8 und ein Graph einer
Verteilungsfunktion in Abb. 5.9 angegeben.

Anmerkungen:

1.) Bezeichnet X; den Ausgang des i-ten Bernoulliexperiments einer Bernoullikette (s. § 5.1), so
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Abbildung 5.7: Zufallsvariable

P (X=x)

istS = Z X; binomialverteilt (s.0.).
2.) Zur Approx1mat10n der Binomialverteilung durch Normal- bzw. Poissonverteilung siehe §5.4 !
(1) Definieren Sie Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung einer reellwertigen

Zufallsvariablen X eines endlichen (bzw. diskreten) Wahrscheinlichkeitsraums

(2) Welche Rechenregeln gelten fiir Erwartungswerte von Zufallsvariablen? Ist der Erwar-
tungswert linear, ist er multiplikativ? Wie lautet der “Verschiebungssatz” fiir die Varianz?

(3) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz einer binomialverteilten Zufallsvariablen!

la) Sei X eine Zufallsvariable, die die reellen Werte x1,...,x, (bzw. x; mit i aus N*) annechmen
kann. Dann ist der Erwartungsswert von X definiert als

n
E(X):=Y x;P(X =x;) (im endlichen Fall)

ol

EX):= '21 x;P(X =x;), fallsdie Reihe absolut konvergiert (diskreter Fall).
=

Anmerkungen: () Achtung, E(X) muss nicht in der Néihe von Werten mit hoher Wahr-
scheinlichkeit liegen. Im diskreten Fall braucht E£(X) nicht zu existieren.

(ii)) Wegen der absoluten Konvergenz kann folgendermallen umgeformt werden:

EX)=YxP(X =x)=Lx( ¥ Po)= ¥ X(0)P(0).
i i weQ weQ
X(®)=xi
b) Ist X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E (X ), so heifit im Falle der Existenz
Var (X) := E([X — E(X)]?)

(also die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert) die Varianz von X und
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Abbildung 5.8: Binomialverteilungen a) Bg. (> b) Bg,05 (Zahlen nach Fillbrunn & Pahl)
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Abbildung 5.9: Verteilungsfunktion
der Binomialverteilung Bg. o 5

6(X) :=+/VarX die Standardabweichung. Beide Zahlen quantifizieren die Streuung
um den Erwartungswert. Weitere Parameter der Verteilung sind die Momente bzw. zentra-
len Momente E(X™), E([X —E(X)]").

2a) Sind X und Y reelle Zufallsvariablen, deren Erwartungswerte existieren, so gilt mit

a,belR:
(i) E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y) Linearitdt
(i) EX+b)=EX)+b Translationsinvarianz

(iii) Sind X undY unabhiingig, so folgt E(X -Y) = E(X)-E(Y) (im Falle der Existenz der
Erwartungswerte). Die Umkehrung gilt i. a. nicht.

Beweisskizzen:

(i) E(aX+7Y) =Y [aX(w;)+Y ()] P(0y) =ay X (0;)P(0;) + XY (0;)P(;).

i

(ii) folgt aus (i) mit Y als einer konstanten Zufallsvariablen: Y (®;) = b
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2b)

3)
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(iif) E(X.Y):)k:ZkP(X~Y:Zk):Z Y xyPX=x;\Y =y;)=

k Xiyj=zk

i):jxiyjP(xi) “P(yj) = LxiP(xi) - LyjP(yj) =E(X)-E(Y)

wegen der stochastischen Unabhéngigkeit und wegen der absoluten Konvergenz der Rei-
hen. Fiir die Unrichtigkeit der Umkehrung entnehmen wir dem DIFF Studienbrief MS3
folgendes Beispiel: X nehme die Werte —1,0, 1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit ; an; Y sei
X2 Dann gilt E(X) =0 =E(X?) =E(X-Y), also E(XY) = E(X)-E(Y); aber X und ¥
sind nicht unabhingig; z.Bsp. gilt P(X =1)-P(Y = 1) = % . % # ; =PX=1AY=1).

Existiert auch die Varianz Var(X) bzw. Var(Y), so gilt

(iv) Var(aX +b) = a*Var (X) und damit 6(aX) = |a| 6(X), ferner

(v) der Verschiebungssatz Var(X) = E(X?)— (E(X))? sowie

(vi) ** Var(X+Y)= Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y) mitder Kovarianz
EXY)—EX)-E(Y) =E(X —EX)]-[Y —EY)]).

Beweisskizzen: (iv) ergibt sich aus der Definition und den Formeln (i) und (ii) durch Nach-

rechnen; (v) folgt ebenfalls aus der Definition und der Linearitit von E:
E(X—EX)]?)=EX?-2E(X)-X+E(X)?)=E(X*)—2E(X)*+E(X)*.

i) Var(x +Y) Y E(X +7)2) —E(X +7)?

=E(X?)+2E(X-Y)+E(Y?) —(E(X)+E(Y))?

=[E(X?) —E(X)?|+[E(Y?) - E(Y)*] +2(E(XY) - E(X)-E(Y)].
Anmerkungen: Mit (vi) folgt auch (im Fall der Existenz der Varianzen)

EX-Y)=EX)-EY) < Cov(X,Y)=0
< Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y).

Unabhiéngige Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren, sind “unkorreliert”. Fiir solche
Variable gilt also Var (X +Y) =Var(X)+ Var ().
Cov (x,Y)

heiBt Korrelationskoeffizient* (Korrelation) von X und Y.
v'Var x-vVary

p(X,Y):=
Beispiel Binomialverteilung:
Ist X eine By, , — verteilte Zufallsvariable, so gilt E(X) =n-p und 6(X) = \/npgq.

Beweis:

n . . n . .
O =L Qe = b )

=

LS
=np ,ZO( ;)P =np.
e
n . .
o(X)? :Var(X):E(Xz)*E(X)z:_Zoiz(’f)l?’q"”*(mv)2
=
n—1 . .
Srp L+ D" pig" T =n?p? =np-[E(By1 )+ 1] —np?
@17 L
=np((n—1)p+1)—n’*p*=np(1-p). O

4Zur Bedeutung des Korrelationskoeffizienten s.z.Bsp. Henze [He]!
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5.3 WahrscheinlichkeitsmafBe mit Dichten

Was versteht man unter einer 6-Algebra, was unter einem (nicht notwendig diskreten) Wahr-
scheinlichkeitsraum? Begriinden Sie, warum man das W-Mal nun auf einer 6-Algebra definiert.

1.) Definitionen: a) Eine Teilmenge 4 der Potenzmenge B (Q) von Q # 0 heifit 6-Algebra iiber

Q und (Q, 4) messbarer Raum, falls gilt

1) Qe A4 () AeA—=(CoA A und (iii) A1,Ap,...€e A= U A; € 4.
i=1

Beispiele (i) P(Q) (i) {0,Q} (iii) Ist S ein Mengensystem iiber Q, also S C P(Q),

S # 0, dann gibt es eine kleinste § umfassende G-Algebra 4, namlich den Durchschnitt aller S

enthaltenden 6-Algebren von Q, und 4 heilit die von § erzeugte 6-Algebra.

Speziell: Die von dem System § = {(x,4) |x € R} erzeugte 6-Algebra B heiit Borel-Algebra
(des R'), ihre Elemente heifen Borel-Mengen. ‘B ist auch erzeugt von allen offenen bzw. von
allen abgeschlossenen Mengen. Ein anderes Erzeugendensystem von B ist die Menge aller In-
tervalle, die links offen und rechts abgeschlossen sind.

b) Definition: Jede Abbildung P : 4 — IR (nicht mehr unbedingt von (Q) in R) mit

() P(A) >0firalleAc 4 (2) P(Q)=1 (3) o-Additivitit (s. §5.1 Seite 145)

heift WahrscheinlichkeitsmaBB (W-MaB). In diesem Fall wird (Q,4,P) (Kolmogorovscher)
Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

2.) Begriindung: Tm endlichen oder diskreten Fall haben wir stets 4 = P(Q) gewihlt. Ist Q
jedoch iiberabzdhlbar, so kann man nicht voraussetzen, dass Wahrscheinlichkeiten fiir alle Teil-
mengen von Q definiert sind; z.B. ldsst sich (unter Verwendung der Kontinuumshypothese) zei-
gen, dass fiir die Potenzmenge des Einheitsintervalls kein W-Mal existiert, das jeder einelemen-
tigen Menge das MaB} 0 zuordnet. Daher beschriankt man sich hier auf —-Algebren.

Was ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit Dichte? Behandeln Sie einige wichtige Beispiele!

1.) Sei Q@ = R und 4 = ‘B, die Borelalgebra des R!, ferner f eine nicht-negative uneigent-
lich R-integrierbare Funktion mit [ f(¢)dt = 1. Dann existiert genau ein W-MaR P auf B mit

—o0

P([x,y]) = P((x,y)) = jf(t) dt = F(y) — F(x) fiir alle x < y. Hierbei ist F mit F(x) = 7[1 F(r)dt

die zugehorige Verteilungsfunktion. P heilit stetiges W-MaB mit Dichte(funktion) f.
2.)  Beispiel:  Gleichverteilung auf [a,b]  (Rechteckverteilung).  Hierbei  ist
f= blal[a_’b] (mit charakteristischer Funktion 1[a7b] auf dem Intervall [a,b]) (s. Abb. 5.10 a).

1 firx>b
Fiir die Verteilungsfunktion gilt F(x) = ¢ ;4% fiirx € [a,b]
0 firx<a

_ 1
T Vomo
von der Normalverteilung N,, 5> mit Parametern p und 62, im Fall u = 0 und 62 = 1 von der
Standard-Normalverteilung (s. Abb. 5.10b ).

3.) Beispiel: Normalverteilung Ist f = @, ;> mit ¢, ;2(x) e2 (57 so spricht man
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T
©

a) b)

Abbildung 5.10:  Dichte- und Verteilungsfunktion
a) bei der Gleichverteilung auf [a,b] b) der Normalverteilung

Die Verteilungsfunktion ist ®,, ;> mit

X

1 1 t=uy2 X—Uu
@ - 206 ) di = .
wo2(¥) = o / e 01 ")

—o0

® = P ; ist nicht geschlossen darstellbar, aber tabelliert. Es gilt u.a. :
P([u—o,u+0])~0,6827 und P(u—20,u+20)~0,9545.

Anmerkung: Es gilt E(N, 52) =p, Var(N, ;2) = c?  sowie Ny *N 62 =N

u 12,05 My +,U2,012+022'
Beziiglich ¢-Verteilungen,  2-Verteilungen und mehrdimensionalen Verteilungen sei auf die Li-
teratur verwiesen.

Verallgemeinern Sie den Begriff Zufallsvariable auf beliebige Wahrscheinlichkeitsraume!
Definieren Sie Erwartungswert und Varianz einer stetig verteilten Zufallsvariablen. Berechnen
Sie Erwartungswert und Varianz einer gleichverteilten Zufallsgrof3e!

1. Sei (Q,4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Q',.4’) ein messbarer Raum. Dann heifit
X : Q — Q' Zufallsvariable (ZufallsgroBe oder messbare Abbildung), falls gilt
(x):vVA' e 4 : X "1(A") € A
Px mit Py (A’) := P(X € A’) ist ein W-MaB auf 4’ (s. Abb. 5.7).
Anmerkung: Tst Q abzihlbar und 4 = PB(Q), so ist () trivialerweise erfiillt.
2. Ist (Q,4") = (R, B) die Borelalgebra, so nennen wir X eine stetig verteilte Zufallsva-

b
riable, falls Py stetiges W-MaB mit Dichte f ist. Es gilt dann also P(X € [a,b]) = [ f(z)dt.
a

oo

Fiir solche GroBen definieren wir Erwartungswert und Varianz durch E(X) = [ () dt, falls

—oo
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=)

f |t| £ (¢) dtexistiert, und Var(X) = [ [t—E(X)]*f(t)dt=E([X —E(X)]?) =oc2(X) (falls E(X)

—o0

und E (X ?) existieren). Wie in §5.2 folgt aus der Linearitit von E der Verschiebungssatz
Var(X) =E(X?) - E(X)2.
3. Beispiel: Erwartungswert und Varianz der Gleichverteilung

e b 2 .2
EX)= [ 1, Jp(n)de= 1, [rde= 3" 8" =P,
E o

b 3_,3 b—a)?
Var(X) =, [12de— (P52 =1 0=a (hrey2 = Va2 pab 4 b2) — L(b+a)?= "5
a

4. Ammerkung: Sind Xi,...,X, unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen
Fi,...,F,, so gilt fir die gemeinsame Verteilungsfunktion: F (xi,...,x,) = Fi(x1) - Fy(x,).
** Definieren Sie den Produktraum abzihlbar vieler Wahrscheinlichkeitsriume!
Seien W, = (Q;, 4;, P;) Wahrscheinlichkeitsrdume (i € N). Auf Q = x Q; wird eine 6-Algebra
ieN
A = x 4; von allen Mengen Form A = Ag X ... X A, x ( X Q) mit A; € 4; fir
ieN i=n+1

i=0,...,n und n € N (Zylinder-Mengen) erzeugt. Man kann in der Maf3theorie zeigen, dass
n

es dann genau ein W-MaB P auf 4 mit P(A) = ] P;(4;) gibt; Bezeichnung P := X P;. Der
i=0 ieN

Raum W = (Q, 4, P) heiBt Produktraum der ‘W,.

Anmerkung: Diese Definition erweitert den in §5.1 eingefiihrten Begriff des Produktraums nicht

nur auf beliebige W-Réiume als Faktoren, sondern auch auf abzihlbar viele Faktoren. Insbeson-

dere bei der Betrachtung von (in der Theorie unbeschrinkt langen) Folgen von Wiederholungen
eines Teilexperiments hat man damit in W/ ein einziges Modell statt einer Folge von Modellen

((Qnapn))HEN'
5.4 Approximation der Binomialverteilung

Beschreiben Sie die Approximation “der” Binomialverteilung durch die Normalverteilung.

Sei Xj,---,X, eine Folge von n unabhingigen Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = p und
P(X; =0) =1— p. Dann ist S, := X; +--- + X,, binomialverteilt (nach B, ,) mit (s.§5.2, Sei-
te 154), damit

E(S,)=np und o,:= \/GZ(S,,) =./n-pq.
Nach Standardisierung erhilt man S, := (S, — E (S,)) / 6, mit Erwartungswert 0 und Varianz 1.
Fiir diese Zufallsvariablen gilt der Satz von Moivre-Laplace’

(0) Va,beR,a<b : limP"(a<S; <b)= ®(b)—D(a).

n—oo0

Mit a=(a—np)/c, und b= (p—np)/c, hat man daher fiir groBes n auch

P (< S, <B)~®(b)—P(a).

SBeriicksichtigt man, dass der Graph von @(x) die Histogrammstufen etwa in der Mitte schneidet, lisst sich die
Approximation durch Ubergang zu den Grenzen b’ = b + ; und @’ =a— é verbessern (Stetigkeitskorrektur).
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T P(x)

Abbildung 5.11: Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung
(schematisch)

Anmerkungen: 1.) Die Aussage () gilt auch, wenn man irgendeine Folge S,, von binomialver-

teilten Zufallsvariablen mit festem p und 0 < p < 1 betrachtet.

2.) Der erwihnte Satz ist ein Speziallfall des Zentralen Grenzwertsatzes:

Ist X1,X, ... eine Folge beliebiger unabhdngiger Zufallsvariablen, die alle die gleiche Verteilung

n

(mit Erwartungswert u und positiver endlicher Varianz 62 ) besitzen. Dann gilt mit S, = ¥, X;
i=1

und S, = (S, —nu) //no, dass lim P(S; < x) = ®(x) fiir alle x € R, d.h. dass S, fiir

n—oo

grofle n annidhernd normalverteilt ist. In einer weiteren Version dieses Satzes kann auf die Be-

dingung verzichtet werden, dass alle X; die gleiche Verteilung haben. Durch Normierung der

Zufallsvariablen muss aber erreicht werden, dass alle X; die gleiche Varianz haben. S, ist dann

anders zu normieren. (Hintergrund ist, dass die sogenanante Entropie von S}, mit wachsendedm

n monoton gegen die Entropie der Standardnormalverteilung wichst, die maximal ist.)

Was versteht man unter einer Poisson-Verteilung, und wie lédsst sich mit ihrer Hilfe “die”
Binomialverteilung approximieren?

Definition: Sei X eine Zufallsvariable, die die Werte k € N mit Wahrscheinlichkeiten

LN

P(X:k):k'e

annimmt (mit A > 0 fest). Dann heiit X Poisson-verteilt mit Parameter A. Erwartungswert und
Varianz von X sind dann gleich A .

Approximation der Binomialverteilung: Die Binomialverteilung B, kann fiir sehr kleine p
und groBe n durch die Poissonverteilung mit Parameter A = n- p angenihert werden; unter diesen

xk
Voraussetzungen gilt: () p*(1—p)"* ~ ) ‘e*x fiir k € N.

Beweisskizze: Die Folge (pn)pen+ mit p, = ﬁ konvergiert gegen 0. Daher strebt

n n— n-(n—1)---(n— | k n
(pk (1= pa)" -kt [ = O (=)

fiir n gegen unendlich gegen e, 0
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5.5 Gesetze der groBBen Zahlen

Wie lautet die Ungleichung von Tschebyscheff (Cebyéev)?

Sei X reellwertige (diskrete oder stetige) Zufallsvariable mit endlicher Varianz. Dann gilt fiir
jedes € > 0 die Tschebyscheffsche Ungleichung P (’ X—-E(X) |2 8) < Var(x) .

> e2

Beweisskizze: Fiir diskrete Zufallsvariable X gilt mitA :={a € R | ‘aiEE(X)l > 1} die Ungleichung

—E(X))? 1 Var (X
Pay=Y1-Pa) < TOTEI b < Ly o mpee = ).
acA P(a)>0 geA € € xe€R €
Der Beweis fiir stetige Zufallsvariable verlduft dhnlich. |

Formulieren Sie das schwache Gesetz der groen Zahlen, und leiten Sie es aus der Unglei-
chung von Tschebyscheff ab! Erldutern Sie die Bedeutung fiir das Verstindnis der Wahrschein-
lichkeit als ideale relative Haufigkeit.

a) Eine Formulierung des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen lautet:
Ist (X;)ien+ eine Folge unabhiingiger Zufallsvariablen auf (Q, 4, P) mit gleichem Erwartungs-

n
wert M und gleicher endlicher Varianz 6, dann konvergiert X = Y. X; stochachstisch gegen
i=1

n
M, d.h. es gilt fir jedes £ >0, dass P (|} Y X;—M|<e)— 1fiirn—oo.
i=1
Beweisskizze: Fir X := },(Xl + ...+ X,) gelten wegen der Linearitit des Erwartungswerts
n
E(X) = ,11 Y E(X;)) = M und wegen der Unabhingigkeit von X; und X; auch
i=1
2 n n
Var(X) =EX")-M*=E(}, 'leixj) -mr=1 'Z]E(Xiz) + ;_E(X,Xj)] —M?
bj= = 7]
= LXEX?)+ 5 _§,E(Xi>E(X,'> —-M?
i#]

n

_ 1 E(Xz) + n(nfl)*nzMZ _ 1 i [E(Xz) _MZ]_ 1 i Var (X;) = ne? _ o2
_n21:1 i n2 _nZi:] i _n2i:1 U™ p2 7 no
2
c
nach der Tschebyscheffschen Ungleichung folglich P (| X —M | >¢) < o2 - Flirn—eo streben
n
die oberen Schranken von P (| X—-M |Z € ) gegen 0. ]

b) Zur Bedeutung: Interpretiert man X; als die i-te unabhéngige Ausfiithrung eines Alternativex-
periments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p (fir i = 1,2,...) und (Q, 4, P) als den zugehérigen
Produktraum, so gibt X die relative Hdufigkeit des Erfolges bei n Versuchen an; aulerdem ist
hierbei M = p. Das Gesetz der grolen Zahlen rechtfertigt damit innerhalb der Theorie, dass die
relative Hiufigkeit als Naherung fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses genommen wird
bzw. die Wahrscheinlichkeit als ideale relative Haufigkeit gilt. Allgemeiner wird der Erwartungs-
wert so als ideales arithmetisches Mittel motiviert.

Anmerkungen: 1.) Eine andere Formulierung des schwachen Gesetzes der groBen Zahlen geht
von einem Wahrscheinlichkeitsmaf auf der Borel-Mengenalgebrades R! (s.o0.) aus, das Erwar-
tungswert E (P) und endliche Varianz hat. Mit dem Produktmal P" gilt dann fiir jedes ¢ > 0:

lim P{ (x1,....5) ER" | |1 % x—E(P)|>c}=0.
n—eo i=1
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2.) Die im schwachen Gesetz der grofSen Zahlen vorkommende stochastische Konvergenz einer
Folge von Zufallsvariablen ¥,, — Y, definiert durch P (| Y,—Y |2 € )H 0, besagt nur, dass Y, fiir
groBes n nahe bei Y liegt, aber ¥, (®) — Y (®) braucht fiir kein einziges Elementarereignis ® zu
gelten.

Was versteht man unter fast-sicherer Konvergenz einer Folge von Zufallsvariablen?

Definition: Eine Folge (Y,) von Zufallsvariablen auf (Q, 4, P) konvergiert fast sicher gegen die
Zufallsvariable Y, falls gilt: P ({0 € Q| lim ¥,(w) =Y(w)} )=1.

Nn—so0
Anmerkung: Aus der fast-sicheren Konvergenz folgt die stochastische.

Wie unterscheidet sich das starke Gesetz der groen Zahlen vom entsprechenden schwachen
Gesetz? (Ohne Beweis)

Der wesentliche Unterschied ist, dass beim starken Gesetz die fast-sichere Konvergenz behauptet
wird.

Eine weitere mogliche Verstiarkung ist die folgende Version (**Satz von Rajchman, vgl. Krengel
[Kr]): Sei (X;)ien+ eine Folge reellwertiger unkorrelierter® Zufallsvariablen auf (Q, 4, P) mit

n
Var (X;) < N < oo fiir alle i. Dann konvergiert Sy := rll Yy (X E(X;) ) fast sicher gegen 0.
i=1

5.6 Anfinge der Beurteilenden Statistik

Geben Sie eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir den Erwartungswert einer Zufallsgrofe
X an!

(i) Vorbemerkung: Sei X; die Zufallsvariable der i-ten unabhiingigen Ausfiihrung eines Expe-
riments. X; heiflit Kopie der zu dem Experiment gehorenden Zufallsvariablen und hat die gleiche
Wahrscheinlichkeitsverteilung wie X; insbesondere geht man von E(X;) = E(X) und V(X;) =
V(X) aus. Eine Stichprobe (x;,...,x,) ist dann eine Realisierung der n unabhingigen Kopien
X1,..., X, von X.

(i1) Das Stichprobenmittel X := }L(Xl + ...+ X,) ist eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir
E(X),dh.esgilt E(X ) E(X).

n
Beweis: E(X) =E(} zx) = le( ) =!Y EX)=EX). O
Elinear " i=1
(iiil) Anmerkungen 1) X ist nlcht dle einzige erwartungstreue Schitzfunktion fiir £ (X).
Beispiele: X == ! Z o;X; mit 2 a; # 0, (Beweis analog).
Z ao; i=1 i=1

(Zur Varianz von X siche Aufgabe W51 !)

2) Ist X normalverteilt, so auch X. Bei groflen Stichproben ist in den anderen Fillen X nach dem
zentralen Grenzwertsatz anndhernd normalverteilt.

3) Beieinem Alternativexperiment (mit Erfolg “1” und Misserfolg “0”) ist X die Zufallsvariable
der relativen Hiufigkeit des Erfolgs und Schitzfunktion fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p.

6d.h. Zufallsvariablen mit £ ( (X; — E(X;)) - (X; — E(X;)) )= 0 fiir i # j (vgl. §5.2). (Unabhéingige Zufallsvariablen
sind auch unkorreliert.)
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Zeigen Sie, dass folgende Schétzfunktionen fiir die Varianz V (X) einer Zufallsvariablen X
erwartungstreu sind:

n
) r'l Y (X; —u)?> bei bekanntem Erwartungswert u = E(X)
i=1

1
(ii) §* = nll 'Z] (X; —X)? bei unbekanntem Erwartungswert
iz

) B, E (=) = ) £ EIG—w?] = | £ B0 = V().
G EI0G X)) = B0 = (X )] = B0 — )2 — 206 — ) (X ) + (X — )
| = (%))~ 2E((X— ) (X — )]+ E[(X )
sowie
v =v Y x) = LY v = v = v,
i=1 : i=1
daher E[(SP)] = ' ELE (=X = 1 (aV(X) ~ 2E[(X 1) § (= p0)] +nE (X~ )

1V (X) = 2E(n(X - p)2) +nE (X — w)?)
LV (X) =V (X)) = " (VX) — V(X)) = V(X).

n—1 n—1
Was versteht man unter einem Konfidenzintervall (Vertrauensintervall) fiir einen zu schitzen-

den Parameter? Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 7y fiir

den Erwartungswert u einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit bekannter Varianz 2.

(i) Unter einem y—Konfidenzintervall [vi,v;] fiir einen zu schitzenden Parameter s der Ver-
teilung einer Zufallsvariablen X versteht man eine Realisierung des “Intervalls” [V}, V] zweier
Zufallsvariablen V;,V, mit P(V; < s <Vp) =7.

(i) TIst X normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert u und bekannter Varianz 62, so

sind dies auch die Stichprobenvariablen X, ..., X,. Die normalisierte Zufallsvariable X = GX/?/‘;
ist dann standardnormalverteilt. Man wihlt nun z.Bsp. ¢ > 0 so, dass gilt

Y=P(—c<X <c)=®(c) —D(—c) =2®(c) - 1,

alsoc:CIJ"(Yzl) Man erhilt nun Vi, V5 aus —¢ < X = /7’ <ec,
dh. Vi=X—d<u<X+d=V, mit d= jnclr'(@‘).

Anmerkung: Dieses Intervall ist nach dem zentralen Grenzwertsatz auch ein approximatives y-
Konfidenzintervall fiir eine beliebige Verteilung mit bekannter Varianz und bei gro3em Stichpro-
benumfang.

Beschreiben Sie die Grundidee eines Signifikanztests am Beispiel des Testens von Hypothe-
sen iiber eine unbekannte Wahrscheinlichkeit (mit Hilfe der durch die Normalverteilungappro-
ximierten Binomialverteilung).

(i) Fir die unbekannte Wahrscheinlichkeit p des “Treffers” (Erfolgs) bei einem Alternativexpe-
riment soll die Behauptung p € H C (0,1) im Rahmen einer Stichprobe (Bernoulli-Kette) iiber-
priift werden. Dabei soll die Gegenhypothese (Nullhypothese) Hy = [0, 1]\ H verworfen werden,
wenn die Anzahl a der Treffer (Stichprobenergebnis) wesentlich von der Anzahl abweicht, die
man unter Annahme des Zutreffens von Hy erwartet, wenn also im sogenannten Ablehnungsbe-
reich A4 liegt. Dabei konnen folgende Fehler auftreten:
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e Ablehnung von Hy, obwohl Hj richtig ist (Fehler 1. Art) bzw.
e Annahme von Hy, obwohl Hy falsch ist (Fehler 2. Art) (s. Abbildung 5.12).

Hy wahr H)j falsch
acA ag A aca ag A
Hy abgelehnt Hy nicht abgelehnt
Fehler 1.Art kein Fehler Fehler 2.Art

Abbildung 5.12: Fehlermoglichkeiten bei der Nullhypothese Hy mit Ablehungsberechnung 4
und Stichprobenergebnis a

Die groftmogliche Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art wir Signifikanzniveau genannt;
sie wird mit o bezeichnet und zu Beginn des Tests vorgegeben.

(ii)) Wird als Hypothese p > po und als Nullhypothese p < p, genommen ( einseitiger Test ), SO
kan man 4 = {c,c+1,...,n} mit ¢ > npy wihlen).

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art hidngt von der unbekannten Wahrscheinlichkeit p

ab und ist am groBten fiir p = po (was man u.a. aus o = Z B(n, p,k) sieht). Daher gilt fiir das
=0

Signifikanzniveau (unter Verwendung der Approximation nach Moivre Laplace ohne Stetigkeits-

korrektur)
. c—npo
o= ) B(n,pok)~1—o .
k;c V/npo(1 = po)

Bei gegebenem o lédsst sich daraus der benotigte Stichprobenumfang n berechnen.
Anmerkungen:

1.) Analog ldsst sich auch ein einseitiger Test fiir die Hypothese p < po konzipieren.
2.) Fir die Hypothese H: p; < p < p3 lésst sich mit

Hyo:p<p1Vp>prund 4:={0,1,...,c1}U{ca,...,cn}
fiir c; <np; und cz > npj ein zwelseltlger Test erstellen. Dabei wird n bei gegebenen o z.Bsp.

so gewihlt, dass Z B(n,p1,k) < und 2 B(n,ps,k) < § gilt.

752
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5.7 Klausur-Aufgaben zur Wahrscheinlichkeitstheorie
Aufgaben zu 5.1 (Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume)

Aufgabe W1 (Bernoulli-Kette, Binomialverteilung)

Ein Schiitze hat die Treffsicherheit é Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass er bei zehn
Schiissen mindestens drei Treffer erzielt?
Losung siehe Seite: 321.

Aufgabe W2 (stochastisch unabhingig, komplementires Ereignis)

Die Personen X, Y und Z treffen eine fliegende Tontaube mit den Wahrscheinlichkeiten !, 2

273
Z . Eine Tontaube fliegt vorbei, und sie schieen gleichzeitig. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Tontaube getroffen wird?

Losung siehe Seite: 321.

und

Aufgabe W3 (Bernoulli-Kettte, Stichprobenraum, Ereignisraum)

Ein Wiirfel werde jeweils viermal hintereinander gewiirfelt; die vier Augenzahlen seien in dieser
Reihenfolge als Ergebnis der Stichprobe notiert.

(a) Man gebe einen geeigneten Stichprobenraum R an und bestimme |R|.

(b) Die Ereignisalgebra S sei die Menge aller Teilmengen von R. Man bestimme |S|.

(c) A € Ssei das Ereignis "Die Augenzahl ist bei jedem Wurf grofier als beim Vorhergehenden’.
Man gebe P(A) an!

(d) B € S sei das Ereignis "Die Augensumme ist grofer als 20°. Man gebe |B| an.

Losung siehe Seite: 321.

Aufgabe W4 (totale Wahrscheinlichkeit)

In einem GroBunternehmen soll vom Verwaltungsrat ein neuer Generaldirektor gewihlt werden.
Es stehen vier Direktoren D1, D;,D3,D4 in Konkurrenz, die Wahrscheinlichkeiten, dass sie ge-
wihlt werden, seien P(D;) =0.3, P(D;)=0.2, P(D3)=04, P(D4)=0.1.

Die erste Aufgabe des neuen Generaldirektors konnte die Einfithrung der Mitarbeiteraktie sein
(Ereignis M). Die Wahrscheinlichkeit der Einfithrung der Mitarbeiteraktie ist je nach Wahlergeb-
nis verschieden: P(M|D;)=0.35, P(M|D;)=0.85, P(M|D3)=0.45, P(M|D4s)=0.15
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man im Unternehmen die Mitarbeiteraktie ein-
fiihrt?

Losung siehe Seite: 322.

Aufgabe WS (Ereignisraum, Produktraum)

Eine Waschmittelfirma will fiir ihr neues Waschmittel ,, SOREIN“ werben. Zu diesem Zweck
wird jedem Paket ein Buchstabe des Wortes ,,SOREIN“ beigefiigt und zwar so, dass insgesamt
jeder Buchstabe gleich hiufig verteilt ist. Jedem Kunden, der den Namen des Waschmittels aus
den den Paketen beiliegenden Buchstaben zusammensetzen kann, wird ein Gratispaket verspro-
chen.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit w dafiir, dass ein Verbraucher nach dem Kauf von 7 Paketen
das Wort ,,SOREIN“ bilden kann?

Hinweis: Geben Sie auch den zugehorigen Wahrscheinlichkeitsraum (mit kurzer Begriindung)
an. Als Ergebnis fiir w reicht hier ein Bruch; eine Dezimaldarstellung ist nicht notig.

Losung siehe Seite: 322.

Aufgabe W6 (Laplace-Experiment, Produktraum)
Vier Kisten stehen nebeneinander in einer Reihe. Zwei verschiedenfarbige Bélle werden in die
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Luft geworfen und jeder der Bille landet — unabhéngig von dem anderen — in einer der vier
Kisten mit der Wahrscheinlichkeit i. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Bille
in zwei nebeneinander liegende Kisten fallen?

Losung siehe Seite: 323.

Aufgabe W7 (Laplace-Experiment)
In einer Urne befinden sich 1000 Kugeln, dezimal dreistellig nummeriert der Reihe nach mit 000,
001, 002, 003,...,997, 998, 999.

(a) Eine Kugel wird zufillig gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit p dafiir, dass in ihrer
Nummer die Ziffer 7 nicht vorkommt?

(b) Die gezogene Kugel wird in die Urne zuriickgelegt, und die Urne wird gut durchgeschiittelt.
Nun werden zwei Kugeln gleichzeitig zufillig gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
p2 dafiir, dass in beiden Nummern die Ziffer 7 nicht vorkommt?

Losung siehe Seite: 323.

Aufgabe W8 (Produktraum, Bernoulli-Kette, Laplace-Experiment)

Eine Lady behauptet, bei einer Tasse Tee mit Milch entscheiden zu kdnnen, ob zuerst Milch oder
zuerst Tee in die Tasse gegeben wurde. Um ihre Behauptung zu testen, werden ihr 10 Tassen
Tee mit Milch vorgesetzt, die sie nacheinander probiert. Sie soll mindestens 7 Tassen richtig
klassifizieren.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit w dafiir, dass die Lady den Test besteht, wenn sie jeweils
nur zufillig tippt?

Hinweis: Geben Sie auch den Wahrscheinlichkeitsraum an (mit kurzer Begriindung).

Losung siehe Seite: 323.

Aufgabe W9 (Bayessche Formel)

In einer Urne befinden sich zwei Miinzen A und B. Miinze A ist symmetrisch, so dass Wappen
mit der Wahrscheinlichkeit é fallt. Miinze B ist so asymmetrisch, dass die Wahrscheinlichkeit
fiir Wappen ; betrigt.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei willkiirlich gezogener und geworfener Miin-
ze mit dem Ergebnis ,,Wappen® um Miinze A handelt? Konstruieren Sie das zugehorige wahr-
scheinlichkeitstheoretische Modell und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit.

Losung siehe Seite: 323.

Aufgabe W10 (Bayessche Formel, totale Wahrscheinlichkeit)

In n+ 1 Urnen Uy, Uy, ...,U, liegen jeweils n Kugeln, die sich nur in der Farbe unterscheiden.
In der Urne Uy mit k € {0,...,n} liegen k rote und n — k griine Kugeln. Eine Urne wird zufillig
ausgewdhlt und aus ihr eine Kugel gezogen.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene Kugel rot ist?

(b) Wenn eine rote Kugel gezogen wird, mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt sie aus der
Urne U?

Losung siehe Seite: 324.

Aufgabe W11 (Laplace-Experiment, Erwartungswert)

M = {Pj|]1 < j <10} ist eine Menge von 10 Personen. Jede Person wihlt zufillig zwei der an-
deren als "Freunde’ aus. Eine Person, die von niemandem ausgewihlt wird, nennen wir einsam.
(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass P; einsam bleibt?
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(b) Wie groB ist die mittlere Anzahl der Einsamen (d.h. der Erwartungswert der Anzahl der Ein-
samen)?

Wiinschenswert ist die Angabe numerischer Ndherungswerte fiir die gefragten Wahrscheinlich-
keiten. Diese Nidherungswerte berechnet man am besten mit einem Taschenrechner.

Losung siehe Seite: 324.

Aufgabe W12 (Ereignisraum, Ziehen ohne Zuriicklegen)

Aus einer Urne mit w weillen und s schwarzen Kugeln werden nacheinander solange Kugeln
herausgenommen, bis eine weille Kugel erscheint. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit p; dafiir,
dass die Anzahl der dabei gezogenen schwarzen Kugeln gleich k ist (k € {0, 1,...,s})? Man priife

S
die Beziehung ) pi; = 1 auf direktem Wege nach.
k=0
Losung siehe Seite: 324.

Aufgabe W13 (Hypergeometrische Verteilung)

In einer Kiste befinden sich 40 Biicher, davon 10 Mathematikbiicher und 30 Romane. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, genau ein Mathebuch zu bekommen, wenn man zufillig drei Biicher
herausgreift?

Losung siehe Seite: 325.

Aufgabe W14 (mehrstufiges Experiment, Pfadregel)

Einer Gruppe von 1000 Personen wird die Frage gestellt, ob sie jemals in ihrem Leben Laden-
diebstahl begangen haben. Da bei einer direkten Frage keine ehrliche Antwort zu erwarten ist,
werden die Testpersonen gebeten, aus einer Menge von 10 Karten eine Karte zu ziehen. Vier der
10 Karten stellen die Frage "Haben Sie schon einmal Ladendiebstahl begangen?’, die anderen
sechs Karten stellen die Frage ’Haben Sie noch nie Ladendiebstahl begangen?’. Die Wahrschein-
lichkeit fiir die Antwort *Ja’ ist 55%. Aulerdem wird davon ausgegangen, dass alle Personen die
Wahrheit sagen. Wie grof} ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine willkiirlich ausgewaihl-
te Person schon einmal Ladendiebstahl begangen hat?

Losung siehe Seite: 325.

Aufgabe W15 (mehrstufiges Experiment, bedingte Wahrscheinlichkeit)

Die Wahrscheinlichkeit, dass in ihrem Lieblingssender an einem Sonntag Orgelmusik ertont,
betrdgt 20%. An jedem anderen Wochentag betrigt sie 5%. Wenn Sie nicht wissen, welcher
Wochentag ist: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sonntag ist, wenn Sie anschalten und
Orgelmusik ertdnt?

Losung siehe Seite: 325.

Aufgabe W16 (Laplace-Experiment, totale Wahrscheinlichkeit)

Eine unter einer Million Miinzen hat fehlerhaft *Zahl’ auf beiden Seiten, die librigen Miinzen
sind gut, d.h. sie haben nur auf einer Seite Zahl’. Eine zufillig ausgewihlte Miinze wird zwanzig
mal geworfen und ergibt zwanzig mal *Zahl’. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie
trotzdem gut ist?

Es wird vorausgesetzt, dass jede Seite der Miinze mit gleicher Wahrscheinlichkeit é oben zu
liegen kommt. Die Angabe eines numerischen Ndherungswerts ist erwiinscht.

Losung siehe Seite: 326.

Aufgabe W17 (Bayessche Formel)

Die Produktion eines bestimmten Werkstiicks wird in einer Fabrik von drei Maschinen M1, M»
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und M3 iibernommen. Die Maschine My stellt g;% der Gesamtproduktion her, alle g; > 0 und
g1+ g2+ g3 = 100. Von der Produktion der Maschine My ist oz % Ausschuss. Aus der Gesamt-
produktion werde zufillig ein Werkstiick ausgewdhlt, das sich als fehlerhaft herausstellt. Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit py, dass es von der Maschine M stammt (k € {1,2,3})? Be-
rechnen Sie fiir den Fall ¢; =10, ¢ =70, ¢g3=20undoy =1, o =2, o3=4 die
numerischen Werte der Wahrscheinlichkeiten p1, p2, p3.

Losung siehe Seite: 326.

Aufgabe WTh18 (Polynomialverteilung)

n Kugeln werden zufillig in n Urnen verteilt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau
eine Urne leer bleibt? Zeigen Sie, dass diese Wahrscheinlichkeit im Falle n = 4 grofer, im Falle
n =5 kleiner als é ist.

Losung siehe Seite: 327.

Aufgabe W19 (Drei-Tiiren-Problem, Ziegenproblem)

Folgende Aufgabe ist als 3—Tiiren—Problem (oder Ziegenproblem) bekannt: In einer Talkshow
steht hinter einer von 3 verschlossenen Tiiren 7 als Hauptgewinn ein Auto, wihrend hinter den
beiden anderen je eine Ziege zu finden ist. Der Kandidat wihlt auf gut Gliick eine der 3 Tiiren.
Der iiber die Position des Autos informierte Talkmaster 6ffnet eine der beiden anderen TiirenS,
hinter der eine Ziege steht. Jetzt darf der Kandidat sich noch umentscheiden. Soll er das tun?
(Eine analoge Aufgabe ist das “Biirgermeisterproblem”, siche H. WINTER: Zur intuitiven Auf-
kldrung probabilistischer Paradoxien. IMD 13/1(1992) p. 23-53).

Losung siehe Seite: 327.

Aufgabe W20 (Binomialverteilung, Kollision)

Zu einer Versammlung eines kleinen Vereins treffen die Teilnehmer nacheinander ein. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass

(a) beim Eintreffen der dritten Person mindestens zwei der Anwesenden im betreffenden Jahr
am gleichen Wochentag Geburtstag haben,

(b) beim Eintreffen der dritten Person mindestens zwei der Anwesenden im betreffenden Jahr
am Sonntag Geburtstag haben?

Losungshinweis: ad (a) Die n =7 Wochentage konnen als n Ficher angesehen werden, in die
sequentiell rein zufillig Kugeln verteilt werden.

ad (b): Teilerfolg ist die Besetzung des Fachs ,,Sonntag®. Benotigt werden zwei oder mehr Teil-
erfolge. Die Wochentage pro Jahr diirfen Sie als gleichverteilt annehmen.

(Vgl. N. Henze: Stochastische Extremwertprobleme oder Wie banal ist die Sensation? Mitt. Math. Ges. Hamburg 17
(1998) 51-74.)

Losung siehe Seite: 328.

Aufgabe W21 (Kollision, Geburtstagsparadoxon)

Zeigen Sie: Wenn sich 23 Personen zufillig treffen, dann kann man darauf wetten (d.h. die Wahr-
scheinlichkeit ist grofer als 0,5 ), dass mindestens zwei davon am selben Tag des Jahres Geburts-
tag haben.

"mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir jede Tiir
8Vorausgesetzt wird, dass der Talkmaster fiir den Fall, dass er iiberhaupt eine Wahl hat, sich fiir eine der beiden Tiiren
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 entscheidet.
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Losungshinweis: Es darf hier (unter Vernachlédssigung der Schaltjahre) von 365 Tagen pro Jahr
ausgegangen werden. Es wird weiter vorausgesetzt, dass jeder Tag des Jahres mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit als Geburtstag in Frage kommt. Ohne Beweis diirfen sie die Ungleichung
Inx < x—1 (fiir x > 0) und die Niherung exp(0,6931) ~ 0,499999 verwenden.

Anmerkung: Es handelt sich bei dieser Aufgabe um das “Geburtstagsproblem” (“Geburtstagspa-
radoxon”) .

Losung siehe Seite: 329.

Aufgabe W22 (Poissonverteilung, Binomialverteilung, Approximation, bedingte Wahrschein-
lichkeit)

Eine radioaktive Quelle sendet in einer Zeiteinheit eine unbekannte Anzahl von o-Teilchen aus,
und zwar genau n Teilchen mit der Wahrscheinlichkeit p, = et ﬁyf fiir n > 0 (Poissonvertei-
lung). Falls genau n Teilchen ausgesandt wurden, registriert ein Messgerit genau m davon mit
Wahrscheinlichkeit b, , = (Z)p’"(l —p)" " fuirm=0,...,n (Binomialverteilung).

Wie grof ist

(a) die Wahrscheinlichkeit, dass in der Zeiteinheit genau m o-Teilchen registriert werden?

(b) die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass n o-Teilchen ausgesandt wurden unter der Bedingung,
dass m registriert wurden?

(c) Wo benutzen Sie die o-Additivitit?

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis voraussetzen, dass ein (G-additiver) Wahrscheinlichkeitsraum
auf Q = {(nTeilchen gesandt; m Teilchen registriert) } existiert, der den angegebenen Vorausset-
zungen genugt.

Losung siehe Seite: 329.

Aufgaben zu 5.2 (Zufallsvariable)

Aufgabe W23 (geometrische Verteilung)

Sei die Zufallsvariable X geometrisch verteilt, d.h. P(X = k) = (1 — p)*~!. p fiir k € N. Zeigen
Sie, dass die geometrische Verteilung die sogenannte , Markoffeigenschaft® fiir diskrete Vertei-
lungen besitzt, d.h. dass gilt: P(X > k+m|X > k) = P(X > m) firalle k,m € Ny.

Losung siehe Seite: 330.

Aufgabe W24 (Erwartungswert)

Eine Zielscheibe ist mit 3 konzentrischen Kreisen vom Radius 1, 3 und 5cm versehen. Man
erhilt 10, 5 bzw. 3 Punkte, wenn man die innere Kreisscheibe, den mittleren bzw. den dufleren
Kreisring trifft. Die Wahrscheinlichkeit die grofle Kreisscheibe zu treffen sei gleich é Jeder
Punkt der Scheibe sei dabei mit gleicher Chance zu treffen. Berechnen Sie den Erwartungswert
der bei einem Schuss erreichten Punktezahl!

Losung siehe Seite: 330.

Aufgabe W25 (Erwartungswert)

Sie werfen einen roten und einen blauen Spielwiirfel (sechsseitiger Wiirfel) und bekommen die
Summe der beiden Wiirfelwurfergebnisse in Cents ausbezahlt. Wie grof} sollte Ihr Einsatz sein,
damit dies ein gerechtes Spiel ist (d.h. damit ihre Nettogewinnerwartung gleich O Cents ist)?
Losung siehe Seite: 330.
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Aufgabe W26 (Bernoulli-Kette, Erwartungswert, Standardabweichung, geometrische Vertei-
lung)

Wie oft muss man “im Durchschnitt’ mit einem idealen Wiirfel wiirfeln, bis erstmals die Sechs
erscheint? Berechnen Sie hierzu die Wahrscheinlichkeit p,, dafiir, dass die Sechs beim n-ten Wurf
erstmals erscheint, und bestimmen Sie anschlielend den Erwartungswert dieser zufilligen An-
zahl n. Welche Standardabweichung hat n?

Losung siehe Seite: 330.

Aufgabe W27 (Erwartungswert)

An einer Wiirfelbude wird mit 3 Wiirfeln unter folgenden Bedingungen gespielt: Ein Spieler
erhilt Euro 100,- fiir drei Sechsen und Euro 1,- fiir zwei Sechsen, sonst nichts. Wie grof} ist der
Mindesteinsatz, ab dem das Spiel fiir den Wiirfelbudenbesitzer (von den Unkosten abgesehen)
rentabel ist?

Losung siehe Seite: 331.

Aufgabe W28 (Laplace-Experiment, Zufallsvariable)

Aus der Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...,n} werden nacheinander willkiirlich ohne
Zuriicklegen zwei Zahlen gezogen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Absolut-
betrag der Differenz zwischen den beiden gezogenen Zahlen nicht kleiner als m ist (n > m > 0)?
Losung siehe Seite: 331.

Aufgabe W29 (Erwartungswert, Bernoulli-Kette)

Bei einem Spiel an einer Jahrmarktsbude wird eine nicht-gezinkte Miinze so lange geworfen, bis
zum ersten Mal ,,Zahl* erscheint. Ist dies beim k-ten Wurf der Fall, wird der Betrag
W, = 2*=1[Euro] ausgezahlt. Das Spiel endet nach hochstens 6 Wiirfen. Ist 6-mal ,,Kopf* ein-
getreten, wird nichts ausgezahlt. Der Einsatz pro Spiel betrdgt Euro 4.—. Vergleichen Sie diesen
Einsatz mit dem Erwartungswert E des Gewinns!

(Man vgl. dazu J. Pfanzagl: Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin etc. 19912, Bsp. 6.7.4!)

Losung siehe Seite: 332.

Aufgabe W30 (Erwartungswert, totale Wahrscheinlichkeit)

Ein fairer Wiirfel wird sieben Mal unabhingig geworfen; die Resultate seien N, X, X, ..., Xg.
AnschlieBend bildet man die zufillige Summe Z = X; + - - - + Xy. Beachte, dass die ,,Lange* die-
ser Summe auch zufillig ist und durch das Ergebnis des ersten Wiirfelwurfs bestimmt ist (lauten
die sieben Wiirfe etwa 3,4, 2,2, 1, 6, 5, so ist Z =442+ 2 = 8). Was ist der Erwartungswert
der Zufallsvariablen Z? Hinweis: Es empfiehlt sich, die Wahrscheinlichkeit P(Z = z) durch Be-
dingen nach N zu berechnen.

Losung siehe Seite: 332.

Aufgabe W31 (Zufallsvariable, Erwartungswert)

Seien X1,Xa,...,X, unabhingige Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert E(X;) = u und
gleicher Varianz 2. Sei ferner X := rll Y Xi. Zeigen Sie:

(a) Var(X):=E([X —p*) = | c?

(b) Fir7:= ' Yi=1"(X;—p)>— ", (X —p)* gilt E(T) =07 (d.h.: T ist erwartungstreuer
Schiitzer fiir 62 bei bekanntem Erwartungswert u1.

Losung siehe Seite: 333.
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Aufgabe W32 (Zufallsvariable, stochastische Unabhiingigkeit)

Eine ideale Miinze wird zweimal geworfen. Man betrachte folgende Zufallsvariablen:
X gibt an, wie oft ,,Wappen® auftritt, ¥ gibt an, wie oft ,,Zahl“ auftritt, V = |X — Y| und
_ 0 falls beim ersten Wurf ,,Wappen® aufritt

1 sonst.
Sind X,V bzw. X, W bzw. V,W unabhingig?
Losungshinweis: Stellen Sie zundchst eine Wertetabelle der Zufallsvariablen X,V und W in Ab-
hingigkeit von den Elementarereignissen (ww), (z,w), (w,z) und (z,z) auf.
Losung siehe Seite: 333.

Aufgabe W33 (Zufallsvariable, stochastische Unabhingigkeit)
Auf Q = {1,2,...8} mit der Gleichverteilung betrachte man

1 falls o gerade

X(w) = { und Y (®) = {

0 sonst

1 falls o€ {4,8}
0 sonst

Sind X und Y unabhéngig?
Losung siehe Seite: 334.

Aufgabe W34 (geometrische Verteilung, Erwartungswert)

Die diskrete Zufallsvariable X sei geometrisch verteilt mit dem Parameter p € (0,1], d.h.
Bild X = N\ {0} und P(X = k) = p(1 — p)*~! fiir k € N\ {0}. Zeigen Sie:

(a) px, definiert durch px (k) = P(X = k), ist eine diskrete Dichte, d.h. es gilt ¥ px(k) = 1.
k=1

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert von X.
Losung siehe Seite: 334.

Aufgabe W35 (Binomialverteilung, Tschebyscheff-Ungleichung)

Bei einer Werbeaktion eines Versandhauses sollen die ersten 1000 Einsender einer Bestellung
eine Damen— bzw. Herrenarmbanduhr als Geschenk erhalten. Nehmen Sie an, dass sich beide
Geschlechter gleichermaflen von dem Angebot angesprochen fiihlen. Benutzen Sie die Cheby-
shevsche Ungleichung, um abzuschitzen, wie viele Damen— bzw. Herrenuhren das Kaufhaus
vorritig haben sollte, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 98% alle 1000 Einsen-
der eine passende Uhr erhalten.

Losung siehe Seite: 335.

Aufgaben zu 5.3 (WahrscheinlichkeitsmaBle mit Dichten)

Aufgabe W36 (Dichte, Gleichverteilung, Erwartunswert, Varianz)

Eine Zufallsgrofe X sei im Intervall [0,b] C IR gleichverteilt (0 < b). Bestimmen Sie ihren Er-
wartungswert und ihre Standardabweichung.

Losung siehe Seite: 335.

Aufgabe W37 (Gleichverteilung, Erwartunswert, Varianz)
1

firx € |a,b]l,a<b
X sei eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion  f(x) = (b)*“ o xt la,b),a
sonst .

Bestimmen Sie ihren Erwartungswert und ihre Standardabweichung!
Losung siehe Seite: 335.
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Aufgabe W38 (Gleichverteilung, Verteilungsfunktion, Erwartungswert, Varianz)

Sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable, deren Dichte f auf dem Intervall [a,b] (mit a # b)
|k firz e la,b]

~ 10 sonst.

(a) Bestimmen Sie k. (b) Welchen Erwartungswert hat X? (c) Bestimmen Sie die Vertei-
lungsfunktion F(¢) := P(X <t) vonX. (d) Welche Varianz und welche Standardabweichung
hat X im Falle [a,b] = [0,1]?

Losung siehe Seite: 336.

konstant sei (gleichformige Verteilung):  f(7)

Aufgabe W39 (Gleichverteilung, Erwartunswert, Varianz)

by fallsx e [1,3]

0 fallsxeR\[L,3].
Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariablen X.
Losung siehe Seite: 336

X sei eine Zufallsvariable, deren Dichte f gegeben ist durch:  f(x) =

Aufgabe W40 (Normalverteilung, Zufallsvariable)

In einem Fabrikationsprozess werden Schrauben hergestellt, deren Linge normalverteilt sei mit
Mittelwert 4 = Scm und Standardabweichung ¢ = 0,5mm. Eine Schraube muss als Ausschuss-
stiick angesehen werden, wenn ihre Linge um mehr als Imm vom Mittelwert (=Sollwert) u
abweicht. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schraube kein Ausschussstiick ist?
Losung siehe Seite: 337.

Aufgabe W41 (Normalverteilung, Erwartunswert, Varianz)

Welche normalverteilten Zufallsvariablen haben die Eigenschaft, dass ihr Wert mit Wahrschein-
lichkeit 0.95 betragsm@Big um weniger als 1 von ihrem Erwartungswert abweicht? (Ndherungs-
rechnung ist erlaubt!)

Losung siehe Seite: 337.

Aufgabe W42 (Normalverteilung, Erwartunswert, Tschebyscheff-Ungleichung)

Die Zufallsvariable X sei normalverteilt mit dem Erwartungswert g und der Varianz 6.

(a) Berechnen Sie P(|X —u| > 20) und geben Sie zum Vergleich eine Abschitzung nach der
Tschebyscheff-Ungleichung an.

(b) Warum unterscheiden sich diese beiden Abschidtzungen?

Losung siehe Seite: 337.

Aufgabe W43 (Normalverteilung, 6—Additivitit)

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungwert 0. Ist es dann wahrscheinlicher,
dass der Wert von X in eines der Intervalle [0, 1], [2,3],[4, 5] etc. fillt, oder ist es wahrscheinlicher,
dass der Wert von X in eines der Intervalle [1,2],[3,4],[3, 6] etc. fallt?

Losung siehe Seite: 338.

Aufgabe W44 (Gleichverteilung, Verteilungsfunktion, Dichte))

In einem Kreis vom Radius 1 wird zufillig eine Sehne gelegt, wobei der Mittelpunkt der Sehne
auf der Fliche der Kreisscheibe gleichverteilt sei. Bestimmen Sie Verteilungsfunktion und Dichte
des Abstands X der Sehne vom Kreismittelpunkt.

Losung siehe Seite: 338.
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Aufgaben zu 5.4 (Approximation der Binomialverteilung)

Aufgabe W45 (Satz von Moivre-Laplace, Normalverteilung, Binomialverteilung)

Durch Befragen von n ,,reprasentativen® Wihlern soll der Prozentsatz p der Wihler einer Partei
A geschitzt werden. Die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums um mehr als 1 Prozentpunkt soll nicht
grofler sein als 0,05. Die Gesamtzahl der Wihler sei ,,sehr gro3*. Geben Sie eine Naherung fiir
ein hinreichend grofles n an! Was setzen Sie bei der Berechnung iiber die Stichproben voraus?
Hinweis: Den Satz von Moivre-Laplace diirfen Sie ohne Beweis verwenden. Eine Fehlerbetrach-
tung ist hier nicht verlangt. Erwartungswert und Standardabweichung der Binomialverteilung
diirfen als bekannt vorausgesetzt werden, ebenso Eigenschaften der Verteilungsfunktion ¢ der
Standardnormalverteilung. ¢! (0,975) ~ 1,96. Beachten Sie auch p- (1 —p) < 1.

Losung siehe Seite: 338.

Aufgabe W46 (Satz von Moivre-Laplace, Normalverteilung, Binomialverteilung)

Wie grof3 ist ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit w, bei 600 Wiirfen mit einem idealen Wiir-
fel zwischen 90 und 100-mal eine Sechs zu erhalten?

Hinweis: Sie diirfen den Satz von Moivre-Laplace sowie Erwartungswert und Varianz der Bino-
mialverteilung ohne Beweis verwenden. In dem Ergebnis fiir w darf ein(!) Ausdruck der Form
¢(a) enthalten sein, wobei ¢ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung bezeichnet
und a durch eine Wurzel dargestellt ist.

Losung siehe Seite: 339.

Aufgabe W47 (Poissonverteilung, Binomialverteilung, Approximation)

In einer kleinen GrofBstadt gibt es im Mittel pro Jahr zwei Brinde. Wie grof3 ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass im nédchsten Jahr mehr als vier Brinde ausbrechen?
Losung siehe Seite: 339.

Aufgabe W48 (Satz von Moivre-Laplace, Normalverteilung, Binomialverteilung, Tscheby-
scheff-Ungleichung)

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem Experiment eintritt, sei é Ist die Wahrschein-
lichkeit, dass dieses Ereignis in 900 unabhéngigen Versuchen zwischen 405 und 495 Malen ein-
tritt, groBer als 0.88? Benutzen Sie fiir die Antwort

(a) die Tschebyscheff-Ungleichung.

(b) den Satz von Moivre-Laplace (Approximation der Binomialverteilung durch die Normalver-
teilung).

Losung siehe Seite: 340.

Aufgabe W49 (Poissonverteilung, Binomialverteilung, Approximation)

In einem Café verwendet ein Konditor (idealerweise) fiir eine Kirschtorte mit 12 Stiicken gleich-
miBig verteilt 180 Kirschen Es ist damit zu rechnen, dass jede 50. Kirsche die Entsteinmaschine
durchliuft, ohne entsteint zu werden.

(a) Finden Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass das ein Stiick Kirschtorte keine bzw. eine bzw.
zwei Kirschsteine enthilt.

(b) An einem Tag werden 60 Stiicke Kirschtorte in dem Café bestellt. Finden Sie die Wahr-
scheinlichkeit, dass keines drei oder mehr Kirschsteine enthélt.
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Hinweis: Sie diirfen auch Niherungswerte fiir die gesuchten Wahrscheinlichkeiten angeben.
Losung siehe Seite: 340.

Aufgaben zu 5.5 (Gesetze der grofien Zahlen)

Aufgabe W50 (Gesetz der groBen Zahlen, Gleichverteilung, Dichte)

(a) Sei X eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion
und eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Zufallsvariable X 2.

(b) Seien X;,X>,... unabhéngige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable. Bestimmen Sie den
. L1 2
(fast sicheren) Grenzwert ,}E& " k)::] X

Losung siehe Seite: 341.

Aufgaben zu 5.6 (Beurteilende Statistik)

Aufgabe 51 (erwartungstreue Schitzfunktion)

Sei X := i o;X; mit q,...,0, € R und )n: o; = 1 eine Schitzfunktion fiir den Erwartungswert
einer Zeril”alllsvariablen X (mit voneinandér imabhéingi gen Kopien X; von X)!

(i) Zeigen Sie, dass X erwartungstreu ist.

(ii) Bestimmen Sie die 0; so, dass die Varianz V(X ) minimal (bzgl. aller Wahlen von &, ..., 0,,)
ist!

Losung siehe Seite: 341.

Aufgabe W52

(nach G. Fillbrunn P. Pahl, vgl. Cremer, Kiihler, Pehl: Statistik fiir Sie, Bd. 3, Hiiber-Holzmann V., Miinchen 1975.)
Der Blutzuckergehalt von gesunden Menschen kann durch eine N(u,6)-Normalverteilung mit
Erwartungswert u = 100 (mg%) und Varianz 6> = 400 beschrieben werden. Eine Stichprobe von
16 Messungen an erkrankten Menschen ergibt 90,111, 88,120,104,117,104,102,129,134,122,
118,140,76,123,98. Muss die Nullhypothese Hy, dass die Krankheit den Erwartungswert des
Blutzuckergehalts (i) nicht vergrofert (und die Streuung gleich bleibt) bzw. (ii) nicht verdndert
auf den 5% Signifikanzniveau abgelehnt werden?

Losungshilfe: ®(1,645)~ 0,96 und &®(1,960) =~ 0,975.

Losung siehe Seite: 342.

Literaturhinweise zu Kap.S:
Krengel [Kr], Henze [He], Bosch [BK], Rényi [Re], Behrends et.al. [BGZ], v.Randow [Ra].



Kapitel 6

Computerorientierte Mathematik/
Anfange der Numerik

Ich danke Herrn Prof. Dr. Ralf Kornhuber und Herrn Prof. Dr. Christof Schiitte fiir den Einblick
in ihr Skript zur Vorlesung Computerorientierte Mathematik II (s. [KS]), das ich dadurch in
diesem Kapitel mit verarbeiten konnte.

6.1 Nullstellenbestimmung und Fixpunkt-Iteration

Fiihren Sie die Losung eines (nicht-notwendig linearen) Gleichungssystems f(x) = 0 mit
f: G — G fiir abgeschlossene Teilmengen G,G’ von R? (bzw. allgemeiner eines Banach-
raumes B) auf ein Fixpunktproblem zuriick!

Ziel ist die Losung von f(x) = 0. Setzt man g(x) := f(x) +x, so gilt g(x) = x genau fiir die
Losungen x von f(x) = 0. Falls g nicht kontrahierend (s.u.) ist, was z.Bsp. bei linearen Glei-
chungssystemen (%) Ax—b =0 oft der Fall ist, so kann man auch die (zu (*) dquivalente) Fix-
punktgestalt Mx = (M — A)x+ b bzw. g(x) = (E, — M~'A)x+ M~ b fiir eine geeignete Matrix
M wihlen; Beispiele sind M =diag(A) beim Jacobi-Verfahren bzw. M = (m;;) mit m;; = oj,
falls i > j, m;; = 0 sonst (unterer Dreiecksteil von A) beim GauB3-Seidel-Verfahren. Ob dann g
kontrahierend ist, hdngt immer noch von A ab.

Anmerkung: Eine anschauliche exemplarische Darstellung von Konvergenz bzw. Divergenz einer
Fixpunktiteration xz = g(x;) im 1-dimensioanlen Falle zeigt Abbildung 6.1.

xo=f(x1)

xp=f(xg) [ 7

x1=f(x0)

xo=f(x1)

X1 X0 X1 X0

Abbildung 6.1: Zu Konvergenz und Divergenz der Fixpunktiteration
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Geben Sie hinreichende Bedingungen an eine Abbildung g : U — U mit abgeschlossener Teil-
menge U eines Banachraums B dafiir an, dass g genau einen Fixpunkt & besitzt und die
Fixpunktiteration x;. | = g(x;) fiir jeden Startwert xo € U gegen & konvergiert (mit Fehler-
abschitzung fiir ||§ — xx||) !

Hinreichende Bedingungen liefert die folgende Varianate des Banachschen Fixpunktsatzes
(vgl. auch §3.2, Seite 79):

Sei B ein Banachraum mit Norm || - ||, abgeschlossener Teilmenge U von B und g : U — B ei-
ne Abbildung mit folgenden Eigenschaften: (1) g(x) € U fiir alle x € U und (ii) Es existiert ein
L €[0,1) (sogenannte Lipschitz-Konstante) mit

Vx,y €U : [g(x) =gl < Lllx—yll,

d.h. g sei kontrahierend (kontraktiv). Dann besitzt g genau einen Fixpunkt & € U, und jede Folge
(xx)ken mit xo € U und x| := g(xx) konvergiert gegen &. Es gelten die Fehlerabschditzungen

k Lo .o
1€ —xell < 5 v —xol  (apriori) und ||&—xps1]| < |5 |xks1 — x|l (a posteriori.

Beweisskizze: Konvergenz und Fixpunkteigenschaft folgen wie in §3.2. Wie dort gilt:

1—rs7* LA -1+
el < 27 g < F T E

{1 [[x1 = xo-

Fehlerabschdtzungen a priori: Aus diesen Ungleichungen, aus

18 = xil| = lloes = Gl < 118 = xk + x5 = El| < [ = xel + [ — &l und aus O < L < 1 ergibt sich
. k

wegen [lx, — & — O dann [[& — x| < lim [lx, —xl| < |, 1 — ol

a posteriori: & —xi1]| < [|(€) — gxia) |+l Coesr) — (o) | < L- € x|+ L il

Anmerkung:

(i) Ist f eine monoton wachsende und stetige reelle Funktion, so Kkonvergiert
(xn)neny mit x,11 := f(x,) gegen einen Fixpunkt, s. Aufgabe A6 in §3.7. Auch wenn
f([a,b]) C |a,D] gilt und f stetig ist, existiert mindestens ein Fixpunkt (vgl. Aufgabe A15!).

(ii) Ist g € G2a,b] (also reelle Funktion auf [a,b] und zweimal stetig differenzierbar) und gilt
m[ax]| g'(x)] =L < 1, so existiert zu gegebenen x,y € [a,b] nach dem Mittelwertsatz ein xo mit
x€la,b

lg(x)—g(¥)|=18"(x0)| |x—y| < L-|]x—y|. Damit ist die Lipschitzbedingung erfiillt und das Itera-
tionsverfahren ist mindestens linear konvergent; im Falle g’ (&) = 0 erhélt man mit der Taylorfor-

mel g(xc) = §(8) + 1 (v — )% (& + Bz, — &) mit 0 € (0,1) und daraus im %15 = 1¢"(%),

&2
d.h. die Fixpunkte-Iteration x, | = g(x,) konvergiert sogar mindestens quadratisch gegen &.

(iii) Es ist also sinnvoll, g so zu variieren, dass g’(§) = 0 ist. Setzt man g(x) = x + h(x) f(x) fiir
h € Cila,b] und h(x) # 0 fiir alle x € [a,b], so ist wieder f(x) =0 < g(x) =x. Ist f/(x) # 0, so

kann man wegen
g'(&) =1+ (&) f(€) +h(&)f (&) = 1+h(E)f'(§)
N~

0

die Wahl h(x) = — f’zx) treffen (- aus der sich g’(§) = 0 ergibt -), also g(x) =x— ]{,%C)) setzen.
Beschreiben Sie die Bestimmung von Nullstellen einer auf dem reellen Intervall [a,b] stetig
differenzierbaren reellen Funktion 1.) mittels des Newton-Verfahrens und 2.) mittels der Regula
falsi! Interpretieren Sie die Verfahren geometrisch!
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=1 1) y=f)

f(xn)

Xn+1 [é Xn Xn+1 &r Xn Xn—1

a) b)
Abbildung 6.2: Zum Iterationsschritt a) beim Newtonverfahren und b) bei der Regula falsi

la) Mit Newton-Verfahren bezeichnet man die Fixpunktiteration x,41 :=x, — ;,((f; )> .
Anmerkung:

(i) Das Verfahren ist motiviert sowohl durch die letzte Anmerkung als auch durch die in b)
folgende geometrische Interpretation der Approximation von f.

(ii) Nach Anmerkung (ii) zur vorigen Frage konvergiert das Newtonverfahren fiir alle Startwerte,
wenn f € (ola,b] und f'(x) # 0 ist sowie |g’(x)| < 1 gilt, also n}ax]’f(;)é)gx)’ <.

x€la,b
1b) Die Tangente im Punkt (x,, f(x,)) hat die Gleichung y = f(x,,) + f*(xn) (x — x,,), die im Falle
£'(x) # 0 fiir alle x € [a, b] eine Nullstelle genau fiir x, | mit X, = x, — ff.,fj;;)) hat, s. Abb.6.2a!
2.) Ersetzt man f”(x,) ndherungsweise durch den Differenzenquotienten ! (X)';z:f: (f"l’”, d.h. die
Tangente durch eine Sehne, so erhilt man die Regula falsi :

(xn _xnfl)f(xn) _ x,,,]f(xn) _xnf<xn*l)
Fxn) = f(xn—1) Fxn) = f(xn—1)

(Schnitt der Sehne mit der x-Achse, s.Abb. 6.2 b).

Xp+1 = Xn —

6.2 Polynom-Interpolation
Beschreiben Sie kurz Moglichkeit und Ziel der Polynom-Interpolation!

Unter den Polynomen von hochstens n-tem Grad gibt es genau eins, das an n + 1 paarweise
verschiedenen Stiitzstellen x, . . ., x, die zugeordneten Stiitzwerte yy, .. .,y, annimmt (s. Seite 26
und Aufgabe L52, S. 36 ). Damit ist die folgende Interpolationsaufgabe grundsitzlich 16sbar:
Man finde zu einer Funktion f € Cla,b] und n+ 1 Stiitzstellen ein Polynom p, mit Grad p, < n
und py(x;) = f(x;) firallei = 1,...,n. Ziel ist es hierbei, eine gute Anndiherung fiir f durch eine

b
einfachere Funktion p, zu erhalten (und damit u.a. auch fiir die Approximation von | f(r)dt,

a
s.u. §6.3) .
Amerkung: Uberraschenderweise kann es vorkommen, dass der Fehler bei der Approximation

durch Interpolationspolynome p, bei wachsendem Grad n grofer statt kleiner wird.

Geben Sie die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms mit Fehlerabschédtzung und
Kondition (ohne Beweis) an!
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n .
(i) Die Lagrange-Polynome L; mit L;(x) = ] Y erfiillen Li(xj) =8 (i,j=0,...,n)

Lo XX

Jj=0,j#i
und bilden daher eine von (x');—,.. , verschiedene Basis von R,[x], dem Vektorraum der reel-
len Polynome vom Grad < n. Durch Einsetzen von xo, .. .,x, sieht man, dass ®,(f) := p, mit

n
pn(x) = ¥ f(xi)Li(x) das gesuchte Interpolationspolynom ist.
i=0
(i) Man kann zeigen, dass fiir f € C"*'[a,b] mit |f"+1(x)| < M der Interpolationsfehler
n
durch |f(x) — pu(x)] < (n+M1)! k[lo(x — x) abgeschiitzt werden kann.

(iii)) Zur Kondition (d.h. dem Verhalten bei Storung der Eingangsdaten): Der Interpolationsope-
rator @, (siehe (i) !) ist linear, und es gilt:

wp 10

= An
reclab 20 1 flle

mit der Maximumsnorm || f]je = max]| f(x)| und der sogenannten Lebesgues-Konstanten

s

n
A, = max Z |y (x)].
k=0

Anmerkung: Die Berechnung der Lagrange-Koeffizienten ist umstdndlich und bei Hinzunahme
neuer Stiitzstellen neu zu leisten. Im Gegensatz zur Auswertung des Lagrangepolynoms an einer
Stelle x mit (n + 1)? Punktoperationen erfordert die Newton-Darstellung (s.u.) nur n Punktope-
rationen.

Wie lautet die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms, wie kann man seine Koef-
fizienten berechnen, und wie lésst es sich an der Stelle x mit dem Hornerschema auswerten?

(i) Der Ansatz nach Newton hat die folgende Form (mit noch zu bestimmenden Koeffizienten
a,-):
n—1
pu(x) =ap+ai(x—xo) +az(x—x0)(x—x1)+...+ay H(x—xk) .
k=0

(ii) Die Interpolationsbedingungen (p,(x;) = f(x;)) liefern folgende Berechnungsvorschriften
fiir die Koeffizienten:

ao = pa(xo) = f(x0) =: fxo]

j
und f(xj41) = pu(xjs1) = pj(xjt1) +aje1 [T (xj41 — xi) + 0, woraus sich
i=0

f(xj1) = pjlxjn)

air] =
Ll (xj+|—xo)...(xJ'+|—xj

) =: fxo,...,x;]

(die sogenannten Newtonschen dividierten Differenzen und damit die rekursive Berech-
nungsmoglichkeiten

f[xi+la"'7xk] 7f[xi7"'5xkfl]
Xk — X

flxi]=f(xi) (i=0,...,m) und flx;,...,xx] =
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(0 <i < k <n) ergibt, die auf das Dreiecksschema von Neville fiihrt:

flxo]

/

flxi] > flxo0,x1]

.

flx] > flx1,x2] > flxo,x1,x2]

T

n(nJrl)

.//

Die Bestimmung von p, erfordert damit Punktoperationen.

(iii)) Durch Ausklammern erhilt man fiir die Newton-Darstellung die Form

pn(x) =ao+ (x—x0)(a1 + (x—x1)(a2+ (... + (x—x4—1)an) ...)),
die die Auswertung von p, an der Stelle x als Iteration mittels Hornerschema ermoglicht:

Sp = an, Sp = Skr1(x—x¢) +ar (k=n—1,...,0) und p,(x) = Sp. Hierzu sind nur n
Punktoperationen notig.

6.3 Numerische Integration

Abweichend vom theoretischen Vorgehen (s. §4.2) approximiert man bei der niherungsweisen
b
numerischen Berechnung des Riemannintegrals J(f) = [ f(¢)dt die Funktion f € Cla,b] nicht

a
durch Treppenfunktionen, sondern durch ein Interpolationspolynom p,, zu den Stiitzstellen
a=:1x0<x1<...<Xx,:=b.

Beschreiben Sie die Herleitung der allgemeinen Newton-Cotes-Formeln (fiir n + 1 dquidistante
Stiitzstellen)!

b
Das Integral 7(f) = [ f(¢) dtlisst sich durch Ersetzen von f durch ein Interpolationspolynom (in

a

n
Lagrange Darstellung) p, = Z (xx )Ly approximieren; man erhilt 7,(f) = (b—a) ¥ f(x;)A; mit

i=0 i=0
n .
von f unabhingigen A; = ,° fL( )dtund L;(r) = ] ;:);’j (s.0.). Bei dquidistanten Stiitz-
J=0j#
stellen x; = a+kh mith = ° n“ und k = 0,...,n erhilt man fiir die als Newton-Co6tes-Formeln
zur Schrittweite i bezeichneten Quadraturformeln (u.a. durch die Substitution ¢ = a + sh) die
Gewichte

n
t — kh 1 n -k
/ (a+ kh) dt = / H S ds (unabhingig vonf, vona, b).
—a ith—kh KOk 1

0 — Yy

Speziell ergeben sich die Trapezregel (firn =1, =X = é), die Simpson-Regel, fiir n = 2,
Ao = ¢ =M, A = ¢), die Newtonsche 3/8 Regel (fiirn =3, 00 = § = A3, A = § =Ly).
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Anmerkungen. 1.) Ab n = 8 treten negative Gewichte auf, und die Newton-Cdtes-Formeln werden
ungeeignet. 2.) Die Aufgabe, zu jedem € > 0 eine Niherung 7(f) mit |7(f) — 7(f)| <€ zu
finden, ist allerdings mit den globalen Newton-Cotes-Formeln nicht immer moglich.

Gehen Sie auf das Vorgehen bei summierten Quadraturformeln ein!

m—1
Man zerlegt das Intervall [, b] in Teilintervalle [a,b] = (J V; mit V; = [z;,zi+1] und dementspre-
i=0

b m—1
chend das Integral: 7(f) = [ f(r)dt= Y, [ f(t)dt. Summierte Newton-Cotes-Formeln erhilt
a i=0V;

man nun durch Anwendung von Newton-Cdtes-Formeln auf die Teilintegrale und Aufsummie-

ren. Zum Beispiel liefert die Trapezregel (s.auch Abb. 6.3) bei dquidistanten Stiitzstellen auf

V; die Teilintegrale [ f(r)dt ~ }(f(z) +f(zi+1)) mit h= °_? und als summierte Trapezregel:
Vi

[ f(t)dt~ 5[f(a) +£(b)] + hmilf(x) sV
2 1 m .

a i=1
Anmerkung. Fiir die summierte Trapezregel und Funktionen f € C*[a,b] gilt die Fehlerabschiit-
zung

2
I =S < | b-a)l -

TN =)

Abbildung 6.3: Zur summierten Trapezregel
(im vereinfachten Fall m=3)

» X

a Vo Vi Vab

6.4 Anfinge der Numerik von Differentialgleichungen

Beschreiben Sie das explizite und implizite Eulerverfahren zur Bestimmung einer Ndherungslo-
sung der linearen Differentialgleichung (x) x'(z) = Ax(¢) + f(¢) fiir f € C[0,00] und 0 <7 < T.

t
Vorbemerkung. Die Gleichung () hat x(1) = o™ + [ f(u)e*~* du mit oo € R als exakte
0

Losungen; hierbei ist oo = x(0) der evtl. vorgegebene Anfangswert des zu (x) gehdrenden An-
fangswertproblems.

Zur Bestimmung einer Ndherungslosung wihlt man z.Bsp. ein dquidistantes Gitter A: 0 =1y <
| <...<t, =T mit konstanter Schrittweite T =13 —f; (k=0,...,n—1). Lsst sich (x)
auf ¢ = O fortsetzen, so hat die Tangente an den Graphen von x(7) im Punkt (¢o,x(f0)) = (0,x0)
die Gleichung  g(s) = xo + s x'(0) = x0 + s(Axo + f(t0)). Der Wert der Tangente am Ende
des esten Gitterintervalls dient als Niherungslosung x; = g(t) = xo + T(Axo + f(t0)) = x(t1). So
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fortfahrend erhilt man das explizite Eulersche Polygonverfahren
X(tep1) R xpp1 =0+ 1A+ f(n) (k=0,...,n—1).

Dieses Verfahren ldsst sich auch interpretieren als Ersetzen der Ableitung x/(#) im Gitterpunkt

t; durch den Differenzenquotienten: 21 : :fkk und Einsetzen in (). Verwendet man stattdessen fiir

die Ableitung im Punkt #; | den riickwérts gewonnenen Differenzenquotienten
man das implizite Euler-Verfahren:

ML s erhilt
T 1 — Ik

X1 =X+ T(Axerr + f(ter1))  (K=0,...,n—1).

Literaturhinweise zu Kap.6:
Kornhuber/Schiitte [KS], Deuflhard/Hohmann [DH], Himmerlin/Hoffmann [HH], Stoer/Burlisch
[SB].
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6.5 Beispiel-Klausur'zur Computerorientierten Mathematik

Freie Universitit Berlin

Fachbereich Mathematik und Informatik
Prof. Dr. 1. Horenko

L. Putzig, O. Kaiser

Computerorientierte Mathematik II
Erste Klausur

Wichtige Hinweise:

e Diese Klausur besteht aus insgesamt fiinf Aufgaben. Sie konnen maximal 36 Punkte errei-
chen. Zum Bestehen der Klausur sind 18 Punkte notwendig.

o ... (einige technische Hinweise)

e Zugelassene Hilsmittel sind:

— das Vorlesungsskript zur Computerorientierten Mathematik 11
— die freundliche Matlab-Einfiihrung
— Thre Mitschriebe aus der Vorlesung und dem Tutorium

— alle ausgegebenen Aufgabenblitter

Die Benutzung von programmierbaren Taschenrechnern ist nicht erlaubt.

Aufgabe 1 (Newton-Verfahren) [9 Punkte]

Fiir ein z € R+ sei x definiert als:

xi= \/z+\/z+\/z+...

(a) Geben Sie eine Iterationsvorschrift zur Berechnung von x an und bestimmen Sie ein a € R,
so dass die Iterationsvorschrift Vx € [a, ) konvergiert.

(b) Betrachten Sie die folgende Funktion f(x) = exp(x) —c¢ Vx € [0,1] und ¢ € R. Stellen Sie
eine Iterationsvorschrift zur Bestimmung der Nullstelle auf und berechnen Sie mit Hilfe der
a priori Abschitzung die Anzahl der Iterationen, die notwendig sind, um eine Genauigkeit
von 0,015 zu erreichen, ausgehend von dem Startwert xo = é und c=2,5

"Herrn Prof. Dr. Illia Horenko gilt mein herzlicher Dank fiir die Erlaubnis zum Abdruck der folgenden Klausur.
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Aufgabe 2 (Interpolation) [6 Punkte]

Gegeben sei die Funktion f(x) = exp (— jx) auf dem Interval [—1,1].

1. Berechnen Sie fiir diese Funktion das Interpolationspolynom p; zu den Daten

k 0 1 2
Xk -1 0 1
Sx 1.6487 1 0.6065

mit der Newtonschen Interpolationsformel und dividierten Differenzen. Bringen Sie Thre
Losung in die Form ps(x) = ax® + bx 4 ¢ mit Koeffizienten a,b,c € R.

2. Zeigen Sie nun, dass die folgende Abschétzung fiir den Interpolationsfehler gilt:

0.3849 1
— < .
max 170~ ] < *3 e ()

Aufgabe 3 (Quadraturformeln) [7 Punkte]

271
Das Integral [ cos(x) dx soll mit der summierten Simpson-Regel st (f) mit m = 10 Teilin-
T

tervallen approximiert werden. Dazu steht ein MATLAB-Programm zur Verfiigung, das jedoch
einige Fehler enthilt:

clear;

a=0;
b=pi;
m=10;
h=(b-a) /m
simp=0;

for k=1:m
zk=at+k* (b-a);
simp=h* (cos (zk)+2*cos (zk-h/2) +cos (zk+h)) /6;
ergebnis=simp
end

Unterstreichen Sie jeweils die Zeile, die den Fehler enthélt und geben Sie in der rechten Spalte
die korregierte Zeile an. Sie miissen IThre Antwort nicht begriinden. Fiir falsche Antworten wer-
den keine Punkte abgezogen.
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Aufgabe 4 (Differentialgleichungen) [8 Punkte]
Seien A < 0 und yp > 0. Dann ist die Losung y(¢) des Anfangswertproblems
(AWP) yi@) = M) fiirr > 0,
y©0) = yo

eine positive, streng monoton fallende Funktion. Die Losung soll mit dem Verfahren von Heun
approximiert werden:

()

Vir1 = Yk +hAye+ )

YVk-

(a) Zeigen Sie, dass die Approximationen yy fiir jede beliebige Schrittweite 4 > 0 positiv blei-
ben, wenn yy > 0 gilt.

2
Hinweis: (h)b + 1) > 0.
V2

(b) Welche Bedingung muss die Schrittweite 2 > 0 erfiillen, damit die Approximationen y;, eine
streng monoton fallende Folge bilden?

Aufgabe 5 (Multiple Choice) [6 Punkte]

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Kreuzen Sie das entsprechende Feld an. Fiir
falsche Antworten werden keine Punkte abgezogen.

wahr falsch Aussage

Der Interpolationsfehler ist kleiner, wenn man die Newton’sche Dar-
stellung des Interpolationspolynoms anstelle der Lagrange-Darstellung
verwendet.

Die Lebesgue-Konstante A, hdngt von der Wahl der Stiitzstellen ab.

Das Interpolationspolynom p, = ¢,(f) der Nullfunktion f(x) = 0 ist
immer die Nullfunktion (0 < n € N) .

Die Gewichte der Newton-Cotes-Quadraturformeln hédngen von der
Funktion ab, die integriert werden soll.

Jede Fixpunktiteration konvergiert.
Wendet man beide Euler-Verfahren auf das Anfangswertproblem

y(@r) = —100-y(t) fiirr > 0,

(AWE) {y(O) = 100

an, so ist nur das implizite Verfahren unbedingt stabil.



Kapitel 7

Elementargeometrie
(synthetische Geometrie)

Worin unterscheidet sich “die” synthetische Geometrie von der analytischen ?

Im Rahmen der analytischen Geometrie werden die Objekte und Relationen Punkt, Gerade, Ebe-
ne, Inzidenz, Anordnung, Kongruenz oder Orthogonalitit mit Mitteln der linearen Algebra kon-
kret definiert, so die Punkte als die Vektoren eines Vektorraumes V (z.Bsp. V = 1R3), die Ge-
raden und Ebenen als 1- bzw.2-dimensionale affine Unterrdume, die Indizenz als Enthaltensein,
die Anordnung auf einer Geraden durch die lexikographische Ordnung der Koordinatenvektoren,
die Linge einer Strecke bzw. Orthogonalitdit mittels Skalarprodukt.

Demgegeniiber sind bei der synthetischen Geometrie! die erwihnten Begriffe nicht konkret
angegeben, sondern Grundbegriffe, die lediglich durch gewisse Eigenschaften und Beziehungen
untereinander, also axiomatisch beschrieben sind.

7.1 Affine Geometrie

Wie ldsst sich der Begriff des 3—dimensionalen affinen Raumes axiomatisch definieren?
Unter einem 3-dimensionalen affinen Raum versteht man

—eine Menge P, deren Elemente “Punkte” heiflen,

—eine Menge G, deren Elemente “Geraden” heif3en,

—eine Menge £, deren Elemente “ Ebenen” heiflen

und zwei Indizenzrelationen I; C P x G sowie I, C P x E derart, dass gilt
(1) Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden und Verbindungsebenen:

Zu P,Q € P mit P # Q existiert genauein g€ G : P,QI;1 g (Bezeichnung: g = PQ)

Zu P,Q,R € P mit P,Q,R nicht kollinear (d. h. nicht auf einer Geraden liegend) existiert
genau eine Ebene E € £ mit P,Q,R I, E (Bezeichnung E = POR)).

! Aus der Vielzahl der méglichen Definitionen eines euklidischen Raumes geben wir hier ein Axiomensystem an, das
sich an das Hilbertsche anlehnt, aber (unter Aufgabe der Unabhéngigkeit der Axiome) etwas vereinfacht ist.
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Inzidenzgeometrie (6.87.1)

Existenzund Eindeutigkeit der Verbindungs—Geraden und —Ebenen
Reichhaltigkeitsaxiome

Verhdltnis von Geraden und Ebenen
Dimensionsaxion e .

iAffine Geometrie (s.63.03.1)
! FEuklidisches Parallelenaxiom
Geordnete Geometrie (s§7.2) @ geordnete

Existenz VOl’l\g mit zusatzllchen, affine
Eigenschaften

w
Axiom von Pasch

P A 1 metri : .
H ) | Buklidisch
i Kongruenzaxiome : .
H - - ;| Geometrie
bei geandertem : —7
Axiomensystem . H . .
auch: (s. Seite 195) | : ((53' § : §9
. . : H dneter
elliptische | hyperbolische|:|K 9SO
Geometrie Geometrie iLpvth. Kérper K

! ¥ geordneter Korper | Schiefkérper:

Tabelle 7.1: Ubersicht iiber einen Aufbau der Geometrie

(2) Reichaltigkeitsaxiome: Auf jeder Geraden liegen mindestens 2 Punkte. Jede Ebene enthilt
ein Dreieck (drei nicht—kollineare Punkte) 2. Es existiert eine Ebene. Es existieren vier
nicht in einer Ebene liegende (nicht—komplanare) Punkte.

Anmerkung: Aufgrund von (1) und (2) ist g € G durch g := {R € P|RI, g} und E € E durch
E = {R € P|RLE} cindeutig bestimmt. Man kann daher G durch G:={¢|lg€ G} und

={E |E € E} ersetzen und I; bzw. I, durch die Menge-Element Relation ” € , eingeschriinkt
auf P x G bzw. P x ‘E. Dies werden wir hier i. Allg. tun. Geraden und Ebenen sind also jetzt ge-
wisse Punktmengen.

(3) Verhdltnis von Geraden und Ebenen: Fiir g = PQ und P,Q € E folgt g C E ; (s. Abb.
7.1a).

(4) Beschrdankung auf “Dimension” 3: Zwei verschiedene Ebenen sind entweder disjunkt
oder enthalten mindestens zwei gemeinsame Punkte; (d.h. nach (3) und (1), dass sie sich
dann in einer Geraden schneiden).

(5) Euklidisches Parallelenaxiom: Zu jeder Geraden g € G und jedem Punkt P € P gibt es
genau eine Gerade h € G durch P, die zu g parallel ist; (s. Abb. 7.1 b).

Dabei heiBlen zwei Geraden parallel, wenn sie entweder gleich sind oder in einer Ebene
liegen® und sich nicht schneiden.

2Es reicht die Forderung mindestens eines Punktes in jeder Ebene.
3Dadurch werden windschiefe Geraden als Parallelen ausgeschlossen.
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A&
P/ Lo

g als Gerade verboten
g \

Abbildung 7.1: a) Zu Gerade und Ebene (P,Q € E = PQ C E) b) Zum Parallelenaxiom

A1 h:Pehlg

Beispiele 3-dimensionaler affiner Riume: Die affine Geometrie AG(3,K) (vgl. §1.5) ist fiir
jeden Korper K mit den Vektoren von K3 als Punkten, den 1—und 2—dimensionalen affinen Unter-
rdaumen als Geraden bzw. Ebenen und der folgenden Definition der Parallelitit ein 3-dimensionaler
affiner Raum: p1+U | p2+Up = U =U,.

Anmerkungen: 1. Man kann zeigen, dass die Parallelitit von Geraden im 3-dimensionalen affi-
nen Raum eine Aquivalenzrelation ist.

2. Definiert man fiir Ebenen des 3-dimensionalen affinen Raums A eine Parallelitit durch

E| || E» genau dann, wenn E; = E» V E|NE; =0, so kann man zeigen, dass es zu jedem Punkt

P und jeder Ebene E genau eine zu E parallele Ebene E’ durch P gibt. Daraus folgt auch, dass

die Parallelitit von Ebenen eine Aquivalenzrelation ist.

Fiir eine Gerade g und eine Ebene E von A4 gilt:
SllE<~=gCENGNE=0<3hCE:g|h

3. **Jede Aquivalenzklasse paralleler Geraden wird ein uneigentlicher Punkt genannt:

P,={he G|h| g} (s. Abb. 7.2); die Gerade h inzidiert mit P, genau dann, wenn s € P, oder,

mit anderen Worten, || g gilt.

Motivation u.a.: Bildpunkte der “Verschwindungsgeraden” und Urbildpunkte der “Fluchtgera-

den” bei der “Zentralprojektion” (s.u.).

\
i

\

N\
A\

Abbildung 7.2:
N Zur projektiven Erweiterung

h k

eigentliche uneigentliche Elemente

Vorteile 1.: Die Fallunterscheidung zwischen parallelen Geraden und sich schneidende Geraden
ist nicht mehr notig. 2.: Die algebraische Darstellung wird einfacher (Unterrdume statt affine Un-
terraume).

Analog heiflen die Parallelenklassen von Ebenen uneigentliche Geraden (Ferngeraden); der un-
eigentliche Punkt P, inzidiert mit der uneigentlichen Geraden fr definitionsgemiss genau dann,
wenn h || E ist. Alle uneigentlichen Punkte zu Geraden einer Ebene E inzidieren mit gg. Al-
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le uneigentlichen Punkte zusammen bilden die uneigentliche Ebene des 3-dimensionalen affi-
nen Raums, alle eigentlichen und uneigentlichen Elemente die projektive Erweiterung von 4
(— Projektive Geometrie).

Beschreiben Sie elementargeometrisch die Parallelprojektion des affinen Raumes 4 auf eine
Ebene F lings einer Geraden g (mit g }f ) und die Zentralprojektion mit Zentrum Z von einer
Ebene E auf eine sie schneidende Ebene F'!

(i) Jedem Punkt X von A wird bei der Parallelprojektion als Bild t(X) der Schnittpunkt der
Parallelen # zu g durch X mit der Ebene F' zugeordnet; dieser Schnittpunkt existiert, da die
Ebene durch g und % die Ebene F in einer Geraden schneidet, die nicht zu / parallel sein kann
(s. Abb. 7.3). Alle Punkte von & werden auf einen Punkt, jede nicht zu g parallele Gerade auf
eine Gerade abgebildet. Gilt u || v }f g, so folgt 7(u) || T(v).

Abbildung 7.3:
Parallelprojektion ® des Raumes
auf eine Ebene

Anmerkungen: 1.) Einschriankung des Definitionsbereichs auf eine zu g nicht parallele Ebene
fiihrt zu einer bijektiven Abbildung, der Parallelprojektion von E auf F.

2.) **In der darstellenden Geometrie werden — Grund- und — Aufriss eines Korpers durch zwei
(senkrechte) Parallelprojektionen auf Koordinatenebenen gewonnen; durch die entsprechenden
Koordinaten ist dann jeder Urbildpunkt bestimmt.

3.) Mittels Parallelprojektion sieht man leicht ein: Je zwei Geraden eines 3-dimensionalen affi-
nen Raumes (P, G, E) sind gleichmichtig, fiir jede Ebene F und jede Gerade g gilt |F| = |g|?,
ferner |P| = |g|°.

4.) In einem geordneten 3-dimensionalen affinen Raum (s. § 7.2) bleibt bei Parallelprojektion
einer Geraden auf eine andere die Zwischenrelation erhalten. Damit geht die Ordnung der einen
Geraden in die Ordnung oder in die entgegengesetzte Ordnung der Bildgeraden iiber. Insbe-
sondere werden Strecken wieder auf Strecken abgebildet. Im metrischen Fall bleiben zusétzlich
Teilverhiltnisse erhalten.

5.) Eine Parallelprojektion ldsst sich auch auch auffassen als Zentralprojektion mit uneigentli-
chem Zentrum.

(ii) Seien E und F sich in g schneidende Ebenen und Z ¢ E UF. Zu einem Punkt P aus E, der
nicht auf der Schnittgeraden von E mit der zu F' parallelen Ebene durch Z (Verschwindungsge-
rade v) liegt, wird als Bildpunkt {(P) der “DurchstoBpunkt” der Geraden PZ mit F zugeordnet
(s. Abb. 7.4a). Bezeichnet f die Schnittgerade von F mit der zu E parallelen Ebene durch Z
(“Fluchtgerade”), so ist { eine bijektive Abbildung von E\v auf F\f, die sogenannte Zentral-
projektion von E auf F mit Projektionszentrum (Augenpunkt) Z. Das Geradenbiindel durch
einen Punkt R € v wird unter { auf ein Biischel paralleler Geraden abgebildet. Ahnlich sind die
Urbilder der Geraden eines Biindels durch S’ € f parallel (s. Abb. 7.4 b).

“*Damit entsprechen den Punkten von v als Bilder unter { die uneigentlichen Punkte von F
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| U\
N =

E

a) b)

Abbildung 7.4: a) Zentralprojektion { von E \ v auf F \ f (mit Verschwindungsgerade v und
Fluchtgerade f) b) Urbild eines Geradenbiischels durch einen Punkt der Fluchtgeraden

<

(s.0.), und f hat als Urbild unter { die uneigentliche Gerade von E. Unter { werden also die (um
den Fernpunkt erweiterten) eigentlichen Geraden und die Ferngerade von E auf solche von F
abgebildet.
Formulieren Sie fiir einen 3-dimensionalen affinen Raum A den Satz von Desargues, geben Sie
im affinen Fall eine Beweisskizze an, und erldutern Sie kurz die Bedeutung dieses Satzes.

(a) Satz von Desargues: Seien a,b,c drei parallele oder durch einen Punkt Z gehende Ge-
raden von A, ferner ABC und A'B'C’ zwei Dreiecke mit A,A’ € a,B,B' € b und C,C’ € ¢, die
Z nicht enthalten; dann liegen die (eigentlichen oder uneigentlichen) Schnittpunkte ABNA'B,
ACNA'C' und BCNB'C' auf einer (eigentlichen oder unmeigentlichen) Geraden. (Im soge-
nannten affinen Fall folgt also aus AB || A’B' und AC || A’C" auch BC || B'C', s. Abb. 7.5 a,b).

C c’
C

/ 7Z
b
a

A A’

Abbildung 7.5: a) Affiner Satz von Desargues mit eigentlichem Zentrum b) Kleiner affiner Satz

Beweisskizze fiir den affinen Fall:

Idee: Schnitt zweier Ebenen im rdaumlichen Fall, Projektion einer geeigneten rdumlichen Desar-
gues-Figur auf die gegebene Figur im ebenen Fall.

(i) Rdumlicher Fall: a,b,c liegen nicht in einer Ebene. Dann sind die Ebenen ABC und A’B'C’
verschieden; sie sind daher parallel oder schneiden sich in einer eigentlichen Geraden. Die ge-
meinsame uneigentliche oder eigentliche Gerade heiRe /. Die Parallelen AB und A’B’ bestim-
men einen uneigentlichen Punkt, der uneigentlicher Punkt von ABC und A’B'C’ und damit
von h ist. Analoges gilt fiir die Geraden AC und A’C’. Daher ist & uneigentlich und es gilt
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ABC||A’B'C’. Die um den Fernpunkt erweiterten Geraden BC und B'C’ liegen in einer Ebene,
besitzen folglich einen gemeinsamen Punkt Q, der wegen der Parallelitit von ABC und A’B'C’
nur uneigentlich sein kann.

(ii)) Ebener Fall: a,b,c liegen in einer Ebene E. Es existiert eine zu E nicht parallele Gerade
g;zu X € E sei gy die Parallele zu g durch X (Existenz gemif Parallelenaxiom). Wihlt man
einen Punkt B, auf gz~ {B}, so gilt B; ¢ E und* gg C ZB'By; dann ist auch gz in ZB'B;.
Nun definiert man B’1 := gp NZB (dieser Punkt existiert) und zeigt, dass die Punkte Z, A, B,
C,A’, B} und C’ eine riumliche Desargues-Figur bilden (s. Abb. 7.6). Die Bilder der parallelen
Geraden B|C und B/ C’ unter der Parallelenprojektion des Raums auf £ lings g, also BC und
B'C’, sind ebenfalls parallel. O

Abbildung 7.6: Ebene Desargues-Konfiguration als Grundriss einer riumlichen

(b) Der affine Satz von Desargues garantiert die Existenz aller “mdglichen” Dehnungen (s.u.)
von 4. Genauer: Zu gegebenen Punkten Z,A,A’ einer Geraden g € G mit Z # A,A’ gibt es
genau eine zentrische Streckung 8, welche Z festlisst und A auf A’ abbildet (vgl. Abb. 7.5 a), und
zu A, A’ gibt es genau eine Translation, die A auf A’ abbildet; wir bezeichnen sie mit Ty  (s.
Abb. 7.5b). Die Existenz (und Eindeutigkeit) dieser Dehnungen wiederum ermdoglicht eine Dar-
stellung von A als affine Geometrie eines 3-dimensionalen Vektorraums iiber einen Schiefkorper
K (s.u.), also die Einfiithrung von Koordinaten aus K.

Es gibt eine Reihe von Beispielen affiner Ebenen (d.h. einer Struktur (P, G,I;) mit Existenz
und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden, euklidischem Parallelaxiom und Existenz eines Drei-
ecks), in denen der Satz von Desargues nicht gilt und die demzufolge auch nicht isomorph zu
AG(K?) sind. Beispiel: — Moultonebene.

(i) Was ist unter einer Translation eines 3-dimensionalen affinen Raums 4 zu verstehen?
Beschreiben Sie die Parallelogrammkonstruktion eines Bildpunktes.

(ii)) Was ist ein Ortsvektor? Gehen Sie auf die Beschreibung von A4 durch die Menge der
Translationen ein!

(i) Eine Translation ist eine fixpunktfreie Dehnung oder die Identitét. Dabei heif3t eine Bijektion
¢ der Punktmenge eines affinen Raumes auf sich Dehnung (Dilatation, affin-axiale Kollineati-
on), wenn gilt  @(A)@(B)||AB fiir alle Punkte A, B mit A # B.

“4Im Falle des kleinen Satzes von Desargues bezeichnet Z den uneigentlichen Punkt von a, b, c.
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Ist T eine Translation, so ist jede Gerade XT(X) Fixgerade (Spur genannt): Xt(X) wird auf die
ebenfalls durch 7(X) gehende Parallele T(X)t?(X), also auf sich abgebildet. Alle diese Geraden
X7(X) bilden ein Parallelenbiischel, die Richtung von 7. Sind nun ein Punkt A und sein Bild-
punkt T(A) # A gegeben, so ist das Bild t(X) eines Punktes X ¢ At(A) durch die Eigenschaften
AX||t(A)T(X) und X7(X)||AT(A) eindeutig festgelegt und damit als 4. Punkt eines Parallelo-
gramms (s. Abb. 7.7 a) konstruierbar (Punkte auf At(A) konstruiert man mittels Hilfspunkten).

TX)

T2
a) A a) b)

Abbildung 7.7: Translationen
a) Parallelogrammkonstruktion b) Kommutieren zweier Translationen

—

(ii) Die Pfeile X1(X) sind alle gleichgerichtet und gehen durch die beschriebene Parallelo-
grammkonstruktion auseinander hervor; im euklidischen Raum sind sie damit von gleicher Rich-
tung, Orientierung und Linge. Jede Translation (als Relation {(X,t(X))|X € P}) ist daher ein
Vektor (im Sinne von “Klasse vektorgleicher Pfeile”). Nach Auszeichnung eines Punktes O als
Ursprung ldsst sich jedem Punkt P der Vektor p = Top (also die O auf P abbildende Translation)

zuordnen; p heif3it Ortsvektor von P; (es ist derjenige Vektor, zu dem der Pfeil OP gehort).

Die Menge T aller Translationen von A4 ist scharf transitiv auf der Punktmenge 27 ; d.h. zu
A,B € P gibt es, wie erwihnt, genau eine Translation T4p, die A auf B abbildet; daher ist die
Zuordnung P — Top eine Bijektion von P auf T und eine Beschreibung von A4 mittels 7 mog-
lich.

Anmerkung (Skizze der weiteren Algebraisierung):

1. Die Menge aller Dehnungen von A4 bildet bzgl. Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe; in
dieser ist die Menge T aller Translationen ein Normalteiler. Ferner ist 7 kommutativ — dies folgt
fiir Translationen verschiedener Richtung aus der Parallelogrammkonstruktion (s. Abb. 7.7 b);
im anderen Fall fithren ein Hilfspunkt und geschicktes Rechnen zum Ziel.

2. **Der Skalarbereich: Jede zentrische Streckung d, d.h. jede Dehnung mit Fixpunkt, induziert
durch 8 : p — Sopod~! einen Endomorphismus von T, der jeden Vektor auf einen Vektor
paralleler Richtung abbildet. (Motivation: Multiplikation von p mit dem Streckungsfaktor von
8). Man kann zeigen, dass die Menge K all dieser Endomorphismen zusammen mit der Null-
abbildung bzgl. der durch (k; +k2)(x) = k1(x) okp(x) und (ki - k2)(x) = ki (k2(x)) definierten
Operationen einen Schiefkorper bildet; iiber diesem ist die Gruppe 7' der Translationen ein 3-
dimensionaler (Links-) Vektorraum. Verwendet man die oben erwihnte Beschreibung von 4, so
lasst sich also jedem Punkt von A4 genau ein Vektor dieses Vektorraums zuordnen. Dabei werden
die Geraden von 4 auf die 1-dimensionalen und die Ebenen von 4 auf die 2-dimenionalen affinen
Unterriume des Vekorraums 7T abgebildet: 4 ist isomorph zu AG(K?).

3. "Der in 2.) konstruierte Schiefkorper K ist genau dann kommutativ, wenn der Satz von
Pappos (oder Pappus) gilt, s. Abb. 7.8.
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Abbildung 7.8:  Satz von Pappos: Die Punkte P,Q; N P;Q; fiiri # j sind kollinear.

7.2 Geordnete Geometrie

In diesem Abschnitt betrachten wir geordnete (3-dimensionale) affine Rdume 4; damit meinen
wir (3-dimensionale) affine Riume (2, G, E), bei denen fiir jede Gerade g € G eine Relation <,
definiert ist mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes g € G ist <, eine lineare Ordnung.

(2) Zu je zwei Punkten A, B € P gibt es einen Punkt C € P derart, dass B zwischen A und C liegt
(also einen Punkt C “jenseits” B).

(3) Es gilt das Axiom von Pasch (s.u.).

(i) Beschreiben Sie die Beziehung der Zwischenrelation auf © mit den Ordungsrelationen <,
der Geraden g € G.
(ii)) Beweisen Sie, dass zwischen je zwei Punkten einer Geraden eines geordneten 3-
dimensionalen affinen Raums unendlich viele weitere Punkte liegen.
(iii) Formulieren Sie das Axiom von Pasch! Zeigen Sie, dass keine Gerade alle drei Seiten
eines Dreiecks schneiden kann.
(i) Auf P lasst sich eine ternidre Relation Z definieren durch:
(*) (A,B,C) € Z genau dann, wenn A, B,C verschiedene Punkte einer Geraden g sind und
A< B<,CoderC <, B < Agilt
Fiir diese Zwischenrelation folgt (Beweis?):
(xx) Ist (A,B,C) € Z, so sind A,B,C verschiedene kollineare Punkte und es gilt (C,B,A) € Z
sowie (A,C,B) € Z.
Anmerkung: Bei Hilbert ist die Zwischenrelation als Grundbegriff gewéhlt und (statt (1)) dann
(#x) als Axiom gefordert. Daraus wird dann fiir jede Gerade g die Existenz zweier Ordnungsre-
lationen <, mit (x) gefolgert. Wir konnen hier als zweite Ordnungsrelation die zu <, entgegen-
gesetzte wihlen: A g’g B:<=B < A.
(ii) Zu zwei Punkten A und B kann man (nach dem Reichhaltigkeitsaxiom) einen Punkt C mit
C ¢ AB wihlen, dann D und E mit (A,C,D), (B,D,E) € Z. Es ist C ¢ EB, da andernfalls A €
CD = BD = EB gelten wiirde. Nach dem Axiom von Pasch (s.u.) liegt EC NAB zwischen A und
B (s. Abb. 7.10 a). Zwischen je zwei Punkten liegt also stets ein weiterer. Die Annahme endlich
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vieler Punkte zwischen A und B fiihrt nun zum Widerspruch. N
& c
D g D
Abbildung 7.9: oder
Zum Paschaxiom
A 7 B A '\ B

(iii) Das Axiom von Pasch lautet: Seien A, B, C Eckpunkte eines Dreiecks und g eine nicht durch
diese Punkte gehende Gerade der Ebene A, B,C. Enthilt dann g einen Punkt, der zwischen A und
B liegt, so enthdlt g auch einen Punkt D zwischen A und C oder einen Punkt zwischen B und C
(s. Abb. 7.9).

E

a) b)

Abbildung 7.10: a) Nachweis der Existenz eines Punktes zwischen A und B
b) Schneidet eine Gerade 3 Seiten eines Dreiecks?

Erginzung: Keine Gerade schneidet alle drei Seiten A, B[, |B,C[, |A,C]| eines Dreiecks AABC
Beweis: Wiirde eine Gerade die Dreiecksseiten in den Punkten A’, B',C’ schneiden, so léige ein
Punkt, etwa B, zwischen den anderen. Das Pasch-Axiom, angewandt auf das Dreieck AA’BC’
(s. Abb. 7.10b), und die Gerade AC liefert einen Widerspruch. O

Fiihren Sie folgende Begriffe der geordneten Geometrie ein:
1.) Offenes Intervall, abgeschlossenes Intervall, Strecke 2.) Halbgerade, Halbebene, Halbraum
3.) Winkel, Winkelfeld, Scheitelwinkel, Nebenwinkel 4.) konvexe Menge, konvexe Hiille

1. Sei 4 geordnete affine Geometrie! Zu P,Q € P heiBt |P,Q[:= {X € P|X zwischen P und O}
das offene und [P, Q] :=|P,Q[U{P,Q} das abgeschlossene Intervall mit Randpunkten P und Q.
Oft spricht man auch von einer Strecke statt von einem Intervall. Jedoch wird unter einer Strecke

H
PQ auch das (ungeordnete) Paar (P, Q) verstanden.

2.) Ist P # Q, so heiBt ;Q: PQOT :=[P,Q]U{X € P |;Q zwischen P und X} Halbgerade
(Strahl, Speer) mit Scheitel P und Triigergeraden PQ. Ist R aus PO \ PQ™, so ist PQ™ := PR,
Also gilt PQ = PQTUPQ™ und PQTNPQ~ = {P}.

Sei E eine Ebene von A4 und g eine Gerade in E. Dann ist die Relation ~ mit
A~ B:<+<=[ABlNg=0 fir A,B € E \ g eine Aquivalenzrelation (mit genau zwei Aqui-
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valenzklassen): Fiir nicht kollineare Punkte von E folgt die Transitivitit unmittelbar aus dem
Pasch-Axiom, fiir kollineare Punkte durch Einfithrung zweier Hilfspunkte Q und R mit Q
zwischen A und R (s. Abb. 7.11 a) und Betrachten der Dreiecke AABR und ABCR. (Beweis
fiir die Existenz genau zweier Klassen?). Jede der beiden Aquivalenzklassen heiBt offene Halb-
ebene (Seite) mit Randgerade g. Ist R Punkt der Halbebene E; mit Randgerade g = PQ, so
schreibt man E; = POR ™.

Analog werden zu einer Ebene E von A4 zwei offene Halbriume definiert durch die Relation ~
mit A~B:<=[A,B|JNE=0 firA,BEP\E.

3.) Unter einem orientierten (bzw. unorientierten) Winkel versteht man ein geordnetes (bzw.
ungeordnetes) Paar p = OP™ und g = OQ™ von Strahlen (den Schenkeln des Winkels) mit dem-
selben “Scheitel” O. Bezeichnung <((p, q),<<POQ. Oft unterscheidet man nicht zwischen <POQ
und dem inneren Winkelfeld Inn<tPOQ := OPQ ™ NOQP™ (fiir nicht kollineare Punkte O, P, Q),
s. Abb. 7.11 b. Der Winkel <(OP~, 00 ™) heiBt Scheitelwinkel und die Winkel <(OP*,007)
und <(OP~,00Q7") Nebenwinkel zum Winkel <(OP*,00").

a) b)

Abbildung 7.11:
a) Zur Definition von Halbebenen: A o C = (C~RAB# R) = B C b) Inneres Winkelfeld

4.) Eine Punktmenge M aus A4 heiBt konvex, falls mit A,B € M auch [A,B] C M ist.

Beispiele: Einpunktige Mengen, Intervalle, Halbgeraden, Geraden, Halbebenen, Ebenen, Halb-
raume und Durchschnitte konvexer Mengen, z.B. Dreiecksflachen, sind konvex. Jede Punktmen-
ge L C P ist in einer kleinsten konvexen Menge enthalten, ndmlich in

conv (L) := N{B|L C B C P und B konvex}; conv (L) heiBt die konvexe Hiille von L.
Beispiele: 1. conv{A,B} = [A,B] 2. In AG(3,K) mit angeordnetem Schiefkdrper K (s.u.) ist

n n
conv(L) ={Y kixilxi,...,x, €L, k; >0, ¥ ki=1,ne N*} .
i=1 i=1

Zeigen Sie, dass bei einer Parallelprojektion (oder Translation) einer Geraden g auf eine Ge-
rade i die Zwischenrelation erhalten bleibt. Schildern Sie kurz die Konsequenzen a) fiir die
Ordnungsrelationen <, und b)** fiir den Koordinatenbereich K von 4 ~AG(K?).

Beweisskizze: Wendet man das Paschaxiom auf Abb. 7.12 a) an, so folgt aus B €]A,C[ sofort
B" €]A,C'[ und daraus B’ €]A'C'[ . Die Wirkung einer Translation auf eine Gerade ldsst sich
durch eine Parallelprojektion oder durch das Produkt zweier Parallelprojektionen beschreiben.[]
Anmerkung: Eine Translation erhilt die Orientierung einer Fixgeraden. (Beweis? Losungshin-
weis siche Abbildung 7.12 b! Vgl. auch Aufgabe E6 !)
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Folgerungen:

a) Da sich zwei beliebige Geraden g und & eines 3-dimensionalen affinen Raumes durch Ver-
kettung zweier Parallelprojektionen aufeinander abbilden lassen, ist <j durch <, schon bis auf
den Ubergang zur entgegengesetzten Ordnungsrelation festgelegt. Jede Gerade A hat damit genau
zwei mogliche Orientierungen.

b) Ist 4 2AG(K?3) mit einer Ordnung versehen, so kann der Schiefkorper so geordnet wer-
den (s.u.), dass fiir jede Gerade g = a+ Km die eine der beiden Ordnungsrelationen durch
(%) a+xm<a-+xm <= x; <xp beschrieben wird. Ist umgekehrt K ein geordneter
Schiefkorper, so wird AG(K3) durch () zu einem geordneten affinen Raum.

Beweisskizze: Nach Ubergang zu den Ortsvektoren sei g = Kn und n > ¢ 0. Durch

a<kgb:<=an<g bn

wird auf K eine lineare Ordnungsrelation definiert. Die Translation v — v + cn, eingeschrinkt
auf g, ldsst die Ordnung von g fix (s.0.); daher gilt: (1)) a <b=—=a+c<b+c firallea,b,ccK.
AuBerdem ergibtsich (i))a>0Ab>0=a-b>0 fiiralle a,b € K durch Auffassen der Mul-
tiplikation (Ausfiihrung einer zentrischen Streckung) mit a bzw. b als zwei Parallelprojektionen
(s. Abb. 7.12 ¢), die ja nach a) die Ordnung umdrehen oder, wie im vorliegenden Fall, wegen
0< 1und b-0 < b-1) erhalten. Ein Schiefkdrper mit linearer Ordnungsrelation, die (i) und
(ii) erfiillt, heiBt geordneter Schiefkirper. Die Aussage () ergibt sich durch Anwendung einer
Parallelprojektion und einer Translation. Die Riickrichtung folgt durch Nachrechnen in AG(K?).

d an+d
cn —d
o an cn (atc)n bn (b+c)n
b) am
m
C) o n bn an a-bn
] 1 b a ab

Abbildung 7.12: Zur Ordnungsrelation der Ebene und des Koordinatenkdrpers

7.3 Kongruenzgeometrie

Beschreiben Sie mit Hilfe von Kongruenzaxiomen, was man unter einem 3-dimensionalen
euklidischen affinen Raum versteht.
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Ein (verallgemeinerter) euklidisch-affiner Raum (kurz nur euklidischer Raum) der Dimension 3
ist ein geordneter 3-dimensionaler affiner Raum 4, in dem zusitzlich auf der Menge der Strecken
von A4 und auf der Menge der (nicht-orientierten) Winkel von 4 je eine binire den folgenden
Kongruenzaxiomen geniigende Relation definiert ist; ohne grof3e Gefahr der Verwechslung hei-
Ben beide Kongruenzrelation und werden mit dem Symbol = (kongruent) oder £ bezeichnet.®
A) Axiome der Streckenkongruenz
(1) Die Streckenkongruenz ist eine Aquivalenzrelation.

H
(2) Moglichkeit des Streckenabtragens: Zu jeder Strecke PQ und jeder Halbgeraden RS™
H o H
(mit R # S) gibt es genau einen Punkt T € RS™ mit PQ=RT.
(3) Axiom der Streckenaddition: Liegt Q zwischen P und R sowie T zwischen S und U,

Ho Ho Ho
so folgt aus PO=ST und QR=TU auch PR=SU (s. Abb. 7.13 a).

a) b) o) A

Abbildung 7.13: a) Streckenaddition b) Winkelantragen

B) Axiome der Winkelkongruenz
(4) Die Winkelkongruenz ist eine Aquivalenzrelation’.
(5) Axiom des Winkelantragens: Zu jedem Winkel <AOB, jeder Halbgeraden PQ ™ und je-
der Halbebene PQR™ gibt es genau eine Halbgerade PS™ mit § € POR™ und
<AOB = <QPS (s. Abb. 7.13 b).

C) Axiom der Dreieckskongruenz
— i
(6) Sind fiir zwei Dreiecke AABC und AA’B'C’ die Seiten AB, A’B’ und die Seiten AC,

SDa keine Ordnung auf den Halbgeraden des Winkels festgelegt ist, stelle man sich einen Winkel zwischen 0° und
180° vor!

SWesentlich einfacher (allerdings auf Kosten der Elementaritit der Axiome) kann man es sich machen, wenn man
1. ein Streckenmafaxiom fordert, d.h. die Existenz einer “StreckenmaBfunktion” d : 2 x  — R mit d(P,Q) = d(Q,P)

und d(P,Q) = d(P,R) +d(R, Q) fiir R 61% und der Eigenschaft, dass auf jeder Halbgeraden das Abtragen einer Strecke

vom Mab a eindeutig moglich ist, und

2. in einem “WinkelmaBaxiom” die Existenz einer Winkelmafifunktion |- | von der Menge der Winkel in das reelle Intervall

[0,180] verlangt mit

@) w=wi +wr = |w| = |wi|+ |wz2| (Additivitit)

(il) Moglichkeit des Abtragens eines Winkels w mit |w| = o (fiir jedes o € [0, 180]) an jede Halbgerade in eine Halbebene.

Die Kongruenz von Strecken bzw. Winkeln wird dann mittels Gleichheit des Strecken- bzw. WinkelmalBes eingefiihrt; s.

DIFF [Di]. Als weitere Axiome werden dort gefordert: 3. Halbebenenaxiom 4. Spiegelungsaxiom 5. Streckungsaxiom.
THilbert fordert bei (4) nur die Reflexivitiit.
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H
A'C' sowie die eingeschlossenen Winkel <BAC, <(B'A’C’ kongruent, so gilt
<ABC = <A’'B'C’ (und damit aus Symmetriegriinden auch <ACB = <A'C'B/).

Ho H
Anmerkungen: 1. Das Axiom (6) ist bis auf die beweisbare Aussage BC=B'C’ der Kongruenz-

satz “SWS”: Sind bei zwei Dreiecken 2 Seitenpaare und die eingeschlossenen Winkel kongruent,
so sind die Dreiecke kongruent. Hierbei heilen zwei Dreiecke kongruent, wenn die entsprechen-
den Seiten und Innenwinkel kongruent sind.

2. Ob das euklidische Parallelenaxiom unabhiingig von den iibrigen Axiomen Euklids ist, war
lange Zeit eine offene Frage, die von Bolyai, Lobatschewski und Gaufl bejahend beantwortet
werden konnte. Verzichtet man bei der Definition des euklidisch-affinen Raums der Dimension
n auf dieses Parallelenaxiom, hilt aber bis auf das Dimensionsaxiom alle anderen Axiome bei,
so spricht man von einer absoluten (oder metrischen) Geometrie ; diese umfasst die Euklidi-
sche Geometrie (bei Giiltigkeit des Parallelenaxioms) und die hyperbolische Geometrie, in der
die Existenz von (mindestens) zwei “hyperbolischen” Parallelen zu einer Geraden durch einem
Punkt auBerhalb gefordert wird. Andert man die Definition einer metrischen Ebene etwas ab, so
kommen als Nichteuklidische Ebene neben der hyperbolischen und weiteren Ebenen noch die
elliptische Ebene in Frage, bei der keine Parallelen existieren.

3. ** Klassisch sind die folgenden Modelle Nichteuklidischer Ebenen (jeweils mit geeigneter De-
finition der Kongruenzrelationen und Ordnungen):

Elliptische Ebene: Punkte sind die Paare von Gegenpunkten (antipodischen Punkten) auf einer
Sphire ® von EG(IR?) (bzw. die Geraden durch den Nullpunkt mit diesen DurchstoBpunkten );
Geraden sind die GroBkreise (bzw. die Nullpunktebenen). Bei Beschrinkung auf die Halbsphire
erhilt man Abb. 7.14 a.

Hyperbolische Ebene: 1. sog. Kleinsches Modell: Punkte sind die Punkte im Innern einer Kreis-
scheibe. Geraden sind die Sekantenabschnitte (s. Abb. 7.14 b).

2. Poincarésches Halbebenenmodell: Punkte sind die Punkte einer Halbebene (ohne Randgerade
k); Geraden sind die zu k senkrechten Halbgeraden und Halbkreise der Halbebene (s. Abb. 7.14

).
o] P

0 T
L

l’

7=

Abbildung 7.14: a) Modell der elliptischen Ebene b/c) Hyperbolische Ebene:
b) Kleinsches Modell ¢) Poincarésches Modell

8d.h. Kugeloberfliche
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Geben Sie ein Beispiel eines 3-dimensionalen euklidischen Raumes an (mit Hilfe von Koordi-
natenkorper und Skalarprodukt, ohne Nachrechnen der Axiome).

3
Auf R? sei x-y = ¥ x;y; das kanonische Skalarprodukt und [|x|| := \/x-y. In dem mit der
i=1

lexikographischen Ordnung ° versehenen 3-dimensionalen affinen Raum AG(3,IR) definieren
wir zwei Kongruenzrelationen durch

H
(*) uv=rs <= |[v—u||=|[s—r|| (firalleu,v,r,;scR?>)

(v—u) (W—u) _ (S-TI) (t-1)

) ;
V- woul| = gsor ey (U alle wvawsrt € RS

(xx) <vuw = <srt <=
V,W#U,S,t#r).

Der so definierte Raum ist ein 3-dimensionaler euklidischer Raum, Bezeichnung EG(IR?); er
heifit 3-dimensionaler reeller (oder klassischer) euklidischer Raum. Analoge Definitionen auf
R? fiithren iiber AG(IR?) zur reellen euklidischen Ebene EG(RR?).

Anmerkungen: 1.) **In Verallgemeinerung kann man statt mit K = IR die obige Konstruktion
mit einem beliebigen geordneten pythagordischen (s.u.) Korper K durchfithren und erhilt den
euklidischen Raum EG(K?) bzw. die euklidische Ebene EG(K?). (K heiit pythagoriisch, falls
in K die Summe zweier Quadrate stets wieder ein Quadrat ist.)

2.) **Umgekehrt lédsst sich zeigen, dass der einem 3-dimensionalen euklidischen Raum % zu-
grundeliegende Koordinatenschiefkorper ein geordneter pythagordischer Korper sein muss und
die Kongruenzrelationen (und davon induzierten metrischen Strukturen) durch ein Skalarprodukt
des zugehorigen Vektorraums bestimmt sind. Analoges gilt fiir die desarguesschen euklidischen
Ebenen.

Hinweise zum Beweis: R ist ein geordneter affiner Raum und damit als affiner Raum {iber
dem geordneten Schiefkorper K darstellbar, s. §7.1 und §7.2. Dass K kommutativ ist, sicht
man z. Bsp. nach R. BAER durch Anwenden des Hohenschnittpunktsatzes auf das Dreieck mit
den Ecken (—r,0,0), (—s,0,0) und (0,7,0), (s. Degen/Profke [DP]). Die Forderung “pythagor-
isch” ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras. Ein Skalarprodukt @ erhélt man nach Einfiih-

H
rung eines LingenmaBes (s.u.) durch folgende Definition: @®(x,x) :=|ox |? fiir x €V und
D(x,y) := ) [@(x+y,x+y) — P(x,x) — P(y,y)] Abkiirzend schreiben wirx -y := ®(x,y). Es gilt
Xy = X-yx fiir die Orthogonalprojektion yx von 'y auf g = ox; hiermit zeigt man die Bilinearitét

von ®. Aussage (x) folgt nun wegen | v | = ||v — ul|; der Beweis von (xx) ist etwas aufwendiger.
3.) **Erst durch die Hinzunahme von sogenannten Stetigkeitsaxiomen (geometrische Fassung
des Archimedischen Axioms, s. §3.6, und das Axiom der linearen Vollstindigkeit, das garantiert,
dass jede Gerade maximal ist und somit keine Locher enthilt) wird K = R erzwungen.

Es folgen nun erste Beispiele zur Beweisfithrung in der Kongruenzgeometrie. Abbildungsgeo-
metrische Beweise dieser Sétze findet man in §7.5.

Formulieren und beweisen Sie folgende Sétze der absoluten Geometrie

1. Existenz und Eindeutigkeit des Lots

2. Existenz und Eindeutigkeit des Mittelpunktes einer Strecke.

Dabei diirfen Sie unbewiesen benutzen, dass freie Schenkel kongruenter Stufenwinkel paral-
lel sind und dass Scheitelwinkel kongruent sind. Auch den Additionssatz fiir Winkel und den
Kongruenzsatz WSW konnen Sie voraussetzen.

2(&1,&2,€3) < (M1,M2,M3) g.d.w. (&1 <My oder & =11 A& <Mz oder & =M1 A& =M A&3 <M3)
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1. Existenz und Eindeutigkeit des Lots : Fiir einen Punkt P und eine Gerade g gibt es in der
Ebene durch P und g (im Falle P & g) bzw. in jeder Ebene durch g (fir P € g) genau eine
zu g senkrechte Gerade h mit P € g. Dabei heilen g = QR und h = QS senkrecht zueinander,
falls die Halbgeraden QR ™ und QS ™ einen rechten Winkel, also einen zu seinen Nebenwinkeln
kongruenten Winkel bilden, in Zeichen g L h.

Beweisskizze: (Idee: Konstruktion eines gleichseitigen Dreiecks mit Hohe g.) Ist P ¢ g = OA,
so wird der Winkel <<POA in die Halbebene OAP~ angetragen und auf dem freien Schenkel die

Strecke OHP von O aus abgetragen. Die Gerade durch P und den konstruierten Punkt P’ schneidet
g, denn P und P’ liegen in verschiedenen Halbebenen. Liegt der Punkt F = PP'Ng auf OA™\ {0}
(s. Abb. 7.15 a) oder auf OA ~\ {0}, so ist AOPF = AOP'F und daher <OF P ein rechter Win-
kel. Ist F = O, so folgt die Behauptung ebenfalls. Fiir P € g erhilt man ein Lot durch Antragen
eines rechten Winkels, dessen Existenz aus dem 1. Teil und der Tatsache folgt, dass jeder zu
einem rechten Winkel kongruente Winkel ein rechter ist. Die Eindeutigkeit folgt im Fall P ¢ g
aus der Parallelitit der freien Schenkel kongruenter Stufenwinkel (s. Abb. 7.15b),im Fall P € g
aus der Eindeutigkeit des Antragens rechter Winkel.

P

a) b)
P’ Fp F2

Abbildung 7.15: a) Zum Fillen des Lots von P auf g b) Zur Eindeutigkeit des Lots

H
2. Zu jeder Strecke PQ mit P # Q existiert genau ein Mittelpunkt M.
Beweisskizze: (Idee: Konstruktion eines Parallelogramms mit Diagonale PQ und Diagonalschnitt-

punkt M (s. Abb. 7.16)). Nach Wahl von R mit R ¢ PQ triigt man einen zu <<PQR kongruenten
H o H
Winkel an PO in POR ™ an und bestimmt auf dem freien Schenkel einen Punkt S mit PS= QR.

Da R und S in verschiedenen Halbebenen liegen, existiert M = [R, S| N PQ. Da der Scheitelwin-
kel zu <PQR zu diesem kongruent ist und damit kongruenter Stufenwinkel zu <QPS, sind QR
und PS parallel; daher liegen S und folglich M in RQP ™. Es ist also M € QP und aus Sym-
metriegriinden M €]P, Q|. Aus dem Kongruenzsatz SWS ergibt sich AQPS = APQR und daraus

Abbildung 7.16:
Parallelogramm-Konstruktion des
Mittelpunktes einer Strecke
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o
OS=PR sowie <QPR = <PQS. Da PQ" ~ {P} im Innern von <SPR liegt (M €]S,R]) und

analog QP . {Q} im Innern von <RQS, folgt <ROS = <SPR aus dem Additionssatz fiir Win-
kel. Erneute Anwendung des Kongruenzsatzes SWS liefert ARQS = ASPR, der Kongruenzsatz
Ho =
WSW nun APRM = AQSM, insbesondere PM = QM. Daher ist M Mittelpunkt von PQ. Gibe
H H o HH
es zwei Mittelpunkte M, N von PQ; man wihlt dann R € QP und S € RP~ mit QR=MN =RS.

i Ho o= H Ho
Nun folgt MR=PN =NQ und daraus MS=MR + RS=NQ + MN=MQ, ein Widerspruch. [

H
Anmerkung: Aus den beiden behandelten Sétzen folgt fiir jede Strecke AB und jede sie enthal-
H
tende Ebene H die Existenz und Eindeutigkeit der Mittelsenkrechten msp von AB in H, d.h. des
H
Lots in H auf AB im Mittelpunkt S von AB. Mit den Kongruenzsitzen SWS und SSS (s. §7.4)

Ho
kann man dann zeigen: map = {P € H| AP=BP}. Abb. 7.17 zeigt eine sich daraus ergebende
Konstruktionsmoglichkeit fiir myp.

MAR
V7 \\
P ARLANN Abbildung 7.17:
7 N Zur Mittelsenkrechten
A s B

Definieren Sie Strecken- und Winkelgrdffen und fithren Sie im 3-dimensionalen euklidischen
Raum Z_ ein Lingen- und Winkelmal ein!

" H
1.) StreckengroBen ' (i) Definition: Die Aquivalenzklasse aller zu einer Strecke PQ kongru-

= =
enten Strecken heiBt Grifie oder Linge der Strecke PQ, im Zeichen £(PQ). Insbesondere gilt

H H Ho
L(PQ) = £(QS)<= PQ=RS. Die Menge aller StreckengroBen des Raums bezeichnen wir mit
L. (ii) Vergleich von Streckengrdfien: Sei p = OE™ eine fest gewihlte Halbgerade mit E > O
(Bezugsstrahl). Fiir a,b € L definiert man a < b genau dann, wenn fiir die eindeutigen Punkte

H H
A,B € p mit {(OA) =aund £(OB) = b gilt: A < B. Es ldsst sich zeigen, dass die Relation < auf
L unabhingig von p und eine lineare Ordnungsrelation ist.

H
(iii) Addition auf L : Fir a,b € L wird als Summe a+ b := ¢(OB) definiert, wobei
H H
A,B€p mit A<B und ¢(OA) =a sowie ¢(AB) = b gewihlt ist. Aufgrund des Strecken-
H b H
additionsaxioms gilt dann fiir Q € [P, R] die Gleichung ¢(PR) = {(PQ) + ¢(QR).

10Sjehe auch die FuBnote zu den Kongruenzaxiomen!
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(iv) Langenmal (Idee: Vergleich mit einem MaBstab) Im euklidischen Raum & mit Koordi-
natenkorper K (s.u.) seien O und E gewihlt und die Punkte von & mit ihren Ortsvektoren bzgl.

H H
O identifiziert. Zu jeder Strecke AB gibt es eine kongruente Strecke OB’ auf OET;istE=1-¢
H H
und B’ = ke, so ordnen wir der Klasse /(AB) = £(OB') als MaBzahl das Element k € K zu, (also
H H
den Endomorphismus, der E auf B’ abbildet); Schreibweise: | AB | := |[({(AB)| := k. So wird p

H
zum Mafstab mit Einheitsstrecke OE. Man kann zeigen, dass sich die Ordnung und die Addition
von L und von K dabei entsprechen:

- H H H - - H H
|AB| < | CD |<=((AB) < {(CD) und |AB|+|CD|=((AB)+((AC).
H
Nach fester Auswahl von | OF | wird daher oft £ mit K,," identifiziert.

2.) WinkelgroBen'' (i) Definition: Analog zu 1. heift die Kongruenzklasse von <AOB die
Grofie des Winkels <AOB. Zwei Winkel haben also dann die gleiche Gr6Be, wenn sie kongruent
sind. W bezeichne die Menge aller WinkelgroBen von R, und R die Klasse der rechten Winkel.
(ii) Vergleich von Winkelgrof3en: Nach Auswahl einer Halbgeraden p = OE ™ und einer Halb-
ebene OER™ gilt fiir zwei WinkelgroBen o und B die Beziehung o <  genau dann, wenn fiir
den Winkel <EOS aus o und <EOT aus  mit S,7 € OERT UOE™ gilt: OS™ liegt im Innern
von <EOT. Man kann zeigen, dass dadurch eine lineare Ordnungsrelation auf W definiert ist,
die von p und OER ™ unabhiingig ist.

(iii) Die Winkeladdition fiir ungerichtete wie gerichtete WinkelgroBen ist etwas komplizierter;
vgl. auch §7.5.

(iv) Winkelmaf; (Idee: Vergleich mit dem Bogen eines Winkelmessers) Eine Moglichkeit, Win-
kel zu messen, ist durch bijektive Abbildung der WinkelgroBen auf die Punkte des Einheitshalb-
kreises (durch einen geeigneten Repridsentanten, s. Abb. 7.18). Unter mehreren Moglichkeiten
der Zuordnung von Zahlen zu diesen Punkten ist fiir die reelle euklidische Geometrie neben dem
Gradmaf3 [ °] das Bogenmay3 [rad] das bekannteste: Fiir <EOA € o ist |o| die Linge x des Bogens

EA; im GradmaB ist |0 [°] = x [rad] - '3°. Es gilt [R| = § [rad] = 90 °].

Abbildung 7.18:  Zum Winkelmal3

Welche Axiome fordert man fiir eine Flacheninhaltsfunktion in der Elementargeometrie?

Definition: Eine Fliicheninhaltsfunktion ist eine Abbildung S von der Menge der Polygonflichen
der reellen euklidischen Ebene ‘£ in IR, fiir die gilt

1. 3(F) > 0 fiir jede Polygonfldche F (Positivitét)

2.1Ist F in F; und % zerlegt, so folgt S(F) = S(F1) + 3(F2) (Additivitit)

3. Fi = P, impliziert 3(F) = 3( %) (Bewegungsinvarianz)'?

4. 3(Q) =1 fiir jede Quadratfliche der Seitenlinge 1 (Normierung)

!1Siehe auch die FuBnote zu den Kongruenzaxiomen!
12Zur Kongruenz von Figuren s.u.!
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Anmerkungen 1. Man kann zeigen, dass es (nach der Normierung (4)) genau eine Fldchenin-

haltsfunktion auf der Menge der Polygonflichen gibt. 2. Es gelten folgende Formeln:

a) fiir Dreiecksfliichen mit Linge der Grundseite ¢ und der Hohe A.: 3(A) = 0'2’""

b) fiir Trapezflichen mit Seitenldngen a,c, Linge der Mittelparallelen m und der Hohe h:
S(T)=m-h="“3h.

¢) fiir Parallelogramme mit Grundseitenléinge g und Hohenlinge & ist 3(P) = g-h (s. auch

§7.4), insbesondere fiir Rechtecksflichen S(R) = a - b. Man beachte, dass die Flicheninhaltsde-

finition fiir Parallelogramme mittels Determinante (s. §1.6 ) zum gleichen Ergebnis fiihrt.

3. Zerlegungsgleiche Polygonflachen (d.h. solche, die in paarweise kongruente Figuren zerlegt

werden konnen) und ergdnzungsgleiche Polygonflichen (die also durch Hinzufiigen paarweiser

kongruenter Figuren zu kongruenten Figuren erginzt werden konnen) haben jeweils gleichen

Fldcheninhalt.

4. Eine Ausweitung der Definition von der Menge ? der Vereinigungen endlich vieler Poly-

gonflachen auf die Menge der sogenannten Jordan-messbaren beschrinkten Punktmengen er-

hilt man im Falle der Gleichheit von duflerem und innerem Jordanschen Inhalt einer Fldche

A: inf 3(U)= s 3(V)=:J(A).
UeP NACU ( ) VEQJL/I\‘BQA ( ) ]( )
Beispiel: Fiir den Kreis vom Radius r erhdlt man unter Verwendung der Umfangsformel

U = 27r die Flicheninhaltsformel 7(A) = ntr? durch eine Folge ein- und umbeschriebener n-
Ecke (Archimedisches Verfahren) oder durch eine Folge von Trapezen (wie bei der Integration).

7.4 Weitere Satze der Euklidischen Geometrie

Vorausgesetzt sei stets eine reelle euklidische Ebene; fiir einige Aussagen lassen sich diese Vor-
aussetzungen abschwichen , z.B. auf desarguessche euklidische Ebenen.

A) Sitze fiir parallele Geraden und Parallelogramme
Zitieren Sie Sitze, bei denen parallele Geraden eine Rolle spielen!

1. (i) Freie Schenkel von kongruenten Stufenwinkeln sind parallel (dies ist sogar ein Satz der
absoluten Geometrie) und (im euklidischen Fall) auch umgekehrt: (ii) Stufenwinkel paralleler
Geraden sind kongruent.

Beweisidee: Aus der Annahme eines Schnittpunktes der freien Schenkel von kongruenten Stu-
fenwinkeln ergibt sich ein Widerspruch zur Tatsache, dass kein Auflenwinkel eines Dreiecks zu
einem nicht anliegenden Innenwinkel kongruent ist. Umgekehrt: Antragen von kongruenten Stu-
fenwinkeln fiihrt, wie eben gesehen, zu Parallelen. Nach dem euklidischen Parallelenaxiom folgt
die Behauptung.

Anmerkung: a) Tatsache (i) reflektiert die Konstruktionsmdéglichkeit von parallelen Geraden mit-
tels Verschieben einer Reiflschiene oder eines Zeichendreiecks; (s. Abb. 7.19 a).

b) Aus (ii) folgt mittels Scheitelwinkeln eine entsprechende Aussage fiir Wechselwinkel.

2. Gegeniiberliegende Seiten eines Parallelogrammes sind kongruent.

Beweisidee: Eine Diagonale zerlegt das Parallelogramm in zwei Dreiecke, die nach 1. und dem
Kongruenzsatz WSW kongruent sind; s. Abb. 7.19 b.

Folgerung: Translationen erhalten Streckenldingen und Winkelgrof3en.

3. Der Diagonalschnittpunkt Z eines Parallelogramms halbiert die Diagonalen. Beweis s.o.
(bei der Mittelpunktskonstruktion). Folgerung: Die Punktspiegelung 6, mit Zentrum Z, z.Bsp.
definiert als eine zentrische Streckung, die das Parallelogramm auf sich abbildet, hat Streckungs-
faktor —1; sie ist damit nur von Z abhingig und ldngentreu. (So ergibt sich eine alternative
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a)

Abbildung 7.19: a) Stufenwinkel mit parallelen freien Schenkeln b) Winkel im Parallelogramm

b)

Definitionsmoglichkeit).

Anmerkung: Die Symmetriegruppe (s. §7.5) eines echten Parallelogramms (also eines, das kein
Rechteck und keine Raute ist) mit Diagonalschnittpunkt Z ist {id,cz}.

4. Parallelogrammflichen mit gleichlangen Grundseiten und Hohen sind zerlegungsgleich, d.h.
in paarweise kongruente Figuren zerlegbar.

Folgerung: Fiir den Flicheninhalt eines Parallelogramms gilt 3(?) = g - h.

5. Strahlensdtze, z.Bsp. 1.Strahlensatz (s. Abb. 7.20): Sind g1,g> Geraden mit Schnittpunkt
R und P;,Q; € gi ~{R}, so gilt PP || Q102 <= TV(R,P1,01) = TV(R,P,,0>). Hierbei ist

TV(R,P1,01) :=k =] R'Fl /] RSl | das Teilverhdlmis von Q1,R, Py im Falle Q1 € RP;", an-
dernfalls TV (R, P1,Q1) = —k.

Beweisidee: Beide Teilaussagen sind dquivalent dazu, dass die zentrische Streckung mit Zentrum
R und Streckfaktor k bzw. —k die Punkte P; auf Q; (i = 1,2) abbildet.

9,

Abbildung 7.20: Strahlensatz
0 1 P2 g2

B) Sitze fiir beliebige Dreiecke
Zum Satz von Pasch s. §7.2 “Pasch-Axiom”.

Gehen Sie fiir ein beliebiges Dreieck der reellen euklidischen Ebene ein  1.) auf einen Auflen-
winkel (im Vergleich zu den Innenwinkeln) 2.) auf die Winkelsumme im Dreieck 3.) auf die
Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck 4.) auf den Gegenwinkel der groeren Seite.

1.) Die Grofse jedes Auflenwinkels ist gleich der Summe der Grofien der beiden nicht-anliegenden
Innenwinkel.

Beweisidee: Addition von Stufen- und Wechselwinkel o bzw. B 1t. Abb. 7.21 a.

2.) In einem Dreieck ist die Winkelsumme gleich 2R. Beweisidee: Verwendung von 1. und Addi-
tion des anliegenden Innenwinkels.

3.) In einem gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel kongruent (und umgekehrt).
Beweis: Die Behauptung folgt aus dem Axiom der Dreieckskongruenz bzw. dem Kongruenzsatz
WSW.
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4.) Der grofleren Seite eines Dreiecks liegt der grofiere Winkel gegeniiber. Beweisidee: Abtragen
der kiirzeren Seite a auf der lidngeren c ergibt ein gleichschenkliges Dreieck (s. Abb. 7.21 b). Es

gilt o < & < v, denn d ist AuBenwinkel von AACD. O
C
o
c

%

o ) B=B'
A D a B

b) A=A c)

Abbildung 7.21: Winkel im Dreieck
a) Zur Winkelsumme b) Zum Beweis von 4. c¢) Zum Kongruenzsatz WSW

Formulieren Sie die Kongruenz- und Ahnlichkeitssiitze fiir Dreiecke.

Vorbemerkung: Jede Ahnlichkeitsabbildung ist Produkt einer zentrischen Streckung (mit der
man von Lingenverhiltnisgleichheit zu Lingengleichheit von Strecken bei Invarianz der Winkel-
groBen kommen kann) und einer Bewegung, mit der ein Dreieck auf ein beliebiges kongruentes
abgebildet werden kann. So gehort zu jedem Kongruenzsatz ein Ahnlichkeitssatz.

(i) Kongruenzsatz SWS: (' s. Anmerkung zum Axiom der Dreieckskongruenz in §7.3.)
Ahnlichkeitssatz zu SWS: Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie iibereinstimmen in den Léngen-
verhiltnissen zweier Seiten und in der Grofe des eingeschlossenen Winkels.

(ii) Kongruenzsatz WSW: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie iibereinstimmen in den Gro-
Pen einer Seite und der beiden anliegenden Winkel.

Beweisidee (s. Abb. 7.21 c): Erfiillen die Dreiecke AABC,AA’B'C’ die Voraussetzungen, so
konstruiert man ein Dreieck AABC” mit AABC” = NA'B'C’ mittels Kongruenzsatz SWS, ein
Widerspruch im Falle BC # B'C”.

Ahnlichkeitssatz za WSW: Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in der GroBe zweier Winkel
iibereinstimmen.

(iii) Kongruenzsatz SSS: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in der Grifse aller drei Seiten
iibereinstimmen.

Beweisidee: Konstruktion eines Drachenvierecks (s.u.) mit Hilfe des Konguenzsatzes SWS und

Anwendung des folgenden Satzes. Satz vom Drachenviereck (s. Abb. 7.22): Liegen in einer
Ho H H o
Ebene die Punkte C und D in verschiedenen Halbebenen zu AB und gilt AC=AD und BC=BD,

so folgt ANABC = AABD .

Diesen wiederum beweist man z.Bsp. mit dem Kongruenzsatz SWS unter Beachtung der Basis-
winkel gleichschenkliger Dreiecke.

Ahnlichkeitssatz zu SSS: Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in den Langenverhiltnissen aller
Seiten iibereinstimmen: a:b:c=d : b : .

(iv) Kongruenzsatz SsW: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den Grifien zweier Seiten
und der Grofle des Gegenwinkels der lingeren Seite iibereinstimmen.

Beweisskizze: Mit dem Kongruenzsatz SW S erreicht man die Situation von Abb. 7.23 a). Es folgt
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=<4 <

Abbildung 7.22: Zum Satz vom Drachenviereck

B = d (Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks) und y >  (Gegenwinkel der groBeren
Seite) sowie 8 > v (nicht-anliegender AuBenwinkel), ein Widerspruch im Falle B # B'. ]
Ahnlichkeitssatz zu SsSW: Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in den Lingenverhiltnissen zwei-
er Seifen nnd in der GrisRe des der lsinceren Seite gegeniiberliegenden Winkels libereinstimmen.

o=

A=A g B
a) b)

Abbildung 7.23:
a) Zum Beweis des Kongruenzsatzes SSW  b) Zum Beweis der Dreiecksungleichung

Beweisen Sie die Dreiecksungleichung!

. H H
Fiir jedes (nicht-ausgeartete) Dreieck APQR gilt |PR|<|PQ|+|OR]| .
Beweisskizze: Sei S € QP mit | QS | =| QR | (s. Abb 7.23 b); der kael <PRS ist groBer als
<QORS = <PSR, die 1hm gegenuberhegende Seite PS also linger als PR s.0. Nr.4. Die Behaup-
tungfolgtdannaus\PS|:|PQ|+|QR\ : O
- H H
Anmerkung: Allgemein gilt somit die Ungleichung | PR | <| PQ |+ | OR | mit Gleicheit im Falle
der Kollinearitit der Punkte P, Q, R.

Behandeln Sie den Mittellotensatz, den Hohenschnittpunktsatz und die Sétze iiber den Schnitt-
punkt der Winkelhalbierenden bzw. der Seitenhalbierenden im Dreieck!

Mittellotensatz: Die Mittelsenkrechten der Seiten eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt
M. Dieser ist der Mittelpunkt des Umkreises.

Beweisskizze: Die Mittelsenkrechten des Dreiecks AABC konnen nicht parallel sein; daher
schneiden sich myp und myc in einem Punkt M. Nach Eigenschaften der Mittelsenkrechten (s.

H H H
§7.3) erhilt man | MB | = | MA | = | MC | und damit auch M € mpc. O
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Hohenschnittpunktsatz: Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt H.

Beweisidee: Man konstruiert ein Dreieck, in dem die Hohen des urspriinglichen Dreiecks Mit-
telsenkrechte sind (s. Abb. 7.24 ). Beweisskizze: Man zieht Parallelen zu den Dreiecksseiten
durch die gegeniiberliegenden Eckpunkte des Dreiecks. Aus der Kongruenz von Wechselwin-
keln an Parallelen folgt die Kongruenz der Dreiecke AAB'C, ABCA und AC'AB und damit

H H
| AB' | = | AC' |. Die Hohe hpc ist somit gleich mpgicr. Entsprechendes gilt fiir die anderen Hohen.
Anwendung des Mittellotensatzes zeigt die Behauptung. 0
B/

Abbildung 7.24: Zum Hohenschnittpunkt

Satz vom Schnittpunkt der Winkelhalbierenden: Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schnei-
den sich in einem Punkt W. Dieser ist Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks.

1. Beweismaoglichkeit (s. Abb. 7.25 a): Der Abstand von W = wy N wp zu AC und AB sowie zu
BA und BC ist gleich; daher gilt W € wy.

2. Beweismoglichkeit: Anwendung des Dreispiegelungssatzes Yy, © Vi © Ywg = YWC (s.u.l)

Satz vom Schnittpunkt der Seitenhalbierenden: Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schnei-
den sich in einem Punkt S, und zwar im Verhdiltnis zwei zu eins.

Beweisidee: Das aus den Seitenmittelpunkten gebildete Dreieck ist zum urspriinglichen perspektiv-
dhnlich mit Ahnlichkeitszentrum S. Beweis?

Anmerkung: Nach dem Satz von Euler liegen die Punkte M, H und S auf einer Geraden, der
“Eulergeraden” des Dreiecks. Auf dieser liegt auch der Mittelpunkt des “Feuerbachkreises” ,
des Kreises durch die Seitenmitten und HohenfuBBpunkte (s.z.Bsp. [Sch] p. 135, [MG]p.210 oder
[SS]p.25).

Aus der Trigonometrie behandeln wir noch den Sinussatz:

Geben Sie einen Beweis fiir den Sinussatz fiir Dreiecke an!

Idee: Berechnung des Flicheninhalts des Dreiecks A mittels der Sinusfunktion (s. Abb. 7.25b).
Beweisskizze: Aus 3 (A) = ;c -bsino = ;ca sinf} = éab siny folgt der Sinussatz

a b c
sina,  sinf siny

Weitere Sétze am Dreieck: Satz von Menelaos (s.Aufg. E17) und Satz von Ceva.
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Abbildung 7.25: a) Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
b) Zum Beweis des Sinussatzes: 3(A) = )ch. = yc-bsina = yc-asinf

C) Klassische Sitze am rechtwinkligen Dreieck

Formulieren und beweisen Sie aus der Satzgruppe des Pythagoras folgende Sitze:
1. Kathetensatz 2. Satz des Pythagoras und seine Umkehrung 3. Hohensatz

1.) Kathetensatz (Euklid) In jedem rechtwinkligen Dreieck geniigen die Linge b einer Kathete,
die Linge ¢ der Hypothenuse und die Linge q des anliegenden Hypothenusenabschnitts der
Gleichung b = cq (s. Abb. 7.26 a).

Beweisidee (s. Abb. 7.26 b): Konstruktion einer Figur, auf die der erste Strahlensatz angewendet
werden kann: ¢: b= b:q. Dazu zeigt man ¢ > b, AABC = AAFE (Kongruenzsatz SWS) sowie
EF||CC*. Alternative: Anwendung des Tangentensatzes, s.u. .

Abbildung 7.26: Kathetensatz a) Interpretation mit Flidcheninhalten b) Zum Beweis

2.a) Satz des Pythagoras: Im rechtwinkligen Dreieck gilt a® +b? = c?.

Beweisidee (zu einem von tiber 100 Beweisen): Zweimalige Anwendung des Kathetensatzes (s.
Abb. 7.27 a). Anmerkung: Dieser Satz ist Spezialfall des Cosinussatzes fiir beliebige Dreiecke
(vgl. §2.2) c? =a*+b?>+2abcosy.

2.b) Umkehrung des Satzes von Pythagoras:

Gilt fiir ein Dreieck a®> +b? = c?, so ist es rechtwinklig.

Beweisidee: Kongruenzsatz SSS, angewandt auf das vorliegende und ein geeignetes rechtwinkli-
ges Dreieck.

3.) Hohensatz: Im rechtwinkligen Dreieck gilt fiir die Linge h. der Hypothenusenhohe und die
Lingen der Hypothenusenabschnitte p, q die Gleichung hc2 =p-q (s. Abb. 7.27 b).
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7
Abbildung 7.27: a) Satz des Pythagoras b) Zum Beweis des Hohensatzes
Beweisskizze: h? Pytha:goras a’— p? Kathetensatz <P — p% = p(c—p). Alternative: Anwendung
des Sehnensatzes (s.u.).
Anmerkung: In der reellen euklidischen Ebene werden Katheten- und Hohensatz zur Flichen-

umwandlung eines Rechtecks benutzt (s. Abb. 7.28 ). Die GroBe des Flicheninhalts bleibt dabei
unverdndert (Fiea = d - D).

X

Abbildung 7.28: “Quadratur” eines Rechtecks (2 Moglichkeiten)

_

N

D) Siitze am Kreis

Formulieren und beweisen Sie den Satz des Thales und seine Umkehrung!

Thalessatz: Jeder Umfangswinkel im Halbkreis ist ein rechter Winkel.
Beweisidee: Zerlegung des zugehorigen Dreiecks in zwei gleichschenklige Dreiecke und An-
wendung des Winkelsummensatzes (s. Abb. 7.29 a) : (o + B) + o+ B = 2R. Alternative Idee:

Thalessatz als Spezialfall des Umfangswinkelsatzes (s.u.).
Umkehrung des Thalessatzes: Ist in einem Dreieck NABC der Winkel bei C ein rechter Winkel,

H
so liegt C auf dem Kreis mit AB als Durchmesser.
Beweisidee: Widerspruchsbeweis durch Schnitt (zur Existenz s.u.) von AC mit dem Halbkreis
iiber AB (s. Abb. 7.29 b); Anwendung des Thalessatzes und des Winkelsummensatzes. Anmer-
kung: Bei dem zuletzt angedeuteten Beweis wird zum Nachweis der Existenz des Schnittpunktes
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A B
(b)

Abbildung 7.29: Zum Beweis des Thalessatzes (a) und seiner Umkehrung (b)

benutzt, dass jede Tangente, also eine den Kreis in genau einem Punkt schneidende Gerade, auf
dem zugehorigen Durchmesser senkrecht steht.

Zeigen Sie, dass 1.) jede Tangente an einen Kreis senkrecht auf der zugehorigen “Durchmes-
sergeraden” steht und 2.) die Mittelsenkrechte jeder Sehne durch den Kreismittelpunkt geht.

1.) Beweisidee: Eine Spiegelung am Lot von M auf die Tangente ¢ wiirde andernfalls P auf einen
zweiten Kreispunkt abbilden (s. Abb. 7.30 a).

H
2.) Beweisidee: Genau jeder Punkt der Mittelsenkrechten von AB hat von A und B gleichen
Abstand.

b)

Abbildung 7.30: a) Tangenten, Sehnen und Sekanten am Kreis
b) Zum Beweis des Umfangswinkelsatzes (Satz vom Sehnenviereck)

Anmerkung: Die zur Durchmessergeraden durch P senkrechte Gerade ¢ durch P (s. Abb. 7.30 a)
ist umgekehrt Tangente (die Hypothenuse von APM P’ miisste linger als jede Kathete sein).

Geben Sie eine Beweisskizze fiir den Umfangswinkelsatz!

Satz vom Umfangswinkel (Peripheriewinkel, Randwinkel): Alle Umfangswinkel iiber einem
festen Kreisbogen sind gleich grofs, ndmlich halb so grof3 wie der zugehorige Mittelpunktswin-
kel (Zentriwinkel), (s. Abb. 7.31)

Beweisidee: 1. Moglichkeit: Man zeigt (mittels der Winkelsummen in 4 Dreiecken) den Satz
vom Sehnenviereck (s. Abb. 7.30 b): o+ B +y+d=n. Mite+{ =2n—2(a+ ) ergibt sich
die zweite Behauptung.

2. Moglichkeit: Mit Spiegelungen. Seien a,b die Mittelsenkrechten der auf den Schenkeln des
Umfangswinkels liegenden Sehnen; sie bilden einen Winkel vom Maf o. Nun betrachtet man
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Y ©Ya; dies ist die Drehung 845 vom MaB 20 (s. §7.5), die MA auf M B abbildet.

Anmerkung: Bezeichnet y das Mal} des Sehnentangentenwinkels, so gilt y+ é(n —20) =7
(Abb. 7.31 a) bzw. Y= T + }(n — (2n — 2a1)) = o (im Fall b). Ein Umfangswinkel und sein
zugehoriger Sehnentangentenwinkel sind also gleich grofs.

Abbildung 7.31: Umfangs-, Mittelpunkts- und Sehnentangentenwinkel (2 Fille)

Gehen Sie ohne Beweis auf den Potenzsatz am Kreis und seine Spezialfille (Sehnen-,
Sekanten- und Tangentensatz) ein!

Potenzsatz: Schneiden zwei Geraden durch einen Punkt P einen (nicht durch P gehenden) Kreis
K, so ist das Produkt der von P aus gemessenen Lingen der Sekanten- bzw. Sehnenabschnitte
gleich grof, (s. Abb. 7.32)), némlich gleich |m?* — r?| fiir den Mittelpunkt M, den Radius r von K

H
und m := | PM |. Je nach Lage von P spricht man auch vom Sekantensatz (Abb. 7.32 a) oder
vom Sehnensatz (Abb. 7.32 b). Der Satz gilt auch, wenn eine (oder beide) Geraden Tangenten
sind (Sekanten-Tangenten-Satz bzw. Tangentensatz ; s. ebenfalls Abb. 7.32 a).

A
B> 2

b)

H H bt H
Abbildung 7.32: Potenzsatz am Kreis: | PA; | -| PAy | = |m? —r?| = | PBy |-| PBy | = t?

Beweisidee: Anwendung des Umfangswinkelsatzes zeigt die Ahnlichkeit der Dreiecke AA|PB,
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und AB;PA; (in Abb. a) bzw. AByA,P und AA B P (in Abb. b). Die GroBe von 2 und von
|m? — 12| erhilt man im Spezialfall A, A, € PM .

Anmerkung: Der Hohensatz ist Spezialfall des Sehnensatzes (s. Abb. 7.33 a), der Kathetensatz
folgt aus dem Tangentensatz (s. Abb. 7.33 b). Zum Beweis wird der Satz des Thales benutzt.

a) ah’ =2 pga b) vb*eZ prc

Abbildung 7.33: a) Hohensatz und b) Kathetensatz als Spezialfille des Potenzsatzes

7.5 Abbildungsgeometrie
Was ist eine ebene Bewegung, was eine rdumliche Bewegung?

Vorbemerkung: Die Definitionen variieren; je nach Voraussetzung iiber die zugrunde liegende
Geometrie sind die Forderungen stirker oder schwicher, synthetisch oder analytisch. Ziel sind
jedoch stets folgende Eigenschaften: e Bijektivitit: Die Inverse ist ebenfalls Bewegung. ¢ Gera-
dentreue: Das Bild einer Geraden ist eine Gerade und umgekehrt. @ Anordnungstreue: Strecken
werden auf Strecken abgebildet, Halbgeraden auf Halbgeraden, Halbebenen auf Halbebenen.
e Liingentreue: Jede Strecke wird auf eine Strecke gleicher Linge abgebildet. @ Winkelgrofien-
treue: Jedes Winkelfeld wird auf ein Winkelfeld gleicher Grof3e abgebildet. @ Ebenentreue: Das
Bild einer Ebene ist eine Ebene (im rdaumlichen Fall).

1. Ebene Bewegungen in der Elementargeometrie:

Definition (unter der Voraussetzung der Hilbertschen Axiome): Eine ebene Bewegung des eu-

klidischen Raumes ® = EG(3,K) oder einer euklidischen Ebene £ ist eine Bijektion @ einer
F o —
Ebene E von R auf eine Ebene E’ bzw. von E auf sich mit (A)@(B) =AB fiiralle A,B € E.

Eigenschaften: Die Invarianz der Zwischenrelation und die Geradentreue folgen dann (mit der

Dreiecksungleichung) wegen X EPHQ | PHX |+ XHQ | =] PHQ | (vgl. §7.3), die Winkeltreue
mit dem Kongruenzsatz SSS, siehe auch die Anmerkung unter 3.

2. Rdumliche Bewegungen in der Elementargeometrie:

Definition: Eine Bewegung (Kongruenzabbildung) eines euklidischen Raumes ist definiert als
langentreue Kollineation, also eine ldngen—, geraden— und ebenentreue Bijektion der Punktmen-
ge. Eigenschaften: Die in manchen Definitionen geforderte Anordnungs- und Winkelgroentreue
folgt beim Hilbertschen Axiomensystem wie oben bei den ebenen Bewegungen angedeutet.
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3. Zusammenhang mit der analytischen Definition: Jede Kollineation des reellen euklidischen
Raums EG(IR") (mit n > 2) ist eine Affinitit (s. §1.5); damit ist jede Bewegung dieses Raums
im Sinne der Elementargeometrie auch eine Bewegung im Sinne der Analytischen Geometrie
(s. §2.5) und umgekehrt. Man kann daher die in §2.3 und §2.5 behandelten Eigenschaften und
Klassifikationen anwenden '3: Die Bewegungen der reellen euklidischen Ebenen sind genau
die Translationen, die Geradenspiegelungen, Drehungen (einschlieBlich Punktspiegelungen) und
Gleitspiegelungen (auch Schubspiegelungen genannt); die Bewegungen des 3-dimensionalen
reellen euklidischen Raums sind Schraubungen (einschlielich Drehungen und Verschiebun-
gen), Drehspiegelungen (einschlieBlich Punktspiegelungen) und Gleitspiegelungen (einschlie$3-
lich Ebenenspiegelungen). (Literatur: z.Bsp. Quaisser [Qu].)

Was versteht man unter der “Freien Beweglichkeit” in der reellen euklidischen Ebene E ?

Gehen Sie kurz auf die Stellung dieser Aussage im axiomatischen Aufbau ein!

Vorbemerkung: Ein Paar (p, H) heiBt Fahne von ‘E, falls p = AB™+ Halbgerade istund H = ABC*
Halbebene von £ mit Randgerade AB; s. Abb. 7.34 a.

Abbildung 7.34: a) Eine Fahne b) Zum Beweis der freien Beweglichkeit

1.) Unter “freier Beweglichkeit” in £ versteht man folgende Eigenschaft:

Zu zwei Fahnen F = (p,H) und F' = (p',H') von E gibt es genau eine ebene Bewegung ¢ von
E, die F auf F' abbildet, d.h. fiir die gilt ¢(p) = p’ und 9(H) = H'.

2.) Zur Bedeutung: Die freie Beweglichkeit ldsst sich im Hilbertschen Axiomensystem u.a.
mit Hilfe der Kongruenzsitze beweisen (s.u.). Beim Aufbau der Geometrie mittels Bewegun-
gen (“Abbildungsgeometrie”) wird die freie Beweglichkeit manchmal als Axiom gefordert und
daraus und aus anderen Axiomen die Kongruenzgeometrie hergeleitet. Die behandelte Eigen-
schaft beschreibt den Grad der Transitivitit der Gruppe Bew (‘E) aller Bewegungen von E, also
die “Symmetrie” von E; insbesondere lésst sich jedes rechtwinklige Achsenkreuz (p,h) mit p L h
von E mittels eines Elements von Bew (E) auf jedes andere rechtwinklige Achsenkreuz (p’, /)
von ‘E abbilden. In diesem Sinne sind alle solchen Achsenkreuze gleichwertig.

3.) Beweisidee: Beziiglich einer Fahne ¥ = (AB™,ABC™) ist ein Punkt X durch |A}?( | und
|<<(BAX)| sowie eine der Angaben X € AB*, X € AB~, X € ABC™" oder X € ABC~ eindeutig
bestimmt. Dadurch und durch @(¥) liegt dann auch @(X) fest (s. Abb. 7.34 b). Zum Nachweis
der Existenz muss man dann zeigen, dass ¢ eine Bewegung induziert.

Definieren Sie die Begriffe Geradenspiegelung und Drehung der reellen euklidischen Ebene £
abbildungsgeometrisch, also als spezielle Bewegungen.

1.) Definition: Eine Bewegung von £ auf sich heiflt Geradenspiegelung, falls sie zwei Punkte
A, B festlédsst und von der Identitét verschieden ist.

13Vgl. aber auch die abbildungsgeometrische Klassifikation, s.u.!
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Eigenschaften: Zu je zwei Punkten A, B von ‘E existiert (wegen der Eindeutigkeit der Wirkung
von Bewegungen auf den Fahnen) genau eine Geradenspiegelung mit Fixpunkten A, B ; Bezeich-
nung Yap. Jeder Punkt der Achse g = AB bleibt fest unter Yap , und es gilt (yap) > = id.

2.) Eine Bewegung von ‘£ heifit Drehung, wenn sie sich als Produkt zweier Geradenspiegelun-
gen darstellen ldsst, deren Achsen sich in einem Punkt Z schneiden. Z heifit Drehzentrum.

3.) Spezialfall: Ist g L h, soist Gz := g 0y, = Y, 0¥, die Punktspiegelung mit Zentrum Z = gNh,
also zentrische Streckung mit Streckfaktor — 1. Insbesondere gilt (67) % = id.

Anmerkung: Man beachte die alternativen Definitionsmoglichkeiten in der Linearen Algebra und
in der Kongruenzgeometrie.

Skizzieren Sie Beweise mittels Spiegelungen fiir die Existenz (i) des Lots vom Punkt P auf

H
die Gerade g, (ii) des Mittelpunktes und der Mittelsenkrechten einer Strecke AB und (iii) der
Winkelhalbierenden eines Winkels <AOB (fiir A ¢ OB) in der reellen euklidischen Ebene ‘E.

(i) Lot fallen: Ist P ¢ g, dann existiert die Geradenspiegelung v, (s.0.), und die Gerade PY(P)
ist Lot von P auf g. Lot errichten:'* Sei P € g. Wihle R in E mit R ¢ g. Fille das Lot von
R auf g (s.0.); der FuBBpunkt dieses Lots sei F, s. Abb. 7.35 a. Die Bewegung ¢, die die Fahne
(PFT, PFR™) auf die Fahne (PF ~, PFR™) abbildet, lisst die Gerade g und den Punkt P fest.
Ist R kein Fixpunkt von ¢ (und damit F # P), so bleibt S = @(R)F NR(F) wegen ¢>(R) =R
und @?(F) = F fest. Daher ist ¢ = yps und SP das Lot in P. O

c Y ()

R
OR) R
M
A B
o= Q) S
O(F) P F g
h
a) b)

Abbildung 7.35: a) Existenz des zu errichtenden Lots  b) Existenz von Mittellot und Mittelpunkt

(i) Mittellot: Fiir C in £ mit AC L AB ist die Bewegung v, die (AB™, ABC™) auf (BA™,
ABC™) abbildet, involutorisch (d.h. ? = id # y) und hat R = Ay(C) N BC als Fixpunkt. Ahnlich
erhilt man einen Fixpunkt S von y in ABC ™. Die Gerade i = RS ist Achse von y =: ¥;, und daher

H
senkrecht auf AB = Ay(A). Ferner ist M := ABNh der Mittelpunkt von AB (s. Abb. 7.35b). [
(iii) Winkelhalbierende: Man betrachte die Bewegung v, die (OA™, OAB™) auf (OB™, OBA™)
abbildet. Sie ist eine Spiegelung!’ , deren Achse gerade die Winkelhalbierende von <AOB ist.(]

14 Anmerkung: Die Moglichkeit zur Errichtung des Lots kann, je nach Aufbau der Geometrie, auch durch das Axiom
des Winkelantragens (Hilbertscher Aufbau), das Winkelmafaxiom (z.Bsp DIFF[Di] p.27) oder ein Orthogonalititsaxiom
gesichert werden.

HooH
Ist B' € OB* mit OA=O0B’, so gilt Y(A) = B’ und, wegen der Eigenschaften des Winkelantragens, y(B') = A; daher
H
bleibt auBer O auch der Mittelpunkt von AB’ fix.
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Formulieren Sie den Darstellungssatz fiir Bewegungen (Darstellung mittels Spiegelungen) und
Folgerungen daraus, insbesondere den Dreispiegelungssatz!

Darstellungssatz: Jede Bewegung der reellen euklidischen Ebene ‘E ist als Produkt von hochs-
tens drei Geradenspiegelungen darstellbar.

Beweisskizze: Bildet die Bewegung ¢ die Fahne 7, = (O1P;",H) auf , = (O2P,",H,) ab,
so verkettet man die Spiegelung v, die O; auf O, abbildet (bzw. im Fall O; = O, die Identitét)
mit der Spiegelung, die O,y(P;)™ auf 02P2+ abbildet, und das Produkt gegebenenfalls mit der
Spiegelung, die (O,P,",H, ) in (O,P,", H>) iiberfiihrt. Wie ¢ bildet die so definierte Bewegung
F1 auf %, ab und ist daher gleich @. O
Unmittelbare Folgerung: Besteht das Produkt aus einem Faktor, so ist es eine Geradenspiege-
lung; bei 2 Faktoren konnen die Achsen g,k parallel sein; dann ergibt sich eine Translation in
Richtung senkrecht zu g und 4 mit dem doppelten Abstand der Geraden als Linge des Translati-
onsvektors (s. Abb. 7.36 a). Schneiden sich hingegen die Achsen in Z (im Winkel vom MaB ),
so erhilt man eine Drehung um Z (s.0.) vom Mal} 2a (Abb. 7.36 b).

Man kann zeigen, dass jedes Produkt von drei Geradenspiegelungen (Dreifachspiegelung) eine
Gleitspiegelung ist, das heiit ein Produkt der Form v, o T mit Translation T in Richtung von g.

v
N

a) b)

Abbildung 7.36:
a) Translation Y, oy, b) Drehung y,07v, ¢) Zum Dreispiegelungssatz Y, oY, = 82o = Yc 0V,

Einen wichtigen Spezialfall behandelt dabei der Dreispiegelungssatz: Jedes Produkt von drei
Geradenspiegelungen von ‘E, deren Achsen parallel sind oder sich alle in einem Punkt schneiden,
ist eine Geradenspiegelung.

Beweisidee: Ist P € a und al|b||c, so setzt man T = Y, o7, und wiihlt g als die Parallele zu a durch
den Mittelpunkt der Strecke Pt(P), also so, dass Y, 07, gleich Tist. Im FallanbNc¢ = {Z} wihlt
man g als die Winkelhalbierende eines der durch ¢ und @(a) mit @ =y, o7, o7y, begrenzten
Winkels . Man zeigt dann, dass ¢ und Y, eine Fahne mit Tréiger a auf dieselbe Bildfahne abbilden
und daher gleich sind. Setzt man die Kenntnis der Eigenschaften einer Drehung voraus, so kann
man alternativ auch, wie in Abb. 7.36 ¢ angedeutet, vorgehen. O

Anwendungsbeispiel:

Beweisen Sie den Satz iiber den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten eines Dreiecks von E
mit Hilfe des Dreispiegelungssatzes.
Lisungshilfe: Betrachten Sie Y = Yy, © Yy 0 Vi, fir eine geeignete Gerade g.

Beweisskizze: Die Mittelsenkrechten m, und my, sind nicht parallel(!); wihle g und M wie in Abb.
7.37, und betrachte Y = Yy, 0¥, © Vi, - Nach dem Dreispiegelungssatz ist y eine Spiegelung; diese
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H
lasst M fest und bildet A auf B ab. Die Achse von vy ist Mittellot zu AB und geht durch M . ]

Abbildung 7.37: Zum Mittellotensatz

A B

Was wissen Sie iiber gleichsinnige und gegensinnige Bewegungen der reellen euklidischen
Ebene (ohne Beweis)?

(i) Definition: Eine ebene Bewegung heilit gleichsinnig, falls sie sich als Produkt einer geraden
Anzahl von Geradenspiegelungen darstellen 14sst, andernfalls gegensinnig.

(i1) FEine gleichsinnige Bewegung kann kein Produkt einer ungeraden Anzahl von Geradenspie-
gelungen sein. Sie ist eine Translation oder eine Drehung. Die ungleichsinnigen Bewegungen
von ‘E sind genau die Gleitspiegelungen (einschlieBlich der Geradenspiegelungen).

(iii) Die gleichsinnigen Bewegungen von E bilden eine Untergruppe Bew *(‘£) von Bew(E) mit
Bew (£) =Bew " (E)UBew T (E) o fiir eine Geradenspiegelung v. Die Menge der Drehungen
um einen Punkt Z bildet eine kommutative Untergruppe von Bew ™ (E), die auf der Menge der
Halbgeraden mit Scheitel Z scharf transitiv operiert.

(iv) Definitionsgeméil wird durch eine gleichsinnige Bewegung jede Figur auf eine zu ihr gleich-
sinnig — kongruente Figur abgebildet und jede Fahne auf eine ebenfalls gemif} Definition gleich-
orientierte.

Beispiele: Die Fahnen (AB™,ABC ™) und (AB~,ABC ) sind gleichorientiert (vermdge der Punkt-
spiegelung an A).

Die Relation “gleichorientiert” ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Fahnen mit genau
zwei Aquivalenzklassen.

Anmerkungen: 1. Die Ebene zusammen mit einer ausgezeichneten der beiden Aquivalenzklassen
heif3t orientierte Ebene, jede Fahne aus dieser Klasse positiv orientiert. Damit kann man auch
definieren, was Abtragen eines Winkels im positiven Sinne bedeutet.

2. Jeder Drehung § ist dann als Drehwinkelgrife die mit Vorzeichen versehene'® WinkelgroBe
<AZJ(A) zuordenbar; diese ist unabhingig von der Wahl von A(# Z). Statt —o. kann man auch
21 — o betrachten. Es gilt dann = 8y 08y = 8, <=1 = ¢+ y(mod 2m).

Bestimmen Sie die Symmetrieachsen folgender Figuren der reellen euklidischen Ebene:

(a) eines Punkt-Geraden—Paares (P,g) mit P ¢ g (b) einer Strecke AF)P'E mit A # B (c) eines
Winkels. Bestimmen Sie die Symmetriegruppe (d) eines gleichseitigen Dreiecks (e) eines Qua-
drats!
Unter einer Symmetrieachse einer Figur F der Ebene ‘£ versteht man die Achse einer Geraden-
spiegelung ymit y(F) = F.
Die Menge aller Deckabbildungen von ¥, d.h. aller Bewegungen k von £ mit k() = ¥, bildet
eine Untergruppe von Bew(E), die Symmetriegruppe von F .

16bei Abtragen im Uhrzeigersinne —|ci/, andernfalls +|o.
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(a) Als ausgezeichneter Punkt ist P Fixpunkt jeder Deckabbildung, auBerdem g Fixgerade. Da
g nicht Achse sein kann, steht diese senkrecht auf ihr. Das Lot von P auf g ist Symmetrieachse
und damit einzige Symmetrieachse.

(b) Entweder sind A und B Fixpunkte einer Deckabbildung oder werden durch sie vertauscht.
Damit sind g und myp die einzigen Symmetrieachsen.

(c) Ist der Winkel nicht gestreckt, so ist die Winkelhalbierende (Existenznachweis s.0.) einzige
Symmetrieachse; ist er gestreckt und gilt der Scheitel S als ausgezeichneter Punkt, so ist die
Trigergerade und das Lot in S Symmetrieachse.

(d) Die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks enthilt die Spiegelungen an den Mit-
telloten — diese sind gleichzeitig die Hohen- und Seitenhalbierenden — sowie die Drehungen um
deren Schnittpunkt um 0°, 120°, 240°. Da es insgesamt genau 6 Permutationen der 3 Eckpunkte
gibt, fOlgt: Ds = {id,’Yma,’Ymb,’Ymc, 51200, 52400} (s. Abb. 7.38 a).

(e) “Das” Quadrat erlaubt genau 8 Deckabbildungen D1 = {id,Ya,Ys,Ye,Yas 090, 0180°, 02700 } ;
(zu den Bezeichnungen s. Abb. 7.38 b!).

Mit 8 = 8ggo und y= 1, ist Dy = (Y,8|8* =id=72,8y="75"") (wie D3) eine “Diedergruppe”.

mp, my d

A m. B
a) b)

Abbildung 7.38: Symmetrieachsen des regelmifigen Dreiecks und des Quadrats

Anmerkung: Die Untergruppen von Dy sind verbunden mit bestimmten Vierecksarten, deren
Symmetriegruppe sie sind; z.Bsp. {id, 818>, Vs, Ys} Symmetriegruppe des echten Rechtecks,
{id, 8180°,Va,Yc} die der echten Raute, {id, 830} die des echten Parallelogramms, {id,Y,} die
des echten Drachenvierecks, {id,y,} die des gleichschenkligen Trapezes, {id} des allgemeinen
Vierecks (— “Haus der Vierecke”).
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Kollineationen: inzidenzerhaltende Bijektionen

(dargestellt durch Translationen verkniipft mit bijektiven semilinearen

Abbildungen)
im reellen Fall gleich den

Affinitdten

(dargestellt durch affin—lineare Bijektionen , also Translationen

verkniipft mit linearen bijektiven Abbildungen )

Ahnlichkeitsabbildungen:

langenverhdltnis— und winkelgrossentreue Kollineationen
(zentrische Streckungen verkniipft mit Kongruenzabbildungen)

Kongruenzabbildungen(Bewegungen):

langentreue Kollineationen
(dargestellt durch Translationen verkniipft mit
orthogonalen Abbildungen)

Ebene Bewegungen: (ldngentreue Bijektionen einer
Ebene E auf eine Ebene E’)

gegensinnig gleichsinnig

Gleitspiegelungen Translationen
(einschl. Geradenspiegelungen) Drehungen (einschl.
' pregetung Punktspiegelungen)

Tabelle 7.2: Ubersicht iiber Abbildungen des n-dim reellen euklidischen Raumes (fiir n = 2 fallen
die ebenen Bewegungen mit den Kongruenzabbildungen zusammen)
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7.6 Klausur-Aufgaben zur Elementargeometrie

Aufgaben zu 7.1 (Affine Geometrie)

Aufgabe E1 (parallel, Translation)

Es seien N, P, Q nicht-kollineare Punkte eines 3-dim affinen Raumes! Zeigen Sie:
(a) Jede Translation bildet eine Ebene auf eine dazu parallele Ebene ab.

(b) Die Translation Typ und die Translation Typ o Ty lassen die Ebene NPQ fest.
Losung siehe Seite: 346.

Aufgabe E2 (Translation, Parallelogramm)

Zeigen Sie: Im 3-dimensionalen affinen Raum ist genau dann keine Translation involutorisch,
wenn sich die Diagonalen jedes nicht-ausgearteten Parallelogramms schneiden.

Hinweis: Ohne Beweis diirfen Sie sonstige Eigenschaften von Translationen verwenden, u.a.,
dass die Spuren parallel und Fixgeraden sind und Bildpunkte durch Parallelogrammm-Konstruk-
tionen bestimmbar sind.

Losung siehe Seite: 346.

Aufgabe E3 (Satz von Desargues)

In der Zeichenebene seien zwei nicht zusammenfallende nichtparallele Geraden a und b gegeben,
deren Schnittpunkt S auflerhalb der Zeichenebene liegt. Wie kann man allein mit dem Lineal die
Verbindungsgerade eines im Zeichenblatt liegenden Punktes O mit dem unzuginglichen Punkt S
konstruieren?

Losung siehe Seite: 346.

Aufgabe E4 (Zentralprojektion, Euklidisches Parallelenaxiom)

Seien A4 eine affine Ebene und g und /4 zwei verschiedene Geraden von A4, ferner Z ein Punkt
von AmitZ ¢ gUh.

Betrachten Sie die Zuordnung ¢ : Q — QZNh fiir Q € g. Definiert ¢ eine Bijektion von g auf
h? (Begriindete Antwort mit Fallunterscheidung!)

Losungshinweis:

Eine entscheidende Frage ist, ob sich die betrachteten Geraden jeweils schneiden.

Losung siehe Seite: 347.

Aufgabe ES (projektive Ebene, Dimensionsformel)

Es sei K ein Korper. Beweisen Sie fiir die projektive Ebene PG(2,K) iiber diesem Korper die
Aussagen:

(a) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.

(b) Je zwei Geraden haben mindestens einen gemeinsamen Punkt.

Losung siehe Seite: 347.

Klausur-Aufgaben zu 7.2 (Geordnete Geometrie)

Aufgabe E6 (Axiom von Pasch, Parallelprojektion, Ordnungsrelation, Zwischenrelation)
Seien g und & verschiedene Geraden eines 3-dimensionalen geordneten affinen Raumes und ©
eine Parallelprojektion von g auf 4. Zeigen Sie:

a) Die Zwischenrelation bleibt unter 7t erhalten.
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b) Es gilt (evtl. nach Ubergang zur entgegengesetzten Ordnungsrelation von h):

A < B<=7(A) < n(B) firalle A,Beg.
8 h

Hinweis: Es diirfen ohne Beweis andere Eigenschaften der Parallelprojektion, der Zwischenrela-
tion bzw. der Ordungsrelation und das Axiom von Pasch verwendet werden Losung siehe Seite:
347.

Aufgaben zu 7.3/7.4 (Kongruenzgeometrie/Euklidische Geometrie)

Aufgabe E7 (Gleichschenkliges Dreieck, Kongruenzsitze)
Zeigen Sie: Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn es zwei kongruente Winkel besitzt.
Losung siehe Seite: 347.

Aufgabe E8 (Nebenwinkel, Kongruenzsitze, Streckenaddition)

Zeigen Sie: Nebenwinkel kongruenter Winkel sind kongruent.

Hinweis: Sie diirfen die Moglichkeit des Streckenabtragens, die Addition von Streckenlidngen
und die Kongruenzsitze verwenden.

Losung siehe Seite: 348.

Aufgabe E9 (Kongruenzsitze, Parallelogramm, Rechteck)

Beweisen Sie mit Hilfe von Kongruenzbetrachtungen den Satz: In der euklidischen ebene ist ein
Parallelogramm genau dann ein Rechteck, wenn seine beiden Diagonalen gleich lang sind.
Losung siehe Seite: 348.

Aufgabe E10 (Ahnlichkeit, Stufenwinkel, gleichschenkliges Dreieck, Quadrat, Rechteck, Rau-
te)

Unter welchen Bedingungen sind folgende Figuren der reellen euklidischen Ebene dhnlich?

(a) zwei Quadrate (b) zwei Rechtecke (c) zwei Parallelogramme (d) zwei Rauten (c) zwei
regelméBige n-Ecke. Begriinden Sie Thre Aussagen! (Sitze tiber Dreiecke oder zentrische Stre-
ckungen diirfen ohne Beweis verwendet werden.)

Losung siehe Seite: 348.

Aufgabe E11 (Rhombus, gleichschenkliges Dreieck, Mittelsenkrechte, Kongruenzsitze)
Zeigen Sie: Die Diagonalen eines Rhombus (Raute, Viereck mit 4 gleich langen Seiten) stehen
aufeinander senkrecht, halbieren sich und die Winkel des Rhombus!

Losung siehe Seite 349.

Aufgabe E12 (Umkehrung des Satzes von Desargues, Satz von Desargues, Parallelogramm)
Zeigen Sie: Im 3-dimensionalen euklidischen Raum schneiden sich die vier riumlichen Diago-
nalen eines Quaders in einem Punkt.

Losung siehe Seite: 349.

Aufgabe E13 (Dreieck, Kongruenzsatz, Strahlensatz, Ahnlichkeitssatz)

Zeigen Sie fiir ein Dreick AABC der euklidischen Ebene mit den Seitenlingen a = |BC|, ¢ = |AB|
und den Hohenlédngen 44, i, (ohne Benutzung des Flacheninhalts) die Beziehung ah, = ch,.
Losung siehe Seite: 349.

Aufgabe E14 (Mittelsenkrechte, gleichschenkliges Dreieck, Winkelhalbierende)
Wie kann man mit Zirkel und Lineal Winkel von 60°,30° und 90° konstruieren? Begriinden
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Sie ihre Aussagen iiber WinkelgroBen! (Dabei diirfen Sie Sitze der Elementargeometrie iiber
Mittelsenkrechte bzw. liber gleichschenklige Dreiecke unbewiesen benutzen.)
Losung siehe Seite: 349.

Aufgabe E15 (AuBenwinkel, gleichschenkliges Dreieck)

Zeigen Sie: In der reellen euklidischen Ebene liegt der groB3eren Seite eines Dreiecks der grofere
Winkel gegeniiber.

Losung siehe Seite: 350.

Aufgabe E16 (Winkelsumme im Dreieck, Scheitelwinkel)

Seien a und b zwei sich schneidende Geraden der reellen euklidischen Ebene, die auf den Schen-
keln eines Winkels |<<ASB| vom MaB kleiner & senkrecht stehen, gelte also a L. SA™ mit FuBpunkt
Aund b L SB™ mit FuBpunkt B. Beweisen Sie, dass dann a und b einen Winkel gleichen MaBes
bilden wie <<ASB.

Losungshinweis: Der Schnittpunkt Z := a M b kann innerhalb oder auf3erhalb des inneren Winkel-
feldes von <ASB liegen (Fallunterscheidung). Aussagen iiber Winkelgrofen im Dreieck diirfen
Sie unbewiesen benutzen.

Losung siehe Seite: 350.

Aufgabe E17 (Strahlensiitze)

In der reellen euklidischen Ebene teile ine Gerade zwei Seiten eines Dreiecks echt innen und eine
Seite auBen. Fiir jede Seite bilde man — zyklisch vorgehend — das Verhéltnis der vom Teilpunkt
zu den beiden Ecken gemessenen Entfernungen. Man beweise: Das Produkt dieser drei Zahlen
hat den Wert 1 (Satz von Menelaos).

Hinweis: Man fille von den Ecken Lote auf die ,,Menelaosgerade*.

Losung siehe Seite: 351.

Aufgabe E18 (Ahnlichkeitssitze, Kongruenzsitze, Fliche)

Beweisen Sie (a) den Hohensatz, (b) den Kathetensatz und (c) den Satz des Pythagoras mit
Ahnlichkeitsiiberlegungen, sowie (d) den Satz des Pythagoras mit Ergiinzungs- oder Zerlegungs-
gleichheit.

Losung siehe Seite: 351.

Aufgabe E19 (Mittelsenkrechte, Thalessatz, Dreiecksfliche, Hohensatz)

Gegeben seien die positiven Liangen p und ¢g. Beschreiben Sie, wie man mit Zirkel und Lineal
die Lénge /pg konstruieren kann. Benutzen Sie diese Methode, um zu einem Rechteck mit den
Seitenldngen p und ¢ ein flichengleiches Quadrat zu konstruieren. Beschreiben Sie dann, wie
man mit Zirkel und Lineal ein zu einem Dreieck flichengleiches Quadrat konstruieren kann.
Losung siehe Seite: 352.

Aufgabe E20 (Gleichschenkliges Dreieck, Stufenwinkel, Wechselwinkel, Winkeladdition)
Beweisen Sie den ,,Satz von Thales*: Jeder Winkel im Halbkreis (einer euklidischen Ebene) ist
ein rechter.

Hinweis: Sie diirfen Eigenschaften von gleichschenkligen Dreiecken, von Stufen- und Wechsel-
winkeln benutzen. Vermeiden Sie den Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck, der im Beweis in
§7.4 D verwendet wurde..

Losung siehe Seite: 353.

Aufgabe E21 (Thalessatz, Ahnlichkeitsverfahren, Zentrische Steckung)
In der reellen euklidischen Ebene konstruiere man (ohne Berechnung von Koordinaten) ein recht-
winkliges Dreieck, bei dem die Linge der einen Kathete b ist und fiir das Verhéltnis von Hypo-



Aufgaben zu 7.3/7.4 (Kongruenzgeometrie/Euklidische Geometrie) 219

he 1

tenusenlénge zur Lénge der Hypotenusenhdhe gilt: ¢ = 5 .

Losung siehe Seite: 353.

Aufgabe E22 (rechtwinkeliges Dreieck, Lot, Zentrische Streckung, Hypotenuse, Kathete)

In der reellen euklidischen Ebene sei AABC ein rechtwinkliges Dreieick (mit rechtem Winkel bei
C). Von einem Punkt D der Strecke BC fillen wir das Lot auf die Gerade AB; der Lotfu3punkt
heile E. Zeige, dass die Strecke AC lidnger ist als die Strecke DE!

Hinweis: Sie diirfen unbewiesen Eigenschaften von zentrischen Streckungen (oder die Strahlen-
sidtze) und von Hypotenuse und Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks verwenden.

Losung siehe Seite: 353.

Aufgabe E23 (rechtwinkliges Dreieck, Hohensatz, Kathetensatz)
Zeigen Sie, dass im rechtwinkligen Dreieck gilt h, = “Cb , wobei a,b die Linge der Katheten,
h. die Lange der Hohe durch C und ¢ die Linge der Hypotenuse bezeichnet.

Hinweis: Klassische Sitze der euklidischen Geometrie diirfen ohne Beweis verwandt werden.

Losung siehe Seite 353.

Aufgabe E24 (Satz von Pythagoras, Winkelantragen, Streckungabtragen, rechter Winkel, Kon-
gruenzsitze)

In einem dreidimensionalen euklidischen Raum sei ein Dreieck mit den Seiten der Linge a,b
bzw.c gegeben, und es sei a” + b? = ¢*. Zeigen Sie, dass dann die Seiten der Linge a und b einen
rechten Winkel einschlieBen. (Umkehrung des Satzes von Pythagoras.)

Hinweis: Ohne Beweis benutzt werden diirfen die Moglichkeit des Streckenabtragens und des
Winkelantragens, die Satzgruppe des Pythagoras und die Kongruenzsitze.

Losung siehe Seite: 354.

Aufgabe E25 (Sehnensatz, Randwinkelsatz, Ahnlichkeitssétze)
Beweisen Sie elementargeometrisch durch eine Ahnlichkeitsbetrachtung: Schneiden sich inner-
halb eines Kreises zwei Sehnen PQ und RT in einem Punkt S, so gilt:

PS|-[SQ| = [RS|-[ST|.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis Winkelsitze am Kreis und die Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke
benutzen.
Losung siehe Seite: 354.

Aufgabe E26 (Kreis, gleichschenkliges Dreieck, rechtwinkliges Dreieck, Mittelsenkrechte,
Kongruenzsitze)

(a) Definieren sie den Begriff eines Kreises K (um den Mittelpunkt M mit Radius » > 0) in der
euklidischen Ebene E.
(b) Zeigen Sie dann (unter der Voraussetzung K # 0):
(i) Jede Gerade durch M schneidet K in genau zwei Punkten.
(i1) Jede Gerade der Ebene schneidet K in hochstens zwei Punkten.
(iii)) Die Mittelsenkrechte jeder Sehne von K geht durch M.
Hinweis: Folgendes diirfen Sie ohne Beweis verwenden: Eigenschaften des Streckenabtragens,

der Winkel im gleichschenkligen Dreieck, Aussagen iiber die Linge von Hypotenuse und Kathete
im rechtwinkligen Dreieck, Eigenschaften der Kongruenz von Winkeln bzw. Strecken sowie die
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Existenz und die Eigenschaften von Mittelpunkt und Mittelsenkrechter einer Strecke.
Losung siehe Seite: 354.

Aufgabe E27 (Umkreis, Flicheninhalt, Ahnlichkeitssatz, Umfangswinkelsatz, Thalessatz)
Sei A = AABC ein Dreieck der reellen euklidischen Ebene mit Seitenldngen a, b und c. Bezeichnet
F (A) den Flicheninhalt von A, so gilt fiir den Radius R des Umkreises von A die Gleichung

a-b-c
R= .
4-F(4)

Beweisen Sie dies!

Losungshilfe: Sei D der FuB3punkt der Hohe von A durch C (der Linge h¢) und E der zweite
Schnittpunkt des Umkreises mit der Geraden CM durch C und den Umkreismittelpunkt M von
A; (s. Abbildung 7.39 !) Zeigen Sie die Ahnlichkeit der Dreiecke AACD und ABCE.

Abbildung 7.39:
A e B Figur zu Aufgabe E27

E

Hinweis: Ohne Beweis diirfen Sie beniitzen: die Existenz der in der Losungshilfe angegebenen
Konstruktion, den Satz des Thales, den Umfangswinkel- oder Randwinkel-Satz, die Ahnlich-
keitssitze, Eigenschaften dhnlicher Dreiecke und die Formel ¥ (A) = C'gc.

Losung siehe Seite: 355.

Aufgaben zu 7.5 (Abbildungsgeometrie)

Aufgabe E28 (Bewegung, Geradenspiegelung, Mittelsenkrechte, Winkelhalbierende)
Beweisen Sie elementargeometrisch, dass sich jede Kongruenzabbildung (ebene Bewegung) der
reellen euklidischen Ebene E als Produkt von hochstens drei Geradenspiegelungen darstellen
lésst.

Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie Eigenschaften von Bewegungen benutzen, insbesonde-
re dass eine Bewegung schon durch die Wirkung auf eine Fahne festgelegt ist, ferner die Existenz
von Mittelsenkrechten und Winkelhalbierenden sowie geeigneter Geradenspiegelungen.

Losung siehe Seite: 355.

Aufgabe E29 (Geradenspiegelung, Translation, Bewegung)

Seien g und h zwei parallele Geraden der reellen euklidischen Ebene E. Zeigen Sie ohne Ver-
wendung der Kongruenzsitze, dass die Komposition Y, oy, der Geradenspiegelungen Y,,y;, mit
Achse g bzw. h eine Translation ist. Hinweise: (i) Unter einer Translation verstehen wir hier
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eine fixpunktfreie Dilatation (Dehnung) oder die Identitdt.  (ii) Sie diirfen grundlegende Ei-
genschaften von Geradenspiegelungen ohne Beweis verwenden, z.B. dass Y, und Y, Bewegun-
gen sind, also winkel- und langentreue Kollineationen, und dass y§ =id. (iii) Beim Nachweis,

dass kein Fixpunkt F existiert, betrachte man |F G| und |t(F)t(G)| fiir den FuBpunkt G des Lots
von F auf h.
Losung siehe Seite: 356.

Aufgabe E30 (Drehung, Dreispiegelungssatz)

Zeigen Sie: Die Menge der Drehungen um Z bildet bzgl. der Hintereinanderausfiihrung eine
Gruppe.

Losung siehe Seite: 356.

Aufgabe E31 (Randwinkel, Doppelspiegelung, gleichschenkeliges Dreieck)

Beweisen Sie (unter Verwendung einer Doppelspiegelung): Peripheriewinkel (Umfangswinkel,
Randwinkel) im Kreis iiber demselben Bogen sind kongruent.

Losung siehe Seite: 357.

Aufgabe E32 (Punktspiegelung, Translation)

Sei E eine desarguessche euklidische Ebene.

In E sei ¢ Produkt zweier verschiedener Punktspiegelungen Ttp und Tp. Zeigen Sie, dass @ eine
Translation entlang der Geraden PQ ist. Hinweis: Sonstige Eigenschaften von Spiegelungen und
von deren Kompositionen diirfen unbewiesen benutzt werden.

Losung siehe Seite: 357.

Aufgabe E33 (Geradenspiegelung, Winkelsumme im Dreieck)

(a) Zeigen Sie mittels Spiegelungen: Zwei Geraden der reellen euklidischen Ebene E, die auf
einer dritten Geraden senkrecht stehen, sind parallel.

(b) Zeigen Sie: Sind g und h zwei Geraden von E mit gNh = {T'}, so ist § := Y, 07, (Wobei
Y, bzw. ¥, die Spiegelung an der Geraden g bzw. h bezeichnet) eine Bewegung mit genau einem
Fixpunkt. Um welche Bewegung handelt es sich bei 8? (Ohne Beweis.)

(c) Spezialfall g L h: Seien g und h zwei Geraden von E mit gLh ! Um welche Abbildung
handelt es sich bei 8 = 1y, 0y,? Geben Sie eine Beweisskizze fiir Ihre Aussage!

Hinweis: Ohne Beweis benutzt werden darf die Existenz einer Geradenspiegelung v, zu jeder
Geraden g von E sowie die Winkel- und Lingentreue von Spiegelungen und die Eindeutigkeit
des Lots.

Losung siehe Seite: 357.

Aufgabe E34 (Bewegung, Mittelpunkt)

Beweisen Sie mit Hilfe von Bewegungen die Existenz der Winkelhalbierenden eines Winkels
<(p,q) einer reellen euklidischen Ebene.

Hinweis: Benutzt werden darf die ,.freie Beweglichkeit”, die Moglichkeit des Strecken- bzw.
Winkelabtragens, die Existenz und Eindeutigkeit des Mittelpunkts einer Strecke, Eigenschaften
von Bewegungen, insbesondere Spiegelungen.

Losung siehe Seite: 358.

Aufgabe E35 (Geradenspiegelung, Winkelhalbierende, Dreispiegelungssatz)

Man beweise mit Hilfe von Spiegelungen , dass sich in der reellen euklidischen Ebene die Win-
kelhalbierenden eines Dreiecks in einem Punkt schneiden.

Losung siehe Seite: 358.
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Aufgabe E36 (Symmetrieachse, Geradenspiegelung)
(a) Bestimmen Sie die Anzahl von Symmetrieachsen fiir regelméBige n-Ecke.

(b) Es sei 3 < n mit n € N. Bestimmen Sie die Anzahl d(n) der Diagonalen eines konvexen
n-Ecks.
Losung siehe Seite: 359.

Aufgabe E37 (Symmetrieachse, Geradenspiegelung) Bestimmen Sie alle Symmetrieachsen
folgender Figuren der euklidischen Ebene (mit Begriindung):

(a) F1 = AB (Strecke) fiir zwei Punkte A und B mit A # B. (b) ein Quadrat.

(c) F, =<(p,q) (Winkel) fiir zwei nicht-kollineare Halbgeraden p und ¢ mit gleichem Schei-
telpunkt. (d) F3z = gUh fiir zwei nichtparallele Geraden g und 4. (e) ein nicht-quadratisches
Rechteck.

Losung siehe Seite: 359.

Aufgabe E38 (Kongruenzsatz, Bewegung, Lot, Scheitelwinkel)

In der reellen euklidischen Ebene sei M der Mittelpunkt einer Strecke IZZ? und g eine Gerade
durch M. Dann gilt: Der Abstand des Punkts A von g ist gleich dem Abstand des Punktes B von
g (siehe Skizze). Beweisen Sie dies (a) mit Hilfe eines Kongruenzsatzes (b) mit Hilfe einer
Bewegung (Kongruenzabbildung)!

Hinweis: Benliitzt werden diirfen hier ohne Beweis: die Moglichkeit des Lotféllens, allgemeine
Eigenschaften von Lot, Mittelsenkrechten, Winkeln und Bewegungen sowie die Kongruenzsitze.
(S. auch Abbildung 7.40.)

Losung siehe Seite: 360.

A M B Abbildung 7.40:
Skizze zu Aufgabe E38

Fy

Literaturhinweise zu Kapitel 7:

Miiller/Philipp/Gorski [MG], Agricola/Friedrich [AF], Scheid/Schwarz [SS], Schupp [Sch],
Degen/Profke [DP], DIFF-Studienbriefe [Di], Wellstein/Kirsche [WK]



Kapitel 8

Einfiihrung in die
Algebra/Zahlentheorie

8.1 Algebraische Strukturen

Geben Sie eine Definition und Beispiele an fiir folgende Begriffe: 1.) Gruppe 2.) Ring 3.) Kor-
per 4.) Algebra.

1. Definition: Gruppe (s. auch §8.8 !)

G Menge, G # 0
(G, *) Halbgruppe x:GxG— G
(a,b) — ax*b (innere Verkniipfung)
(G,*) Gruppe Assoziativgesetz

mit neutralem Va,b,c € G: ax(bxc)=(axb)xc
Element e
e € G neutrales Element YVaeG:axe=a=ex*a

Existenz der Inversen YVaeGdbe G:bxa=e=axb

Beispiele von Gruppen: e additive Gruppen von Ringen, Korpern, Vektorrdumen e (S, o), Grup-
pe aller bijektiven Abbildungen von M auf sich mit der Hintereinanderausfithrung o als Ver-
Deckabbildungen eines regelrﬁﬁﬁigen m-Ecks in der reellen euklidischen Ebene (Diedergruppe
mit |Dy,| = 2m). 2. Definition: Ring

R Menge, “+"RXR—R,“”: RXR—R
(R,+) kommutative Gruppe, d.h.
(R,+,-) Ring Gruppe mitVa,b € R: a+b=b+a

(R, - ) Halbgruppe
Distributivgesetze: Va,b,c € R: (a+b)-c=a-c+b-c
unda-(b+c)=a-b+a-c

Beispiele von Ringen: e (Z,+,-) Ring der ganzen Zahlen;e Korper (s.u.) e (K[X],+,-), Ring
der Polynome iiber dem Kérper K e (EndkV, +,0), der Endomorphismenring eines Vektorraums
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o 7./mZ =: Z, (s.Faktorstrukturen)
Anmerkung: Die Elemente eines Ringes mit 1, die eine multiplikative Inverse besitzen, soge-
nannte Einheiten, bilden eine Gruppe (bzgl. der induzierten Multiplikation)

3. Definition: Korper
K Menge, + , - innere Verkniipfungen
(K,+,-) (K,+,") (K,4+) kommutative Gruppe
Korper Schiefkérper (K \ {0},-) Gruppe'

Distributivgesetze (wie bei Ringen)
kommutativ

Beispiele: o (Q,+,") e (R,+,-) e (C,+,:),®e GF(p) := (Z/pZ,+,-) fir p Primzahl (s.u.)
e K[X]/(P) fir irreduzibles Polynom P € K[X] vom Grad n iiber dem Korper K =GF(p).

Anmerkung: Man kann zeigen, dass es zu jedem n € N* ein solches irreduzibles Polynom iiber
GF(p) gibt, dass damit ein Korper mit p” Elementen existiert, und dass je zwei Korper mit p”
Elementen zueinander isomorph sind; Bezeichnung fiir einen solchen Korper: Galoisfeld p” ,
kurz GF(p") (existiert genau fiir Primzahlpotenzen p™); vgl. §8.7.

4. Definition: Algebra ((V,+, ,-) heift K-Algebra, wenn (V,+, ;) ein K-Vektorraum und
(V,+,-) ein Ring ist und folgende Vertriiglichkeitsbedingungen gelten:

Va,beVVAeK: Ma-b)= (ha)-b=a-(Ab)
Beispiele: (EndgV,+, o), K, K[X], R (z.Bsp. als Q— Algebra).

Beschreiben Sie die Bildung von Faktorstrukturen bei Gruppen, kommutativen Ringen bzw.
Vektorrdumen!

Zu den Antworten siehe Tabelle 8.1

ad 1 : Anmerkung

Die Faktorisierung nach einer beliebigen Untergruppe fiithrt nicht immer zu einer Gruppe; denn

ausgU-hU = ghU (fiir alle g, h € U) folgt die Normalteilereigenschaft von U, namlich Uh = hU

fiir alle & € G. Fiir abelsche Gruppen ist jede Untergruppe auch Normalteiler.

Beispiele:

(i) 7Z/m7Z ergibt sich mit G = (Z,+) und N = mZ (fiir m € N*)

Elemente von Z/mZ sind die Zahlenmengen r = {r+mz|z € Z} mit Rest r (fiir r < m), also die

Restklassen 0, 1, 2,..., m — 1. Statt s € 7 schreibt man auch s = » (mod m). Bei festem Modul m

ist “="” eine Aquivalenzrelation.

(i) Sei G = (GL(n,K),0) die Gruppe aller reguliren n x n-Matrizen iiber K; dann ist

det: G — K* ein surjektiver Homomorphismus mit N =SL(n, K) als Kern, also dem Normaltei-

ler der Elemente von G mit Determinante 1; nach dem Homomorphiesatz (s.u. ) ist G/N = K*;

(vgl. §1.6 Seite 27 !).

ad 2 : Beispiele:

(i) Zm = (Z/m7Z,+,-) ergibt sich mit R = (Z,+,-) und S = mZ; Elemente und Addition wie

unter Nummer 1(i) ; Multiplikation siehe Tabelle 8.1 (bzw. in Kongruenzschreibweise
r1 =r (mod m) A s; = s (mod m) =r; -s1 = r-s (mod m)).

(ii) R= (K[X],+,) und 3 = P-K[X] =: (P) mit Polynom P € K[X] fiihren zu K[X]/(P); Ele-

mente sind Q = Q + P- K[X]; speziell ist R[X]/(X?+ 1) = C (s. Tabelle 8.2, vgl.§8.5 Bsp.1).

! Die Multiplikation - sei hierbei auf K \ {0} beschrinkt.
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Tabelle 8.1: Faktorstrukturen

Faktor U

Normalteiler N < G

(Untergruppe mit
gN =Ng
fur alle g € G)

Ideal 3 <R,
d.h. Untergruppe
von (R,+) mit
SR=R3ICS

Unterraum U <V
(dh.U+UCU
UK CU)

Faktorstruktur S/U
(Quotientenstruktur)

Faktorgruppe G/N

Elemente: § =gN =Ngmitg e G
(Nebenklassen von N)

Operation: g-h=g-h

Faktorring R/S3

Elemente: F =r+3

Operation:r+h =r+h
r-h=r-h

Faktorraum V /U
Elemente: v =v+U
Operationen:v+w = v+ w und

AV =Av

(ii)) C/N = R s. Tabelle 8.2.
ad 3 : siehe §1.3.

Wie lautet der Homomorphiesatz fiir Gruppen, fiir kommutative Ringe, fiir Vektorrdume?

Sei h : §1—8> ein Homomorphismus, d.h. eine Abbildung mit
—S1,S8, Gruppen und h(gi1g2) = h(g1)-h(g2) (im Gruppenfall)

h(r+s)=h(r)+h(s) und

h(r-s) = h(r)-h(s) (im Ringfall)  bzw.

h(v+w)=h(v)+h(w)

h(Av) = Ah(v)

Dann besagt der Homomorphiesatz: #(S;) 22 S;/ Kern (h), d.h. bis auf Isomorphie sind zu ei-
ner Struktur alle homomorphen Bilder durch die Faktorstrukturen bestimmt. Die Elemente von
S1/ Kern (h) sind gerade die vollen Urbilder der Elemente von A(S) unter A.

Beweisidee: Man definiert i : S1/ Kern (h) — h(S;) durch s+ Kern (k) — h(s) und zeigt, dass i
bijektiv und mit den Operationen vertriglich ist. (|
Anmerkung: Kern(h) ist im Gruppenfall Normalteiler, im Ringfall Ideal, im Vektorraumfall Un-
terraum.

Anwendungsbeispiel: sgn : S, — {—1,+1} mit g — (—1)" fiir g =[] | 7; mit Transpositionen
T; (vgl.§1.6) ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern(sign) = 4, und S,/ 4, = ({—1,1},-) .

—-S1,8> kommutative Ringe,

(im Vektorraumfall)
(vgl. auch §1.3).

—=S1,S5> Vektorrdume,
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01 n Vi (I’l)
° »e 2] ° »e = Ny
é »d »d é »d > N,
02 / Vz(n/)

Abbildung 8.1: Isomorphie zweier Peanostrukturen

8.2 Zum Aufbau des Zahlensystems

Was versteht man unter einer Peano-Struktur N ? Geben Sie die Peano-Axiome an, definieren
Sie Addition, Multiplikation und Ordnungsrelation auf N (ohne Beweis, aber mit Angabe der
Eigenschaften)! Gehen Sie auf Existenz und Eindeutigkeit ein!

Vorbemerkung: Ziel ist die axiomatische Einfithrung der natiirlichen Zahlen.
(a) Definition Peanostruktur (Zihlreihe, Dedekindstruktur):
Sei N nicht-leere Menge, O € N ausgezeichnetes Element ("Null") und v : N — N (Nachfolger-
funktion); dann heift (N,0,v) eine Peano-Struktur, falls gilt
(P1)v(n) #0firallen e N  (P2) v ist injektiv
P3)H[0ETCNAVx: (xeT=V(x)€T)] = T=N

(d.h. die kleinste v-abgeschlossene und 0 enthaltende Teilmenge ist schon ganz N).
Anmerkung: Auf (P3) beruht das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion.
Definition Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation:
(1) k+0:=kund k+v(l) =: v(k+1) (rekursive Definition; s.u.)
(2) k-0:=0und k-v(I) = k- 1+ k (rekursive Definition)
3) k<A:<=3FjeN:k+ =1L
Anmerkung: Durch die Funktionalgleichungen (1) ist genau eine Operation + definiert; durch die
Gleichungen (2) genau eine Multiplikation. Diese Tatsachen sind Spezialfille von folgendem
Rekursionssatz (Dedekind) Sei A eine Menge, ap € A, g : A — A. Dann existiert genau eine
Funktion f :N — A mit f(0) = ao und f(v(I)) = g(f(1)) fiir alle ] € N.

(b) Monomorphie: Man kann zeigen: Je zwei Peanostrukturen sind isomorph (d.h. es existiert ei-
ne mit den Nachfolgerfunktionen vertrigliche Bijektion, die Null auf Null abbildet.) Beweisidee:
s. Abb. 8.1

Aufgrund der Eindeutigkeit nennen wir eine gegebene Menge N mit (P1)—(P3) die Menge der
natiirlichen Zahlen. Die Existenz eines Modells sei angedeutet durch: 0:=0 und v(I) =1U{/},
also 0=0,1={0},2=1U{1}={0,{0}},...

(c) Eigenschaften

(i) (N,+) ist eine kommutative regulidre Halbgruppe mit O als neutralem Element; “reguléir”
bedeutet hierbei die Giiltigkeit der Kiirzungsregel a+c=b+c=—a=0>.

(ii) (N\ {0},-) ist eine kommutative regulire Halbgruppe mit 1 als neutralem Element.

(iii) (N, <) ist eine Wohlordnung, d.h. eine total geordnete Menge, in der jede nicht-leere Teil-
menge ein kleinstes Element besitzt.

Beschreiben Sie kurz die Zahlbereichserweiterungen von N iiber Z, @ und R zu C (ohne
Beweise) !

Siehe Tabelle 8.2, vgl. auch Abbildung 8.2. Anmerkungen zu Tabelle 8.2:
(i) N~ Z: Mit N x N/ ~ wird die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. der Relation ~ be-
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Eigenschaften
der
Ausgangs-
struktur

Grund
fiir die
Erweiterung

neue Menge

Aquivalenzen

Operationen
auf
Klassen

Ergebnis

Verallgemeine-
rungen

Tabelle 8.2: Zahlbereichserweiterungen

N~ Z

(N, +) regulire
Halbgruppe

die additiven
Inversen fehlen

NxN/~

(a,b) ~ (c,d) <=
a+d=b+c

(aa b) + (Cvd) =

(a+c,b+d)

(Z,+)

Differenzengruppe

Einbettung einer
kommutativen
reguldren
Halbgruppe in die
Quotientengruppe

7~ Q

(Z, =+, )
Integrititsbereich
(nullteilerfreier kom-
mutativer Ring mit

1 #£0)

die multiplikativen
Inversen fehlen

Zx(Z\{0}) / ~

(a,b) ~ (c,d) <=
ad = bc

(a,b)-(c,d) =
(ac,bd)

(aa b) + (Cvd) =
(ad + be,bd)

(Q»‘h')

Quotientenkorper

Einbettung

eines Integritétsbe-
reiches in seinen
Quotientenkorper

227

Q~R

(Qv +5 S)
archimedisch geord-
neter Korper

keine Ordnungs-Voll-
standigkeit

keine Cauchyfolgen-
Vollstindigkeit

C/N mit Ring C der
Cauchy- Folgen ratio-
naler Zahlen und A
Ideal der rationalen
Null- Folgen

(xn) ~ (yn) =

(xn *)’n) € -‘7\[

(Xn) + () = (Xn +yn)
(xn) - () = (X yn)

(Rv -+, )

Faktorring modulo
maximalem Ideal
(CF-Abschluss)

Einbettung eines
geordneten Korpers
in  CF-vollstindigen
Korper
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Fortsetzung von Tabelle 8.2

R~ C Q~ Q(V2)
R Korper
(vollstindig  angeordnet B
bzw. archimedisch geord- Q Kérper

net und Cauchyfolgen-
vollstiandig )

Algebraische  Gleichun-  Gleichung X* —2 =0
gen zum Teil nicht 16sbar,

hat keine Losung
zB. X*+1=0

R[X]/(X2+1) ¥ QK] / (x*-2)

P=0 =

mit v2 =X
reprisentantenweise reprisentantenweise
Erweiterungskorper Erweiterungskorper,
hier sogar in dem die Gleichung
(algebraisch) Yy —2=0
abgeschlossen. eine Losung hat

einfache algebraische
Erweiterung eines
Korpers

einfache algebraische
Erweiterung eines
Korpers

Elemente von der Form

8. Algebra/Zahlentheorie

g Q

Quotientenkorper von
Q[X] mit m substituiert
fiir X (unendlich—dimen-
sionale Erweiterung)

einfache transzendente
Korpererweiterung

*) alternativ mit R? und a + ib := (a,b) sowie geeigneter Multiplikation mit i = —1, vgl. §3.6.
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/\
\/

\/2 einfache transzendente oder
algebraische Erweiterungen
\ g Korper der algebraischen
Zahlen (abzéhlbar)
\ Tedt A
CF-vollstiandi C

Inverse bzgl. Multiplikation
bzw. bzgl. Addition

tindig
ordnungsvollstindig vollstindig bzgl.
algebraischer Erweiterung

Abbildung 8.2: Diagramm einiger iiblicher Zahlbereichserweiterungen

zeichnet; jede Klasse (a,b) steht dabei stellvertretend fiir die evtl. negative und damit in N nicht
vorhandene Differenz a — b
Beispiel: (0,2) = (1,3) = (2,4)=... = —(2,0) & —
Zunichst ist N in Z nur durch ein isomorphes Bild vorhanden (statt n die Klasse (n,0)). Man hat
dann zwei Moglichkeiten:
1. das Ersetzungsverfahren: Man ersetzt (n,0) durch n fiir alle n € N.
2. die isomorphe Einbettung (auch "Wegwerfmethode"): Von dem urspriinglichen Modell N

der natiirlichen Zahlen geht man iiber zu dem isomorphen Modell auf der Menge

{(n,0) |n e N}.

SchlieBlich sind noch die Multiplikation und Ordnungsrelation von N auf Z auszudehnen: Defi-
nition der Multiplikation:  (a,b) - (¢,d) := (ac + bd,ad + bc).
(Heuristik: (a—b) - (c —d) = ac+ bd — (ad + bc); zu zeigen ist neben den Rechengesetzen ins-
besondere die Wohldefiniertheit von Addition und Multiplikation) und Definition der Ordnungs-
relation ... Ergebnis ist der geordnete Integritétsbereich (Z,+, -, <).

(ii) Z ~~ Q: Dieser Spezialfall der Einbettung eines Integrititsbereiches in den (bis auf Isomor-
phie) eindeutigen Quotientenkorper fithrt zum (archimedisch geordneten) Korper der rationalen
Zahlen. Das Paar (a,b) entspricht dabei dem Bruch , (als Schreibfigur), die Klasse (a,b) dem
Wert des Bruchs ‘b’ (als Zahl). (Definition von Addition und Multiplikation s. Tabelle 8.2; wieder
darf der Nachweis der Wohldefiniertheit dieser Definitionen neben dem der Rechengesetze nicht
vergessen werden.)

(iii) @ ~ R (1. Moglichkeit): Der Korper (Q,+,-, <) ist nicht ordnungsvollstéindig: Zum Bei-

spiel ist die Menge {x € Q |x < 2} nicht leer, nach oben beschriinkt, besitzt aber kein Supre-
mum. Mittels der Dedekindschen Schnitte (vgl. §3.6) kann (QQ, <) in eine ordnungsvollstindige
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Ordnung (IR, <) eingebettet werden.

(iv) Q ~ R (2. Moglichkeit): Der geordnete Korper (Q,+, -, <) ist nicht CF-vollstéindig (vgl.
Seite 73: Konstruktion einer Cauchyfolge in Q, die in Q nicht konvergiert, mittels des HERON-
Verfahrens). Der Ring der rationalen Cauchyfolgen, faktorisiert (vgl. §8.1) nach dem (maxima-
len) Ideal der rationalen Nullfolgen, fiihrt zu einem (wie man zeigen kann) vollstindig geordne-
ten Korper; bis auf Isomorphie existiert genau ein solcher Korper.

V)R ~ C (s. §3.6).

Anmerkungen Ein alternativer Weg von N zu Q@ fiihrt iiber die Einbettung von (N\ {0}, -) in die
Quotientengruppe (Q*,-) der positiven rationalen Zahlen. Eine andere Moglichkeit, von 7Z zu
R zu gelangen, fiihrt iiber den Bereich D der endlichen Dezimalbriiche. (Zu Dezimalbriichen s.
§3.6.)

8.3 Teilbarkeit in N, Kongruenzen

Wie ist die Teiler-Relation in N definiert, wie der groBte gemeinsame Teiler und das kleinste
gemeinsame Vielfache zweier Zahlen?
1.) Auf N definiert man eine Relation "|"(ist Teiler von) durch
alb<=3JceN:b=a-c (<= bZ C aZ).
Diese Relation ist eine (teilweise) Ordnungsrelation mit gro3tem Element 0 und kleinstem Ele-
ment 1.
2.) Mit T, bezeichnen wir die Menge aller Teiler von a. Die groBte Zahl? in T, N T}, heiBt groBter
gemeinsamer Teiler ggT (a,b) von a und b (a,b nicht beide Null). Mit dem euklidischen Algo-
rithmus (s. §8.4) zeigt man 7, N Ty = Tyer1(4) - Konkret berechnet man 22T (a,b) mittels

Primfaktorzerlegung von a =[] py" und b =[] p" als [T p} mit y(i) = min{o(i), (i)} oder eben-
falls mit dem euklidischen Algorithmus (s.u.).
3.) Die Menge a - N* heifit Vielfachmenge V,, von a. Die kleinste Zahl in V, NV}, heif3it kleinstes
gemeinsames Vielfaches kgV(a,b). Es gilt:

a-b
geT(a,b)

Beispiel: Im Hasse-Diagramm fiir Tgo von Abb. 8.3 ist ggT(10, 12) = 2 hervorgehoben.

VaVp=Vigv(ap)y sowie kgV(a,b)=

Beschreiben Sie kurz die Struktur von (N, |)!

Die geordnete Menge (N, | ) hat die Eigenschaft, dass je 2 Elemente eine obere und untere Gren-
ze besitzen: aAb:=inf(a,b) =ggT(a,b) und aVb:=sup(a,b) =kgV(a,b),ist also ein Verband.
Dieser ist distributiv (a A (bV¢) = (aADb)V (aAc)und aV (bAc) = (aV D) A(aVc)), vollstindig
(jede Teilmenge des Verbandes besitzt ein Supremum und Infimum), aber nicht komplementir
(zu 2 existiert kein y mit ggT(2,y) =1 A kgV(2,y) = 0).

Begriinden Sie die Richtigkeit der Dreier-, Neuner- und Elferprobe!

n . n . .
Seim=a,...ap= Y, a;10" die Dezimaldarstellung von m. Dann gilt m = ) ¢;10'=Yq;- 1' =
i=0 i=0

n n . n .
Y a; (mod9) bzw. (mod3)und ¥, a;10'= Y a;(—1)" (mod 11). Eine natiirliche Zahl m ist daher
i=0 i=0 i=0

2In Z (und in anderen Ringen) wihlt man als ggT diejenigen Teiler, die bzgl. der Relation “ist Teiler von ” die groften
sind; so ist dort auch -ggT(a,b) ein groBter gemeinsamer Teiler.
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12
4
6
) 4
1 3 2
a) b)

1

Abbildung 8.3: Hasse-Diagramme von T52, T52.; und T52 5.5

durch 3 bzw. 9 teilbar, wenn es die Quersumme von m ist; m ist durch 11 teilbar, wenn es die
alternierende Quersumme ist.
Zu weiteren Eigenschaften von N siehe §8.2 und (als Teilmenge von Z) §8.4.

Unter welcher Bedingung ist die Kongruenz a-x =5 (modm) ldsbar? Welche Folgerung
ldsst sich fiir die Einheitengrupe von Z/mZ ziehen?

(i) Die lineare Kongruenz a-x = b (modm) ist genau dann lésbar, wenn d := ggT(a,m) auch
Teiler von b ist. In diesem Fall losen die Elemente von genau d Restklassen mod m die Kongruenz.
Beweisskizze: Ist ax = b(modm), so gilt ax +m-s = b fiir geeignetes s, woraus d|b folgt. Fiir
die Umkehrung garantiert der Vielfachsummen-Satz von Bachet® (auch Lemma von Bézout*
genannt) die Darstellung ax + my = ggT(a,m) mit x,y € Z, die man z.Bsp. mit den sogenannten
erweiterten Euklidischen Algorithmus erhilt. Die Losungen von 4 -x =4 (mod ") bilden
dabei eine eindeutige Restklasse (mod ’g; sie hat die Losungen der Ausgangs-Kongruenz als
Urbilder unter dem Ringhomomorphismus Z/mZ — 7Z,/"; Z mit x — x( mod "} ).

(ii) Fiir jede Einheit @ von Z/mZ existiert genau eine Restklasse x( modm) mita-x =1 (modm).
Die Elemente der Einheitengruppe (Z/mZ)* entsprechen daher den primen Restklassen mod m.
Folgerungen: (i) Die Ordnung (Elementeanzahl) von (Z/mZ)* ist also gleich @(m). Hierbei be-
zeichnet @(m) die Anzahl der zu m teilerfremden natiirlichen Zahlen zwischen 1 und m (Euler-
sche ¢@-Funktion).

(i1) Nach dem Satz von Lagrange (s.§8.8) ist die Ordnung jeden Elements einer endlichen Gruppe
ein Teiler der Gruppenordnung. Daher folgt aus (i) auch der Satz von Euler (s.u.).

Formulieren Sie die Aussage des Chinesischen Restsatzes (ohne Beweis).

r
Chinesischer Restsatz. Seien my,...,m, paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen, m = ] m;
i=1
und ay,...,a, € Z. Dann ist das System linearer Kongruenzen

x=a; (modmy)

x=a, (modm,)
durch die Elemente genau einer Restklasse xmodm losbar.

3nach Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638)
“4nach Etienne Bézout (1730-1783)
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Folgerungen:

,
1) Sind my,...,m, paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen, und ist m = [] m;. Dann ist
i=1

Z/mZ=2L/mZ& ... ZL/m7Z vermdge a — (a modmy,...,a modm,). (Beweis der
Bijektivitit mittels chinesischem Restsatz.)

2) Esgilto(m)=m ] (1-— 117) wegen (Z/mZ)* =
plm, pprim i

ﬂ><\

I(Z / pf" Z)* fiir die Primfaktor-
r k:
zerlegung m = [] p;’ von m.
i=1

Losen Sie das folgende System linearer Kongruenzen: x = 1 (mod 5) und x =2 (mod 7).

Aus 1 = ggT(5,7) = (3-5) 4 (=2-7) =: ez + e; erhilt man fiir x mit x = a; (mod5) und
x=ay (mod7) die Losung x:=aje;+azer =1-(=2-7)+2-(3-5)=16 (mod 35).

Formulieren Sie den Satz von Euler und geben Sie eine kurze Beweisskizze.

Satz von Euler: Es ist a®™) = 1 ( modm) fiir alle m € N* und a € 7 mit ggT(a,m) =1 (mit
der Eulerschen @-Funktion, s.0).

Beweis: Ist ggT(a,m) = 1, so ist f, : (Z/mZ)* — (Z/mZ)* mit b — a-b wegen a € (Z/mZ)*
bijektiv. Somit ist by -+ by(my = fa(b1) -+ fa(bo(m)) = a®m (b -+ bg(m))- Da die multiplikative
Inverse von by - - - by, existiert, folgt a®m =1, 0
Anmerkungen: 1. Ein alternativer Beweis ergibt sich aus der Ordnung @(m) der Einheitengruppe
Z;, mit Hilfe des Satzes von Lagrange (s.§8.8)

2. Der Satz von Euler ist eine Verallgemeinerung des kleinen Satzes von Fermat:

Es gilt a’~' =1 (mod p) fiir jede Primzahl p mit ggT(a, p) = 1. (Zur Folgerung fiir die Elemente
von GF(p) siehe Seite 240 !)

3. Der Satz von Euler bzw. Fermat ist von Bedeutung fiir das RSA-Verschliisselungs-System in
der Kryptographie.)

8.4 [Euklidische Ringe, Hauptidealringe, ZPE-Ringe

Was versteht man unter einem euklidischen Ring? Geben Sie Beispiele an!

1. Definition: Unter einem euklidischen Ring R versteht man einen Integrititsbereich (nullteiler-
freier kommutativer Ring mit 1 # 0, auch Integritétsring genannt) zusammen mit einer Abbildung
g: R~ {0} — N derart, dass fiir alle a,b € R, b # 0 gilt:

(*) Jg,reR: a=gb+r mit r=0 oderg(r) < g(b).

Dabei heift g Grad-Funktion (grad) und (x) die Moglichkeit der “Division mit Rest”.
2. Beispiele
a) R=R[X], g(P(X)) = Grad P(X). Seiena=X*—1und b =X>—X?+X +1; aus
(x* -1) :(X*-X?>4+X+1)=X+1+R
X4t X3 +X* 4X
X -x? -x -1
X3 —X?2 4X 41
-2X -2
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folgt (X*—1)=(X+1)(X>=X>+X+1)+(-2X-2)

~ ~~ -

r

b) R=17, g(x) = |x|
¢©) R = Z[i] = {a+ bi € Cla,p € Z} (Ring der ganzen GauBschen Zahlen)
gla+bi) := N(a+bi) := a* +b* (Norm);  esgilt N(x-y) =N(x)-N(y).
d) R =7Z[v2] und g(a+b\/2) := N(a+b\/2) := |a> — 2b*| (ebenfalls Norm genannt.)
Anmerkung:
Euklidische Ringe sind unter anderem deswegen von Bedeutung, weil es in ihnen eindeutige
Primfaktorenzerlegung gibt und die Idealstruktur bekannt ist (s.u.), aber insbesondere wegen des
Euklidischen Agorithmus, mit dem z.B. groBte gemeinsame Teiler bestimmt werden konnen.

Erldutern Sie die Bestimmung eines gg7 mittels Euklidischem Algorithmus!
Berechnen Sie ggT (X* —1,X3 — X%+ X + 1) in R[X] mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus.
Gibt es im vorliegenden Fall ein schnelleres Verfahren?

1. Seien R euklidischer Ring, a;,a2 € R~ {0} und grad(a;) > grad(az); dann besteht der Eu-
klidische Algorithmus aus der fortgesetzten Division mit Rest der folgenden Form:

ay =gqiaz+as
az = qoraz+ag mit grada; > grada;;+|

Am—1 = Gm—10m + A1
Am = qm Am+1

Da grad g;(i = 1,2,...) eine streng monoton fallende Folge in N bilden, muss diese bei 0 abbre-
chen; im vorliegenden Fall ist a2 = 0. Es gilt nun: a,,+ ist in ggT(a;,a2); denn jeder Teiler

von a1 und a; teilt az,aa,...,a,+1; Betrachtung der Gleichungen von unten nach oben zeigt
umgekehrt: a1 teilt ap,am—1,...,a3,a2,a;.
Anmerkung:

Diese Uberlegung zeigt die Existenz mindestens eines groBten gemeinsamen Teilers, also eines
gemeinsamen Teilers, der von allen anderen gemeinsamen Teilern geteilt wird; dieser ist nur “bis
auf Assoziierte” (d.h. bis auf das Produkt mit Einheiten, also invertierbaren Elementen) eindeutig
bestimmt: c|d A d|c = d=qgic Nc=qd = d(1—qiq2) =0 = q1-q2=1.

Die groBten gemeinsamen Teiler von a,b bilden also eine Menge ggT(a,b). In Z gilt z.Bsp.
ggT(4,6) ={2,(-1)-2}.

2.a) Wie oben gesehen, giltin IR [X] : 1(4\:3: (X+1) (X3 = X>+ X +1)+(-2X —2). Aus

N I ~ 7 N - -
a q1 a as
X3 —X2+ X +1) (-2X-2)=—)X’+X—-3=¢"+...
X3 +X?
22X+ X+l
—2X%- 2X
3X 41
3X 43
-2

ergibt sich X> —X?> +X +1=¢q-(-2X —2) —2und —2X —2 = (X + 1)(=2) also
ggT(ar,az) = 1- (R~ A0}).

b) Alternativ schlieBt man wie folgt auf die Teilerfremdheit von a; und a: in R[X] ist
X*—1=(X?>+1)(X+1)(X —1) eine Zerlegung von a; in irreduzible Faktoren. Andererseits



234 8. Algebra/Zahlentheorie

wird a; = X3 — X2+ X + 1 nicht durch X — 1,X + 1 oder X2 + 1 geteilt, da (in C [X]) 1,—1,i, —i
keine Nullstellen von a; sind. Anmerkung: Bei diesem Schluss wird die Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung verwendet.

Was ist ein Hauptidealring, was ein ZPE-Ring (faktorieller Ring)? Geben Sie Beispiele fiir
Ringe an, die diese Eigenschaft haben, und auch fiir solche, die sie nicht haben!
Welcher Zusammenhang besteht zwischen euklidischen, Hauptideal- und faktoriellen Ringen?

1. Ein Hauptidealring R ist ein Integrititsring, dessen Ideale simtlich Hauptideale sind, also von
der Gestalt S = (m) := mR mit m € R.

Beispiele:

(a) Jeder euklidische Ring ist auch Hauptidealring.

Beweisidee: Division mit Rest durch ein Ideal-Element minimalen nicht-negativen Grades.
Beweisskizze: Sei S Ideal, S # {0} und m € 3 ~\ {0} mit gradm minimal in 3\ {0}. Fiurb € S
gilt b = gm+ r mit grad r < grad m. Dar = b — gm € 3 ist, folgt aus der Minimalitit von grad m
sofort r = 0, also b € (m). O
Anwendungsbeispiel: Existenz des Minimalpolynoms einer quadratischen Matrix A (bzw. eines
VR-Endomorphismus) als erzeugendes Element des Ideals aller A annulierenden Polynome aus
K[X], s. Kap.1.

(b)** Beispiel eines Ringes, der Hauptidealring ist, aber kein euklidischer Ring:
Rio={a+5(1++v/~19)|a,b € Z} (It. KORNER s. z.B. HASSE: Zahlentheorie).

2. Ein Integrititsring R heillt ZPE-Ring ("Zerlegung in Primfaktoren ist eindeutig") oder fak-
torieller Ring, falls eine (und damit alle) der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt: (Zur
Definition von ‘“Primelement” s.u.).

(i) Jede Nicht-Einheit aus R ~. {0} ist Produkt® unzerlegbarer Elemente, die bis auf Einheiten
(Assoziierte) und die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

(ii) Jede Nicht-Einheit aus R ~. {0} ist Produkt von Primelementen.

(iii) Jede Nicht-Einheit aus R ~. {0} ist Produkt von unzerlegbaren Elementen und jedes unzer-
legbare Element ist Primelement.

Beweis ...

Beispiele: (a) Jeder Hauptidealring ist ZPE-Ring.

Beweisskizze: 1. Aus der Annahme der Existenz eines Elements a, das kein Produkt von un-
zerlegbaren Elementen, insbesondere selbst nicht unzerlegbar ist, erhilt man eine nicht-triviale
Zerlegung a; = axby, wobei 0.B.d.A. a; zu aj nicht assoziiert® und kein Produkt unzerlegba-
rer Elemente ist. Durch Induktion konstruiert man so eine unendliche Folge von Elementen
(a;) mit a;4 teilt a; echt. Das von {a; |i € N} erzeugte Ideal 3 wird von einem b erzeugt, das an-
dererseits als endliche Summe b = ga; + ...+ g;a; dargestellt werden kann. Aus a;|a;_; usw.
folgt a;j|b und daraus a|a;; es existieren also s,r € Nmit a1 = sa; = s(taj;1); es sind also
s und ¢ Einheiten, ein Widerspruch zur Konstruktion.

2. Ist p unzerlegbar und gilt plab, p t a, so ist ggT(a,p) = 1. Daraus folgt 1 = g1p+ gra
(Vielfachsummensatz, Lemma von Bachet/Bézout, s. Seite 231) und damit p|(bgip + g2ab),

also p|b. O
Anmerkung: Es gilt die folgende Verallgemeinerung des Vielfachsummensatzes von Bachet: In
einem Hauptidealring gibt es zu den Elementen ay, ..., a, € R stets einen ggT d, und dieser ldsst

sich alsd = ryay + ...+ rya, mit r; € R darstellen.

SHier sind auch "Produkte"mit nur einem Faktor zugelassen.
SRingelemente @ und b heiBen assoziiert, wenn es ein e gibt mit @ = b - ¢ und e eine Einheit des Ringes ist, also eine
Inverse im Ring besitzt.
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(b) Beispiel eines Ringes, der kein ZPE-Ring ist: Rs = {a +b\/—5|a,b € Z} = Z[/-5].
Beweiskizze: Es gilt (1 +iv/5)(1 —iv/5) = 2-3, aber 2,3,1 +iV/5,1 —iv/5 sind unzerlegbar;
letzteres sieht man mittels der Norm N(a+biv/5) = a®>+5b%: Esist N(1+£iy/5) =6,N(2) =4
und N(3) = 9. Wegen der Multiplikativitit von N miisste ein Teiler z € Rs die Norm 2 oder 3
haben; aber 2,3 sind keine Elemente der Menge {a® + 5b°|a,b € 7}. O
Insbesondere ist 2 unzerlegbar, aber wegen 2|(1 +iv/5)(1 —iv/5) und 2 J(1 +iv/5) kein Prim-
element Jedes Element von Rs ist aber Produkt unzerlegbarer Elemente. Beweis . ..

(c) Beispiel eines Ringes, der ZPE-Ring ist, aber kein Hauptidealring: R[X,Y].

Beweisidee: X und Y sind teilerfremd, aber es gibt kein Paar f,g € R[X,Y)] mit | =xf +yg
(vgl. dazu den Satz von Bachet, s.0.).

Zusammenfassung: R euklidischer Ring — R Hauptidealring — R ZPE-Ring.

Die Implikationen in umgekehrter Richtung sind im allgemeinen falsch (s.o.).

Wie hingen die Begriffe “unzerlegbares Element” und “Primelement” in Integrititsringen zu-
sammen? (Ohne Beweise).

1. Definitionen: Ein Element u # 0 eines Integrititsrings heifit a) unzerlegbar (irreduzibel), falls
gilt: u = ab = (a oder b sind Einheiten) b) Primelement, wenn gilt: u ist keine Einheit und
(ulab =>ulaV ulb) Beispiele: In 7 sind die Primelemente von der Form =+ p, p Primzahl.

2. Eigenschaften

(i) Ein unzerlegbares Element erzeugt ein maximales Hauptideal’, ein Primelement ein Prim-
ideal (d.h.ein Ideal mita-b € I = a € 3V b € 3). Genau dann ist 3 Primideal in R, wenn R/J
Integritiitsring ist. Achtung: Es gilt zwar der Satz “Genau dann ist 3 maximales Ideal, wenn
R/S Kirper ist.”; aber daraus kann man fiir ein durch ein unzerlegbare Elemenet erzeugtes Ideal
nur in einem Hauptidealring auf die Korperstruktur des Faktorringes schlielen, da ein unzerleg-
bares Element ein maximales Hauptideal ungleich O erzeugt, und ein solches (nur ?) in einem
Hauptidealring maximales Ideal sein muss.

(i1) Ist u Primelement, so ist es unzerlegbar. (Beweis?) In einem ZPE-Ring gilt auch die Um-
kehrung. Beweis (mit Definition (i) fiir ZPE-Ringe): Gilt u| (a - b) und ist u unzerlegbar, so folgt
aus u-q = a- b, dass das unzerlegbare Element u unter den unzerlegbaren Faktoren von a oder b
vorkommt.

8.5 Endliche Korpererweiterungen

1. Was versteht man unter einer Korpererweiterung, was unter einer Adjunktion einer Teil-
menge? 2. Wie lautet die Gradformel fiir Korpererweiterungen?

1. Definitionen a) Der Korper k heil3t Teilkorper der Korpers K, falls k C K gilt und die Addition
und Multiplikation von k die Einschriankungen der betreffenden Verkniipfungen von K sind. K
heiB3t nun Korpererweiterung von k, wenn k Teilkorper von K ist, in Zeichen K : k. Es kann
dann K auch als Vektorraum iiber k aufgefallt werden (— Nachpriifen der VR-Gesetze!); dessen
Dimension heiBt Grad der Korpererweiterung; Bezeichnung: [K : k]. Ist dieser endlich, so spricht
man von einer endlichen Korpererweiterung.

b) Ist K ein gegebener Erweiterungskorper von k, so bezeichnet k[A] den Durchschnitt aller
Teilringe von K, die k und A enthalten (den kleinsten k und A enthaltenden Teilring von K),
und k(A) den Durchschnitt aller Teilkorper von K, die k und A enthalten (den kleinsten £ und

7maximal bezieht sich hier auf Haupt-Ideale.
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A enthaltenden Teilkérper). Man spricht von Ring- bzw. Korperadjunktion von A. Ist A = {x},
so schreibt man K = k(x) fiir die Kérperadjunktion von {x} und spricht von einer einfachen
Korpererweiterung ; x heilt dann ein primitives Element von K : k.

Beispiele: (1) C = IR(i) ist einfache Korpererweiterung von IR vom Grad 2 .

(i) Q (vV2)={a+bv2]a,bc Q) (Grad?2 iiber Q)

(i) Q (V2) = {a+bV2+c(V2)?|a,b,c € Q} Grad 3 iiber Q).

Anmerkung: Der Durchschnitt aller Teilkorper von K heiit Primkorper P(K) von K. Ist

P
char K = p # 0 (also .1 = 0 und p minimal), so ist p Primzahl und P(K) = Z, =GF(p), an-
1

dernfalls char K = 0 und P(K) = Q. Jeder Korper ist also entweder Erweiterung von @ oder von
7., fiir geeignetes p.

2. Gradformel
Sind K : L und L : k Korpererweiterungen und ist K : k

endlich, so gilt (vgl. Abb. 8.4): K
PO N
K:kl|=|K:L|-|L:k K:L
K2k = [K: L) [L: ] KL
Beweisidee: a) [K : L] und [L : k| sind endlich, da [Lk] | ,
jedes Erzeugendensystem von K iiber k auch eines ]:

von K iiber L ist bzw. jeder Unterraum eines endlich-
dimensionalen Raumes endlich-dimensional ist. b) Fiir .

Abbildung 8.4:
Basen {by,...,b,} des VR’s K iiber L und {ci,...,cm} reung
von L iiber k zeigt man: {b;cjli=1,...,n,j=1,...,m}
ist Basis von K als VR iiber £.

Diagramm zum Gradsatz

Anwendungsbeispiel: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal, s. §8.6.
Welche wichtigen Typen einfacher Korpererweiterungen kennen Sie?

Sei K : k einfach, also K = k(a) mit a € K. Dann unterscheidet man:
1.) aist transzendent iiber k bzw. 2.) a ist algebraisch iiber k.
Dazu betrachtet man den surjektiven Homomorphismus (Substitutions-Abbildung, Einsetzungs-
homomorphismus) 7 : k[X] — k[a| mit P(X) — P(a). Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe
folgt die Aussage k[X]/3, = k[a] mit
3, =Kem 1= {P(X) € k[X]|P(a) = 0}

1. Fall: 3, = 0. Dann ist 7 injektiv, k[a] = k[X] und damit (durch kanonische Fortsetzung) k(a)
isomorph zum Quotientenkorper k(X ) von k[X]. In diesem Fall heift a transzendent und K tran-
szendente Erweiterung von k; ferner ist {a’|i € N} linear unabhiingig iiber k, also [K : k| > X.
Beispiele: T und e sind transzendent iiber Q) .
2. Fall: 3, # 0. In diesem Fall heift a algebraisch iiber k und K algebraische Erweiterung von
k. Es ist 3, Ideal des Hauptidealrings k[X] und damit von einem Polynom m(X) erzeugt, das
0.B.d.A. als normiert gewihlt werden kann. m(X) ist ein Polynom minimalen positiven Grades
in 8,; es ist irreduzibel (aus m(X) = g(X) - h(X) folgt g(a) = 0 oder h(a) = 0 im Widerspruch
zur Minimalitét von m). Das Polynom m(X) heiBt Minimalpolynom von a. Es gilt:

k(a) = kla] = k[X] /m(X)-k[X] und [k(a):k]= Gradm(X).
Beweisskizze: 3, ist maximal, da m(X) als irreduzibles Polynom ein maximales Hauptideal er-
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zeugt und dieses im Hauptidealring k[X] maximales Ideal ist; jeder Faktorring nach einem ma-
ximalen Ideal, hier also k[a] = k[X] /m(X)k[X], ist ein Korper. Es folgt k[a] = k(a). Die Menge
B=1{l,a,a® ...,a" '} ist fir n = Grad m(X) linear unabhingig iiber k; denn nzl Lia' = 0 mit
i=0
lj # 0 fiir ein j lieferte ein annulierendes Polynom kleineren Grads als m(X); auch wird k[a]
durch B erzeugt, da a” sich mittels m(a) = 0 als Linearkombination von B darstellen ldsst. [
Anmerkung: Die Struktur von k(a) ist schon durch die Angabe des Minimalpolynoms festgelegt.
Tatsdchlich gilt: Sind @ und b algebraisch iiber k£ und besitzen dasselbe Minimalpolynom, so
folgt k(a) = k(b). Umgekehrt liefert ein irreduzibles Polynom f(X) iiber k einen Korper K =
k[X]/f(X)k[X], der nach isomorpher Einbettung von k algebraischer Erweiterungskorper von k
ist.
Beispiele: 1.) C =R[X]/(X>+1)R; denn i hat iiber R das Minimalpolynom X2 + 1.
2.) Das Minimalpolynom von +/2 iiber Q ist m;(X) = X3 — 2. Weitere Nullstellen von m; (X)
sind v/2& und v/2&” mit dritter Einheitswurzel &, z.Bsp. &= cos ' +isinJ = —) +i,V/3
(s. Abb. 8.5),. Die Korper Q (v/2), Q (v/2&) und Q (v/2E?) sind zueinander isomorph, als Un-
terkorper von C jedoch verschieden; (s. auch Tabelle 8.2 !)
Weitere Anmerkungen:
a) Unter einer algebraischen Zahl a versteht man eine Zahl a € C, die algebraisch tiber Q
ist (analog fiir transzendente Zahlen). Die Menge A aller algebraischen Zahlen bildet einen
Korper. Dieser ist abzéihlbar (da @ [X] abzdhlbar ist und jedes Polynom vom Grad m héchstens
m Nullstellen besitzt). So folgt auch sofort die Existenz transzendenter reeller Zahlen.
b) Jede endliche Erweiterung eines Korpers ist algebraisch. Umgekehrt ist fiir ein irreduzibles
Polynom m(X) € k(X) die Menge {1,X,X?2,... 7X(Grad m)fl} eine Basis von K = k[X]/(m(X))
und damit K : k eine endliche einfache Erweiterung.

Die Gleichung Y2 —2 = 0 hat in Q keine Losung. Wie lisst sich @ so zu einem minimalen
Korper K erweitern, dass nun eine Losung existiert? (Unterscheiden Sie, ob /2 € R benutzt
werden darf oder nicht. Geben Sie im letzten Fall die Losung konkret an!)

1. Wird v/2 € R als gegeben vorausgesetzt, so ist {\/2, f\/2} Losungsmenge von Y2 —2 = 0.
Dann ist K = Q(v/2) = {a+bv2|a,b € Q}. 2. Andernfalls bildet man @ [X]/(X?—2) und
bettet darin @ mittels g — g mit ¢ = g+ (X> —2)Q [X] ein. Lésungen von ¥? — 2 = 0 sind nun
Y; =X und ¥» = —X, also die Nebenklassen +X + (X —2)Q[X]. (Beweis durch Nachrechnen!)

** Was versteht man unter dem Zerfallungskorper eines Polynoms?

1. Definition: Ein Erweiterungskorper L von k heiit Zerfillungskorper des Polynoms f(X) aus
k[X], wenn f(X) in L in Linearfaktoren zerfillt und L minimal ist mit dieser Eigenschaft.

2. Eigenschaften: L ist Zerfallungskorper von f genau dann, wenn es Elemente o, ...,0, € L
gibt mit f(X)=c(X—0y)...(X — ) und L= K(a,...,0,). Zu einem nicht-konstanten Poly-
nom f € k[X] gibt es mindestens einen Zerfillungskorper, und je zwei solcher Zerféllungskorper
sind isomorph.

Beweisidee zur Existenz: Konstruktion einer Nullstelle o zu einem irreduziblen Faktor g(X)
von f(X) durch Ubergang zu einem geeigneten Oberkorper von k und vollstindige Induktion.
Beispiele: (i) Wegen X —2 = (X —v/2) (X + 1 V2+1V2v-3) (X + 1v2 - 1V2y/-3) ist
Q (V/2,+/—3) Zerfillungsksrper von X3 — 2 iiber Q.

(i1) Ein Zerfiallungskorper von X" — 1 iiber k wird n-ter Kreisteilungskorper genannt; jede
Waurzel von X" — 1 = 0 heiit n-te Einheitswurzel. Im Fall k = C wird der Einheitskreis in n
Stiicke gleicher Bogenlinge geteilt (s. Abb. 8.5).
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Wann heif3it ein Korper algebraisch abgeschlossen? Geben Sie Beispiele von algebraischen
Abschliissen an (ohne Beweis)!

1. Definition: Ein Korper K heilit algebraisch abgeschlossen, wenn er keine echte algebraische
Erweiterung besitzt; dies bedeutet, dass jedes nicht konstante Polynom iiber K zerfillt. Eine
Erweiterung K von k heilit algebraischer Abschluss von k, falls K ein minimaler algebraisch
abgeschlossener Oberkorper von k ist.

(ii) Beispiele: a) C ist algebraischer Abschluss von R (Fundamentalsatz der Algebra).

b) A4 (Korper der algebraischen Zahlen) ist algebraischer Abschluss von Q.

8.6 Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal

Wann heif3t ein Punkt, wann eine reelle Zahl mit Zirkel und Lineal konstruierbar? Nennen Sie
einige erlaubte Konstruktionen!

(a) Bei vorgegebener Einheitsstrecke der reellen euklidischen Ebene (zum Beispiel (0,0)(1,0))
beschriankt man sich (geméss den “Spielregeln’) auf die Konstruktion von e Verbindungsgeraden,
e Kreisen, deren Radius von bereits konstruierten Strecken abgegriffen wird und e Schnitte von
Geraden bzw. Kreisen mit Geraden und Kreisen. Daraus ergibt sich u.a. auch die Moglichkeit
des Errichtens von Senkrechten, des Halbierens von Strecken und des Ziehens von Parallelen
(s. Abbildungen 7.15, 7.17 und 7.35). Jeder so konstruierte Punkt heifit mit Zirkel und Lineal
konstruierbar.
(b) @ € R heiBt konstruierbar, falls der Punkt (a,0) in endlich vielen Schritten konstruierbar
ist. Sei K := {a € R|a konstruierbar}. Mit a,b € K ist (a,b) konstruierbar und umgekehrt. Zu
a,b € K lassen sich konstruieren: —a, a+ b, a-bund ( fira > 0) Z sowie y/a (s. Abb. 8.6).
K ist damit Teilkorper von R; wie jeder solcher enthdlt K den Primkorper @ von R, also
QCKCR.

Geben Sie notwendige Bedingungen fiir die Konstruierbarkeit von a € R an!

Es gilt: a € IR ist genau dann konstruierbar, wenn es einen endlichen Koérperturm der folgenden
Form gibt: Q=LyCLC...CL,CRgibtmita €L, und [Liy;:L;] <2.

Beweisidee: Ist a konstruierbar, so ist der Punkt (a,0) durch endlich viele Schnitte von (Ver-
bindungs-) Geraden und Kreisen konstruierbar. Beim Schnitt zweier Geraden bleibt der Bereich
des durch die bisher konstruierten Zahlen erzeugten Korpers L; gleich, beim Schnitt eines Krei-
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Abbildung 8.6: Zur Konstruktion mit Zirkel und Lineal aus a,b
(1) —a (i) a+b (i) a-b (iv)b/a (v)+/afira>0

ses mit einer Geraden oder zweier Kreise geniigen die Schnittpunkte einer Gleichung zweiten
Grades tiber L;. Umgekehrt sahen wir bereits, dass zu b € L; auch \/ b und damit die Losungen
quadratischer Gleichungen iiber L; konstruierbar sind.

Korollare:

1. Ist @ € R konstruierbar, so existiert ein Teilkérper L von R mit @ € L und [L : Q] = 2%,
(mehrfache Anwendung des Gradsatzes). 2. Ista transzendent oder algebraisch von einem Grad,
der keine 2-er Potenz ist, so ist a nicht konstruierbar.

Behandeln Sie als Anwendung das Delische Problem der Wiirfel-Verdopplung, die Quadratur
des Kreises und die Winkeldreiteilung!

1. Delisches Problem: Die Verdopplung des Inhalts des Einheitswiirfels erfordert die Kon-
struktion von a € R mit a® = 2. Als Wurzel des irreduziblen Polynoms X* —2 € Q[X] hat a ein
Minimalpolynom vom Grad 3 und ist daher nicht (mit Zirkel und Lineal!) konstruierbar.

2. Quadratur des Kreises: Gesucht ist eine Losung x der Gleichung 7 - 12 = x? (d.h. die MaB-
zahl der Seitenldnge eines Quadrats mit dem Inhalt T des Einheitskreises ). Als transzendente
Zahl ist x = /T nicht konstruierbar.

3. Winkeldreiteilung (Trisektion): Es gibt Winkel, die in 3 gleichgrole Winkel teilbar sind,
z.B. die von 180° und die von 135° (60° durch gleichseitige, 45° durch rechtwinklige gleich-
schenklige Dreiecke). Behauptung Ein Dreieck mit Winkel o = 20° ist nicht konstruierbar und
damit ein Winkel von 60° nicht dreiteilbar.

Beweisskizze: Durch Betrachtung des Realteils von cos 30.4isin 3o = 3% = (cosai+isin o) er-
hilt man mit sin® .+ cos? o = 1 die Formel cos 30, = 4 cos® o, — 3 cos o und daraus fiir a = cos 20°
die Gleichung ) = 44> — 3a. Das Polynom /(X ) = 8X* —6X — 1 ist (wie h(*]') = X3 +3X* -3
nach dem Eisenstein’schen Kriterium, s. Literatur) irreduzibel. Daher sind a und folglich o (siehe
die Definition von cos im Einheitskreis) nicht konstruierbar.

Anmerkung: Eine Verallgemeinerung befasst sich mit der Konstruktion “des” regelméfBigen
n-Ecks (und damit von 2;‘ bzw. einer n-ten primitiven Einheitswurzel &). Es gilt der folgende
Satz (GAUSS): Genau dann ist das regelméBige n-Eck mit Zirkel und Lineal kontruierbar, wenn
n="2"pj...p, ist mit verschiedenen (Fermatschen) Primzahlen p; = 2% + 1 mit s; = 2k,
Beweisidee™: Tst & konstruierbar, so ist [Q (&) : Q] = Grad ®, = @(n) eine 2-er Potenz (mit
n-tem Kreisteilungspolynom ®,). Die Umkehrung folgt aus der Galoistheorie: Ist der Erwei-
terungsgrad eine 2-Potenz, so ist die Galoisgruppe G eine 2-Gruppe; es gibt dann eine Kette
1<, U; <y ...<2 G von Untergruppen U; von G diese entspricht einem konstruierbaren

3io
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Korperturm.
Beispiele: Die n-Ecke mit n € {3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,...} sind konstruierbar, die mit
n€{7,9,11,13,14,...} sind nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

8.7 **Endliche Korper

Welche Ordnung (Elementeanzahl) konnen endliche Korper (Galoisfelder) haben?

Ist K endlicher Kérper, so gilt |K| = p™ fiir geeignete Primzahl p und m € N*.

Beweisidee: Man betrachtet K als VR iiber seinem Primkorper. Beweisskizze: Die Charakteristik
von K (Char K, die additive Ordnung von 1 und damit jeden Elements # 0) ist eine Primzahl
p. Der Primkorper (kleinster Teilkorper) von K ist daher isomorph zu Z; iiber ihm ist K ein
Vektorraum notwendigerweise endlicher Dimension m; daher ist |K| = p™.

Ist umgekehrt ¢ = p™ Primzahlpotenz, so betrachtet man den Zerfillungskérper L von
X7 —X iiber Z, und die Menge K aller Nullstellen dieses Polynoms; K ist Unterkdrper von
L; damit gilt K = L. Da in Z, die Ableitung von X7 — X gleich —1 ist, hat X¢ — X nur einfache
Nullstellen. Folglich ist |K| = ¢, und es existiert ein Korper der Ordnung g.(Jeder solche Korper
wird mit GF(q), Galoisfeld ¢, bezeichnet.)

Beispiel der Konstruktion von GF(4), eines Korpers mit 4 Elementen, durch algebraische Kor-
pererweiterung: X2 + X 4 1 ist irreduzibles Polynom iiber Z,; mit einer Wurzel o = X von
Zy/(X*+X + 1) erhilt man den Korper {0, 1,0, 0>} mit &> = o+ 1.

Anmerkung: Bs gilt X* —X = X(X — 1)(X*+X +1).

Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie zu jeder Primzahlpotenz ¢ = p™ genau einen Korper
dieser Ordnung gibt.

Die Existenz eines Korpers K mit |K| = p™ wurde oben gezeigt. Nach dem Satz von Lagrange
(s. §8.8) folgt aus |K ~. {0}| = ¢ — 1 sofort a?~! = 1 fiir alle @ € K ~. {0}. Aus Anzahlgriinden ist
also K Zerfillungskorper von X¢ — X iiber dem Primkorper.

Sind nun K| und K, Korper der Ordnung ¢, so sind die Primkorper P; von K; (i = 1,2) isomorph
zu Z,. Als Zerfillungskorper von X9 — X iiber P; sind dann auch die Koérper K; isomorph. U
Anmerkung:

Im Spezialfall GF(p) folgt a?~! = 1 fiir alle @ € GF(p) (kleiner Satz von Fermat) , einem
Spezialfall des Satzes von von Euler; (vgl. auch Seite 232!).

Beschreiben Sie die additive und die multiplikative Struktur von K = GF(p™)!

(a) (K,+) ist elementarabelsche Gruppe,d.h. abelsche Gruppe, deren Elemente ungleich 0 alle
Ordnung p haben; also (K,+) = Z, X ... X Zp,.

Beweisskizze: p-a= (1+...+ 1)a=0a =0 fiir p = Char(K). O
(b) K* = (K~ {0},-) ist eine zyklische Gruppe®. Beweisidee: K* als direktes Produkt zyklischer
Sylowuntergruppen. Beweisskizze: Als abelsche Grupe ist K* direktes Produkt von Sylow-
gruppen; es reicht zu zeigen, dass diese zyklisch sind. (Man betrachte dann das Produkt der
Erzeugenden teilerfremder Ordnung!) Sei also U r-Sylowgruppe von K*; sei a € U ein Element
maximaler Ordnung = r* in U. Dann gilt &' = 1 fiir alle u € U; alle Elemente von U sind damit

8Es gilt sogar: Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines (nicht-notwendig endlichen) Korpers ist
zyklisch.
Spezialisierung: Die Gruppe der n—ten Einheitswurzeln in (C,+,-) ist zyklisch.
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Nullstellen von X’ — 1; dieses hat aber hochstens ¢ Nullstellen, unter diesen a°,a’,...,a’""'. Es

folgt U = (a). O
Anmerkungen: 1.) K* ist die Gruppe der (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln iiber K. (Daraus ergibt
sich ein weiterer Beweis dafiir, dass K* zyklisch ist.)

2.) Die Existenz eines erzeugenden Elements zeigt, dass GF (p™) einfache algebraische Erwei-
terung von GF(p) ist.

3.) Es gilt der Satz von Wedderburn: Jeder endliche Schiefkorper ist ein Galoisfeld, hat also
eine kommutative multiplikative Gruppe.

8.8 Anfinge der Gruppentheorie

Wie lautet der Satz von Lagrange?

Satz von Lagrange: Ist U Untergruppe der endlichen Gruppe G, so gilt |G| =1|U|-|G:U]|.

Insbesondere sind |U| und |G : U| (die Anzahl der verschiedenen Rechts- bzw. Links- Neben-

klassen) Teiler von |G|.

Beweisidee: {Ux|x € G} liefert eine Partition von G in Rechtsnebenklassen. Bedeutung: Bei

gegebenem G sind nur gewisse Zahlen als Ordnungen von Untergruppen bzw. als Faktorgruppen

moglich.

Anmerkung: Ist g € G, so gibt es ein minimales m € N mit < g >={1,g,¢%,¢>,...,¢" ' };es ist

also m die kleinste positive Zahl mit g” = 1; diese heiBt Ordnung von g, in Zeichen o(g) = m.

Nach dem Satz von Lagrange ist |[U| = | < g > | und damit m = o(g) ein Teiler von |G| =: o(G).
Was versteht man unter einer p—Sylowgruppe einer Gruppe, und was besagen die Sétze von
Sylow (ohne Beweis)?

1. Definition: Eine p-Sylowgruppe S einer Gruppe G ist eine maximale p-Untergruppe von G
(fiir p prim).

2. Sylowsiitze:

Ist G endliche Gruppe und p' die hichste p-Potenz, die |G| teilt, und t > 1. Dann gilt

(a) Die p-Sylowgruppen von G sind genau die Untergruppen der Ordnung p' von G. Jede p—
Untergruppe von G ist in einer p—Sylowgruppe von G enthalten.

(b) Die p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert, d.h. fiir Sylowgruppen S| und S, existiert
ein g € G mit Slg =g 1818 = S,. Insbesondere ist die Anzahl der p-Sylowgruppen von G gleich
dem Index des Normalisators |G : Ng(S)|.

(c) Die Anzahl der p-Sylowgruppen von G ist kongruent 1 modulo p.

Beschreiben Sie alle zyklischen und alle endlichen abelschen Gruppen!

1. Zyklische Gruppen: Eine zyklische Gruppe C = (c) wird definitionsgemiB von einem Ele-
ment c erzeugt. (Z,+) ist Beispiel einer solchen Gruppe (erzeugt von 1). Jede Untergruppe einer
zyklischen Gruppe ist wieder zyklisch, so die zu Z isomorphen Untergruppen (nZ,+) von Z.
Weitere zyklische Gruppen sind Z,, = (Z/nZ,+),n = 1,2,..., die neben (Z,+) bis auf Isomor-
phie die einzigene zyklischen Gruppen sind; das zeigt der Homomorphiesatz zusammen mit dem
surjektiven Homomorphismus ¢ : Z — C mit i — ¢, von (Z, +) auf die zyklische Gruppe (C,-);
es gilt ndmlich C = Z/Kerng mit Kern ¢ = nZ fiir das kleinste n € N\ {0} mit ¢" = 1 bzw.,
wenn kein solches n existiert, mit n = 0.

2. Abelsche Gruppen (kommutative Gruppen): Ist A endliche abelsche Gruppe, so ist A
direktes Produkt® ihrer p-Sylowgruppen. Jede endliche abelsche p-Gruppe ist direktes Produkt

°Das direkte Produkt Gy x ... x G, von Gruppen G; ist definiert als die Gruppe auf der Menge Gy X ... X G,, mit
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von zyklischen Gruppen, die bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.
Anmerkung: Fir beliebige endlich erzeugte abelsche Gruppen gilt die folgende Verallgemeine-
rung:

Fundamentalsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen:

Eine abelsche Gruppe G ist genau dann endlich erzeugt, wenn es Primzahlpotenzen qy,...,qn
(m>0) und eine Zahlr € N gibt mit G = Zy, X ... X L, % (Z x ... X I). Die Zahlen qi, . .. ,qm,r
~ ~ -
r mal

sind eindeutig bestimmt. Bewelis. ..
Beispiel: Bis auf Isomorphie gibt es folgende 4 abelsche Gruppen der Ordnung 100 = 2% - 5%:
ZzXZzXZ5XZ5, ZzXZzXZzs,, Z4XZ5XZ5 und Z4XZ25.

Definieren Sie den Begriff “Auflosbarkeit einer endlichen Gruppe” G mittels Kompositionsreihe
bzw. mittels Kommutatorreihe. Geben Sie ein Beispiel an!

(i) Unter einer Kompositionsreihe von G versteht man eine endliche Reihe
1 :ZGkéGk,1 :<.: ...GiéGlpl... é Gyo:=G

von Untergruppen von G derart, dass G; ein maximaler Normaleteiler von G;_; ist (i = 1,...,k);
die einfachen Gruppen G;_/G; heifien Faktoren.

Anmerkung: Nach dem Satz von Jordan-Hoélder sind & und die Faktoren (bis auf deren Reihen-
folge) eindeutig durch G bestimmt.

(i1) G heif3it auflosbar, falls die Faktoren einer Kompositionsreihe von G zyklische Gruppen
(dann von Primzahlordnung) sind.

(ili) G ist auch genau dann auflosbar, wenn die Kommutatorreihe bei {1} endet:

G>G>G">..>G"={1}.

Hierbei sind definiert: G’ = G() =< x~'y~xy|x,y € G > (Kommutator-Untergruppe von G)
und G™ := (G

(iv) Beispiel: Fiir die symmetrische Gruppe 54, die alternierende Gruppe A4 = S und die Klein-
sche Vierergruppe Ky = 4 = Z» x Z, (Symmetriegruppe eines Rechtecks, das kein Quadrat ist)
haben wir die Kommutatorreihe Sy % Ay % Ky % 1, die durch %4 > Z> > 1 zu einer Kompositi-

onsreihe erweitert werden kann.

Anmerkung: 1.) In der Galoistheorie (s. §8.9) erklart die Auflosbarkeit von S die Existenz einer
Losungsformel fiir Gleichungen 4. Grades.

2.) S, ist fir n > 5 nicht auflosbar, das allgemeine Polynom n-ten Grades daher nicht durch
Radikale 16sbar (s. §. 8.9).

8.9 Anfinge der Galoistheorie

Wann heil3t eine Korpererweiterung normal, wann separabel?

(a) SeiL:K eine Erweiterung des Korpers K zum Korper L. Dann heilt L : K normal, wenn es
zu jedem x € L ein iiber L zerfallendes Polynom f € K[X], f # 0, gibt mit f(x) = 0.

der Operation (g1,82,--.,8n)(h1,h2,....hy

[1Gi=Gund G;N[]G;= 1(j=1,...,n)
i#]

Auch G heifit direktes Produkt der G;.

n) = (g1h1,82h2,...,gnhy). Sind die G; Normalteiler einer Gruppe G mit
, so liefert Gy X ... X G, — G mit (g1,...,8x) — [1gi einen Isomorphismus.
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Beispiele: (i) Jeder endliche Korper L ist normal iiber jedem Unterkorper: L = GF (g) ist Nullstel-
lenmenge des tiber L zerfallenden Polynoms f mit f(X) =X?—X. (ii) Eine endliche Korperer-
weiterung L : K ist genau dann normal, wenn es ein iiber L zerfallendes Polynom f € K[X]\ {0}
gibt, dessen Nullstellen L iiber K erzeugen.

(b) Ein Polynom f € K[X] heit separabel, wenn jeder irreduzible Faktor von f nur einfache
Wurzeln hat. (Dies ist genau dann der Fall, wenn ggT(f, /') = 1 ist.)

Anmerkung: Jedes Polynom iiber einem Korper der Charakteristik O ist separabel.

(¢c) L : K heiflit separabel, falls jedes Element a € L Wurzel eines separablen Polynoms aus
K[X] ist. Beispiele: Jede algebraische Erweiterung eines Korpers der Charakteristik 0 und jede
algebraische Erweiterung eines endlichen Korpers ist separabel.

Wann heif3t eine endliche Korpererweiterung galoissch? Was versteht man unter einer Galois-
gruppe?

Sei L : K eine endliche Korpererweiterung des Grades n = [L : K] = dimgL, ferner
G(L:K)={c € AutL|c(k) =k fiiralle k € K}

sowie Fixg(L) := {x € L|o(x) = x furalle ¢ € H} fiir eine Untergruppe H von G(L : K).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent. (Satz von Artin):

(1) L: K ist normal und separabel.

(2) L ist minimaler Zerféllungskorper eines separablen Polynoms aus K[X].

3) |G(L:K)| =Grad(L: K).

(4 Fixgx)(L) =K.

(5) L:K ist Zerfallungskorper eines iiber K separablen Polynoms.

Beweis. ..

Erfiillt L : K diese dquivalenten Bedingungen, so heift L : K Galoiserweiterung und G(L : K)
die Galoisgruppe von L : K.

Formulieren Sie den Hauptsatz der Galoistheorie fiir endliche Korpererweiterungen!

Satz: Ist L: K eine galoissche endliche Korpererweiterung, dann sind die Abbildungen
®:F — G(L:F)und ¥ : H— Fixy(L) (Galoiskorrespondenzen) zueinander inverse bijekti-
ve Abbildungen von der Menge der Zwischenkorper von L : K auf die Menge der Untergruppen
von G(L : K) bzw. umgekehrt.

Beweislinie: Ist F Zwischenkorper von L O K; dann ist die Erweiterung L : F ebenfalls galoisch
und Fixg..r) (L) = F. Umgekehrt zeigt man, dass G(L : Fixy (L)) = H gilt.

Welche Eigenschaften haben diejenigen Untergruppen der Galoisgruppe, die bei der Galoiskor-
respondenz den normalen Zwischenkdrpern entsprechen?

Bei der Galoiskorrespondenz entsprechen den iiber K normalen Zwischenkorpern F genau die
Normalteiler von G(L : K) und es gilt: G(F : K) 2 G(L:K)/G(L:F).

Beweisidee: Fiir 6 € G(L : K) und beliebigen Zwischenkdprer F von L : K und beliebige Unter-
gruppe H von G gilt: G(L:6(F)) =o6G(L: F)o~' und o(Fixy(L)) = Fixgye-1(L).

Was versteht man unter der Galoisgruppe eines Polynoms f (bzw. der Gleichung f(x) = 0) ?
Behandeln Sie als Beispiel das Polynom f (x) = x> — 2 iiber Q !

(i) Ist f € K[X] nicht-konstantes Polynom und L der Zerféllungskorper von f iiber K. Dann heift
die Galoisgruppe G(f,k) := G(L : K) die Galoisgruppe von f bzw. f(x) = 0.
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Anmerkung: Die Galoisgruppe eines Polynoms mit r verschiedenen Wurzeln ist isomorph zu ei-
ner Untergruppe der symmetrischen Gruppe .S,

(i) fi hat die Nullstellen v/2,v/2& und v/2E? fiir & = ¢*™/3. Daher ist L = Q(+/2,&) der Zer-
fillungskorper von fi. Er ist galoisch; daher und weil (x* —1)/(x— 1) = x? + x+ 1 das Mini-
malpolynom von & iiber Q ist, gilt |G(L: Q)| =[L: Q] = [L: Q(v/2)]-[Q(v/2: Q] =2-3=6,
also G(L,Q) = S3. Die Elemente der Galoisgruppe werden erzeugt von @, mit @¢(§) = £ und
Qe (V2) = V28X (k=0,1,2,0=1,2).

Wann heiBt eine Korpererweiterung L : K eine Radikalerweiterung, wann ein Polynom f € K[X]

iiber K durch Radikale 16sbar?
(i) L: K hei3t Radikalerweiterung, wenn es Korper K, ..., K, gibt mit

K=K CKC...CKpp1=L

derart, dass K1 = K;(a;) mit a?i € K; gilt, also K11 durch Adjunktion einer n;-ten Wurzel eines
Elementes aus K; entsteht.
(i) f € K[X] heiBt iiber K durch Radikale losbar, wenn es eine Radikalerweiterung L : K
gibt, die den Zerfillungskorper von f enthilt (d.h., dass man die Nullstellen durch rationale
Operationen und durch Wurzelziehen berechnen kann.

Geben Sie eine dquivalente Bedingung an die Galoisgruppe G(f, K) dafiir an, dass ein Polynom
f € K[X] (fir charK = 0) durch Radikale 16sbar ist. Was folgt daraus fiir die Losbarkeit des
allgemeinen Polynoms vom Grad n durch Radikale?

(1) Satz: Genau dann ist f € K[X] durch Radikale lisbar, wenn die Galois-Gruppe G(f,K)
auflosbar (s. §8.8) ist.

Beweisgang: Sei F Zerfillungskorper von f iiber K. Ist f durch Radikale 16sbar, so ist F' in einer
galoischen Radikalerweiterung L : K enthalten. Die Galoisgruppe einer solchen Erweiterung ist
auflosbar. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist G(f,K) = G(F : K) 2 G(L,K)/G(L: F) und
damit ebenfalls auflosbar. Umgekehrt ist F' als Zerfallungskorper mit auflosbarer Galoisgruppe
G(M,K) in einer Radikalerweiterung enthalten, also f durch Radikale 16sbar.

(i) Satz von Abel-Ruffini: Das allgemeine Polynom vom Grad n ist fiir n > 5 nicht durch
Radikale losbar, fiir n € {2,3,4} ist es losbar.

Beweisidee: Die Galoisgruppe G(p,K(ai,...,a,)) des allgemeinen Polynoms

pX)=X"+a1 X" ' +.. +a,1X +a,
ist die symmetrische Gruppe S,,. Diese ist fiir n > 5 nicht auflosbar; aber S, 53,54 sind auflosbar.
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8.10 Klausur-Aufgaben zur Algebra/Zahlentheorie

Aufgaben zu 8.1 (Algebraische Strukturen)
Aufgabe AZ 1 (Ring, Schiefkorper)

Zeigen Sie: Ein endlicher Ring R mit 1 ist Schiefkorper genau dann, wenn R nullteilerfrei ist.
Losungshinweis: Betrachten Sie zu r € R die Abbildungen
fri—R mit x—x-r und g,:—R mity+——r-y.
Sind sie bijektiv? Welche Urbilder gehoren zu 1?
Losung siehe Seite: 361.
Aufgabe AZ 2 (abelsche Gruppe)
Zeigen Sie: Eine Gruppe (G, -) ist abelsch, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
@VxeG:x-x=1
(b) Vx,y €G: (x-y)? =x*-y?
@ Vx,yeG:y l.xly.x=1.
Losung siehe Seite: 361.

Aufgaben zu 8.3 (Teilbarkeit, Kongruenzen)

Aufgabe AZ 3 (lineare Kongruenz, Chinesischer Restsatz, Euklidischer Algorithmus)

Losen Sie die folgeden linearen Kongruenzen! x=3 (mod17) A x=2 (mod 19).
Losungshinweis: Chinesischer Restsatz und Euklidischer Algorithmus.
Losung siehe Seite 361.

Aufgabe AZ 4 (Kongruenz, kleiner Satz von Fermat)

Seien n = p - g Produkt zweier Primzahlen p und ¢, ferner e,d € N mit

e-d=1(mod(p—1)(g—1)).

Beim RSA-Verfahren der Kryptographie wird die “Nachricht” m € N mit 1 <m < n zu
¢ = m°(modn) verschliisselt. Zeigen Sie, dass man mit dem geheimen Schliissel d die codier-
te Nachricht mittels

¢ = m(modn)

entschliisseln kann. (Literaturhinweis: R.-H.Schulz: Codierungstheorie. Eine Einfiihrung. Vieweg V., 20032, p. 207).
Hinweis: Ohne Beweis diirfen Sie den kleinen Satz von Fermat oder den Satz von Euler verwen-
den.

Losung siehe Seite: 361.

Aufgaben zu 8.4 (Euklidische Ringe,...)

Aufgabe AZ 5 (ggT von Polynomen iiber ©)
Im Polynomring C|x] seien folgende Polynome Py, P, gegeben (mit i := —1):

2
Pi(x) =x*—ix—x+i und PZ(x):x2+(-+1)x_i'
i
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(a) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von P; und P!
(b) Wieviele gemeinsame Nullstellen haben P; und P,?
Losung siehe Seite: 361.

Aufgabe AZ 6 (Teilerfremdheit in Polynomringen)
Seien g(x) = x* — 1 und h(x) = x> 4 x + 3 Elemente des Polynomrings K [x] iiber dem Korper K.

(a) Zeigen Sie, dass im Falle K = R die Polynome g(x) und A(x) teilerfremd sind.
(b) Bestimmen Sie im Falle K = GF(5) einen groBten gemeinsamen Teiler von g(x) und A(x).

Losung siehe Seite: 362.

Aufgabe AZ 7 (Zerlegbarkeit in einem Ring, Norm)
Sei D := {a+bi\/5 € Cla,b € Z} und N(a+ biv/5) := a*> + 5b*; dann ist bekanntlich (D,+,)
ein Ring, und es gilt N(x-y) = N(x)-N(y) fiir alle x,y € D. Zeigen Sie:

(@) N(a+biV/5)=1=a+biy5c{l,—1}fira,bc Z.

(b) Es existiert kein a € D mit N(x) = 2 oder N(x) = 3.

(¢) Esgilt (14iV/5)(1—iv/5)=2-3.

(d) Die Element 1+ i\/ 51— i\/ 5, 2, 3 sind in D unzerlegbar, (d.h. besitzen auller Einheiten
und assoziierten Elementen keine Teiler). Anmerkung: D ist also kein ZPE-Ring.

Losung siehe Seite: 362.
Aufgabe AZ 8 (Hauptidealring)

Beweisen Sie: Im Ring Z der ganzen Zahlen ist jedes Ideal I ein Hauptideal.
Losungshinweis: Betrachten Sie in I ein Element minimalen Betrags ungleich 0.
Losung siehe Seite: 363.

Aufgabe AZ 9 (Primideal)

(a) Beweisen Sie, dass in einem Hauptidealring R jedes Primideal I # O von R ein maximales
Ideal von R ist.

(b) Ist ein maximales Ideal auch Primideal? (Ohne Beweis!)

Losung siehe Seite: 363.

Aufgaben zu 8.5 (Endliche Korpererweiterungen)
Aufgabe AZ 10 (irrationale Zahlen)

Bekanntlich sind die Zahlen e und 7 irrational. Zeigen Sie, dal wenigstens eine der beiden Zahlen
T+ e und T — e irrational ist. Sie brauchen nicht zu ermitteln welche.
Losung siehe Seite: 363.

Aufgabe AZ 11 (transzendente Elemente)

Sei k C K eine Korpererweiterung und a € K transzendent tiber k.

Zeigen Sie: (i) a ist transzendent iiber k. (i) k(a?) ; k(a). (iii) Die Korpererweiterung
k(a) D k besitzt unendlich viele Zwischenkorper.

Losungshinweis zu (ii): Ohne Beweis diirfen Sie hier verwenden, dass aus a € k(a®) die Existenz
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von Polynomen f,g € k[x] mit a = gg;‘g
h(X) =Xg(X?) — f(X?).

Losung siehe Seite: 363.

folgt. Betrachten Sie das Polynom /& mit

Aufgabe AZ 12 (Adjunktion bei Ring/Kérper)

Sei d € N nicht Quadrat einer Zahl z € Z. Durch Adjunktion von Vd zu Z bzw. von v/—d zu Q
erhiilt man den Oberring Z[v/d] von Z und den Oberkorper Q(v/d) von Q. Zeigen Sie:

(a) Jedes Element ¢ € Z[v/d] ldsst sich darstellen in der Form ¢ = a + bv/d mit a,b € Z.

(b) Jedes Element ¢ € Q[v/—d] lisst sich darstellen in der Form ¢ = a + by/—d mit a,b € Q.
Losung siehe Seite: 363.

Aufgaben zu 8.8 (Endliche Korper)

Aufgabe AZ 13 (Korpererweiterung, Polynom, irreduzibel, Faktorring, endlicher Korper)
Seien K = Z, der Kérper mit 2 Elementen und P € K[x] mit P(x) := x*> +x+ 1. Zeigen Sie:

(i) P(X) hat keine Nullstelle in K.

(i) P(X) is irreduzibel.

(iii) P(X)-K[X] is maximales Ideal in K[X].

(iv) F:=K[X]/(P(X)-K[X]) ist ein Korper mit 4 Elementen.

Anmerkung: Allgemeine Sitze der Algebra diirfen Sie ohne Beweis verwenden!

Losung siehe Seite: 364.

Aufgabe AZ 14 (Korpererweiterung, Polynom, irreduzibel, Faktorring, endlicher Korper)
Sei K = GF(3) der Korper mit 3 Elementen und R(X) = X? + 1 Polynom aus dem Polynomring
K[X] iiber K. Zeigen Sie:

(i) R(X) hat keine Nullstelle in K.

(i) X%+ 1 ist irreduzibel.

(i) (X?+ 1)K[X] ist maximales Ideal in K[X].

(iv) K[X]/(X*+ 1)K[X] ist ein Korper mit 9 Elementen.

(v) Wire die entsprechende Konstruktion auch mit P(X) := X2+ X -+ 1 (vgl. die vorige Aufgabe)
moglich gewesen?

Losungshinweis: Sie diirfen hier allgemeine Sitze der Algebra ohne Beweise verwenden.
Losung siehe Seite: 364.

Aufgaben zu 8.8 (Gruppentheorie)

Aufgabe AZ 15 (Permutationen)
(a) In der Gruppe S5 der Permutationen der Elemente der Menge {1,2,3,4,5} berechne man

1 2 3 4 5\
231 5 4] -

1111
. . 1 23 45 6 7
(b) Berechnen Sie die Permutation (7 5 1 2 4 3 6> €95.

Losung siehe Seite: 365.
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Aufgabe AZ 16 (Normalteiler)

Zeigen Sie: Jede Untergruppe U einer Gruppe G mit [G : U] = 2 ist Normalteiler in G.
Losung siehe Seite: 361.

Aufgabe AZ 17 (Homomorphiesatz, zyklische Gruppe)

Zeigen Sie, dass eine Gruppe G genau dann zyklisch ist, wenn es einen Gruppenhomomorphis-
mus von (Z, +) auf G gibt. (Vgl. auch Karpfinger/Meyberg [KM] !)

Losung siehe Seite: 365.

Aufgabe AZ 18 (Z, Untergruppe)

Zeigen Sie: Jede additive Untergruppe U von Z ist von der Form U = nZ.
(Vgl. auch Aufgabe AZ 8 !)

Losung siehe Seite: 365.

Aufgabe AZ 19 (endliche abelsche Gruppen)

Sei A eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n, ferner ¢ € N ein Teiler von n. Zeigen Sie:
Es gibt mindestens eine Untergruppe U von A mit |U| =1.

Hinweis: Sie dirfen den Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen oder die Sitze von Sylow
hier ohne Beweis verwenden!

Losung siehe Seite: 365.

Aufgabe AZ 20 (Sylowsiitze, alternierende Gruppe),

Bestimmen Sie alle Sylowgruppen von Ay, der alternierenden Gruppe auf 4 Elementen!
Losung siehe Seite: 366.

Aufgabe AZ 21 (Sylowsitze, Normalteiler)

Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen der Ordnung 15.
Losung siehe Seite: 366.

Aufgabe AZ 22 (Auflosbarkeit einer Gruppe, Sylowsitze)

Zeigen Sie (ohne Verwendung des Satzes von Burnside), dass eine Gruppe G der Ordnung p - g
(mit Primzahlen p und g) auflosbar ist. (Dabei diirfen Sie Sitze iiber Sylowgruppen und iiber
Aufosbarkeit von p-Gruppen unbewiesen benutzen).

Losung siehe Seite: 366.

Aufgaben zu 8.9 (Galoistheorie)

Aufgabe AZ23 (Galoisgruppe)

Bestimmen Sie die Galoisgruppe G(L:K) fir L =GF(p") und den Primkérper K =GF(p)
von L.

Losung siehe Seite: 366.

Literaturhinweise zu Kap.8:

Artin[Ar], Bewersdorff [Be], Bosch [BK], Fischer [Fi3], Karpfinger/Meyberg [KM], Kramer
[Kra], Kurzweil/Stellmacher [KuS], Liineburg [Lu], Oberschelp[Ob], Scheja/Storch [SSt], Stein
[Ste], Stroth [St].



Kapitel 9

Losungen der Aufgaben

9.1 Losungen zu Kap. 1 und 2: Lineare Algebra

Losungsskizze zu Aufgabe L1:

Die zweite Beziehung ist korrekt: Wenn u € U und v € V beide in W sind, dannistauchu4+ve W
und natiirlichu+veU+V,alsou+ve (U+V)NW.

Die erste Beziehung ist falsch: dazu braucht man nur drei paarweise verschiedene eindimensio-
nale Unterrdume in R? zu wihlen. Dann ist U + V = R2, also (U+V)NW =W, dagegen sind
U NW und V NW beide nulldimensional, also besteht auch ihre Summe nur aus dem Nullvektor.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.2:
Sei Ajcy +Azcp +uisy +uasy +uss3 = 0. Einsetzen von x = 0 und x = 7 ergibt
{ M O+ A =0
A 4+ A =0
also A; = Ay = 0. Einsetzen von x = /2, von x = 1t/4 und x = 3n/4 zeigt 1 +0 — 3 = 0 und
U \éz o+ 3 \éz = 0 und damit, dass auch die y; gleich 0 sind.
Alternative: Mehrfache Ableitung der Gleichung und Einsetzen von x = 0 und x = 7.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.3:

Der Vektorraum R[x] der Polynome iiber den reellen Zahlen (oder allgemeiner iiber jedem Kor-
per) ist ein unendlich dimensionaler Vektorraum, denn die Monome {x" : n € IN} sind linear
unabhéngig.

Beweis: A; = 0 fiiri = 1...n folgt induktiv aus Y{_o Ax* =0 =1 =0und xY}_, Mx* "1 =0
usw. (Man beachte: Nach Definition der linearen Unabhingigkeit brauchen wir nur endliche
Summen zu betrachten.)

Alternativ: Cla,b] (vgl. Aufgabe L4), oder R bzw. C als Q-VR (vgl. Aufgabe L11!)

Losungsskizze zu Aufgabe 1.4:

Lineare Unabhingigkeit heiflt, dass jede endliche Teilmenge linear unabhéngig ist. Annahme:
Es exitiert eine endliche linear abhingige Teilmenge, d.h. es existieren paarweise verschiedene
Aay,- -, Aa,, nicht alle 0, mit )" A,,e4; = 0. Durch n — 1-maliges Ableiten und Einsetzen vonx =0
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erhilt man ein lineares Gleichungssystem:

1 1
M 0

aq [
a'll;' cooat! Mo 0

Da alle a; verschieden sind, hat die Koeffezientenmatrix (diese ist Vandermonde-Matrix) vollen
Rang, d.h. alle A; sind 0, im Widerspruch zur Annahme.

Losungsskizze zu Aufgabe L5:

(a) Da |Bj| = |Bz2| =3 =dimV ist, miissen wir nur zeigen, dass die drei Vektoren aus B linear
unabhingig sind. Dies folgt z.Bsp. aus
-1 1 -1
4 3 2l=1-(6-2)—(~8+4)—(4—6)=2+£0.

2 -1

2
1
(b) Esistx=d+b—¢=| 1 . Wir berechnen
-1
B

By By By By By

Losungsskizze zu Aufgabe L6:

(a) A spannt U nach Definition auf. Zu zeigen ist nur, dass A linear unabhéngig ist.

2\
. . S A — A =
Ma) +Aas + hzaz = Ao+ A3 0 = AM=Mm=A3=0
-/,

6 2\ 3
(b) Aus¥= ool I R folgt A = 3,4 = —2,A3 =2. Soethdlt manX¥ = | —2

0 A+ A3 )

4], \m-n/, A

(c) Wegen dimV > dimU konnen nicht alle Vektoren aus B in A sein. Z.Bsp. ist b4 ¢ A. Daher
ist AU {b4} Basis von V.

Losungsskizze zu Aufgabe L7:

Zu zeigen ist aus Dimensionsgriinden (s.u.) nur die lineare Unabhingigkeit:
a-1+b-(x—1)+c-(x—1)(x—2)=0=a=b=c=0

Nun folgt aus dim({A)) = 3 = dimP und (A) C P, dass (A) = P gilt.
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Losungsskizze zu Aufgabe L8:

r 1 0
Esist [l r 1|=r(*=2)#0fir () r¢{0,4/2,—+2} imFall K =R und (ii) r # O fiir
0O 1 r

K = @Q. (iii) Es gibt kein solches r: Die Dimension eines Vektorraums, also die Michtigkeit
einer Basis, ist die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren und dimg R? = 3.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.9:

£0
. . " -~ N
Es giltdimg (U;) = 1,daU; = < (1,1,...,1) >.
n n—1
U, = {(al,az,...,an) €Vla; €K, ZaiO} {(al,az,..., Y a)eVial,...,an GK}
i=1 0

i=
={a(1,0,...,0,—1)+ax(0,1,...,0,—1)+---+a,—1(0,...,0,1,—1)|a; €K} .

Jeder Vektor aus U, lésst sich somit als Linearkombination von (n — 1) Vektoren beschreiben.
Da diese Vektoren U, erzeugen und linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von U;. Damit
folgt dimy(U2) = n — 1. Ferner gilt:

ve(UiNUy)<=3a€K:v=(a,a,...,a) und ¥} ja=0 <= JacK:v=(a,a,...,a) und
n-a=0.

1. Fall char(K)/n char(K) fn=> (U NU,) =0 = dimg(U; NU,) = 0.

2.Fall char(K)|n char(K)|n = (U1 CU,) = dimg(U1NU2) =1

0 firFall 1

dimg (U + Uz) = dimg (Uy) +dimg (U ) —dimg (U1 NU) = 1+ (n—1) — .
1 fiir Fall 2

_n fir Fall 1
Cln—1 fiir Fall 2.

Losungsskizze zu Aufgabe L.10:
Da V 2 W, existiert ein Isomorphismus f : V — W. Seien A = (v;);e; Basis von V und
B = (w})jes Basis von W, d.h. also dimV = |I| und dimW = |J| fiir Indexmengen / und J.
Zu zeigen ist |I| = |J|. Es gilt

f(Z?w,) —0 — YAvi=0 — Ai=0 (firalle i € 1)

icl finjektiv ;e da (v;)ies Basis von V
sowie gleichzeitig f(): kiv,) =0<= Y Aif(vi) =0, da f linear. Insgesamt folgt also aus der
i€l icl

linearen Unabhéngigkeit der Familie (v;);c;, dass auch die Familie (f(v;));es linear unabhén-
gigist. Da f(v;) € W, folgt dimW =|J| > |I| =dimV.

Weil f:V — W ein Isomorphismus ist, existiert die zu f inverse Abbildung f~' : W — V, die
wiederum ein Isomorphismus ist. Mit diesem kann man dimV = || > |J| = dimW zeigen, womit
dann insgesamt dimV = dim W folgt.

Losungsskizze zu Aufgabe L.11:

Jeder Korper L ist ein Vektorraum iiber jedem seiner Unterkorper K (mit auf L x K eingeschrink-
ter Multiplikation). Aus dimg K = 1 fiir jeden Korper K folgt dimg € = 1. Es sind 1 und i iiber
R linear unabhingig. Jede komplexe Zahl z € C lésst sich mit reellen a,b durchz=a-1+b-i
darstellen. Also ist B = {1,i} eine Basis von C iiber R und damit dimp C = 2.
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Zuletzt zeigen wir, dass dimg € = co. Angenommen es gilt dimg € = n € IN. Dann gibt es eine
Basis {z1,22,...,2,} in C, so dass jedes z € C die Darstellung

I=q121 +q222+ -+ qnin
mit rationalen Koeffizienten ¢; hat. Da aber @) abzéhlbar ist, kann es jedoch nur abzéhlbar viele
derartige Linearkombinationen geben. Bekanntermaflen ist jedoch IR iiberabzdhlbar (— Cantor-
sches Diagonalverfahren) und R C C, so dass auch € iiberabzahlbar ist. Also ergibt dies einen
Widerspruch, weshalb dimg € = oo.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.12:

Zu zeigen ist, dass folgendes LGS nur die triviale Losunmg besitzt:

1 e 1 aj
7\,] e 7&,, a2
: : : =0=A-d
7\,’1172 . 7\,272 ap—|
At et an
Gezeigt werden muss, dass die Koeffizientenmatrix A vollen Rang hat. Als Vandermonde-Matrix
(mit Ay, ..., A, paarweise verschieden) hat A die Determinante detA = [T (xj—x) und
1<i<j<n—1

damit vollen Rang.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.13:

(a) Stimmt nicht: Ist z.B. K endlich, V 3-dim und Kern f 2-dimensional, so ist Kern f + a end-
lich und linear abhiingig; aber fiir a ¢Kern(f) ist die Bildmenge {f(«)} linear unabhiingig.
(Anders sieht es bei der Familie der Bilder aus.)

(b) Falsch: Sei z.B. f die Nullabbildung oder eine Projektion.

(c) Richtig: Falls f bijektiv ist, so existiert die Umkehrabbildung f~' von f und ist linear. Zu
jedem w; € W existiert genau ein v; € V mit f(v;) =w; (i=1,...,n).

n
Ist {w; : i =1,...,n} linear abhingig, so existieren A; € K, nicht alle 0, mit Y, w;A; = 0.
i=1
n n n
Da f linear ist, ergibt sich 0 = ¥ w;A; = ¥ f(vi)Ai = f( X viA;). Da f injektiv ist, folgt
i=1 i=1 i=1

n
Y viA; = 0, wobei ja nicht alle A; gleich O waren. Daher ist vy, ..., v, linear abhiingig. Aus
i=1

vi # v; (wegen w; # wj) ergibt sich, dass auch {v;:i=1,....,n} = {f(w;):i=1,...,n}
linear abhéngig ist.

(d) Stimmt: f: V — f(V) ist bijektive lineare Abbildung. Wiire { f(v;) :i=1,...,n} linear ab-
hingig, so nach Teil ¢) auch { /' (f(v;)):i=1,...,n} = {v;:i=1,...,n}, im Widerspruch
zur Voraussetzung. Dies zeigt die Kontraposition der Aussage, die zu zeigen war.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.14:

Zu b€ B und ¢ € C definiert man fb,c :B — W durch fbyc(b’) =0, fiir ¥’ # b und
fbyc(b’) = ¢ fiir ¥’ = b. Zu jedem fbyc existiert die lineare Fortsetzung fj, . : V — W. Dann ist
F ={fp:b € B,c € C} eine Basis von Homg (V,W).

Alternativ: Bei der Darstellung mittels Matrizen bzgl. Basis B und C wihlt man die kanonische
Basis von K™ (Matrizen mit einem Eintrag 1 und sonst Nullen).
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Losungsskizze zu Aufgabe L15:
(@) v €Bildp = 3w : p(w) =v. Also ist p(v) = p*(w) = p(w) = v.
®) p(v—p(v))=pr)—p*(v)=0.

(c) “27istklar “ChveV=v=v—p©W)+ p(v)
- ~ - N~
€Kern p €Bildp

“@”: Kernp NBildp = {0}: Sei v € Kernp NBild p. Dann ist p(v) = 0 und p(v) = v, also
v=0.

(d) p(v) =p(u+w)=p(u)+pw)=pu)=u.

(e) C:veKemp=v=v—p(v)=(id—p)(v) = v € Bild(id—p)
D:veBild(id—p) = Iw:v=w—p(w) = p(v) = p(w) — p*(w) =0 = v € Kernp.

(f) id —p ist ein Endomorphismus. Aulerdem ist

(id—p)2(v) = (id—p)(v— p(v)) =v—p(v) — p(v) + p*(v) = (id —p)(v) fiir alle v € V, also
(id—p)* = (id—p).

Losungsskizze zu Aufgabe 1.16:

(a) Man zeigt: (C,+) ist abelsche Gruppe (d.h. C # 0, 4+ : C X C — C ist Abbildung; Existenz

der Null; Existenz der Inversen; Assoziativitit; Kommutativitit), ferner: C\ {0}, ) ist abelsche
b

a j—
Gruppe und die Distributivgesetze gelten. (Multiplikatives Inverses: “ZJbrbz “2“’2 ; die
a2+bh? a2 4h?
Rechenregeln folgen —bis auf die Existenz der multiplikativen Inversen—aus C C R(22).

(b) C ist isomorph zum Korper € der komplexen Zahlen. Ein Isomorphismusist ¢ : C — C

mit ¢ (ab z = a+ bi. Zu zeigen ist, (i) dass ¢ Homomorphismus ist, also mit + und - ver-

triglich ist: ¢(A +B) = ¢(A) +¢(B) und (A - B) = 0(A) - 0(B) und (ii), dass ¢ bijektiv ist, also
injektiv und surjektiv.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.17:

(a) Durch Nachrechnen sieht man A(Ap+¢q) = AA(p) +A(q) fiiralle A € R und alle p,q € R[x].
(b) peKemA <= xR :A(p)(x) =0 <= Yx e R:px+1)=px). Also gilt fir
p € KernA : p(0) = p(1) = p(2) = p(k) fur alle k € N. Ein Polynom n-ten Grades ist aber durch
n+ 1 Funktionswerte eindeutig bestimmt, also muss p ein konstantes Polynom sein. Umgekehrt
liegen die konstanten Polynome sicher im Kern von A.

Losungsskizze zu Aufgabe L.18:

k—1 .
(a) Sei Y, AT'(z) =0.Zu zeigen ist A; = O fiir alle i. Es ist
i=0

0=T1(0) = T4 (B AT(2)) = B T 141(2) = AT (2),

woraus Ag = 0 folgt. Betrachte dann 0 = T¥72(0) = A, T¥"2(z) = A; = 0 ! Induktiv
erhilt man A; = 0; also ist B linear unabhingig.
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=1
(b) Zu zeigenist x e U = T(x) € U. Seialsox = Y, A;,T(z). Dann ist
i=0
T(x) = Lo M (1) = B LT (2) € U.

(c) B ist Basis von U. Sei b; = T'(z), also B = (bo,...,bx_1). Bs gilt T(b;) = b;;; fir
i=0,...,k—2, ferner T(bx_) = 0. Das bedeutet aber, dass die Matrix von T'|y beziiglich B
wie folgt aussieht:

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

Losungsskizze zu Aufgabe 1.19:

Sei dimV =n=dimH +1=dimH +1. Da a#0, ist {a} linear unabhingig. Nach
dem Basisergiinzungssatz existiert eine Basis B von H mit {a} C B C H; weil b ¢ H, ist
C=BU{b} ={a=aj,az,as,...,a,—1,b} eine Basis von V. Analog definieren wir eine Basis
C'={d =d},d,,d,...,a,_,,b'} von V. Nach dem Satz von der linearen Fortsetzung gibt es
nun eine lineare Abbildung o : V — V mit o(a;) = a/, insbesondere o(a) = @', und ob) = b'.
Da o linear ist, wird H = Spann(ay,...,a,—1) auf H' = Spann(a(a;),...,0(a,—1)) abgebildet.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.20:
(a) Zwei K—Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche Dimension (Kardinal-
zahl einer Basis) haben. Es gilt also

dimV; +dimV, = dim(V; ® Vz) = dim(Wl @Wz) =dimW; +dimW,.
Wegen V| = W gilt dimV; = dim W und der Endlichkeit der Dimensionen folgt aus dem Vorigen
nun dimV, = dimW, und daher V>, = W,.
(b) Ein mogliches Beispiel: V. =R2,V, =W, = ((é) ), Vo = ((?) ), Wa = <G) ).
(c) Sei V der Vektorraum der reellen Polynome, V; der Unterraum der Polynome mit konstan-
tem Glied 0, V, der Unterraum der konstanten Polynome, W; der Unterraum der Polynome ohne
linearen und absoluten Anteil und W, der Unterraum der Polynome vom Grad kleiner gleich 1.
Dannist V=V, Vo, =W ®&W, und V| =W = ]R(]N), aber V, und W, sind (als Unterrdume
verschiedener Dimension) nicht isomorph.

(d) Eine lineare Abbildung ist durch die Funktionswerte auf einer Basis eindeutig bestimmt. Sei
B Basis von Vi, B> Basis von V,. Dann ist B = B; U B; Basis von V| & V,. Wir konnen also fiir
) fi(b) fallsb e By

= sein soll, und definieren damit einen eindeu-
fr(b) fallsb € B,

b € B bestimmen, dass f(b)

fi(b) fallsb € B,

tigen Endomorphismus auf V| @ V. Umgekehrt miissen wir auch f(b) = {f (b) fallsbe B
3 alls )

verlangen, wenn f|y, = fi (i = 1,2) sein soll.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.21:
0 0

Da eine Basis von Q4 ist, sichert der Satz von der linearen

SO o =
=
O;O
ap—
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Fortsetzung Existenz und Eindeutigkeit von f.

Zur Rangbestimmung: Allgemein gilt fiir f € Homg (V,W) (mitV und W endlichdimensional):
rgf =rgM(f), wobei M(f) eine Matrix von f (beziiglich beliebiger Basen von V und W) ist.
Daher ist (mit elemenmtaren Zeilenumformungen):

2 1 2 6 21 2 6
0o 3 1 5 03 15
ef=el 5 o oy 3 [T%® o013 |7?
-2 2 0 3 0 0 01
Losungsskizze zu Aufgabe 1.22:

1 2 0

2 1,(1],10 bilden eine Basis (Der dritte Vektor ist fast beliebig, er muss nur linear

-1 4 1

unabhingig von den anderen beiden sein). Nach dem Satz von der linearen Fortsetzung ist f ein-
deutig bestimmt, wenn wir (0,0, 1) beliebig vorgeben. Damit sind Existenz und Mehrdeutigkeit
gezeigt.

X

Nun soll noch eine Losung angegeben werden. Wir setzen an: f(x) = (Z; Z; Z;) X2
X3

Durch Einsetzen erhalen wir daraus vier Gleichungen in sechs Unbekannten; setzen wir

a3 = az3z =0, so ergibt sich z.Bsp. als Losung:

—1/3 23 0\ ("
f(x)<2/3 ~1/3 0> o

Losungsskizze zu Aufgabe 1.23:

Wiihle eine Basis By von U und erginze diese durch eine linear unabhingige Teilmenge B, zu
einer Basis B, = B;UB,,_; von V.

0 f{lrbEBn,k und\TJ(b) — b f{lrbEBn,k
b firbe By 0 fiirbe By
Nach dem Satz von der linearen Fortsetzung lassen sich ¢ und  eindeutig zu linearen Abbildun-
gen ¢ und y auf ganz V fortsetzen. Nun gilt:

6)) (P(V) =U: “C” SeiveV.Dannistv=»Ab;+...+N b+ N1+ ...+ Aycpy mit
¢i € By, bj € By. Es folgt (p(v) = ijbj ev.

“D”: Seiu € U. Dann existieren A; mit u = }_A;b;. Dann ist aber u = ¢(u) € ¢(V).

(i) (yoo)(V)={0}: Wegen (i) reicht es, y(U) = {0} zu zeigen. “D” ist klar.
“C”:SeiuecU,dh.u=YAjb;mitb; € By = y(u) =Y. Ajy(b;) =0.

(iii) rgy = n—k gilt, da Bildy = Spann (B,,_). Es ist Kerny = U notwendig, da wegen (ii)
notwendigerweise U = @(V) C Kerny  gilt. Gibe es nun ein x € Kerny, das nicht in U liegt,
folgte ein Widerspruch aus der Darstellung x = Y A;b; + Y ujcj, mit ¢; € By, bj € Bx,cs #0
fiir mindestens ein s € {1,...,n—k}; daher 0 = y(x) = Y ujc;, folglichu; =0 fiir alle uj, also
xeU.

Definiere nun @,y : B, — V mit: §(b) :=

Losungsskizze zu Aufgabe 1.24:

1. Aus der Dimensionformel fiir lineare Abbildungen folgt
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(*)
4 = dim R* = dim Bild f + dim Kern f "= dim Bild f + dim Bild f und damit dim Bild f = 2.

1 1 0 0
. 0 0 1 1 . . . . .
Esgilt f( 0 )= 0 und f( 0 )= e Diese beiden Vektoren liegen im Bild
0 1 0 0

und sind linear unabhéngig. Somit spannen sie aus Dimensionsgriinden den gesamten Bildraum
auf.

2. Die beiden Basisvektoren liegen im Bild und somit im Kern. Damit gilt

1 1+b 0 0 ap 0
0|, by 1o 1|, | 14a | [ O
f( 0 )_ b3 - 0 und f( 1 )* ]+a3 - 0
1 14Dy 0 0 as 0

ESfOlgtal = dy :bz :b3 :0unda2:a3 :bl :b4 =-—1.
3. Die Existenz der Abbildung folgt sofort, da wir eine Matrix angeben konnen, ndmlich

1 0 0 -1
01 -1 0
01 -1 0]’
1 0 0 -1

welche eine lineare Abbildung der geforderten Eigenschaften definiert. Da aulerdem die Abbil-
dung beziiglich einer konkreten Basis angegeben ist und die zugehdrende Matrix nach 2. festliegt,
ist die Abbildung auch eindeutig.

Losungsskizze zu Aufgabe L25:

Da f ein Homomorphismus und damit linear ist, gilt:

(1) fb1)+f(b2)=c1 (2) f(b1)— f(b2) +2f(b3) = c2 sowie (3)2f(b2) — f(b3) = c1 +co.
Die Gleichungen (1) und (3) lassen sich umformen zu f(b;) = —f(b2) +¢1 bzw. zu
f(b3) = 2f(by) — ¢; — cp. Ersetzt man nun f(b;) und f(b3) in Gleichung (2), so erhilt man
f(b2) = Ye1+ 3ca. Dies ergibt f(b1) = yc1 — 3¢ und f(b3) =2c>. Da die Spalten der Matrix
Mg (f) gleich den Koordinatenvektoren bzgl. C der Bilder der Basisvektoren aus B sind, folgt

12 oo
Mg(f) = <3 % 2) .
2

2

Losungsskizze zu Aufgabe 1.26:
M Zz: filV)N fo(V) = {0}). Sei x € fi(V) N f2(V); dann existieren wuj,up mit
x = fi(u1) = f2(uz). Mit (i) und (ii) folgt einerseits fi(x) = fi(f1(u1)) = fi(u1) = x und ande-
rerseits f] (x) = f[ (fz(uz)) = f[ sz(uz) = 0. Also ist f] (V) ﬁfz(V) = {0}
2) Z.z.:.V C fi(V)@® fo(V). Sei v € V, dann folgt mit (ii)

v=idy(v) = (fi+2)(v) = i)+ /2(v) € (V) + f2(V)

und damit die Behauptung.
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.27:

o1 o o
“—” dimBildf <1=Bildf={A| : | |[AeR}=ME()=Bi| : |--B| : |)
O/ O (o
o o o
“=" ME(f) = (B;) = Bi| : |--Bu| : |) = Bildf = Spann| : |. Es folgt
Oy Oy Oy

dimBild f < 1.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.28:

Sei zundchst dimgV = 1. Dann ist V =<v > = {Av | A € K}. Da nach Voraussetzung
F(v) € <v >, existiertein A € K mit f(v) =A-v=2»A-idy. Sei nun dimg V > 1, seien v;,v, € V
zwei Basisvektoren und f(vi) € <vi >, f(v2) € < vy > sowie f(vi +12) € <vi+v2 >. Es
gibt daher 7L1,7L2,7L3 € K mit f(vl) = Aivi und f(V2) = Mv; sowie f(V1 JrVQ) = 7»3(\/1 JrVQ).
Da f(vi)+ f(v2) = f(vi +w2), folgt vy + Ava = A3vi + A3vp. Wegen der Eindeutigkeit der
Basisdarstellung folgt daraus A; = Ay = A3 =: A. Im endlich-dimensionalen Fall erhilt man:

A oo 0
ME(f) =

Losungsskizze zu Aufgabe 1.29:
Fiir eine beliebige lineare Abbildung f : V — W gilt die Dimensionsformel

dimg (Kern f) + dimg (Bild f) = dimg V.
FirKernf =X und Bildf =Y folgt als notwendige Bedingung:
(*) dimg X +dimg Y = n.

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Beweis: Es gelte (x). Nach dem Basisexistenzsatz exis-
tiert eine Basis By von X; dabei ist |Bx| = dimg X. Nach dem Basiserginzungssatz kann man

diese Basis zu einer Basis B = By ODvonV erginzen. Aus (x) folgt, dass
r.= |D| = |B| — |Bx| = nfdimKX = dimKY

ist. Eine Basis Cy von Y hat ebenfalls die Michtigkeit r; wir setzten D = (dy,...,d,) und Cy =
(c1,...,c,). Damit definieren wir eine Abbildung f : B — Cy durch f(Bx) := {Ow} und f(d;) :=
¢; fir i = 1,...,r. Nach dem Fortsetzungssatz existiert eine lineare Abbildung f : f — W mit
fls = f. Die so konstruierte lineare Abbildung f erfiillt Kern f = X und fvy=v. (|

Losungsskizze zu Aufgabe L.30:

(i) DaB:={e},ez,e3} Basis von R ist, garantiert der Fortsetzungssatz fiir lineare Abbildungen,
dass f existiert und eindeutig bestimmt ist.

(i) Weil f; die Basis B auf sich abbildet, ist f; surjektiv, daher (z.B. aus Dimensionsgriinden)
injektiv, folglich Kern f; = {0}.
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(Alternativ: 0 = fj ( Z ) Z f(e,) i = e1M +e3h) +eals impliziert M=MA=2A3=0)

(iii) Aus der Addltwltat von fl folgt fivi) = fi(ea+e3) = fi(ea) + fi(ez) =e3+e2=v; und

filwr) = fi(ea—e3) = fi(e2) — fi(ez) =e3 —ex = —wy.

(iv) Nach Definition von f; und nach Teilaufgabe (iii) sind e¢; und v; = e, + e3 Fixpunkte von

f1. Wegen der Linearitidt von f] bleibt dann jede Linearkombination dieser Elemente fest:
fileitd +vidp) = fi(en)h + f1(vi)A2) = eth) +viAs.

Also bleibt E| := Spann({e;,e2 + e3}) punktweise fest; E; hat Dimension 2; also ist E; die

gesuchte Fixpunktebene.

(v) f1isteine Ebenen-Spiegelung (mit Achse E1). Anmerkung: Jeder Vektor w = wiA der (zu E;

senkrechten) Geraden Spann ({w; }) wird auf —w abgebildet. Bei einer nicht-trivialen Drehung

bleibt nur eine Gerade punktweise fest, bei einer nicht-trivialen zentrischen Streckung nur ein

Punkt. Eine Parallelprojektion des Raumes auf eine Ebene ist nicht bijektiv.)

1 00
(vi) Z.Bsp. ergibtdie Wahl von B := (ej, e, e3) als Basis die Matrix Mp, (fi)=| 0 0 1 |;
01 0
ein weiteres Beispiel liefert die Basis By := (e, e2 + e3, e — e3); die zugehorige Matrix ist dann
1 0 O
Mp,(fi)=1 0 1 0 . (Aus det fi = —1 sieht man erneut, dass f] keine Drehung ist.)
0 0 -1

Losungsskizze zu Aufgabe L.31:

(i) Sei )2: ox =0 fiir alle x € R.. Setzt man x = 0, so sieht man oy = 0 und daher (o + 0px)x =
0. Flii:rox # 0 gilt o + cox = 0. Wiire o, # 0, sox = — g; und nicht x beliebig aus R \ {0}.
(Alternativ: Polynomfunktion von Grad n hat hochstens n Nullstellen.)

(i) [f€Kemn@+=@(f) =0<= f+f =0<= VxcR: Y7 jox' + Y7 jiox ' =0 =
Vx € R : o+ o +x(0u +200) + x>0 :04&) 0=ap+0q =0 +20p = Op <=
og =0y =0 =0] = Kernop = {0}.
Alternativ: Verweis auf die Regularitit von M (siehe Teile iv/v/vi !)

2
(iii) Seien fy:x+—— 1und fi : x—x sowie f> : x—x° und Z o, f; = 0. Dann gilt

(Z o;ifi)(x) = ):Oc,x =0 fir allex € R.

Nach (i) folgt 0p = a1 = 0(2 =0. Also 1st B = (f0, /1, f>) linear unabhingig. Als Erzeu-
gendensystem ist daher B Basis von P.

Alternativ: ‘P> ist Unterraum des Vektorraums aller Polynomfunktionen, und fy, fi, f> sind
Elemente der Standardbasis.

(iv) Es gilt (p(fo) =fo+0=/fy und (p(f]) = fi —i—f{ =fi+1=f1+ fo sowie

— N O

11
O(f2) = fa+ f3 = for+2f1. Damitist M5(¢) = | 0 1
00

(v) Da ME(¢@) obere Dreiecksmatrix ist, folgt: detM ist Produkt der Diagonalelemente von M,
also 1.
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(vi) Da Kern @ = 0, ist @ injektiv und aus Dimensionsgriinden eine Bijektion.
Alternativ: detM # 0=—=M reguldr =@ reguir.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.32:

WFWWFEFF

Anmerkung: Die Wahrheitswerte erhélt man z.B. folgendermaf3en:

(1) Ist die Spalte, die mit einer Konstanten k£ € K multipliziert werden soll, Summand in einer Li-
nearkombination von Spalten der Matrix, so lésst sich durch Multiplikation des Koeffizienten mit
k! eine Linearkombination mit der veriindeten Spalte erreichen, die den gleichen Wert darstellt.
(i1) Die letzte Spalte der Matrix ist die Fo—Summe der ersten beiden Spalten. Daher ist die Matrix
nicht regulir.

(iii) Da F # 0 gilt, gibt es Elemente v; € V und w; € K\ {0} mit F(v;) = wy. Istnun w € K, so
wegen der Linearitdt F/( vi) = ' F(v1) = ) wi = w, also F' surjektiv.

(iv) Sei V ein Vektorraum mit Basis B = (b, )en, mit No := NU {0}, z.B. der Vektorraum R®Mo)
der rellen Folgen mit endlichem Triger; sei ferner ¢ eine Bijektion von Ny auf N, z.Bsp. mit
@(n) := n+ 1. Dann lisst sich die Abbildung ¥ : B — {by|,en} mit b, — bg(n) nach dem Fort-
setzungssatz zu einem Endomorphismus fortsetzen; dieser ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(v) Besitzt A eine Linksinverse, so ist das LGS eindeutig 16sbar. Ist b = 0, so existiert stets die
triviale Losung.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.33:
Zu zeigen sind zwei Dinge:
(i) wi+U,...,wy + U sind linear unabhéngigund (i) <w;+U,...,w,+U >=V/U.
ad (i): Seien\; €K, i=1,...,m. Es gilt:
AMwi+U)+.. .+ W +U)=0€V/U < Mwi+U+...+Aw,+U=0€V/U
(daA; € K und U K—Vekorraum)
< (Mwi+ ...+ Aywy) +U =04+ U (gemiB den Rechenregeln im Faktorraum)
s Mwit. FAwy) €U & (Mwi+ ...+ Apgwy) €UNW = {0} (daw; €W und W
Unterraum)
<A =0firi=1,...,m (dawy,...,w, linear unabhingig in W).
ad (ii): “C”klar,daw;+U € V/U fa.i=1,...,m.

“2”SeiveV/U,dh.v=v+U fireinv e U. Wegen V =W + U folgt v =w+ u mit geeigne-
temweWundu e U, somitv=w+u+U=w+U (wegenu e U)
=uwir+ ...+ upwn+U  (wegenw e W =< w; >)
=uwi +U)+ .. gy(wn+U) €<wi4U,...;wpy+U >. O

Losungsskizze zu Aufgabe 1.34:
Es ist dimKerng + dimBildg = dimR* und R*/ Kerng = Bildg = R hat Dimension 1. Deshalb

1 -1
ist dimKerng = 2, also Kerng eine Nullpunktsebene. Eine Basis ist z.B. 1 1 . Die
0 1
Elemente von R?/Kerng haben die Form v+ Kerng, v € R3, anschaulich sind das alle Ebenen
1
parallel zu Kerng. —1 | +Kerng p ist eine Basis von R*/Kerng.

2
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Losungsskizze zu Aufgabe L.35:

102 |1
(i) Die erweiterte Koeffizientenmatrix von (x)ist Aegw =] 3 2 8 |5
01 1 |1

(ii) Aerw hat den gleichen Rang wie die Koeffizientenmatrix A von (x). (Dies folgt z.B. dar-
aus, dass die letzte Spalte von A, gleich der Summe der beiden ersten Spalten ist, sodass die
Erweiterung nicht den Rang erhoht.) Nach dem bekannten Losbarkeitskriterium ergibt sich die
Losbarkeit von () aus Rang A = Rang Agp,.

1o 2 |1 102 |1
(iii) Zum Beispiel: Aew=| 3 2 8 |5 | ~ [0 2 2 |2 | (n=2-32)
01 1 |1 01 1 |1
1o 2 | |
~ 0o |1 1 |1 (z2:212und13:13fzz).
0 0 |

(iv) Da elementare Zeilenumformungen den Losungsraum nicht verdndern, sind die Losungen
von () genau die Losungen von

X1 +2x3 = 1
(*l) { X2 + X3 — 1

Setzt man nun x3 = 0, so sieht man, dass z.B. x, = (1,1,0) eine Lsung von (*;) und damit von
() ist.

(v) Der Losungsraum Ly des zu (*) gehdérenden homogenen Systems ist gleich dem Losungs-
raum des zu (1) gehérenden homogenen Systems, also von

(*/) X1 +2.X3 =
1 x +x3 = 0

Es folgt Lo = {(—2x3, —x3,x3)[x3 € R} = {(-2,—1,1) | x e R} = (-2,—1,1)R.
(Alternativ kann man x3 = 1 in (x}) setzen und so (—2,—1,1) € Ly sehen. Das obige Ergebnis
ergibt sich dann z.Bsp. aus Dimensionsgriinden.)

(vi) Der Losungsraum von (1) und damit von (x) ist nach einem Satz gleich xp + Lo, also
L=(1,1,0)+(=2,—1,1)R={(1 —2x,1 —x,x)[x€ R}.

()

Losungsskizze zu Aufgabe 1.36:
Die Polynomfunktionen f : R — IR der gegebenen Eigenschaften, also f mit
f(x) =co+crx+cax® +c3xd und (—1,4),(1,6) € {(x, f(x))|x € R} fiihren zu
MDco—ci+cr2—c3=4 und () co+c1+cr+c3=06.
Es folgt aus (I)4(II): 2co + 2¢2 = 10 bzw. aus (II)—(): 2¢1 + 2¢3 = 2, somit ¢c; = 5 — ¢ bzw.
c3=1—cj.Mita:=cound b:= c; ergibt sich: f(x) =a+bx+(5—a)x*+ (1—b)x’ fira,b € R.
Sei umgekehrt f durch (x) definiert; dann ist
f()y=a+b+5—a+1-b=6 und f(—1)=a—b+5—a—1+b=4.
Also genau die Funktionen f : IR — R mit (%) haben die geforderten Eigenschaften.
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.37:
Zu (a): Mogliche Beispiele sind in Matrixform

1 1 1 X 0 1 0 0 X 0
@ |1 1 1]-ty]=10).¢G) (0 1 Of-[{y|=1(0].
1 1 1 z 1 0 0 1 z 0
1 0 0 X 0 0 0 O X 0 0O 0 O X 0
Gi) {0 1 —=1]-{y]=10).Gv) {0 O Of-{y|l=({0)]. (v (O O Of-{y]=1(0].
0 1 -1 z 0 0 0 1 z 0 0O 0 0 z 0

In Fall (i) existiert keine Losung, die Losungsmenge ist leer. Interpretiert man die Matrizen A;
als darstellende Matrizen linearer Funktionen, so kann man in den Féllen (ii) bis (v) jeweils die
Dimension des Losungsraums dimZ; = dimKernA; mit der Formel dimKernA; = 3 —rgA;
bestimmen. Man erhilt bei (ii) eine lineare Abbildung, deren darstellende Matrix Rang 3 hat,
also eine Bijektion von IR® nach IR3, weshalb der Nullvektor auf sich selbst abgebildet werden
muss. Der Nullvektor ist einzige Losung des LGS. Bei (iii) hat die Matrix Rang 2, der Raum aller
Losungen hat daher Dimension 1 und entspricht einer Ursprungsgeraden. Bei (iv) hat die Matrix
Rang 1, der Raum aller Losungen hat daher Dimension 2 und entspricht einer Ursprungsebene.
Bei (v) hat die Matrix Rang 0, der Raum aller Lésungen hat daher Dimension 3 und ist somit der
ganze R3.

zu (b): Die Frage ist mit ja zu beantworten. Dies ist immer dann der Fall, wenn bei folgendem

Gleichungssystem
ar bi cr) (@
a by - " \d>

der Vektor d = d keine Linearkombination von a = a , b= by und ¢ = €1 ist,
d> a ) 2

wenn also rg(A|d) > rg(A) gilt. (Beispiel: a =b=c= (D und d = (;) .) Die geometrische

<

Interpretation besagt, dass durch die beiden Zeilen des Gleichungssystems je eine Ebene des R?
dargestellt wird. Sind die Ebenen zueinander echt parallel, dann gibt es keinen Punkt im IR?, der
auf beiden Ebenen gleichzeitig liegt.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.38:

Beschreiben wir das gegebene LGS durch die Koeffizientenmatrix, so bekommen wir die Matrix

1 -4 58
Apy=(3 7 -1]3
~1 —15 11 |&

Durch die elementaren Zeilenumformungen 2]’ := (—3)-[1]+ 2] und [3]" := [1] + [3] bekommen

wir die Matrix
1 —4 5 8

Ap)y=[0 19 —16|-21
0 —19 16 |8+«

Fiir oo = 13 gilt rg(A") = rg(A’|b’) = 2 (zwei Zeilen sind linear abhingig); aus der Dimensions-
formel folgt dimKernA’ = 1. Der Losungsraum des LGS hat also Dimension 1 und ist damit eine
Gerade.

Fiir o0 = 14 gilt rg (A'|p’) > rg (A’), woraus folgt, dass das LGS keine Losung hat. Der Losungs-
raum des LGS ist leer.
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.39:

2 2
Wir betrachten die Koeffizientenmatrix A = —51 ;3 des LGS und sehen, dass Rang A = 2,
2 3

da die zweite Spalte kein Vielfaches der ersten Spalte ist. Die um den Lésungsvektorz des LGS
erweiterte Matrix (A|b) hat jedoch Rang 3, wie man z.Bsp. durch elementare Zeilenumformun-
gen sieht:

2 2 |-3 2 2 |-3
5 3|1 5 3|1
@oy=1-9 4 2~ 2
2 3| 4 0o 117

alternativ: det(A|b) = —29 # 0.

Also ist das Gleichungssystem unlosbar; es gibt keinen Punkt im R?, der auf allen vier Geraden
gleichzeitig liegt.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.40:

1 wennﬁ#@undz#ﬁ

0 wennd=0oderb=0 (Nullmatrix)

n—1 wennc‘i;«é()undg;«éﬁ

n wennd =0 oderb =0

Im 2.Fall (M = 0) ist ganz IR" Losung, im 1.Fall bedeutet dimLo = dimKern f =n — 1, dass Lo
eine Hyperebene im R” ist.

Es gilt (vgl. Aufgabe L27!): rgM =

Aus der Dimensionsformel folgt: dimKern f =

Losungsskizze zu Aufgabe 1.41:

Seibyyy,...,b, eine Basis von W. Ergénze diese zu einer Basis by,...,b, von K"! Sei A die Ma-
trix der linearen Abbildung, die b1, ..., by auf die kanonische Basis e, ..., e; des K' abbildet und
bit1,...,b, auf 0. Dann ist Kern f4 = W und W Losung des linearen homogenen Gleichungs-
systems Ax = 0. 0
Alternative:

Wegen der endlichen Dimension n von K" gilt W = (W+)+ und dimW+ = n—dimW = £. Ist
(b},...,b}) Basis von WL, so folgt (u.a. wegen < by,...,by; >1L W), dass W Losungsraum des
folgenden linearen Gleichungssystems ist:

bj-x = 0
b;»x = 0

Losungsskizze zu Aufgabe 1.42:
Wird das “Wort” ¢ € C gesendet und y € K" empfangen, so entdeckt man den Fehler nicht, wenn
Su(y) —Hce = 0 gilt. Bei bis zu d — 1 Fehlern enthilt e bis zu d — 1 Einsen, d.h. H - ¢ ist Summe
von bis zu d — 1 Spalten von H. Diese kann nur O sein, wenn diese d — 1 Spalten im Gegensatz
zur Voraussetzung linear abhédngig sind.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.43:

(a) Die Zweipunkteform fiir Geraden durch Punkte A und B mit Ortsvektoren ¢ und b lautet:
g:i=d+Mb—a),AeER.
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1 0 0 1
Alsoisthier g:xg= (0| +A[1]| und h:x=| —1 | +pu(0
0 1 1 0

(b) Die Geraden sind windschief, d.h. liegen nicht in einer Ebene; denn
(i) g und £ sind nicht parallel, d.h. die Richtungsvektoren sind linear unabhingig, und
(ii) g und h schneiden sich auch nicht, d.h. die Gleichung x, = X}, hat keine Losung.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.44:

Seien g1 und g> windschief. Dann sind V und w linear unabhingig und damit v x w # 0. Wir
miissen zeigen, dass daraus (d — b,V x w) # 0 folgt. Angenommen es gilt (a b,V x w) =0. Dann
folgt entweder d — b L ¥xwoderd—b=0.Wennd—b=0,dann giltd = b, womit beide Geraden
den Punkt mit Ortsvektor d enthalten wiirden. Dies ist ein Widerspruch zur Windschiefheit der
Geraden. Also muss @— b L ¥ x gelten.

Da v x w senkrecht auf allen durch v und w aufgespannten Ebenen steht, muss d — b in der durch ¥
und w aufgespannten Ebene durch den Ursprung liegen. Also gibtes A, u € R mitd —b= LW — AV,
Dies ist jedoch gleichbedeutend mit @+ AV = b+ uw. Da g1 und g windschief sind, gibt es jedoch
keinen Schnittpunkt der beiden Geraden und damit auch keine A, u € R mitd+AvV = b+ uw. Also
folgt (@ — b,V x w) # 0.

Sei nun (@ — 5, Vxw) # 0. Zu zeigen ist, dass g; und g windschief sind, d.h. dass ¥ und w linear
unabhingig sind und dass g; N g, = 0. Wiren v und w linear abhéngig, so wire v x w = 0 und
damit auch (@ — b, 7 x ) = 0. Also miissen ¥ und # linear unabhiingig sein.

Angenommen es gibt einen Schnittpunkt von g; und g2. Dann muss es A,u € R geben, die der
Gleichung @+ AV = b+ uw geniigen. Dies ist gleichwertig zu d — b= uw — AV. Also liegt d — b
in der Ebene durch den Nullpunkt, die von ¥ und w aufgespannt wird. Da jedoch v x w senkrecht
auf dieser Ebene steht, folgt (d — B, v x w) = 0. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, so
dass es keinen Schnittpunkt von g; und g> geben kann. Also sind g; und g windschief.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.45:

(a) Wir wihlen den Nullpunkt O und einen Basisvektor by auf g.
Es folgt: (?) =0o(0) = ( 8 > sowie (wegen o(by) = by und der Bijektivitit) dann
2

a(x)=<(1) Z)x mit b 0.

(b) Fiir X mit Koordinatenvektor x = <%;> hat die Gerade X a(X) die Gleichung

x—l—[((l) Z)X—X]R:x—i—[(g bal)x]]R

und damit den Richtungsvektor €. Zu verschiedenen Punkten sind damit die Rich-

a
b—1
tungsvektoren linear abhingig, die Geraden also parallel. (|
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.46:

zu (a) Nein. Wihle z.Bsp. A als Punkt im Raum R \ {0} und p so, dass die Verbindungsgerade
(als einziges Element von W) keine Nullpunktsgerade ist.
zu (b) Ja. Schreibe A = v+ U mit U Unterraum. Dann ist
W={x|x=p+t(v+u—p),tcRuclU}=p+ R(v—p)+U
~ -

~
Unterraum als Summe von Unterrdumen

Losungsskizze zu Aufgabe 1.47:

(i) Die erste und dritte Spalte von A; sind gleich, die zweite ist von diesen linear unabhingig.
Also folgt

— O O

0 1
Rang A| = 2. Ferner gilt: Rang(A; — E3) =Rang [ 0 0 | =2
1 0

(ii) Es gilt det A =det(A| — E3) = 0, da beide Matrizen keinen vollen Rang haben.

(iii) Die Elemente von Fix fy, sind die Losungen von Ajx = x, also des linearen homogenen
Gleichungssystems (A; — E3)x = 0. Daher ist Fix fx, ein Unteraum von R(>!) der Dimen-
sion 3 —Rang(A| — E3) = 1. Dieser ist erzeugt von einer nicht-trivialen Lésung von

00 I £ 0 I
0 00 & | = 0 |; alsogilt Fixfs, = —1 |R.
110 & 0 0

(iv) Genau dann ist x € R®) Fixpunkt von g, wenn x Losung des Gleichungssystems
g(x) =Aix+b=xist,das zum LGS (%) (A; —E3)x = —b #quivalent ist. Koeffizien-
tenmatrix von (x) ist also A} — E3.

(v) Das zu (*) gehdrende homogene lineare Gleichungssystem (A} — E3)x =0 hat nach (iii)
Fix fy, als Losungsraum.

(vi) Nach einem Satz der Linearen Algebra ist der Losungsraum eines losbaren linearen Glei-
chungssystems iiber einem Korper ein affiner Unterraum (lineare Mannigfaltigkeit), ndm-
lich Nebenklasse nach dem Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems.

Die beiden hier fraglichen Fille betreffen daher die Frage, ob (x) losbar ist oder nicht, also
ob ein Fixpunkt von g existiert oder nicht. Das System (x) ist losbar genau dann, wenn —b
im Spaltenraum von A; — E3 liegt, also wenn eine zusétzliche Spalte —b nicht den Rang
von A; — E3 erhoht .

Ist z.Bsp. b =0, so hat g den Fixpunkt O (und g ist linear). Ist z.Bsp. b = €3, so

&3
b {(A—ExlxeROVy = (| 0 ||&eR) (vel ()
E1+&

und () nicht Isbar. Beide Flle kommen also vor.
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.48:

r A A
ok A—r r—x 0 0
Ao L : 0 .. e (Subtraktion der ersten Zeile
: . . von allen anderen)
A Ao A—r 0 r—»A
r+n—1DA A . A
0 r—A 0 0
= ) ) ) . (Addition aller Spalten zur ersten)
0 r—»A

[r+(n— I)X](r—l)"fl.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.49:
Die durch A bestimmte lineare Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn A vollen Rang hat, d.h.
wenn detA # 0 ist. Es ist detA = 1 —4 = —3 fiir K = R und detA = 0 fiir K = IF5.

Losungsskizze zu Aufgabe L50:
(a) Die Aussage ist klar, da die Matrizenmultiplikation distributiv ist und A-B = B-A fiir
A€ K gilt:

B(MA| +2A2A2) = M BA| + MBA;.
(b) Sei E;; die Matrix mit Eintrag 1 an der Position (i, j) und O sonst. Es ist B - E;; eine Ma-
trix, die nur in der j-ten Spalte von O verschiedene Eintriige hat, und in dieser Spalte steht die

n
i-te Spalte von B. Also ist B-E;; = Y b,; - E;j. Somit ist die Matrix von fp bzgl. der Basis
r=1

(E11,E21,... En1,E12,En Ep, . .., Eyy) gleich

B

Mit Hilfe der Kistchen—Regeln fiir Determinanten folgt det f5 = (detB)".

Losungsskizze zu Aufgabe L51:
Angenommen detA = 0. Dann hat das LGS Ax = 0 eine nicht-triviale Losung (&;,...,&;). Wir
setzen v 1= Zl;':1 €ja; und zeigen v = 0 (dann ist die lineare Abhingigkeit der a; bewiesen.) Fiir

k
alle i = 1,...k ist die Gleichung (a;,v) = ¥ (a;,a;)§; =0 erfiillt. Das heift: v steht senkrecht
1

=
auf allen a;, also auch auf Spann ({a,...,ax}), damit auf sich selbst; es folgt v = 0.

Fiir die Umkehrung sei detA # 0 und }j_; A;a; = 0. Wir zeigen, dass alle A; = 0 sein miissen.
k
Fiir jedes i ist aber 0 = (a;,0) = Y. Aj(a;,a;). D.h. der Vektor x = (Aq,...,Ax) 10st Ax =0.
j=1

Wegen detA # 0, hat das System aber nur die triviale Losung.
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.52:
n .

Losung des Interpolations-Problems ist jedes Polynom g mit g(x) = ¥ ap, fiir das gilt:
i=0

3 .
g(xj)= Y ax j’ =y;. Koeffizientenmatrix des entsprechenden linearen Gleichungssystems ist
i=0

X0 xg o xy

2 n

I x1 xf ... xj

A=]1 x x22 Xy
2

1 x, x; Xy

Dies ist eine Vandermonde-Matrix. Deren Determinante ist gleich [T (x; —x;). Wegen x; # x;
i>j

ist in vorliegendem Fall detA # 0, also A regulér. Somit existiert g und ist eindeutig bestimmt.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.53:
Gemif Losungshinweis setzen wir f(v) = A(v)v. Wegen der Linearitit von f folgt

A1 +v2)(vi+v2) = f(vi +v2) = f(v1) + f(v2) = Mv1)vi + A(v2)va.
Sind v und v; linear unabhingig, so zeigt dies: A(vi) = A(vi +v2) = A(v2); sind v; und v,
linear abhingig, so liegen sie im gleichen Eigenraum. In jedem Fall ist also A eine konstante

Funktion. Also sind die Abbildungen f; mit f(v) = Av die einzigen in Frage kommenden Abbil-
dungen. Umgekehrt hat jedes f (zentrische Streckung) die geforderte Eigenschaft. 0

Losungsskizze zu Aufgabe 1.54:

(@) x(A) = det(A —AE) = —A% +A(1+1). Eigenwerte sind also A; =0, A, = v/t + 1 und A3 =
—Vi+1.

(b) Wenn r > —1 ist, dann sind die drei Eigenwerte verschieden, also gibt es drei zugehorige
Eigenvektoren, die den Raum R3 aufspannen (A ist diagonalisierbar). Ist # = —1, dann fallen
die drei Eigenwerte zusammen; gibe es weiterhin eine Eigenbasis, so wire A zur Nullmatrix
dhnlich, ein Widerspruch zur Tatsache, dass es ein v gibt mit Av # 0.

Losungsskizze zu Aufgabe L55:
Das charakteristische Polynom ist
XX)=(1-X)P+1=-X34+3X>-3X+2=(X-2)(-X*>+X—1);
die Zerlegung in Faktoren erhélt man dabei z.Bsp. durch Erraten der Losung 2 und Division des
Polynoms durch (X — 2). Da der zweite Faktor zu keiner reellen Losung fiihrt, ist der einzige Ei-
genwert 2, die einzige Nullstelle von (X ). Der dazu gehorige Eigenraum wird vom Eigenvektor
1
1 | erzeugt. A ist als reelle Matrix nicht diagonalisierbar, weil andernfalls 7y in Linearfaktoren
1

zerfiele.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.56:

21 0
(i) Beziiglich der Standardbasis hat die Matrix von 7 folgende Gestalt: A= [0 1 —1
0 2 4
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(ii) Das charakteristische Polynom ist (2 — X)?(3 — X).

1
(iii) Bis auf Vielfache ist | O | der einziger Eigenvektor zum Eigenwert 2; (denn aus
0

2-2 1 0 3

folgt n = 0 = (). Also hat der Eigenwert 2 algebraische Vielfachheit 2, aber geometrische
Vielfachheit 1; deshalb ist die Matrix A nicht diagonalidhnlich.

Losungsskizze zu Aufgabe L57:

Annahme: f(U) CU. Man wihle ein x € U mit x # 0. Ein solches x existiert, da U @ W =V
ist , aber V # W wegen f # 0. Laut Annahme gilt f(x) € U und f(x) # 0, da sonst x € W wiire.
Induktiv folgt nun f™(x) € U und f™(x) # O fiir alle m € N, ein Widerspruch zu f" = 0. Somit
folgt, dass U nicht f-invariant ist.

Alternative Losung:

Es ist W = Kernf und dimU = dimV —dimW = dimV — dimKern f = dimBild f. Wire
f(U)CU,so f(U)=U und damit f"(U) = U # 0, ein Widerspruch.

Losungsskizze zu Aufgabe L.58:
Man zeigt: Es existiert eine Orthonormalbasis B mit M5 (f) = <(1) Ol> . Dafiir bestimmt man
zunichst die Eigenwerte von A:

Xa(x) =det(—cos@o—x —sin@—sin@ cosQ—x) =—x>+cos?@+sin’ ¢ = —x>+ 1.
Als Eigenwerte ergeben sich damit A , = +1. Somit ist f diagonalisierbar mit einer Eigenbasis
B bzgl. der f die oben angegebene Matrixdarstellung hat. Da die darstellende Matrix symme-
trisch ist, sind nach Aufgabe L64 die Basisvektoren sogar orthogonal, was alles zeigt.

Losungsskizze zu Aufgabe L59:
L.Fall: k <n. DannistA" =A% A"k =0.4A""*=0.
2.Fall k > n.; Es ist A* = 0, also annuliert X* die Matrix A. Das Minimalpolynom ist aber dasje-
nige kleinsten nicht-negativen Grades, das A annuliert; es teilt X* und hat genau die Eigenwerte
von A als Nullstellen. Also kann nur 0 Eigenwert sein. Da also das charakteristische Polynom 4
ebenfalls nur O als Nullstelle haben kann, aber vom Grad n ist, gilt

XA (X) = (—1)"%" survrrcaey A = 0.

Losungsskizze zu Aufgabe L60:

Wir betrachten jeweils das charakteristische Polynom und bestimmen die zugehorigen Nullstel-
len. Diese sind die Eigenwerte der Matrizen.

2—x -1 —1
Pix)=| 3 4—-x —-1|=02-x)(5—-x)(3—x)=—Hs (Minimalpolynom).
-3 -1 4—x

Da das Minimalpolynom in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfillt, ist A diagonalisierbar.
Um eine Eigenbasis zu bestimmen, muss zu jedem Eigenwert ein dazugehoriger Eigenvektor
gefunden werden. Dies geschieht durch das Losen des Gleichungssystems (A —AE,) -X = 0.
Die jeweils erhaltenen Eigenvektoren spannen dann einen Unterraum Vj ) von V auf, den
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sogenannten Eigenraum von A zu A.

0o -1 -1 1
M=2=—(A-ME,)=| 3 2 -1 :>VA’2:< —11).
-3 -1 2 1
-3 -1 -1
M=5—A—ME)=| 3 -1 -1 —ves=([ 1 ]
-3 -1 -1 —1
-1 -1 -1 1
M=3=(A-ME,)=| 3 1 -1 = Vaz={(|—-2|).

-3 -1 1 1

Die zu den Eigenwerten A, A», A3 gehorenden drei Eigenvektoren sind linear unabhéngig und bil-

1 0 1
den daher eine Eigenbasis C = 1,1 1 ],]-2 von V. Es ist A also dhnlich zu
1 —1 1
2 00
Mg (/)=(0 5 0], wobei f der durch A gegebene Endomorphismus ist. Wir betrachten nun
0 0 3
—3—x 5 0
B.Esgilt Pg(x)=| O —3—x 5 | =(—3—x)*. Angenommen B ist diagonalisier-
0 0 —3—x

bar. Da nach der Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit einer Matrix das Minimalpolynom
in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfillt, wiare dann Hg = x + 3. Jedoch ist

300 3 5 0 050
HzB)={0 3 o|+(0 -3 5 ]=[0 0 5|0
00 3 0 0 -3 000

Dies ist ein Widerspruch zur Definition des Minimalpolynoms (als das die Matrix annullierende
normierte Polynom kleinsten positiven Grades). Daher ist B nicht diagonalisierbar.

Alternative Argumentation: Der klassische Weg sieht folgendermalen aus: Zur Bestimmung der
Eigenvektoren setzten wir den (einzigen) Eigenwert A = —3 in das homogene lineare Gleichungs-
system (B — AE,) -X = 0 ein und losen dies nach X auf. Im vorliegenden Fall ist

0 50 &
B—AE,= |0 0 5], daher jeder Eigenvektor von der Form X = | 0 | (mit § € R). Folg-
0 00 0

lich ist dim Vg _3 # 3, und es existiert keine Eigenbasis von B. Also ist B nicht diagonalisierbar.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.61:

Sei A eine Matrix mit den Eigenwerten 1, 2 und 3. Als 3 x 3—Matrix mit 3 verschiedenen Ei-

1 00
genwerten ist sie dhnlichzu A; = [ 0 2 0 ). Umgekehrt hat jede zu dieser Matrix dhnliche
0 0 3

Matrix die Eigenwerte 1, 2 und 3. Die gesuchte Menge M ist damit
M={5"A,5 € RB| 5§ € RG3) mit S regulr.
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.62:
Zu (a): Sei A = M(f). Dann gilt:
A? = E) = det(A) - det(A) = det(A?) = det(E;) = 1 = |det(A)| =1 und

det(A — E») - det(A + E») = det(A* — E») = det(E, — E») = 0.
Zu (b): Sei f(x) = A-x fiir x € R?\ {0}. Dann gilt
x=id(x) = f2(x) = f(f(x)) = f(hx) = Af(x) = A2x.

Damit ergibt sich sofort (dax # 0): A2 =1bzw. A= +1.

Zu (c) X% — 1 annulliert f; das Minimalpolynom Hy von f ist daher Teiler von X% —1 und
annulliert f ebenfalls. Beziiglich einer Eigenbasis konnen folgende Matrizen die darstellenden
Matrizen von Abbildungen f der geforderten Eigenschaften sein.

1.Fall: Hf(X) = (X —1); dannist f ist die Identitit: A = ((]) (1)) )

2.Fall: Hy(X)=(X+1); dannist f ist eine Punktspiegelung: A = (Ol 01)
3.Fall: He(X)=(X—1)(X+1) nunist f eine Schragspiegelung:

1 0 -1 0
A(O _]> oderA(0 1)

Losungsskizze zu Aufgabe 1.63:
Das charakteristische Polynom P4 von A hat die Gestalt

XAO\,) = det(A - XE,,) = qy +a17»+a27»2 + -t a,Nt.
Angenommen ag = 0, dann wire A = 0 Nullstelle von P4 und 0 ein Eigenwert von A. Es gibe
also einen Vektor X € K", X # 0 mit AX = 0xX = 0. Also wire dimKernA > 1 und damit nach der
Dimensionsformel rgA < n — 1, insbesondere wire A nicht mehr regulidr, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Also ist ag # 0 und A = 0 kein Eigenwert von A. Der Satz von Cayley-Hamilton
besagt 34 (A) = 0. Es gilt also
Xa(A) = aoE, + alA+ aA? + -+ a,A" =0 <= aoE, = —a1A — A’ — - — g, A"
AT = =B~ PA— - — AT = AT = b+ b1 A+ by A wobed by = —
firi e {1,2,...,n} gesetzt ist.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.64:
(a): Da A Eigenwert von A ist, gibt es einen Vektor ¥ # 0 mit A¥ = A¥. Es folgt

AV= M= AV=M=—A V=R V=A- V=LV,
da A reelle Matrix ist. Also ist auch A Eigenwert von A mit Eigenvektor V.

Alternative Losung: Die Eigenwerte von A sind gerade die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms (4 von A; daher folgt aus y4(A) = Yad =Yal = xa(A) =0=0, (weil
a; € R), dass auch A Eigenwert von A ist.

(b): Fiir A als symmetrische Matrix gilt A = A”. Seien A # u zwei verschiedene Eigenwerte von
A. Dann gibt es zwei Vektoren ¥ # 0 und w # 0 mit AV = AV und Aw = uw. Es gilt (mit dem
kanonischen Skalarprodukt):

AT, #) = A5 T = (A9) 1% = (AT = 3TAT% = 5 TAW = 7 (uiv) = 1o 7% = (v, ).

Aus A # u folgt (V,w) = 0.
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(c): Sei A € € Eigenwert von A € R C €. Dann gibt es einen Vektor ¥ € €1\ {0}
mit AV = AV. Mit diesem gilt (da A symmetrisch und reell):

A@GY) =M T5,= W) Tv = @) v =vTATv =vTAv,=vTAv=v"AV
=T (W) = W =A7,¥).
Wegen < ¥,¥ > 0 folgt A = A; also ist A € R.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.65:

@ f20)=f) <= f(f) = f(v) <= fv) €Vrr <=v e f (Vra).

(b) Definitionsgemif gilt fiir eine Projektion f die Gleichung f? = f. Aus Teil (a) folgt
V= f7 (Vfﬁ[), dh X = f(V) = Vfﬁ[.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.66:

Da (1, 0, —7)und (1, 1, 1) fiir jeden Korper linear unabhéngig sind, ist in allen Fillen RgA > 2.

Ist eine Linearkombination der drei Zeilenvektoren von A gleich 0, so muss (wegen der Eintrige

in der 2. Spalte von A) der Koeffizient des zweiten Zeilenvektors O sein, und fiir die Koeffizienten

A und u des ersten und dritten Zeilenvektors gilt: A+2u =0, —7A+u=0. Also gilt 15u=0

und A = —2u.

Umgekehrt erhélt man mit Koeffizienten, die diesen Gleichungen gentigen, eine Linearkombina-

tion der Zeilen von A, die O ist.

(a) Istk=Q, so folgt u =0 und A = 0. Also gilt im Fall k = Q die Gleichung RangA = 3.

(b) Ist k =5, so 16st jedes g und A = —2u unser Gleichungssystem. Somit ist Rang A = 2.

(c) Man berechne die Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
(1=2)((1=21)2+14)

Fiir k = Q erhalten wir somit, nach Zihlen mit Vielfachheit, nur einen Eigenwert, und A ist nicht

diagonalisierbar.

Istk=TFssoist (1—A)((1—=A)>—1)=(1—A)(—A)(2—A) das charakteristische Polynom. Da

0,1 und 2 in Fs verschieden sind, existiert eine Eigenbasis zu A, und A ist dhnlich zu

0 0 0
010
0 0 2

Losungsskizze zu Aufgabe 1.67:
Zu einem Automorphismus existiert die Inverse und ist ebenfalls linear. Wire A = 0 Eigenwert
von f, so wire Kern f = {v € R?|f(v) = Ov} nicht-trivial, ein Widerspruch zur Injektivitit. Nun
gilt:
e
FO) = = ) = ) =4
Die Eigenwerte von f~! sind also genau die Inversen der Eigenwerte von f.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.68:
Wegen det(A) = A - Ay - Az folgt Az = — 41‘. Da die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
einer symmetrischen Matrix paarweise orthogonal sind, braucht v, nur senkrecht zu den beiden
—1
anderen gewihlt zu werden, z.Bsp. als V3 = V| X V; = 1
4
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.69:

1. Sei Q(X) = X? — X. Dann gilt Q(p) = p* — p = 0; daher ist H, als erzeugendes Poly-
nom aller p annulierenden Polynome ein Teiler von Q. Aus H, | (X*> —X) folgt dann
H, € {X,(X —1),(X> —X)}. Die beiden ersten Fille scheiden wegen p # 0 und p #id
aus.

2. Die Eigenwerte von p sind genau die Nullstellen des Minimalpolynoms H), also A; =1
und Ap =

3. Ist H,, Produkt verschiedener Linearfaktoren, so ist p diagonalisierbar.

4. Da p diagonalisierbar ist und als Eigenwerte 0 und 1 hat, ist eine Darstellungsmatrix von
p bzgl. einer Eigenbasis B eine Diagonalmatrix mit Nullen und Einsen in der Diagonalen,
dabei mindestens einer 1 und mindestens einer 0, also von der Form

10 . 0
01 .0
Mg(p) =
0 . 00

mit k Einsen und n — k Nullen auf der Diagonalen und k£ > 1.
5. Aus 4.) folgt x,(X) = (1 —X)*X"* mit k € {1,..,n — 1} geeignet.
Lﬁsungsskizze zu Aufgabe L70
(a) Z aiu;j=0=0=(0,u;) = (Z ai,uj) = ilai<u,~,uj> =aj (firalle j=1,...,r).
i=

Daher ist U linear unabhingig.
(b) Seiv e V. Firjedesu; € U gilt
(wyuj) = (v= Y (vuiyuiuj) = (vuj) — (L (vuipuiuj) = (voug) — Yy (vyui) (uiy uj)
= (uj) — X (v, ui)dij = (vyuj) — (vyu;) =0 (da (uj,u;) # 0 nur fiir i = j gilt.)
Also ist der Vektor w orthogonal zu u; (j =1,...,r).

Losungsskizze zu Aufgabe L71:
Allgemein gilt fiir eine symmetrische Bilinearform g((x1,y1), (x2,y2)) = (x1 y1) (? Z) (;2) ,
2

wobei <Ccl IC)) die zugehorige Fundamentalmatrix ist. Es gilt:

(1’0)Lg(07]):)O:g«lﬁo)’(()’l)) (1 O) (Z b 1
(2,-3)Le(=1,1)<=0=(2 -3) (a ) ( | )<:>b %a.WéiregSkalarprodukt,dann

0
b

C) (0) <= ¢ =0, ferner mit ¢ =0 dann
miisste die zugehdrige Fundamentalmatrix 8 > ositiv definit sein.
1.Fall: a<0; dannist (1 0 < ) (0> < 0; Widerspruch zu g(X,X) > 0 fiir ¥ # 0.

2.Fall: a>0;dannist b<O0 und (0 1) ( b) (?) = b < 0; Widerspruch zu g(¥,¥) > 0
fiir X £ 0.



272 9.Losungen der Aufgaben

Also ist die Matrix nicht positiv definit und g daher kein Skalarprodukt.

Alternative Losung: Eine symmetrische Matrix = A ist genau dann positiv definit, wenn

c
b
a > 0und detA > 0. (S. z.Bsp. Heuser [Heu2] p.309) . 2. Alternative: Eine symmetrische reelle
Matrix A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix A. Auf der Diagonalen von A stehen die Eigenwerte
von A (und damit von A). Die reelle Matrix A und damit A ist also genau dann positiv definit,

wenn alle Eigenwerte positiv sind.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.72:

Ein Skalarprodukt hat die Koordinatendarstellung (x,y) = (xl xz) <Z lg) <§ 1) , daes sichin
2

R um eine symmetrische Bilinearform handelt. Wir setzen die gegebenen Bedingungen in die
Gleichung ein und bekommen

1=(1 o)(z IZ) (é):m:l,
0=(1 0)(11; i) (‘11):1;:1,
1=(-1 1)(1 i) <_11>:>c:2,

Als Fundamentalmatrix des Skalarprodukts bzgl. der kanonischen Basis kommt also hochstens

die Matrix M = G é) in Frage. Zu zeigen bleibt, dass M positiv definit ist. Es gilt

1 1 .
(x1 x2) <1 2> (x1 x2) =% +2x1x02+ 203 = (x] +x2)> +x3 > 0, sowie

1 1
(x1 xz) (1 2) (x1 xz) = (xl —i—)CQ)z—i-x% =0=x1=x=0.

Als Alternativiosung hitte man auch die Basis B = (by,by) = { (é) , (11> } wihlen konnen,

bzgl. der

die Fundamentalmatrix die Form M = (ég;’i:; éi;’iii) = ((1) (1)> hat. Dass M positiv

definit ist, sieht man sofort.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.73:
zu (a): Seien x,y € V. Dann existieren wegen U @ U =V Vektoren u;,uy € U und wi,wy € U~
mitu; +w; =x und up+wy =y. Alsoist p,(x) -y = pu(u1 +wi) - (w2 +w2) =uj(up +wp) =
uruy 4 urwy = uiuy = uuy +upwi = (w1 +wi)ua = xpy (U2 +w2) = x- pu(y).

N~ ~

=0 =0

zu (b) “C”: Seien x € Kernp und u € U. Da p(V) = U, existiert y € V mit p(y) = u. Wegen
x € Kern p folgt 0 = p(x)y = xp(y) = x-u und somit x € U+,
“D”: Seix € UL,y e U. Alsoist 0 = xp(y) = p(x)y. Wegen y € U ist p(x) € UNU* und damit
p(x) =0.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.74:
zu(a): Aus f(x) =0 folgt wegen @(f(x), f(x)) = @(x,x) = 0 aus der positiven Definitheit x = 0
und damit Kern f = {0}. Also ist f injektiv und da dimV < oo auch bijektiv.
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zub) Wir zeigen: f(UL) CUAUNU* ={0}:
(i) Sei U f-invariant. Dann ist f(U) C U und nach a) aus Dimensionsgriinden auch f(U) =U.
U ={fW)le(v.U) =0} = {f()lo(f(v), f(U)) =0}
={f) |o(f(v).U) =0} = {wlo(w,U) =0} =U*

~—

=:w
(ii) Seiv € UNU, nach Definition von U+ also ¢(v,v) = 0 und somit v = 0.

Losungsskizze zu Aufgabe L75:
1. Seixe Ut NW, dh.Vu € U : @(u,x) =0 und Vw € W : ¢(w,x) = 0, also
YueU,Ywe W :o(u,x)+¢(wx)=@u+wx)=0.

Das bedeutet aber x € (U + W)+ und somit (U +W)* D U+ NW+. Weil die Umformungen alle
Aquivalenzumformungen waren (aus @(u,x) +@(w,x) = 0 folgt @(u,x) = 0 mit w = 0), gilt sogar
Gleichheit.
2.Seixe UL +W=, dh.x=i+wmiti e U, we W=, Daher gilt:

YWweUNW:o(x,v) =@(i+w,v) =(,v)+o(w,v)=0.
3. Wir zeigen: (U+)* D U und dim(U+)+ = dimU. Es gilt:

uelU=YwecU"':0u,w)=0=uc (U")"*.
Sei C eine Orthonormalbasis von U und B 2 C eine Erweiterung zu einer Orthonormalbasis von V
(diese ist mit Hilfe des Orthonormalisierungsverfahrens von Gram-Schmidt konstruierbar). Seien

nunv e Ut undv=( ¥ Ac;+w) mit we Spann(B\C); dann folgtA;=c;( ¥ cihi+w)=0;
cieC cieC

dies liefert U+ C (B\ C).

Nach Konstruktion gilt umgekehrt Spann (B\C) CU*. Esfolgt: dimU* =n—dimU und
genauso  dim(U+)t =n—dimU*, also dim(U+)t =n—dimU* =dimU.

4. folgt aus dem ersten und dritten Aufgabenteil:

Unw)t=wuHtrnwhHt=((Ut+whHhHt=vt+wt.

Losungsskizze zu Aufgabe 1L.76:
Das gegebene LGS ldsst sich durch AX = 0 beschreiben, wobei A die darstellende Matrix einer
linearen Funktion f : R* — IR? ist. Wir bekommen

Ax— L 01 0) [x]|_/(0
o1 0 —1) x| o)
X4
Es ist Rang A = 2, woraus nach der Dimensionsformel dimKern f = 2 folgt. U ist gleich

{# € R*|A-X = 0}; daher erhalten wir dimU = 2. Nun suchen wir zwei linear unabhingige
Vektoren ¥, w € R?, die beide das LGS erfiillen. Dann gilt U = < ¥,# >.

1 0

o . u - 0 . 1
Beispielsweise wihlt man v = . und w= 0
0 1

Man sieht sofort, dass vV und w linear unabhiingig sind. Weiterhin gilt vV | w beziiglich des ka-
nonischen Skalarprodukts. Um zu einer Orthonormalbasis von U zu gelangen, miissen wir nur
noch v und w normieren und bekommen als Orthonormalbasis von U

p= (1510,
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Losungsskizze zu Aufgabe L.77:

Zu (a): Sei Apvi+Aavs + -+ Ay, = 0, eine Linearkombination des Nullvektors. Dann gilt

0 = (0,7) = (MVi + Aa¥h -« + MW, 75) = M (71,77) + Ao (35, 73) + -+ + Ay (7, 7) = A; fie
j=1,...,n.

Zu (b): Wir verwenden die Eigenschaft, dass (if, V) = |ii| - |V| - cos <t(, V) ist. Es gilt (fiir i, v £ 0):

detG = 0 <= (@) - (¥, %) — (@, 7) - (@i,¥) = 0 = (@, i) - (¥, ) = ((il,7))?
= |if*- [7*> = |- |V]* - cos <t(ii, ¥)? <= |cos <(ii, ¥)| = 1
<= <(i,V) € {0,m} <= ii und V sind linear abhiingig.
Auch fiir ## = 0 oder v = 0 sind die erste und die letzte Aussage dquivalent. Es folgt die Behaup-
tung nun durch Kontraposition.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.78:
Zu (a): Es gilt:

M <ap,ay > =< 7\.1~al,a2 > (< .,.> ist bilinear)
=< o¢(ay),ar > (A ist Eigenwert von @ zu a;)
=<ay,9(a) > (¢ ist selbstadjungiert)
=<ai,\-ar> (A, ist Eigenwert von @ zu ay)
=M <aj,a; > (< .,.> ist bilinear)

Es folgt (A — A2) < aj,a; >=0, damit <aj,ap >=0 (dad; #Ay), also a; L ap.

Zu (b): Seien v,w €V und M := Mg((p) !Da ¢ nach Voraussetzung selbstadjungiert ist, gilt
<o), w>=<v,0(w) > = (MV)Tw=3TMw <= vTM"w =3 Mw.

Dav,w € V beliebig, also z.B. als Einheitsvektoren, gewihlt werden konnen, folgt MT =M.

Losungsskizze zu Aufgabe L.79:

SeiA = (Z IZ) . Fiir b = 0 ist A diagonal; sei also b # 0; wir zeigen, dass dann A zwei verschie-

dene Eigenwerte A und u und damit eine Eigenbasis besitzt. A kann dann zu A} = <g 2) di-

agonalisiert werden). Dazu beachten wir, dass die Eigenwerte Nullstellen des charakteristischen
Polynoms %(A) = (a —x)(c —x) — b sind, und erhalten A, = 3¢ £+ 1 \/(a+¢)? — 4(ac — b?).
Fiir den Nachweis der Existenz zweier verschiedenen Eigenwerte ist nur noch zeigen, dass der
Ausdruck unter der Wurzel gleich (a — ¢)? + 4b* und damit groRer als Null ist.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.80:
Wir berechnen zunichst das charakteristische Polynom von A:
3 1
> 2 0 2
w=deA—rEs) =det| L 1A 0 | =(i-A)e-n-le-n
0 0 2—A

2
=(2-A) ((; — 7\.) — )‘) Also ist A} = 2 Eigenwert von A. Mit der pg-Formel folgt, dass

A2 =2 und A3 = 1 Eigenwerte von A sind. A; = A, = 2 ist also eine doppelte Nullstelle des
charakteristischen Polynoms 4.

Wir bestimmen nun die Eigenrdume Vj n und Vy ,; dazu stellen wir folgendes Gleichungssys-
tem auf:
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3 1
" ’ ) 8 il = 8
2 2 2 =
0 0 0/ \x3 0
Auflosen des Systems ergibt fiir X als einzige Bedingung x; = x,. Damit sind
1 1
pi=|1]¢€ VA,;L]/2 undpr=1[1] € VA-,M/z linear unabhiéngige Eigenvektoren zum Eigenwert

1
M /2 =2 und bilden damit eine Basis des Eigenraums Vj 3, e Analog erhilt man durch Auflésen
des Gleichungssystems

3 N 1 . 10\ [/x 0
2 =1 0ffx)]=10
0 0 1 X3 0
1
als Bedingungen x; = —x, und x3 = 0. Daher wird der Eigenraum V4 3, von p3 = | —1 | aufge-

0
spannt.

Man sieht sofort, dass p,p> und p3 linear unabhingig sind. Also ist B = (p), p2, p3) eine aus
Eigenvektoren von A bestehende Basis von V. Allerdings bilden diese drei Vektoren bzgl. des
kanonischen Skalarprodukts @ keine Orthonormalbasis, da z.Bsp. p1 Lo p>. Um eine Ortho-
normalbasis zu erhalten, wenden wir das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren an.
Dieses transformiert die Menge {p1, P2, p3} linear unabhiingiger Vektoren in eine ebensoche
Menge {¢é1,¢e3, €3}, wobei die Vektoren zusitzlich zueinander orthonormal sind. Die Vektoren ¢&;
lassen sich dabei nach folgender Regel berechnen:

. 3. - J
& = Hf;:H’ng = HZJI:H mit bj = Pjy1 — ZICID(ﬁjH,é})Zi. Damit folgt nun zunichst
J =
1
2| = \/13 1 | . Weiterhin ergibt sich :
1
1 1 1 1 1 1
by=pr—®(pei)ei=|1|-@| | 1], sl =1 -5t =5("1
0 0 1 1 0 1 -2
Da \|52|| = ;\/6, folgt &5 := \}6 1
-2

SchlieBlich gilt b3 = jis — ®(j53, 1)} — B(p3,8)é. Da D(53,¢1) = 0 und B(53,) = 0 (Ei-
genvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer reellen symmetrischen Marterix), folgt b3 = p3
1

—1 | . Man sieht sofort, dass e7,¢é5 € VA-,7"|/2 und €3 € Vj . Also bilden

und damit &3 := ;2

0
e1,e»,e3 eine Orthonormalbasis C von V aus Eigenvektoren von A.
1 I 1
V3 /e V2
Sei B die kanonische Basis und S = M§(idy), also S = \}3 \}6 —\}2 , dann gilt:
1 2
— 0

V3 V6
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200
STAS=D=10 2 0
0 0 1

Dabei ist D eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A in der Diagonalen.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.81:
Zu (a): Zu zeigen ist ||Po|| = ||P1]| = 1 und (Py,P;) = 0. Es gilt

[|Pol| = \/(Po, Po) = \/f]] V2id®(x) - V2id®(x) dx = \/f]] Ldx = \/;
1

+1

1
1P| = \/(P1,P1) = fl Void! (x) - VSid' (x)dx = flgxzdxz \/xg

2|+l

| 1 1
(Po.P1) = | PP dx = [ 57+ Yxdx = [ Wxdx= V3

Zu (b): Wir verwenden das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, um einen Vek-
tor P zu bestimmen, so dass (P»,Py) = 0 und (P,,P;) = 0 sowie ||P:2|| = 1. Py, P1, P, bilden
dann eine Orthonormalbasis von U. Es gilt

1 1
Py =id® —Py- (Po,id®) — Py - (Pp,id®) =2 — 2 - [ V2x2dx— YOx- [ YoxPdx=x2— 1.
—1 —1

Um P, zu bekommen miissen wir nur noch P> normieren. Es gilt

1
A A A 2
||P2|| = \/<P27P2> = \/fl (2~ %) dx = 3\‘/110'
S 1y,
Alsoist P, = (id 34) W10 _ 3‘{‘loidz - ‘/410 der gesuchte Vektor.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.82:
Zu (a): C ist ein Vektorraum iiber sich selbst, und der Betrag |z| := /z - z ist iiber das Skalar-
produkt < z1,z2 >= z; - 2 definiert. Daher folgt die Behauptung aus (b).

Zu (b): Fiir eine durch ein Skalarprodukt @ definierte Norm ||.|| gilt ||a|| = \/®(a,a) fiir alle
a € V. Damit ergibt sich

lla+b|*>=®(a+b,a+b)=P(a,a) + P(a,b) + P(b,a) + P(b,b),und da @ additiv ist.

Weiterhin gilt ||a — b||> = ®(a — b,a — b) = ®(a,a) + P(a,—b) + D(—b,a) + P(—b,—b)

= ®(a,a) — D(a,b) — ®(b,a) +D(b,b). Alsofolgt |la+b|>+||la—b|*=

®(a,a) +P(a,b) +P(b,a) + DP(b,b) + D(a,a) — P(a,b) — P(b,a) +D(b,b)
=2(®(a,a) +29(b,b)) = 2(]|al|* + [[5]*)-

Zu (¢) Sind die Vektoren a und b linear unabhingig, so bilden Reprisentanten von a und b
ein Parallelogramm. Die geometrische Interpretation der bewiesenen Gleichung ist die, dass die
Summe der Quadrate der Léangen der vier Seiten eines Parallelogramms gleich der Summe der
Quadrate der Ldngen der beiden Diagonalen des Parallelogramm:s ist.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.83:

(a) DaW = (u,v) und u,v linear unabhingig sind, folgt dim W = 2; nach der Dimensionsformel
fiir orthogonale Unterrdume gilt dim W+ = dimR* —dimW =4 —2 = 2. (b) Wir suchen
Vektoren x = (&1,&,&3,E4) aus W :

1 0 -1 2
J‘ . P— p— . T:
xeWr<—u-x=0 vx<:><2 0 2 _]>x 0
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<:><(1) 8 _41 _25)(§1,§2,§3,§4)T0<:>{§1§3__§g;2:§2=0

Wir erhalten z.Bsp. w; = (0,1,0,0) und wy = (—3,0,5,4) € W+ (Probe?'), sodass (w;,w) eine
Basis von W ist.
(c) Esgiltw; =(0,1,0,0) L (—3,0,5,4) = wp; durch Normierung folgt, dass

B= ((0,1,0,0), sv2 (3,0,5,49))

eine Orthonormalbasis von W ist.

Anmerkung: Bei ungiinstiger Wahl von w; kann man analog zu folgendem Beispiel vorgehen:
Es sind wy = (0,1,0,0) und w), = (—3,1,5,4) Elemente von W. Wir suchen einen Vektor aus
W+, der senkrecht zu wy ist. Sei daher [(—3,1,5,4)A+ (0,1,0,0)u] - (0,1,0,0) = 0, und damit
A+u=0, also z. Bsp. A = 1 = —u. Man erhilt somit B’ = {(0,1,0,0),(—3,0,5,4)}. als Basis
und kann dann wie in Teil (c) fortfahren.

Eine Alternative dazu ist die Anwendung des Gram-Schmidtschen Orthonormierungs-Verfahrens.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.84:

Die Linearitit der Abbildung folgt aus der Linearitit des Skalarprodukts in der 1. Komponente.
Die Injektivitit ergibt sich wie folgt: Wenn v auf den Nullvektor abgebildet wird, so steht v auf
jedem Basisvektor senkrech, dann aber auch auf der linearen Hiille der Basisvektoren, also auch
auf sich selbst. Daher ist ¥ = 0 (strenge Positivitit des Skalarprodukts). Wegen der Dimensions-
formel ist die injektive lineare Abbildung auch surjektiv.

Losungsskizze zu Aufgabe L85:

Seien x1,x; € V Eigenvektoren und A,A; € R die zugehorigen Eigenwerte mit A; # A,. Dann
gilt: O(x1,x2) = @(f(x1), f(x2)) = @(A1x1,A2x2) = MA29(x1,x2),

da f lineare Isometrie ist und ¢ bilinear. Also gilt @(x;,x2)(1 —A;A2) = 0, woraus wiederum
folgt: @(x1,x2) = 0 oder LA, = 1. Da lineare Isometrien nur Eigenwerte 41 besitzen und nach
Voraussetzung Aj # A, ist, gilt LA, # 1. Also erhalten wir @(xj,x2) =0.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.86:

Beziiglich der kanonischen Basis (ej,...,e,) ist M die Matrix von m, und jeder Vektor u hat
u” als Koordinatenvektor. Sei F die Fundamentalmatrix des Skalarprodukts y beziiglich der
kanonischen Basis, also F = (y(ej, ¢;))i j—1,..n; €s gilt dann y(u,v) = uFvT fiir alle u,v € R".
Man erhilt damit

(*)  w(u,v) =y(m(u),m()) < uFv = (Mu®)TF(MvT) = uM® FMY"

fiiralle ,u,v € R". Einsetzenvon (e;,e;) fiir (u,v) liefert den Eintrag von Stelle (i, /), nim-
lich

eiF eJT. =e;,M"FM ejr; dies zeigt die Notwendigkeit von F = M” FM. Diese Bedingung ist wegen
(*) auch hinreichend.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.87:
(a) Zunichst zeigen wir, dass f einen Eigenvektor vi zum Eigenwert 41 und einen Eigenvek-

a

tor v, zum Eigenwert —1 besitzt: Sei ( c die Matrix von f beziiglich der Standardbasis.

b
d

1Sind nicht, wie hier, alle Umformungen Auivalenzumformungen, so ist (wegen der Beweisrichtung) die Probe uner-
lasslich.
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Das charakteristische Polynom von f ist dann A> — (a4 d)A + ad — be. Dessen Nullstellen sind
“erd + é\/(a +d)?—4(ad — bc). Daad —bc < 0 ist, besitzt f zwei verschiedene reelle Eigen-
werte A1,A2. Da f" = idpo ist, also A? = 1, haben die Eigenwerte den Betrag 1. Folglich ist ein
Eigenwert +1 der andere —1.

(b) Da v; und v, als Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig sind, ist
B = (v1,v2) Basis von R2. Das Skalarprodukt, das bzgl. der Koordinatenvektoren zur Basis B
das kanonische Skalarprodukt ist, hat die gewiinschten Eigenschaften. (Z.Bsp. ist B dann eine
orthonormale Eigenbasis und f Spiegelung.)

Alternative zu (a): Hitte f iiber C den Eigenwert A € C\ R, so wire auch A Eigenwert von f;
damit wiirde fiir das charakteristische Polynom gelten: 3 s (x) = (x—A)(x—A); das absolute Glied
geniigte dann detf = A-A = |A|? > 0, ein Widerspruch. Also sind die Eigenwerte A; und A, von
f beide reell, haben wegen " = id den Betrag 1 und sind wegen detf = A; - A, verschieden.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.88:

(a) V* ist der Vektorraum der linearen Funktionale (Linearformen) @ : V — R. Firk=1...n
sei by das lineare Funktional, das by auf 1 abbildet und alle b; mit i # k auf O:

1 fallsi=k
0 sonst

by (bi) = O = {

Damit ist b} eindeutig auf ganz V definiert (Satz von der linearen Fortsetzung).
(b) B* ist linear unabhingig ; denn fiir jedes k gilt:
n n
Y Abf =0 = (¥ Mb})(by) =M =0 firk=1,...,n.
i=1 i=1

(¢) Jede Linearform f € V* ist durch die Bilder (f(b;))i=1,idorsn der Basisvektoren aus B festge-
legt.

n n

Wegen (): f(b,)bj‘) (bj) =¥ f(bi)bf(bj) = f(bj) fur j=1,...,n ist f Linearkombina-
i=1 i=1

tion der Vektoren von B*.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.89:

(i) Es gilt:Ly, 1, (x) = @(Av +w,x) = @(Av,x) + @(w,x) = A@(v,x) + @(w,x) = AL, (x) + Ly, (x).
Wegen o(Av+w) =Ly, =A-L,+ L,, = A-a(v) + o(w) ist damit a linear.

(i) Um zu zeigen, dass o bijektiv ist, reicht wegen der endlichen Dimension von V und we-
gen dimV = dimV* der Nachweis, dass Kernow = {0}. Sei also v € Kerna,, d.h. a(v) = 0.
Nach Definition von o ist dann L, (w) = ¢(v,w) = 0 fiir alle w € V. Insbesondere ist also auch
¢(v,v) = 0 und damit v = 0.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.90:

Zu (a): Zunichst ist zeigen, dass T linear ist, also T(AV+w) = At(V) +t(w) fiir alle v,w € V und
alle A € K gilt. Dabei benutzt man die Linearitiit von u.

Wir bestimmen nun Kernt: Sei ¥ € Kernt, so gilt 0 = 1(¥) = ¥ — u(¥)d@, . Da u(¥) € K und
a@ € Kerny ist, folgt ¥ = u(¥)@ € Kernu und daraus u(7) = 0 sowie ¥ = 0, d.h. Kernt = {0}. Dies
zeigt die Injektivitidt von T; da dimV < oo, ist T auch surjektiv, also T bijektiv.

Zu (b): Seinun v € Kerny. Dann gilt T©(V) =V — u(V)d = v —0d = V. Also ist |y = id.

Zu (c): Seinun v ¢ Kerny, also u(¥) # 0. Dann gilt: ©(¥) = ¥ — u(¥)d@ # ¥, da u(V)a@ # 0, wegen
a@ # 0 und u(¥) # 0. Also hat T auBerhalb von H keinen Fixpunkt.
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.91:

Zu (a): Bsgilt ¥ € Fixg <= g(X) =¥ <= A¥+b=X=E,-¥ < (A—E,)¥= —b.

Es ist also ¥ Losung des evtl. inhomogenen LGS (A — E,)X = Z Die Menge aller Vektoren X,
die diese Bedingung erfiillen, ist ein affiner Unterraum von E.

Zu (b) Es gilt:

1 ist kein Eigenwert von A <= det(A — 1 - E;,) # 0 <= A — E,, ist regulir <= rg(A — E,,) = n
Ist 1 kein Eigenweret von A, so ist A — E,, daher regulér, und das LGS (A —E,)V = —b besitzt
genau eine Losung. Nach Teil (a) ist diese ein Fixpunkt von g.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.92:

Es sind # und ¥ Richtungsvektoren von g und 4. Wir versuchen nun, 5,7 € IR so zu bestimmen,

dass fiir ¥(s) = @+ sii € g und y(t) = b+1v € h die Verbindungsgerade senkrechtzu g und %
ist, also (¥(¢) —X(s),u) =0 und (¥(¢) —X(s),V) =0 gilt.
Es ist (1) —X(s) = b+ 1V —ad— sii = b— d+ 1V — sii. Es gilt also zum einen

F(t) = X(s),id) = 0 <= (b—ad+ 17— sii, i) = 0 > (b—a, i) = s(i, i) — (¥, )

sowie zum anderen (J(t) —X(s),¥) = 0 <= (b—a,7) = s(ii,¥) — 1(¥,7). Gesucht ist also eine
Losung (s,¢) € R? des LGS

<Z - Zi? >

b-adv))’

(i, @) <W>> ( s ) <
* R - —
*) (<u,v> w9) \-) " \G-an
Wir stellen fest, dass die Koeffizientenmatrix des LGS die Gramsche Matrix ist. Da nach Vor-
aussetzung g Jf h, d.h. u und v linear unabhiingig sind, gilt nach Aufgabe L77 detG # 0. Also ist
das lineare Gleichungssystem () eindeutig 1osbar. Ist (s*,#*) € R? die eindeutige Losung des

LGS (%), so hat die gesuchte Gerade die Gestalt X(s*)+R(¥(¢*) —X(s*)). Der Richtungsvektor
¥(t*) — X(s*) ist dabei ungleich 0, da andernfalls ¥(¢*) = X(s*) in g N h wire.

<! S

Losungsskizze zu Aufgabe 1.93:

zu (a): Man wihle als Nullpunkt den Schnittpunkt der Geraden g1, g2, als ersten Basisvektor b;
einen auf g; liegenden Vektor und als b, einen auf g; senkrecht stehenden Vektor gleicher Linge.
Dann ist @ (b1) = b und @;(b2) = —bs. Also erhilt man als Matrix von ¢ bzgl. B = {b;,b,}
1 0

0 —1

Ist o der Schnittwinkel der beiden Geraden, so ist @, o @ eine Drehung um den Nullpunkt um
den Winkel 2ct. Aus @2(b1) = @20 @1 (b)) = cos20- by +sin20.- b, und

@2(b2) = @2001(—b2) =sin2a- b — cos20- by ergibt sich Mp(@2) = (

zub) @1o0@r = @200 <= M(¢1) -M(92) = M(92) - M(¢1)
< cos20. sin20c) _ <cos20c —sin20.

sofort: Mp(@;) =

cos20. sin2o
sin200  —cos2o /) °

—sin2a  cos2o sin 2 cosZot) <:>sm20c:—sm2(x<:>0c:k-g.
Da die Geraden verschieden sind, kann man 0.B.d.A. 0 < oo < 7w wihlen, und dies heif3t
Pro@r =@Qr00] <= 0= 72l:

ad ¢) Das Ergebnis aus b) besagt, dass die Geraden senkrecht aufeinander stehen miissen. Dies
erhdlt man auch, wenn man weil3, dass @; o @2 bzw. @2 o @; Drehungen um das doppelte des
eingeschlossenen Winkels sind. Da genau bei einem Schnittwinkel von 90 Grad der Winkel zwi-
schen erster und zweiter bzw. zweiter und erster Gerade gleich sind, ergibt sich nur bei diesem
Schnittwinkel die gleiche Drehung und damit die Kommutativitét.
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Losungsskizze zu Aufgabe 1.94:

zu (a) Zum einen liegt der Punkt D mit Ortsvektor d auf g, zum anderen sind d und v orthogonal,
da gilt: vd =v(p—"0v)=vp— :é’vz:O.

2,2
zu (b) d2 — p2 _ 2l‘7/217vp+ (VIL)4V

2 2
=pr- (vaz) —|d| = \/pzf (vaz) )
zu (c) Ja, da genau eine Ebene durch 0 und g existiert. Man wendet dort a) und b) an.
Losungsskizze zu Aufgabe 1.95:

Die Hessesche Normalenformen (HNF) der gegebenen Ebenen haben die Form

1
V3

3

— =0

E:

V3 V3

Sei f; der Stiitzabstand von E und f, der Stiitzabstand von E;. Es gilt f; = \?3 und f> = \33. Fiir
den Abstand zwischen E| und E, gilt d(E1,E>) = | — fi| = \/'3.

N o=
N =

2 1
— =0 und E;: 1
1

Losungsskizze zu Aufgabe 1.96:
1
Die gegebene Ebene E : x+ 2y — z = —1 hat den Normalenvektor 7 = j p 2 | ; damit ist die
-1
1 X
HNF von E; gleich \/16 2 1 \y]+ \/16 = 0. Der Abstand d(K, E ) eines beliebigen Punktes
—1 Z
K von E; ldsst sich nun ermitteln, indem der Ortsvektor % von K anstelle von % in die HNF der
Ebene E; eingesetzt wird. Also folgt
1 —1
_ 1 . 1 _ 4
d(T,Ey) = J6 21 (2) +\/67 J6'
Um den Spiegelpunkt S von 7' zu bestimmen, miissen wir zunédchst den Schnittpunkt X der
Geraden durch S und 7 und der Ebene E; ermitteln. Je nach der Orientierung von 7 muss ent-
weder ¥ =7+ \;‘671' oder¥=7— \;‘ 671' (mit dem Ortsvektor 7 von T) gelten. Welche Variante die
richtige ist, kann man iiberpriifen, indem man den gewonnenen Punkt in die Ebenengleichung
einsetzt: Liegt der Punkt auf der Ebene, so erfiillt er die Ebenengleichung. Wir erhalten die Punk-
te X = ;(—1 ,10,—2) und X» = ;(—5,272) und stellen fest, dass X, € Ej. Insbesondere gilt nun
=0+ \? P 7i. Da S Spiegelpunkt von 7 sein soll, muss der Ortsvektor 5 von S folgende Gleichung

erfiillen s =i — 4 p 7i. Wir bekommen fiir § die Gleichung

-5 1 -5 1 -7
5 _ = 4 = _ 1 4 1 1 2 1
SERT " T3 ; T V6 Ve 21 =3 g B 21 =3 ’42

Also ist der gesuchte Punkt § = ; (=7,-2,4).

Losungsskizze zu Aufgabe 1.97:

> ) X — 10 = 0 schreiben; das ist bis auf Normali-

(a) Die Geradengleichung ldsst sich auch ( 12

sierung schon die Hessesche Normalform: 113 (_?2) X— :2 = 0. Setzt man die Koordinaten ei-
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nes Punktes in die Hessesche Normalform einer Geraden ein, so erhilt man eine Zahl (in diesem

5 5
_ 1 .
Falld = (o) (5

ist, und deren Vorzeichen dariiber Auskunft gibt, auf welcher Seite der Geraden der Punkt liegt.

1 3 = +3), deren Betrag der Abstand zwischen Punkt und Gerade

(b) Der Richtungsvektor von 4 ist senkrecht zu dem von g, also lautet die Gleichung z.Bsp.

12 . . . . . ..
( 5 )* + ¢ =0. Um ¢ zu berechnen miissen wir nur einen Punkt einsetzen, von dem wir wissen,

dass er auf 4 liegt, also P: Damit ergibt sich fiir / die Gleichung: (152> X—50=0.

(c) Q liegt auf h; setzt man die Koordinaten von Q in die Hessesche Normalform von g ein,
so muss dies —3 ergeben. Ein Punkt auf /4 mit 1. Koordinate x hat y-Koordinate 10 — 152x, wir

setzen also Q = (x, 10— 152x) an. Einsetzen in die Hessesche Normalform von g ergibtx =35/13.

Umgekehrt ist Q = (Zg) auf h mitd(Q,g) = —3.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.98:

Gegeben sei die Ebene E im R? mit der Gleichung —3x +2y — 6z = —14. Der Normalenvektor
von E ist (—3,2,—6) und hat die Linge v/9+4 + 36 = 7. Die Hessesche Normalenform der
Ebenengleichung lautet daher — %x + % y— g’z +2 =0 Der Nullpunkt hat den Abstand +2. Die
gesuchte Menge ist M = {(x,y,z)| — 3x+2y—Sz+2=1} = {(x,3,2)| = 3x+ 7y Sz=—1}.
M ist die Punktmenge einer zu E parallelen Ebene mit Normalenvektor (— % , % , ) und Abstand

1 von E. Sie liegt auf der gleichen Seite zu E wie der Nullpunkt und hat von diesem ebenfalls
den Abstand 1.

Losungsskizze zu Aufgabe 1.99:
: / | X c  _
Die Hessesche Normalenform von g’ lautet: |, (a,b) (y) T ian) =0
Jede Parallele g zu g’ mit den gesuchten Eigenschaften hat den gleichen Normalenvektor und
somit als Geradengleichung l(ab)]] (a,b) (;) + ¢ = 0 mit geeignetem ¢ € R. Da P den Abstand
d haben soll, ergibt sich als Bedlngung fur
1 1 p
é \I(mb)l\(a D) ( ) té=td—=c=+d— ab)H(a D) (q) .
Also ergeben sich genau zwei Geraden g/, mit den gesuchten Eigenschaften und den folgenden

Geradengleichungen: g5 : H(a%b)H(a b) (x Z +d=0

Losungsskizze zu Aufgabe 1.100:

zu (a): Die Richtungsvektoren zweier windschiefer Geraden sind linear unabhéngig und span-
nen daher eine Ebene auf. Man betrachtet nun die Ebenen

Eq :)_6'251’—1—7»1\7—1—7»21715, E22§=Z+M]V+y2v? mit 7\,1,7\.2,/11,#26]R.

Diese Ebenen sind parallel, denn sie haben den gleichen zugehorigen linearen Unter-
raum; Ej enthilt g; (fiir Ay = 0), und E inzidiert mit g,. Wiren be1de Ebenen gleich, so
d—b = A+ uw fiir geeignete Elemente A, u € R, also @ — AV = b+ uiv € g1 N g2, ein
Widerspruch zur Windschiefheit.
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zu (b): Ein Normalenvektorzu E; und E» ist7i = ‘gig‘ . Die Hessesche Normalform von £ lautet
damit (¥ —a)# = 0. Der Abstand d von E3 zu E ist gleich dem Abstand des Punktes mit
Ortsvektor b von Ey, also d = (b —d) ‘gig‘ .

Losungsskizze zu Aufgabe L.101:

Der kiirzeste Abstand zwischen g und & wird zwischen den FuBBpunkten F, und F, des gemeinsa-
men Lotes angenommen. Ein Richtungsvektor des gemeinsamen Lotes ist das Vektorprodukt

0 1 0
(Kreuzprodukt) der Richtungsvektoren der beiden Geraden: 7 = (1| x (0| = 1
1 0 —1

Gesucht sind also A, g und v, so dass

1 0 0 1
Ol+A|1l)+v] 1L ]|=-1])+4ul0
0 1 -1 1 0
~ ~ - ~ -~ -

Jg i
Man errechnet A =0,u=1,v=—1, also F; = (1,0,0), F, = (1,—1,1), und der Abstand zwischen
den beiden Geraden ist gleich der Linge des Vektors 7 , also v/2.
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9.2 Losungen zu Kap. 3 und 4: Analysis

Losungsskizze zu Aufgabe Al:
zu (a) Behauptung: Es gilt ¢, = (— é)"’l fiirn > 1.
Der Beweis wird induktiv gefiihrt: Induktionsverankerung: n = 1: (—1)° = 1 = a; —ao.
Induktionsvoraussetzung: Gelte ¢, = (—5)"~! fiirn € N.
Induktionsschluss: ¢, 11 = ap11 —a, = é(a,, +ap_1)—an= é(an,l —ay) = —c,,é = (—é)”.
zu (b) a1 > Ay <= arp1 — a2y > 0= cop+1 > 0 <= (—5)2"+171 = 2%,, > 0.
zu (c) (i) Esist zu zeigen: az, < azp42-
Beweis: a0 = éaan + éazn > ;azn + éazn = ap, nach (b).
(i1) Analog erhilt man az,—1 > az;+1.
zu (d) Wir zeigen zunichst per Induktion a, =Y., c;.
Induktionsanfang: a; = 1 = ¢1. Induktionsvoraussetzung: Gelte a, = Y, ¢; firn € N.
Induktionsschluss: Wegen der Definition von ¢, gilt:
Ap+1 = Cp+1 +an = Cpt1 +Z,'-':1 Ci = Z?ill Ci.
Damit folgt: limy—eay = Yoy ¢i = X5y (— 5 )i = ]7(]7%) =1
Losungsskizze zu Aufgabe A2:
Gegeben ist die Folge (a,),ey mit a; = v/2 und @, = \/2 + \/an.
(a) (i) Behauptung: (ay)nen ist nach oben beschrinkt: a, < 2.
Induktionsverankerung: Die Behauptung ist wegen v/2 < 2 richtig fiir a;.
Induktionsschritt: Sei die Behauptunmg richtig fiir a, ! Dann folgt aus der Monotonie der Wur-
zelfunktion:

ni1 = \/2+\/a,, < \/2+¢2< V242=2

Anmerkung: Die betrachtete Folge ist auch nach unten beschénkt: a,+1 = \/ 2+ a, > V2.
Van>0
(ii) Behauptung: (a,),en ist streng monoton steigend, also a, < a,+ fiir alle n.

Induktionsverankerung: Firn =1 gilt : a; = V2 < \/ 2+ /a1 = as.

Induktionsschritt: Sei die Behauptung richtig fiir n ! Wegen der strengen Monotonie der Wurzel-
funktion gilt

an < apy1 = \/an < \/ap+1 = 2+ \/an <2+ /ap4. Daraus folgt:

apt+1 = \/2+\/an < \/2+\/an+1 = dn+2-

(iii) Aus (i) und (ii) folgt die Behauptung.
(b) U.a. wegen der Folgenstetigkeit der Wurzelfunktion und der Additivitidt der Limes-Bildung

ethiltman @ = lim @41 = lim \/2+ \/a, = \/2+ \/lim an=+/2++a, dh.
n—o0 n—o0 n—o0
a®—\a—2=0.

Losungsskizze zu Aufgabe A3:
(i) (an) konvergiert nicht, da (|a,|) keine Nullfolge ist:

_ n+l—-n __ n _ | 1 .. o
Va(Vnt1=/n) = \/n\/n+1+\/n T Vnkleyn T \/lJrlJr1 —,  firn—ee
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n
(ii) Auch (b,) ist nicht konvergent; wegen Y (2i—1)=n?> (Beweis durch vollstindige
i—

1,3
Induktion) gilt niz Y (- %) _ atatetTy 2 "

Losungsskizze zu Aufgabe A4:

X

1. Man wihle z.Bsp. f: (0,1] — R mit £ (x) := ! und (x,),c := (i)nGN, eine Nullfolge.
Dann gilt f (’11) = n, und alle Funktionswerte haben mindestens den Abstand 1. Somit gibt
es fiir € < 1 kein Np, so dass Vi, j > No : d' (f (x;),f (x;)) <E€.

2. Ausder gleichmiBigen Stetigkeit von f folgt bei gegebenem € > 0: Es exisiert ein & > 0 mit
d(xi,xj) <8 = d' (f(xi),f(x;)) <& Da (x,),cy Cauchyfolge ist, gilt fiir dieses &:
HNQVi,j > No d(xi,xj) < 0.

Somit folgt Ve > 0 3Ny Vi, j > No : d'(f (xi),f (x)) <e. Daher ist (f (x)),cyn Cauchy-
folge.

Losungsskizze zu Aufgabe AS:
(a) Man kann zur Losung folgende Sitze verwenden:
Satz A: Konvergieren (dp)peny und (bp)pey mit lima, =a und lim b, = b, dann gilt
n—oo n—oo
n]im (an+bp)nen =a+b.
Beweis: Sei also € > 0 beliebig gegeben. Dann ist auch 5 > 0. Da (a,) und (b,) konvergieren,
existieren Ni,N, € N mit |a, —a| < § fiirn > Ny, und |b, —b| < § fiirn > N,. Mit der Drei-
ecksungleichung gilt fiir alle n > N := max{N;,N, }, dass
|(an+bn) — (a+b)| < |ay—a|+|b,—b| < 5 +5 =E¢.
Satz B: Wenn (a,) und (b,) konvergente Folgen sind mit lim @, = a und lim b, = b, dann gilt

n—oo n—oo

lim(a,-b,) =a-b. Beweis...

n—oo

Setzt man b, = A fiir alle n € N, so folgt lim (a, - A) = a - A. Daraus wiederum folgt mit Satz A
n—oo

und A = —1 limyeo(ay + Aby) = limyeo(ay + (—bp)) = limy e (an — by) = a+ (—b) = a—b.
Umgekehrt: Wenn (a,, +b,) und (a, — b, ) konvergieren, dann konvergieren nach Satz A und Satz
B auch ((a, +byn) + (an — bn)) = (2a,) = 2(an) bzw. ((an +by) — (an — by)) = (2b,) = 2(by).
Also konvergieren auch (a,) und (b,).

(b) Diese Aussage gilt nicht: Seien (a,) und (b,) beide divergent und (b,) = (—ay,) fiir alle
n € N, so ergibt sich lim(a, +b,) = (a, —a,) = 0. Gilt a, = b, fiir alle n € N, so folgt
n—oo

lim (a, — b,) = (a, — a,) = 0. In diesen Fillen sind (a, + b,) und (a, — b,) konvergent, obwohl
’Z;:)) und (b,) beide divergent sind.

(¢) Wenn (a}%)ne]N gegen ¢ konvergiert, dann gilt nlgrt}o a,zl = r}grblo |la,|> = c. Insbesondere ist ¢ > 0,
da |a,| > 0O fiir alle n € N. Da die Wurzelfunktion stetig und damit auch folgenstetig ist, gilt
Ve= \/,}Lr{l,'a”P = ,}Ln;\/m”'z = Jijrgc|an|. Also konvergiert auch (|ap|)nen.

Konvergiere umgekehrt (|a,|)nen gegen a, also lim |a,| = a. Aus den Rechenregeln fiir konver-
gente Folgen folgt o

lim a; = lim |a,[* = lim (lay| - as|) = lim |a,| - lim |a,| = a-a = a’.

n—oo
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Also konvergiert auch (a2),ex.

n
(d) Betrachtet man die Folge (a)neny = (Y, ,l,)nGJN’ so gilt (ap)nen ist divergent (Harmonische
k—

Reihe); aber wegen

n+1 n 1
11m (a,,H —a,) = lim ( Z = lim =0,
=Rl k:ln n—en 1

ist (ap+1 — an)nen eine Nullfolge.

Losungsskizze zu Aufgabe A6:

(a): Sei xg € [a,b] beliebig. 1. Fall: f(xp) > xo.

Wir wollen mit Induktion beweisen, dass x,+; > x, fir alle n € N. Zunichst gilt
x1 = f(x0) > xo. Sei nun ng € N mit x, 41 > x,,. Dann folgt f(x, 1) > f(xn,), da f
monoton steigt, also x,,12 > X,41. Also steigt auch (x,),en monoton.

2.Fall: f(x0) < xp. Wir wollen mit Induktion beweisen, dass x,41 < x, fiir alle n € IN.
Zunichst gilt x; = f(x0) < xo. Sei ng € N mit x,, 11 < x,. Dann gilt f(x,541) < f(2x,),
da f monoton steigt, d.h. xp;+2 < xy41. Also fillt (xn)nen monoton.

In jedem Fall folgt also die Monotonie von (x,)neN-

(b): Da f(x) € [a,b] fiir alle x € [a, b] ist die Folge (x,)nen mit x,11 := f(x,) wohldefiniert. Ins-
besondere gilt x,, € [a, b] fiir alle n € N. Die Folge ist also nach oben und unten beschriinkt.
Nach dem Monotoniekriterium konvergiert eine beschrinkte monotone Folge. Es existiert
also ein & € [a,b] mit Jiﬂn‘}cx,, =E&.

(¢): Esgilt€ = lim x,1 = lim f(x,) = f(lim x,,) = f(§), da f stetig und damit auch folgens-
n—oo n—oo

n—oo

tetig ist.

Losungsskizze zu Aufgabe A7:

Sei € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein n; € N, so dass fiir alle n > n; und fiir alle x € [a, b] gilt:
|fu(x) — f(x)| < 5, da f, eine gleichmissig konvergente Funktionenfolge ist. Weiterhin existiert
ein ny € N, so dass fiir alle n > n gilt: | f,(x,) — fu(c)| < 5. da f, stetig und damit folgenstetig
ist. Wir wihlen ng := max{nl,nz} Dann gilt fiir alle n > ng:

fn(n) = F(e) = 1 fu(xn) = fulc) + fu(e) = F()] < [fu(en) — fu(e) |+ | fule) = flo) <5+ 5 =¢
Also gilt lim f, (x,) = f(c)-

Losungsskizze zu Aufgabe AS8:
Wir zeigen, dass fiir beliebiges xo € D, eine €-Kugel um xq existiert, die in D,, enthalten ist. Da
||lxo — a|| > r, existiert ein €y > 0 mit €y + r = ||xo — a||. Mit diesem € gilt aber Bey (x9) C Dy.4.

g ,
Beweis: Seix € B % (x0). Dann gilt:
r=|lxo—al|—&o = [lxo —x+x—al| =& < |[xo—x[| +|[x—al| —eo < T +|[x—al| —&o < |[x—al|
und damit x € D,,.

Losungsskizze zu Aufgabe A9:

(i) Positivitit: d(x,y) > 0 gilt wegen der Eigenschaften des Betrags auf R.

d(x,y) =0<=|0(x) —9(y)| =0 <= @(x) = ¢(y) <= x =y, daarctan injektiv auf R ist.
(i) Symmetrie: d(x,y) = |@(x) = @(y)| = [@(y) — (x)| = d(y.x).
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(iii) Dreiecksungleichung: d(x,z) = |@(x) — (z)| = |(x) — 0(y) + ¢(y) — 9(z)[ <
[9(x) —o()|+|o(y) —9(2)| =d(x,y) +d(y,2).
Da ¢ streng monoton steigend auf der kompatken Menge IR ist, ist der maximale Abstand:
d(—o0,00) = | — ’2‘ — ’2‘| =1

Losungsskizze zu Aufgabe A10:

“«<="Seie>0.Zu \Z existieren dann nj,np,n3 und x,y,z € Rmit  |x, —x| < &

k V3
[vn —y| < \Z firn>np,und |z, —z| < jg fiir n > n3. Mit ng := max{ny,na,n3} ist firn > ny

firn > ny,

€ € €
V3 \/3)2+(¢3

“—" Sei € > 0. Dann existieren np € N und (x,y,z) € R3, derart dass fiir alle n > ng gilt:

P+ P=e.

5n3m0) = G321 = 50—+ O =3P+ =2 <

||(xn,ynazn) - (x,y,z)H = \/(xn 7)C)2+ (yn 7y)2+ (Zﬂ 71)2 <&

Da Quadrate aber nicht-negativ sind und die Wurzelfunktion streng monoton steigt, folgt

|x, — x| = \/(x,, —x)2< \/(x,, —X)2+ (v =)+ (zn—2)* < e fiiralle n > no.
Damit ist aber die Folge (x,)n.en gegen x konvergent und ganz analog zeigt man, dass auch die
Folgen (y,), (zx) gegen y bzw. z konvergieren.

Losungsskizze zu Aufgabe A11:
Es gilt  M(x) = max{f(x),g(x)} = f+g+2‘f7g| (x). Dafund g stetig bei @ und |- | stetig auf
ganz IR sind, ist M als Vielfaches einer Komposition dieser Abbildungen ebenfalls stetig bei a.

Losungsskizze zu Aufgabe A12:

zua): Fira e Rist: f(a) = f(a+0) = f(a)+ f(0), daher f(0) =0.

zub) Seienx € R und (x,),en eine beliebige Folge mit Grenzwert x gegeben. Damit ist (x, — x)
Nullfolge und wegen der Stetigkeit von f bei 0 gilt: 321010 F(x, —x) = £(0) = 0. Es folgt:

£ =04+ £(x) = lim £ (v, — )+ £(x) = lim (f(v2) — f(x)) + lim f(x) ~[nach Def. von f], da-

her f(x) = lim (f(x,) — f(x) + f(x)), [da beide Grenzwerte existieren,] und so f(x) = lim f(x,).
n—oo Nn—00

Da (x,)nen und x beliebig waren, zeigt dies die (Folgen-)Stetigkeit von f auf ganz R.

Losungsskizze zu Aufgabe A13:
Zunichst vereinfachen wir den gegebenen Bruch durch Division von Nenner und Zihler durch

3 2
x—3; es folgt flx) =573 =1,
Fiir x = 3 kann die relle Zahl a durch Einsetzen bestimmt werden: f(3) = 5. Somit st f beix =3
durch a = 4,5 stetig ergénzbar.
(Alternativ: Anwendung des Satzes von de I’Hospital.)
Bei x = —3 ist f nicht hebbar stetig: Zum Beweis betrachte man zum Beispiel die Folge

(xn)nen = (=34 ,L)neN. Fiir diese gilt:

3 2
> —27 3 9 1
lim ™ = 'rnx"Jr X =1lim(9n—3+ )=co.
n

n—o0 xrzt — n—oo Xn =+ n—oo

Somit ist f bei x = —3 nicht folgenstetig und damit nicht stetig ergénzbar. Insgesamt ist f also
fiir jede Wahl von a und b nicht auf ganz R stetig.
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Losungsskizze zu Aufgabe A14:

(i) Genau dann hat x> + ax 4+ b = 0 keine reelen Losungen, wenn ‘f —b < 0 gilt
, . R*—R . .

(,,p-q-Formel*). Wir definieren f : 2 f ist als Polynom stetig, das reele In-

ooz

tervall | — oo, 0] ist offen; nun ist das Urbild dieses Intervalls unter stetigem f wieder offen, und

es gilt f71(] —0,0[) = {(a,b) € ]Rz|‘§12 —b <0} =A. Also ist A offen. A ist nicht abgeschlossen

und damit auch nicht kompakt, da z.Bsp. (0, rll) eine Folge in A ist, deren Grenzwert nicht in A

liegt.

(i) Die Extremwertbedingung fiir Elemente von B C IR? fiihrt zu folgender Umformulierung

der Menge B = {(a,b,c)|3+2a+b=0A6+2a+# 0}. Zunichst sicht man, dass B nicht abge-

schlossen ist, da jedes Glied der Folge (—3 + ,11,3 — i,O)neN in B liegt, der in R3 existierende

Grenzwert (—3,3,0) wegen 6 + 2(—3) = 0 aber nicht. Dies wiire fiir die Abgeschlossenheit al-

lerdings notwendig. Somit kann B auch nicht kompakt sein, da kompakte Teilmengen des R

notwendigerweise abgeschlossen sind.

B ist aber auch nicht offen. Dazu betrachte man (0,—3,0) € B. Zu jeder e-Umgebung von

(0,—3,0) existiert aber ein § > 0 mit (3,—3,0) € Ug((0,—3,0)). Wegen 3428 -3 =28>0

ist (8,—3,0) & B, also auch Ug((0,—3,0)) Z B. Damit ist B auch nicht offen.

Losungsskizze zu Aufgabe A15:
Falls f(a) = a oder f(b) = b gilt, ist nichts zu zeigen. Ist dies nicht der Fall folgt aus der Vor-
aussetzung () f(a)>a und f(b)<b>

Man definiert nun die auf [a,b] stetige Funktion g mittels g(x) := f(x) —x. Aus der Gleichung
(x) folgt g(a)=f(a)—a>0 und g(b)=f(b)—b <0. Da g stetig ist, folgt aus dem Zwi-
schenwertsatz, dass & € (a,b) existiert mit g(§) = 0 = (&) = &. Also ist & Fixpunkt von f.

Losungsskizze zu Aufgabe A16:

(i) Firalle n e Ngilt [fo(x)| =], * 1

X2+(17nx)2| T ra(loap <1 fir;x#0

[da: VM € NIN € NVn > N: (! —n)?> > M] und f,(0) = 0 < 1. Die Funktionenfolge
(fu)nen ist daher auf [0, 1] beschrinkt.
(i) Es gilt lim f,(a) = ]+(,' = 0 fiir alle a €]0,1] und lim f,(0) = O fiir @ = 0. Daher
n—oo a” n—o0
konvergiert (f,)nen punktweise gegen die Nullfunktion.

(ii1) Man betrachtet

f(l) ()? "12 1 (fir allen € N)
n = = = u n .
nto (A=) 40

Wire eine Teilfolge (f,)sen gleichmiBig konvergent, dann gegen die punktweise Grenz-
funktion. Wihlt man aber 0 < € < 1, dann gilt Vn; 3x = r:,- S fa(x)| =1 > g, ein Wider-
spruch.

Anmerkung: Ist eine Funktionenfolge (f,),en gleichmiBig konvergent, so konvergiert sie gegen
die Funktion, gegen die sie punktweise konvergiert. In diesem Fall gilt f,, — 0, aber f,,(rll) =1
(f.a. n € N) und damit ist f;, nicht im e-Schlauch (¢ < 1) um die Nullfolge, d.h. nicht gleichméBig
konvergent.
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Alternative Formulierung:
lim ||fy|| = 0 <=> f, konvergiert gleichmiBig gegen 0, aber || f,|| > |f,(})| = 1.
Nn——>00

Losungsskizze zu Aufgabe A17:

(i) Beachte zunichst, dass #(0) = 0 gilt, was sofort aus 2(0) =
Setze nun k := h(1). Per Induktion zeigt man nun, dass h(n
Induktions-Anfang: h(1) =k =k- 1
Induktions-Voraussetzung: Gelte A(n — 1) = k- (n— 1) fiir n € N.
Induktions-Schluss: h(n) =h(n—1+1)=h(n—1)+h(n)=k(n—1)+k=k-n.

h(0+40) = h(0) + h(0) folgt.
) =kn fiir alle n € N gilt

(ii) Betrachte h(—n) fiir n € N: 0 = h(0) = h(—n+n) = h(—n) + h(n) = h(—n) + kn. Damit
folgt sofort: i(—n) = k- (—n) und damit die Giiltigkeit der Behauptung fiir Z.

m

(iii) Seiennunme]NundneZ.Dann:m-h(;’q):h(n)+...+h(n):h(m- "Y=h(n)=k-n.
m mal

Es folgt () =k, also die Giiltigkeit der Behauptung fiir ganz Q.
(iv) Seinun zuletzt x € IR beliebig. Falls x rational ist, ist man wegen (iii) fertig. Bei irrationalem
x withlt man eine Folge (¢,)sen mit limg, = x und allen ¢, € Q (dies geht, da Q dicht
n—oo
in R liegt). Da A als stetig vorausgesetzt wurde folgt nun:

h(x) :h(,}ij:oq”) :,}Lr?oh(q”) Z,}ij‘;k'qnzk',}ijﬂﬂn =k-x.

Losungsskizze zu Aufgabe A18:
Fiir x < 0 und fiir x > 0 ist f stetig (denn x* = ¢*™* und exp sowie In sind fiir x > 0 stetig. )

f ist nicht stetig bei O.
Beweis: Wihlt man eine Folge (x,),en mit positiven Folgengliedern und lim x,, = 0. Dann gilt:
n—oo
lim f(x) = limx* = lim "% = efime—o(¥Inx) — .0 — 1 (da exp stetig ist).
x—0 x—0 x—0

Wiire f stetig, miisste aber gelten 1 = lim,_ f(x) = f(limy_ox) = f(0) = 0, was nicht stimmt.

Losungsskizze zu Aufgabe A19:
0 fiir |x| > 1

Es gilt f(x) = lim Hlxz” = é fiir [x| =1;  f ist damit unstetig bei x = 1 und
N—%p—o00
" 1 firly] <1
x = —1, sonst iiberall stetig. Aufgrund der gefundenen Darstellung von f kann der Graph (dieser

Treppenfunktion) leicht skizziert werden.

Losungsskizze zu Aufgabe A20:

Sei f: (a,b) — R eine gleichmiBig stetige Funktion. Fiir € = 1 zum Beispiel gibt es dann ein
81 > 0 derart, das fiir alle x € (a,b) gilt:  f(Us, (x)) CU1(f(x)).

Fir k € N mit z.B. k > ‘b a‘
tervalle der Linge 29;; dlese Intervalle konnen als §;—Umgebungen von 2k Punkten xp,...,x
aufgefasst werden; die Bilder dieser das Intervall (a,b) iiberdeckenden Umgebungen sind ent-
halten in den 2k Intervallen U; (f(x;)) (i = 1,...,2k) der Linge 2. Damit kann f keine surjektive
reelle Funktion von (a,b) auf R sein.

existiert dann eine Uberdeckung von (a,b) durch 2k offene In-
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Losungsskizze zu Aufgabe A21:

ad (a) Wir nehmen an, dass f nicht streng monoton ist. Dann existieren x1,x2,x3 € R mit

F(x1) < f(x2) > f(x3) oder f(x1) > f(x2) < f(x3). Dann existieren Werte 1 mit

FG) SN f)Af(xs) <M< fx) oder f(x1) >n 2> f(x2) Af(xz) > > f(x2).

Nach dem Zwischenwertsatz existieren dann &; und &, mit §; # & und f(&1) =n = f(&2), ein
Widerspruch zur Injektivitét von f.

ad (b) Ein Beispiel ist die Funktion f : R — R mit f(x) = x fir x € R\ {0,1} und f(0) =
sowie f(1) = 0; sie ist injektiv, unstetig und nicht monoton.

Losungsskizze zu Aufgabe A22:

(a) Partialbruchzerlegung ergibt (n Jlrl . Damit folgt:

+1) n
o k k k k+1
1 1 1 1 1
= lim — = lim — = lim (1 =1
ng’ln(n—i—l) kﬁm(ng’ln ng’ln—i—l) kﬂm(n;n nzzn) kﬁw( k+1)
~

k-te Partialsumme

(b) Nach Teil (a) ist Z n(n +1 wegen der Positivitit der Reihenglieder absolut konvergent.

Wegen | ) L= | folgt nach dem Majorantenkriterium fiir Reihen also

1
| 2+2n+1| <| 2+

auch die Konvergenz von ), 1 ) . Also ist auch Z =Y n +1)2 + 1 konvergent.
n=1

Losungsskizze zu Aufgabe A23:

(a) und (b): Fiir |¢| <1 : gilt ; qc = 11 p (geometrische Reihe). Daher ist
k
Zozk*] ! =2 und ZO 3k :]i% :431~
(©) kg()(zlk + ;ik) =Y zlk +Y (;l)k =2+ 3 = ! (nach dem Satz iiber die Summe zweier

konvergenter Reihen).

k
(d ( ke ist eine beschrinkte Folge, und Z ( ( 1) ) konvergiert wegen 21k > lk abso-

lut. Nach einem Satz diirfen Glieder elner absolut konvergenten Reihe mit beschrinkten
Faktoren multipliziert werden (vgl. Heuser [Heul], p. 195 Aufg. 5).

Anmerkung (1) Eine alternative Argumentation benutzt das Majorantenkriterium (s. §3 3):

Sind ch konvergent, alle ¢; > 0, und gilt |a;| < ¢ fiir fast alle k, so konvergiert Zak

3k> |<|2k 3k |§2k+3k
(i1) Eine weitere Beweismoglichkeit bietet das Abelsche Kriterium: Konvergiert ) ¢, und
ist (by) eine monotone und beschrinkte Folge, so konvergiert Y ayby.

absolut. In unserem Fall ist | X 2k + (

<R . . .
e Y ];k konvergiert nach dem Quotientenkriterium, denn
k=1

EX (k+1)2 2k _ (144)?
2k+1 2 2

1
o -1«

bzw. nach dem Wurzelkriterium ( \k/ ]; = 5 (\’7 k)2 — 5 < 1.
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Losungsskizze zu Aufgabe A24:

1. Die Folge der Reihenglieder divergiert, da y/n — 1 gilt und damit die Folge (<]\/1n)” die beiden

Héufungswerte +1 hat. Daraus folgt, dass die Reihe nicht konvergent sein kann; (ansonsten
miissten die Reihenglieder notwendigerweise gegen 0 gehen).

2. (i) Daim Falle a > 1 die Folge der Reihengleider monoton fallend und positiv ist, 14sst sich
das Cauchysche Verdichtungskriterium fiir Reihen anwenden. Betrachte also die Reihe:

- 1 ad 1 -

on = —
Z 2"log,(2") Z’n-logaZ log,2

1
n=2 n=2 n=2 n

1

Da diese Reihe nicht konvergiert, divergiert auch 22 nlog, n"
n—

(ii) ImFall 0 < a < 1 kann man wegen log,(x) in den Partialsummen den

= log, ), (¥)
logy /4(a)logy /4
konstanten Faktor log 1 (a) = —1 ausklammern; so erhélt man analog zu Teil (i) die Divergenz.

3. Nach dem Minorantenkriterium divergiert auch diese Reihe: Es gilt
1 1 1 _ 1 . . 1 .
1 = und die Minorante ), ., di-

\/n(ihLl) o \/n2+n = \/n2+2n+l

vergiert.

Losungsskizze zu Aufgabe A25:

Wir berechnen den Konvergenzradius um den Entwicklungspunkt 1 mit dem Quotientenkriteri-
um:
1
R=lim| 7" |=2

n—oo

on+l
Alternativ mittels Wurzelkriterium: R = ! . =2
lim {/ 5,
Konvergenzverhalten an den Réndern:
1
x=-1: Z o (=2)"= Z(f " und damit nicht konvergent;
1
x=3: Z on )= Zl und auch nicht konvergent.

Also konvergiert die Potenzreihe nur fiir x € (—1,3).

Losungsskizze zu Aufgabe A26:

Man skizziere den Graphen von y = )1( fiir x > 0 und denke an Ober- und Untersumme! Es gilt:

IR n " 1
mm+0:/ dr<) und ) =1+4Y) <Hjnm:1ﬂm
* =ik =ik ik L

n

=1+Inn.

1
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Losungsskizze zu Aufgabe A27:
Wir verwenden die binomische Reihe: Fiir o € R und x € (—1,1) gilt (vgl. [LK] 5.2.87):

(14+x)%= ¥ ({)x*. Weiterhin ist (1 +x)*- (1 +x)P = (1 +x)*"P. Damit erhalten wir
k=0

(1+x)% (14x)P = Z( )ﬁ Z( ) Z (a:f’)%(uxwﬁ.

k k=0

Potenzreihen konvergieren im Innern ihres Konvergenzbereichs absolut. Daher hat man die Mog-
lichkeit, das Produkt der beiden Reihen in Form des Cauchyprodukts zu schreiben:

(¢ n Gy =R ) ()

Nach dem Identititssatz fiir Potenzreihen folgt fiir zwei auf einem Intervall X = (—§,9) iiber-
einstimmende Potenzreihen Y a,x" und } b,x" die Gleichheit der Koeffizienten: a; = b; fiir alle
i € N. Durch Vergleich der Koeffizienten von x" ergibt sich daher:

5620030

n
Mit dem soeben Bewiesenen erhalten wir fiir o = B = n die Formel Y. (§)(,”,) = (*'). Nach
k=0
n

Definition des Binomialkoeffizienten gilt (k) = k!(;’ik!) = (nik)!(:i(nik))! = (nfk). Damit erhilt

" n n n\? (Zn)
man = = .
0050 -0
Losungsskizze zu Aufgabe A28:

(a) Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium, da

(k+1)? ’
1im|(k+1>!|:im|k +2k+1|_ <1+k+ J—0<1.
k—o0 ];(2' k—o0 (k+1) k2 k—o0 k+1

(b) Wir bestimmen den Konvergenzradius um die Entwicklungsstelle x = 1:

1 1

R = =1.

Am Randpunkt x = 2 divergiert die Reihe (harmonische Reihe), bei x = 0 konvergiert sie
nach dem Leibnizkriterium. Die Reihe konvergiert also fiir x € [0,2).

Losungsskizze zu Aufgabe A29:
Esist 101 =100 (1+0.01),also v/101 = 10+ (140.01)2 = 10 (1 4+x)2 mitx = 10~2.
Die binomische Reihe fiirx € (—1,1) und o € R lautet (vgl. [LK] 5.2.87 !):

(1427 = 14+ (x+ @+ ()P 4.
n
wobei (%) = s @+ Mit o= ) folgt

| 1 . . )
1 2 =1 2 2
(14x) +2x+ 12 X"+ 105,
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Man sieht nun, dass fiir x € (0,1) ab dem zweiten Glied die Vorzeichen alternieren und be-
traglich monoton gegen Null fallen. Der Fehler der Partialsumme (wenn diese mindestens einen
Summanden hat) ist also dem Betrage nach kleiner als das erste vernachlidssigte Glied. Der Wert
der Reihe liegt stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden Partialsummen. Also gilt
V101 =10(1+1072)2 = 10(1+ 110721107+ | - 1076~ )

=10+)-10" N — 10734 1075 -
Man sieht, dass 116 2107 < 107% ist. Also ist

1

1072,
16

1 1 1 1
10+ _-107'= " .1073 101 <10+ _-107'= " .1073
+, g <101 < +, 2 +

V101 liegt also im Intervall (10.049875,10.049875625).
Die Linge des Intervalls betriigt 0.000000625 = |\ - 1075 < 1075.

Losungsskizze zu Aufgabe A30:

Das Quotientenkriterium besagt, dass eine Reihe Z k, absolut konvergiert, wenn lim ket | 1.
i=1 n—oo n
Sei k, = ¢, x". Dann folgt:
+1
.| Cnp1 X! . [Cnt ! ! 1 .|
lim | " =lim | "y <1= x| < —R=Ilim| "
n—oo0 Cn_xn n—oo | Cp llmn Cpntl n—eo | Cpy|
oo | o

Also gilt fiir alle Potenzreihen Z cpX" (mit ¢; # 0 fiir fast alle i € IN), dass der Konvergenzradius
i=1

der Potenzreihe R = lim | " | ist, sofern dieser Grenzwert existiert.

n—oo

Fiir a, = ¥, nx"bzw. b, = Y. n’x" folgt daher
n=1 n=1

n+

n2 J— ‘l
(n+1)2| —
An den Randstellen von I = (—1,1) sind a, und b, jeweils divergent. Es gilt ndmlich:
Firx=1lista, =Y n=oc0 und b, =Y n*>=co.
Firx=—lista, =Y n(—1)"=(—-14+2)+(-34+4)+(=5+6)+...= 1+ 1+1+...; die Folge
der Partialsummen besitzt also eine divergente Teilfolge. Analoges gilt fiir

by =Y (—1)" = (=12422) + (=32 +4%) + (=52 +6>) +.... Aufl=(—1,1)ist

°°_°°n7,_d°°_d°°__d1__x
’;nx”—x’;nx —xdx<’;1x”> —xdx<nsz" 1>_xdx(1x 1>_(1x)2'

Aufl=(—1,1)ist

Ro=lim, .|, ", | =1, R,= lim,Hm‘

Eemefie o (Bo) o (1 2) = 000

Also gilt f,(x) = ( 4 und To(x) = sz
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Losungsskizze zu Aufgabe A31:

(a): Der Konvergenzradius R einer Potenzreihe Z apx” (mit a; # 0, fiir fast alle i € IN) geniigt,

(b):

(c):

=0
falls der Grenzwert in eigentlichem oder unelgentllchem Sinne vorhanden ist, folgender

Aan

Bedingung: R = r}g& a

NE Also folgt fiir den Konvergenzradius Rg der Potenzreihe S :

Rg = lim

n—oo

n !
n! (n+1)2

Fiir den Konvergenzradius Ry der Potenzreihe T (x) gilt
—1 1)! —1 1 -1
Rr = 1im |1 O0F )‘zlim (n=D)ln+ )‘:um . ’:oo
Nn—o0 n' n n—oo n n—oo n
Sei x # 0. Dann gilt
==Y feflfx<:>2 :;(e"flfx)
n=0 n=2" n=2

X

—1 oo -~ _ —
d‘i<2"iz)=di(i-<ex—1—x))<=>zz"n!‘-x" 2_ =D)ettl
=1,

{ (Xflx)f*l firx#£0

Firx=0gilt 7(0) = Yo, ™ 10" 2= 2]

Damit erhalten wir fiir alle x € R, dass  T'(x) = ¢, J
2 fiirx=0

Anmerkung: Es folgt mit den Regeln von de L"Hospital

o . 1\ . o X . X (v
(x l)ze"+1 — lim (x 1%)9{ et _ lim (x l)e”2+e”+e —1lim¢ (x 21+2) 1

lim =,.

x—0 x—0 x—0 x—0

T ist also sgtetig im Nullpunkt.

oo n ) n oo
Esgilt U(x) = ¥, ey Yy ( \)‘/2 ) . Die geometrische Reihe ). x" konvergiert genau
n=0 22 n=0 2 n=0

< 1. Also erhalten wir

n
fiir |x| < 1. Daraus folgt: ¥, ( \)‘/22> konvergiert genau fiir
Ry = v/2, wobei U (x) divergent ist fiir |x| = v/2. Weiterhin gilt

ixnzllx — U(x)zx-nf‘b<\);22)n:1 xxz-

-

x2
V2
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Losungsskizze zu Aufgabe A32:
(a) Fir alle x;,x, € R gilt:

()C[) _(P(XZ) ‘ < |xl _x2|oc

9(x1) — 9(x2)] < g — x| T = | ?
X1 —X2

= —|x| 7)C2|Oc < O(x1) — @(x2) < |xy 7X2|Oc
X1 — X2
C0 = — Tim < fim P TR =0
>0 x—x Xy —X] X1 — X2 Xp—X|

= ¢(x;) existiert und @’ (x;) = 0.

i — ; L P =0x) _ —
(b) @ ist konstant, da ¢’ = 0 (z.Bsp. nach dem Mittelwertsatz: *| " ’**" = f'({) = 0).
Alternativlosung:
Man kann auch ohne den Mittelwertsatz zeigen, dass ¢ konstant ist, und zwar wie folgt: Sei
0.B.d.A. x > 0, es wird nun ¢(x) = ¢(0) gezeigt.
Sei dazu n € N beliebig und & = h, = x/n. Dann ist |@(h) — @(0)| < h'** nach Voraussetzung

sowie [9(2/) = ¢(0)| < |¢(2h) — @(h)| +[@(h) — @(0)| < '+ + A% = 2!+,
Durch Induktion folgt fiir k € N |@(kh) — @(0)| < kh! T

I+
+ (o

Speziell ist |@(x) — ¢(0)] < nh'** = n(z) =" o . Da die rechte Seite mit n — oo gegen 0
strebt, folgt @(x) = @(0).

Losungsskizze zu Aufgabe A33:

(a) Es handelt sich bei f um eine Treppenfunktion, die auf einer gewissen Zerlegung des Inter-
valls [—1, 1] definiert ist. Da nach Definition f(x) = f(—x) gilt, ist f eine gerade Funktion, so
dass wir im folgenden nur noch das Intervall [0, 1] betrachten miissen. Wir zerlegen das Inter-
vall [0,1] in die abzdhlbar unendlich vielen disjunkten Teilintervalle
L= ( 1 1} fiirn € N, d.h. es gilt

n+l’n
“ 1 1 1 11 11
0,1 = Cl=(2lul Lo lul Lo u.udo
[0,1] nUI(n+1 n} <2 } (3 2} (4 3} {0}
Fiir x € (nJrI,H gilt nach Definition f(x) = nlz, d.h. f ist fiir alle n € N jeweils auf I,

konstant und damit im Inneren von I, stetig. Interessant sind also nur die jeweils rechten
Randpunkte der Intervalle [,. Fir n > 2 ist f ( rll ) = L. Andererseits gilt aber

n2
XErln+f(x) = (nj1)2 # L. Alsoist f auf UT = { | |n €N} unstetig. Da f eine gerade
Funktion ist, ist f achsensymmetrisch zur y-Achse, also auch auf U~ = {f nl] |ne ]N} un-

stetig. Wegen f(1) = lim f(x) =1, ist f am Rand seines Definitionsbereichs stetig. Wegen
x—1-

x€ (11, ,] mussn— oo gehen, wenn x — 0 geht. Also folgt xlilg1+f(x) = lim > = 0. Es ist

f also im Nullpunkt folgenstetig und damit stetig. Insgesamt ist die Menge aller Unstetig-
keitsstellen U = U UU . Damit gilt S = [—1,1]\ U.
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(b) Eine Funktion f heiBt in einem Punkt & differenzierbar, wenn der linksseitige und der rechts-
seitige Differentialquotient existieren und gleich sind. Eine notwendige Bedingung fiir die
Differenzierbarkeit in einem inneren Punkt § ist die Stetigkeit von f in &. Also ist in diesem
Fall f hochstens auf S differenzierbar. Da f auf jedem Intervall [,, konstant ist, und konstante
Funktionen {iiberall differenzierbar sind, ist f im Inneren von I, fiir alle n € N differen-
zierbar. Fiir x = 1 ist der rechtsseitige Differentialquotient, fiir x = —1 ist der linksseitige
Differentialquotient von f nicht definiert. In (é,l] ist f konstant, daher f in 1 (einseitig)
differenzierbar. Analoges giltin —1.

Weil f eine gerade Funktion ist, ist sie an der Stelle x = O genau dann differenzierbar, wenn
sie dort rechtsseitig differenzierbar mit Wert der rechtsseitigen Ableitung = 0 ist. Seien hier-
fiir also x € (0,1] und n € N so gewihlt, dass n}rl <x< ! Dannist
1
0< F(x) = £(0) :f(x) o _ n+1 _ 1 N 12.

_ > 2
x—0 X il n n o n

1

4 <x< ,11 Also folgt

Geht nun x — 0, so geht n — oo, weil .

o f(0)—£(0) NS B N
fim T < Jim (5 4 2) =0,

Damit ist f bei x = 0 differenzierbar, folglich f in allen Punkten von S differenzierbar.

(c) Speziell gilt f/(0) = 0, da der rechtsseitige und wegen der Eigenschaft von f als gerade
Funktion auch der linksseitige Grenzwert des Differentialquotienten jeweils O ist.

Losungsskizze zu Aufgabe A34:

x*  fiirx €(0,2]
Wir konnen f auch in folgender Form angeben: f(x) =< 0 fiirx=0

—x* firxe[-2,0)
Es gilt fiir x € (0,2]

h) — h)? —x? 24 2hx+h*—x*
fim ST =F®) o G AT=x F 2R b h) = 2x.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
Ebenso gilt fiir x € [-2,0)
h) — —(x+h)?+x° —x? = 2hx — h*+x*
fim ST D) —G R A e (Cov—h) = —2x.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
Schliesslich gilt firr x=0, dass  lim /™)~ = im " — limh = 0 und
h—0+ h—0 h—0
0+h)— f(0 —h?
im SOTA SO T i iz,
h—0— h h—0 h h—0

Also existiert fiir alle x € [—2,2] jeweils der linksseitige und der rechtsseitige Differentialquoti-
ent, wobei diese jeweils gleich sind. Damit ist f auf dem ganzen Intervall [—2, 2] differenzierbar.

2x  firx e (0,2]
Wir konnen nun f”(x) folgendermassen angeben: f’(x) = < 0 firx=0
“2x fiirxe [~2,0)
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Es gilt also f’(x) = 2|x|, und f” ist stetig. Bekanntlich ist die Funktion g mit g(x) = |x| und damit
f’ im Punkt x = 0 nicht differenzierbar. Also gilt f € C'[~2,2] und f ¢ C*[-2,2].

Losungsskizze zu Aufgabe A35:
1. Teil: Tm Fall o= 0 folgt, dass der Bruch );;:Zg (fiir x # 0) gleich 0 ist und damit der Grenzwert

ebenfalls. Sei nun o, # 0 ! Man betrachte die Funktionen f(x) = x* und g(x) = x®. Es sind f und
g stetig und differenzierbar mit f’(x) = ox® ! und g’(x) = PxP~'. Nach dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz gilt dann: Es existiert ein (von x abhidngendes)
€1 =¢&1(x) € (x,a) (fir 0 <x < a) bzw. & =& (x) € (a,x) (fiir x > a) mit
*—a® o g
Xboab b T B

fiilr & = & (x) bzw. £ = &>(x). Mit x — a— bzw. x — a+ streben &; und &, gegen a. Es folgt

. xo‘—ao‘i . o a?ﬁi(x a—B
Jmop s T Bgl(x) - p“

und
o o

. X —a T o OL,B_OLOL,B
Jm, B —ab Jm, Bﬁz(x) gt
Der gesuchte Limes existiert also und ist gleich %a“’ﬁ (was den ersten Fall einschlief3t).
Anmerkung: Alternativ geht es mit der Formel von de 1’Hospital: Nenner und Zihler des Bruchs
streben fiir x — a beide gegen 0. Daher gilt
x*—a* aw* o,
. — T _ ,B
Wl b A ot — e
2. Teil: Zz.istx+1<e' < '
Beweis: Man betrachte die stetige und monoton steigende Funktion f(x) = ¢*. Nach dem MWS
gilt fiir f : fo?;{)(o) = f'(xp) fiir ein geeignetes xp mit 0 < xo < x , d.h. hier also ex;' = "0 fiir
ein xp mit 0 < xo < x. Es folgt
1.) ex;l > 1, daxy > 0, folglich ¢* — 1 > x und somit (%) ¢* >x+ 1 fiir 0 <x < I.
2) eﬂ;' < €', daxg<ux alsoe* < 1'

—X

fiir 0 < x < 1. Zusammen mit (x) folgt die Behauptung.[]
Losungsskizze zu Aufgabe A36:

(i) Zweimalige Anwendung der Regel von 1’Hospital ergibt:

: 1—cosx : sinx . cosx 1
lim,_o 2 = lim,_.o n limy—o 2 T -
(i) Lim*m = lim(1 + ™) = liml + lim*™ = 1. Da [*™] < |!| und
x—oo X X—00 X X—00 X—oo X X X

limx~><>0 )lc =0 gl]t, ist auch lim Si;x =0.

X—r00
(iii) Da jede Exponentialfunktion stetig ist, gilt (mit dem Grenzwert der geometrischen Reihe):
1

n i n H n o i
lim [ ¥/5 = lim 551 2 = 5wt o = SE200) -1 — 514 — 5,
=1

n—oo n—o0
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Losungsskizze zu Aufgabe A37:

Wegen der Monotonie der Wurzelfunktion reicht es, ein Minimum von (x — 1)? 4 (Inx — 1)? zu
bestimmen; dazu setzt man die Ableitung gleich 0 und erhélt (x) 2x—2+(2/x)Inx—(2/x) =0.
Es handelt sich tatséchlich um ein Minimum, da die zweite Ableitung positiv ist:
é(b;mex+4%;éﬂb97272x+2¥+4y:é(@xféy+1)
Losungsskizze zu Aufgabe A38:

1. Fall £(0) > 0: Aufgrund der Differenzierbarkeit folgt aus dem Mittelwertsatz und der unteren
Schranke fiir f gilt:

U _f=efO)—10) _ | __ Ly feer ()

¢ —cf(0) f(0) f(0)
da f(0) > 0. Alsoist f(—cf(0)) <0 < f(0), und da f stetig ist, garantiert der Zwischenwertsatz
die Existenz eines & € (—cf(0),0) mit f(§) = 0. Da f streng monoton steigt, kann es keine
weiteren Nullstellen geben.

2. Fall f(0) < 0: Bis auf das Relationszeichen bei Multiplakition mit f(0) lduft dieser Fall
vollkommen analog.

<0= f(=cf(0)) <0,

Losungsskizze zu Aufgabe A39:
Per definitionem ist f(x)$() = )/ Damit folgt: ' (x) = (f(x)$™) =

(eI — S g () 1n )+ 505 (3] = (2 ()n )+

Losungsskizze zu Aufgabe A40:

Esist f(0) = —1 < Ound f(4) = 16 —4sin4 — cos4 > 10 > 0. Mit dem Zwischenwertsatz erhlt
man: 3x; € (0,4) mit f(x;) =0. Wegen f/(x) = 2x — xcosx — sinx+ sinx = x(2 —cosx) ist f
fiir x > 0 streng monoton steigend. Damit ist x; die einzige Nullstelle auf R . Mit f(x) = f(—x)
erhilt man auch genau eine Nullstelle auf IR ™. Also hat f genau zwei Nullstellen.

Losungsskizze zu Aufgabe A41:

f ist unter den gegebenen Voraussetzungen sogar lipschitzstetig, was die gleichméBige Stetigkeit
impliziert. Beweis: Wegen der Beschriinktheit der Ableitungen kann man ein M mit M > |f’|
wihlen. Seien x,y € (a,b). Da f stetig auf [x,y] ist, folgt aus dem Mittelwertsatz:

F) = f(x) y .
IO i lem fur g secignetatso [£0)— S| < bl M.

Da M aber unabhingig von der Wahl von x,y ist und diese beliebig waren, erhilt man damit die
Lipschitzstetigkeit von f.

Losungsskizze zu Aufgabe A42:

Heuristische Vorbetrachtung: Fiir x > xg soll 7 (xv)x:)jcho) > f'(x0) und fiir x < xo muss .(X));Q('x(') < f'(x0) gezeigt werden.
Dies legt die Anwendung des Mittelwertsatzes und den Vergleich von f’(xp) mit f'(§), s.u., nahe.
(i) Nach den Mittelwertsatz (der Differentialrechnung), angewandt auf die Funktion f im Inter-
vall [x,xo], bzw. [xo,x], existiert ein & € (x,x) bzw. (xo,x) mit f(x))(;{o(x") = f'(&), also

f(x) = f(xo) + () (x — xo).
(ii) Wir betrachten nun f”; diese Funktion ist auf I differenzierbar, und es gilt laut voraussetzung
(f")(x) > 0 falls x € I; nach einem Satz iiber Monotonie von Funktionen ist diese Bedingung
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hinreichend dafiir, dass f streng monoton wiichst. Im Falle von x > xq gilt auch & > xp und damit
S1(&) > f'(x0), also f/(§)(x —x0) > f'(x0) - (x —xp). Ist x < xo gewihlt, so ergibt sich & < xo,
folglich f/(E) < f'(xo), daraus f'(§) (x —x0) > f’(x0) (x —x0) . Insgesamt folgt

N o~ 7 N~ o~ 7
negativ negativ

f(x) = f(x0) + f'(§) (x —x0) > f(x0) + ' (x0) (x = x0)-

Anmerkung. Eine (zu (ii)) alternative Argumentation geht wie folgt: Nach dem Mittelwertsatz
existiert einm € (€, x¢) bzw. (xp,&) mit f (x")*g ® = 7' (M), also f(&) = f'(x0) — (xo— &) f"(M).

Damit folgt £(x) = £(x0) + (x—x0) ' (x0) — (x0 — E) £ ()] =
f(x0) 4+ f'(x0)(x = x0) + (x — x0) (§ —x0) /' (M) > f(x0) + f(x0) (x — x0)

(da f”(n) > 0 und (x—x0)(§ —xp) > 0.

Losungsskizze zu Aufgabe A43:
Die ersten beiden Ableitungen haben die Form f’(x) =3x>—1 und f”(x) = 6x. Nullsetzen
der ersten Ableitung liefert f'(x) =0 <= 3x> —1 =0 <= x; p== \/13, und Einsetzen der

erhaltenen Werte in die zweite Ableitung ergibt " (x;) = \?3 und /7 (xy) = — \?3

wir bei P; = ( \/'3, 373) ein lokales Minimum, bei P, = (— \/13, 3\2/3) ein lokales Maximum.

. Damit erhalten

Auf [-2,2] hat f jedoch seine globalen Extremalwerte am Rand des Intervalls, auf dem f
definiert ist. Das globale Minimum liegt bei Q; = (—2,—6), das globale Maximum liegt bei

0> =(2,6).

Losungsskizze zu Aufgabe A44:

Fiir x # 0 ist xlz € R und damit sinx~2 € [—1,1] definiert. Da g;,g>,g3 mit g;(x) = sinx und
22(x) = x* sowie g3(x) = x~! (fiir x # 0) stetige Funktionen sind und das Produkt und die Ver-
kettung stetiger Funktionen wieder stetig ist, operiert f auf IR\ {0} stetig. Weiterhin gilt fiir jede
Nullfolge (xn)nen

Jim (5,) = Jim -sin ) =0= £(0)
N~ ~ -
beschrénkt

Also ist f fiir x = 0 folgenstetig und damit stetig. f ist also auf ganz IR stetig. Fiir x # 0 erhalten
wir mit der Produktregel die erste Ableitung. Es gilt f’(x) = 2xsin(x2) — i cos(x~2). Fiir xo = 0

betrachten wir den Differentialquotienten. lin(l) ! (x))cjo(m) = lim+xsin(x*2) =0, also f/(0) =0
x— x—0

Somit ist f auf ganz R differenzierbar. f” ist auf R \ {0} stetig, jedoch unstetig bei x = 0. Denn

lim f'(x) = lim (2xsin(x~?) — icos(xfz))

x—0 x—

existiert nicht, da fi — —oo fiir x — 0 und cos(x,, %) = 1 fiir eine geeignete Nullfolge (x,) gilt.
Also ist f fiir x = 0 zwar differenzierbar, nicht jedoch stetig differenzierbar.

Losungsskizze zu Aufgabe A45:
Es ist fx+h)—f(x) _ (co+c1(x+h)+ca(x+h)?) — (co+ crx+cax?)
h h

h
=c1+c(2x+h)=c1+2c2(x+

R
D=L+ ).

Also ist, unabhingig von x und £, stets 6 = é
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Geometrische Interpretation: Der Beriihrungspunkt der parallel zur Sehne verlaufenden Tangen-
te hat als Abszisse den Mittelpunkt des Intervalls [x,x 4 h]. Der Sachverhalt lisst sich so leicht
skizzieren.

Losungsskizze zu Aufgabe A46:

Vorbemerkungen: (a) Offensichtlich sind alle f, ungerade Funktionen, d.h. fiir alle x € R ist
So(—x) = — fu(x). Also kann man fiir x # 0 0.B.d.A. annehmen, x sei positiv.

(b) Der Grenzwert lim |x[P = lim B0 jst 1 fiir B = 0 bzw. 0 fiir B > 0 bzw. +eo fiir B < 0.

1.Fall: Sei 0. = 0, also fo(x) = sin . Fiir x # 0 ist fo wegen f}(x) = xlz cos | stetig differen-
zierbar (und damit auch stetig). fy mmmt in jeder Umgebung von 0 jeden Wert aus [—1, 1] an;
daher ist fj unstetig fiir x = 0 und damit dort auch nicht differenzierbar.

2.Fall: Sei o # 0. Fiir x > 0 gilt 7 (x) = or-x*~! sin}c — X% 2cos . Also existiert f; fiir x >0
und ist stetig; da fy, ungerade ist, gilt damit auch: f, existiert in x # O und ist stetig. Sei nun x =0
(und weiterhin o # 0). Dann gilt

1 1
lim fo(x) = lim [x|*sin = =0 wegen |sin | <1 und der Vorbemerkung.
x—0 x—0 X X

Also ist fy stetig in x = O fiir o # 0. Betrachten wir nun die Ableitbarkeitinx =0 !
Falls f/,(0) existiert, gilt

‘ocl

= hm sgnh|h

(,wobei sgnh das Vorzeichen von & bezeichnet). Nach der Vorbemerkung existiert f;,(0) nicht
fir o < 1. Fiir 1 <a <3 ist f7(0) =0, also fy, differenzierbar in 0.
Ist die Ableitung in x = O stetig? Es gilt
lim f(x) = lim (ox® !sin ! —x*2cos 1) =0— lim x*2cos
=0+ X0+ x x x—0+ x
existiert nicht fiir o0 < 2; also ist f('x nicht stetiginx =0 fir | <o <2.
Sei nun 2 < a < 3. Wegen li%l e (x) =0= f4(0) und liI(l)’l folx) = liI(I)l —fe(x) =0 ist f}
x—0+ x—0— x—0+

stetig differenzierbar in x = 0.

Zusammenfassung:
x=0 x#0
a=0 fo unstetig fo stetig differenzierbar
a#0 fo stetig fu stetig differenzierbar

[ nicht differenzierbar fiir o0 < 1
fa diffzb. , f; nicht stetig fiir | <o <2
Ju stetig diffzb. fir2 <o <3

Losungsskizze zu Aufgabe A47:
Da die Funktion f(n) = (lnl o auf [2,00) positiv und fallend ist, gilt nach dem Integralkriterium

=

IEDY

o konvergiert <= / dn konvergiert .
= (Inn)®

n(lnn)
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. . . dn
Wir substituieren # = Inzn und erhalten mit du =

- | b | Inb |
/ dn = lim dn = lim du.
n(lnn)® b, n(lnn)* b u®

2 2 In2

Inb Inb

1
Fir o=1 folgt lim , du= lim Inu
b—o0 u b—oo

Inb
— lim In(Inb) — In(In2) = lim ln< 1 ) — oo
In2

In2 b—oo b—oo In2

Fiir a0 > 1 folgt

Inb Inb -
T I b _ ()i«
b—oo ) u® boeol—0 u% 1}, 5 bowl—o \(Inb)*! (In2)e-! l—a

In2

Damit konvergiert die betrachtete Reihe fiir a0 > 1 und divergiert fiir o« = 1.

Losungsskizze zu Aufgabe A48:
(i) Die Formel der partiellen Integration lautet [ f'(x) - g(x)dx = f(x) - g(x) — [ f(x) - g’ (x) dx.
Damit erhilt man:
aAxX oy 1
/e“x sinxde= ¢ ™ /e‘”‘cosxdx (partiell: u = sinx,V’ = )
a a
ax oy 1 ax ‘l
= ¢ S _hereosy /e‘” sinxdx)  (partiell: u = cosx,V = ™),
a a a a
folglich
1 e®sinx  e™cosx
1 “sinxdx = — .
( +a2)/e sinxdx 22
So erhilt man (falls a # 0) als eine Stammfunktion von f:

*sinx — e cosx

.
F(x) = /e“xsinxdx: e 21

Fiir a = 0 ist diese Gleichung ebenfalls richtig, da — cos Stammfunktion von sin ist.

b 8(b)
(ii) Die Regel der Integration durch Substitution lautet [ f(g(y))-&'(y)dy= [ f(x)dx. Mit
a 8(a)
der Substitution u = log, x, also x = b* = ¢*I"* und gfl =b"Inb bzw. dx = e“’.Inbdu
erhilt man

/sin(loghx)dx: /sinub”lnbdu:lnb/eu'lnb sinudu

Inb Inb-u ; _ nbu
—Inp- ¢ (?mbb)lzfl cosu (nach (i) mit @ := Inb)
n

xsin(log, x) Inb — xcos(log, x)

~Inb
" (Inb)2 + 1

(Riicksubstitution).
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Losungsskizze zu Aufgabe A49:

Wir substituieren mit # = x> und erhalten zunichst dt = 2xdx. Es gilt

VIn2 VIn2 In2

1 1 1 1
/xexzdx: 5 / 2xe® dx = 2/e’dt: 5 (e'"zfeo> =,
0 0 0

Losungsskizze zu Aufgabe A50:

(a) Wir substituieren #(x) = Inx. Es gilt dt= )'( dx. Nach der Substitutionsregel erhalten wir
2

< dx Ine? | 2 1, 1/1 3
/ :/ dt:/t*dt:— 2] =— —1)=".
e x(lnx)3 e 13 1 2 1 2\ 4 8

(b) Wir verwenden Partialbruchzerlegung, um den Integranden in einen Term der Form

O+ leis umzuformen.
.. 11(6—
Heuristik: (x73()(2xx«£5) = %+ leis <= 11(6—x) =0(2x+5)+PB(x—3)
Sei x = 6. Dann folgt 0 = 170+ 3B bzw. o= — > .
Sei x = 5. Dann folgt 11 = 15a+2B<:> 11=-1B+3p=—11p=PB=—17und o =3.

1e6-x) _ 3
x=3)(2x+5) — x-3  2x +5 Also gilt

/(x113<)6(2x)25) /x 3 /2 =3Injx—3|— 1n|x+5|—|—

Losungsskizze zu Aufgabe AS1:

Damit erhalten wir (

Das gesuchte Integral ist genau dann konvergent, wenn A}lm f ¢ dx und 11m f ¢ dxmlt

¢ € R existieren, und der Wert ist genau dle Summe der belden Grenzwerte.

Mit der Substitution # = \/x und ' = 5 \/2 erhilt man
M ,—/x VM
lim [ ¢ dr= lim 2e"du= lim —2(e M _e Ve) = 2e Ve
M—o0 c \/_x M—o0 \/C M—eo
und
¢ ,—VX Ve
lim [ €, de=1lim [ 2e"du= lim —2(e V¢ —e VM) = —2e~Ve 2.
m—0 Jm \/x m—0 m m—0

Also konvergiert das Integral und es gilt: [ g:/f dx =2.
0

Losungsskizze zu Aufgabe AS52:

: 1 1 : T 1 _A_ B c
Wir zerlegen A1) = x(x—1)(xs1) 1D Partialbriiche und erhalten D 1) = x Tt T

und damit 1 = A(x> — 1) + B(x* +x) + C(x* — x). Einsetzen von x = 0 ergibt A = —1; Einsetzen
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von x = 1 ergibt B = ;; Einsetzen von x = 2 ergibt schlieBlich C = é Also gilt
°° 1 11 1 /1 1 /1
dx=1i —/ dx / dx / dx
/2 x(x2—1) 113;( 2 X +2 2 x—1 +2 2 x+1
t t t | t
):lim (—lnx +ln((x2—1)z) )
2 fee 2 2

t
1 2
= lim ln\/l— 2—ln\/3 zlnl—ln\/?):ln
2 1= t 2 2 V3

(= 0.1438). (Hierbei wurde die Stetigkeit von In benutzt.)

= lim (—lnx

f—o0

1
+21n(x2— 1)

2

. Va2 —1
=lim | In
X

[—o0

Losungsskizze zu Aufgabe AS3:

Wir zerlegen x4£1 in Partialbriiche: ! = AfB xfl + xf | - Multiplizie-

1 _
-1 T 2D D) (E=1) T a2
. ot (Ax+B)(x—1)(x+1
ren mit (x— 1)(x+ 1) ergibt )X<2X+1)(X+ )4 Cx+1)+Dx—1)= o
Wir setzen nacheinander x = 1 und x = —1 ein und erhalten C = i und D = — }1. Fiir x = 0 folgt
nun —B + "1 + i — 1 und damit B = — é Den Koeffizienten A identifizieren wir, indem wir die
Partialbruchzerlegung mit x multiplizieren. Wir erhalten

X Ax? X X X

WD)+ DE—1) 241 20241)  4x—1) 4@+1)
A 1 1 1

T+ _2(x+;)+4(17;)_4(1+;)

Lassen wir nun x — oo wandern, bekommen wir 0 = A — 0+ "1 — l und damit A = 0. Somit gilt

fir2<relR
A | 1 1 1 701 1 771
dx = — dx dx — dx
/2x4—1 2/2x2+1 +4/2x—1 4/zx+1
1 t t

t

1 1
:fzarctant +4ln(x71) 74ln(x+1)

2 2 2

t

= 1( tant t2)+11 r=l
= ) arctan arctan 4 n x+1

2

]( tan?2 t t)+11 =1 P!
= arctan £ — arctan n — n
2 4 t+1 4 3

Damit folgt fiir # — oo lim f; ' dx =} (arctan2 — §) + } In3(~ 0.0428) .

Losungsskizze zu Aufgabe A54:
(a) Mit partieller Integration (u' = ™ und v =x% bzw. v = x) ergibt sich:
Ax Ax A 2 Ax Ax Ax 2 Ax 2 Ax
/xze)“xdx: e}» xz—/er}L dx = ekxxz_ k(xek —/67L dx) = e}b X’ - 62 X+

= e“(x; - ;2; + f;) (+¢) mit ¢ € R beliebig.
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(b) Durch partielle Integration (mit &’ = e, v = cos(5x) bzw. v = sin(5x)) folgt:

/e*x cos(5x)dx = —e *cos(5x) — 5 /e*x sin(5x) dx
= —e *cos(5x) — 5(—e sin(5x) +5 /e*x cos(5x) dx)
= —e *(cos(5x) 4 5sin(5x)) — 52/e’X cos(5x) dx.
Durch Auflosen dieser Gleichung nach dem gesuchten Integral ergibt sich:

/eixCOS(Sx)dx _ e *(—cos(5x) 4 5sin(5x))

2% +c mit ¢ € R beliebig.

Losungsskizze zu Aufgabe ASS:
()

1 1
1
/ (1—x)Px?dx=1lim [ ( —1)PxPT9dx
e—0 X
0 €

1
— lim (et o == e e
e=0p+qg+1|'x € x x?

1

1 1
lim(1—e)ert! + P lirn/( —1)P P9 dx
p+q+1eao p+qg+1les0/ “x
€

=0+ / x)P~ 13 dx.
p+q+1

(b) Beweis durch vollstandige Induktion nach p mit Hilfe von Teil a):

. 0!q!
Induktionsverankerung fiir p =0 : / x1dx = ’ = = .
gy g+1l0 " g1~ (0+g+1)!

Die Behauptung gelte fiir p.

1 1
/ x)PH x4 dx prl (1 —x)Px?dx
) ()p+1+q+l
p+1 plg! B (p+1)lq!

mauvor. (p+1+g+1) (p+g+ 1)1 ((p+1)+g+ 1)

Losungsskizze zu Aufgabe A56:

(a) i) Mitu' =1 und v = Int erhiilt man mit partieller Integration:

1 1
JIntdt=tlnt]} — [t{ dt=—xInx—1+x
X X

303
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(i)
. n n .
t t t t
/4 7/4 cos sin )dt(wegensinthrCOSt: 1) :/4 Cf)S dt+/4 sin )dt
© sinzcost sint cost x sint x cost
2v2 ¢ 2v2 ¢
= u_ / w2 [Substitution mit u] := sin?, uy := cost]
sinxx UL cosx U2
= In2v/2 — In(sinx) — In2v/2 + In(cosx) = In(cosx) — In(sinx)
cos
= = In(cotux).
sinx

(b) Mit den Ergebnissen aus (a) folgt: (1) fol Inzdt = limx_o(—xInx —14+x)=—1 und

4
2 [ sin flcos ,dt existiert nicht, da sinx — 0 fiirx — 0 sowie
0
lim(In(cosx) — In(sinx)) = 0 — lim(In(sinx)) — oo fiir x — 0.

Losungsskizze zu Aufgabe AS7:

(a) Wegen x > 0 gilt Inx = || IX } dt (gemalB Definition). Die Substitution z = y - mit konstantem
dz _

y und Variablen z und ¢ ergibt, unter Beachtung von i =y und Substitution der Grenzen
(th=1 = zop=ysowiet;] =x = z1 = Xxy),
X Xy Xy Xy
Inx=[ldt= [ Z;dz: J 'dz=Int| =Inxy—Iny.
1 y y y
1
= lim (2—2¢) =2.

e—0-+

] 1 1
b “2dx= lim 2x2
O famrae= g,

€

Losungsskizze zu Aufgabe ASS8:

Sei x = r-sint. Dann folgt mit & = r-cost und mit 1 —sin’¢ = cos?¢ fiirt € [-5,7]:

/\/rz—xzdx:/\/rz—(rzsinzt)-rcostdt:/r\/coszt-rcostdt:rz-/cosztdt.

Zur weiteren Berechnung verwenden wir partielle Integration. Wir setzen f(f) = cost, folglich
f'(t) = —sint, ferner g(t)=sint und g'(r) =cost. Esfolgt [cos’tdt=cost-sint+ [sin’tdt
Addition von [ cos®t auf beiden Seiten fiihrt zu

2 [cos?t dt = cost -sint+ [sin’t dt+ [cos®tdt = cost-sint+ [ 1dt = cost-sint+t+c.

Damit ergibt sich [ cos?¢ dt = CO“'S;"H[ +¢.  Insgesamt folgt mit = arcsin ()

cost-sint +t
/\/rz—xzdx:r2~ +c

2
, cos(aresin (¥)) - sin(arcsin (*)) + arcsin (V) L
: c
2
T X X H X
> cos(arcsm(r))2 ¥ +arcsin () )

Losungsskizze zu Aufgabe AS9:
Wir substituieren den Integranden mit r = —x® und bekommen die Potenzreihe
o .n - oo (7x6)n 7 i (71)nx6n

|
n=0 n.
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Potenzreihen diirfen in ihrem Konvergenzbereich integriert werden. Also gilt
1 5 [ o (_l)nx()n o 1 (_])nx()n L (_l)n
e " dx= / dx = / dx = .
/o 0 rg’o n! rg’o 0 n! z"n!(énJrl)

Diese Reihe alterniert, und ihre Glieder fallen betraglich monoton gegen 0. Nach dem Leib-
(="

niz’schen Konvergenzkriterium existiert der Grenzwert der Reihe. Setzt man s, =YL (6n4+1)?
i — 1 i ; _q1_ 1,1 _163 _ 163 _ 1
so liegt s = nllljl,s’" stets zwischen s, und s;,41. Bs gilt s =1— 5+, = [ und s3= g5 — 14
1 1 . . 1
Da |14 < ;o0 und s € [s2, 53], weicht s, um weniger als ,,, von s ab.

Losungsskizze zu Aufgabe A60:

(a) Wir zeigen, dass die Relation = reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

1 1 ;
Sicherlichist [ f(x)dx= [ f(x)dx, so dass f ~ f fur alle Funktionen f € F. Weiterhin gilt
1 1

1 1 1 1 i i
7f1f(x)dx:7f1g(x)dx — 7f1g(x)dx:7f1f(x)dx, sodass frRge=g~f

fiir alle Funktionen f, g € F. Schliesslich gilt mit
1 1 1 1 1 1
j;f(x)dx: j;g(x)dx und j;g(x)dx: j;h(x)dx auch flf(x)dx: flh(x)dx

Alsogilt fA~gAga~h = fah fir alle Funktionen f,g,h € F. Damit erfiillt
~ die Eigenschaften der Reflexivitit, Symmetrie und der Transitivitdt und ist somit eine

Agquivalenzrelation.

(b) Jedem o € R entspricht genau eine Aquivalenzklasse Ao und jeder Aquivalenzklasse ent-

1
spricht genau ein o € R. Sei /(x) = x. Dann ist [ A(x)dx = 0. Zu jedem o € R sind mit
g

1
g (x) == 5 wegen [ wydx = o. die Funktionen ®y und wy + 4 Elemente von Ag. Es ist
iy

aber 0y # W + h. Also enthiilt jede Aquivalenzklasse mindestens zwei Elemente.

Losungsskizze zu Aufgabe A61:

(@) Mit t = x> erhilt man f(¢) = t> — 16¢ + 65. Mit quadratischer Erginzung folgt nun
f(t)=1>—16t+64+1 = (t —8)>+ 1. Wir machen die Substitution riickgéingig und erhal-
ten f(x) = (x> — 8)2+ 1. Dadas Quadrat einer reellen Zahl immer positiv ist, folgt f(x) > 0
fiir alle x € R.

(b) Da das Quadrat einer reellen Zahl immer positiv ist, folgt (x> —8)? > 0 und damit f(x) > I;
die Menge der Funktionswerte ist also nach unten beschrinkt; wegen der Ordnungsvollstin-
digkeit existiert ein globales Minimum u aller Funktionswerte von f, und es gilt u > 1.

(c) Das globale Minimum g wird von f angenommen, wenn (x> — 8)? minimal wird (also gleich
0). Aquivalenzumformung liefert als einzige Minimalstelle x = v/8 = 2. Damit ist y =

f2)=1.
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Losungsskizze zu Aufgabe A62:

Wir verwenden den Satz, dass die nichtreellen Nullstellen eines Polynoms mit lauter reellen
Koeffizienten paarweise konjugiert komplex auftreten. Wenn nun i eine Nullstelle von P(x) ist,
muss daher auch —i eine Nullstelle von P(x) sein. Wir erhalten

Px)=(x—1Dx—i)(x+i) <= Px)=(x—-1)(x*+1) <= Px)=x> - +x—1.

Losungsskizze zu Aufgabe A63:

(i) Fir ¢ € Aut(R,+,-) zeigt man @(1) =1 (wegen (1) = ¢(1-1) = ¢(1)?) und
o(n) =@(1+...+1)=n sowie ¢(n- ) =1=o¢(}) = q)(ln) = !, ferner ¢(r) = r fiir alle
re@.

(i) a<b= @(b) —¢(a) = 0(b—a) = ¢(v/b—a)? >0, d.h. ¢ ist ordnungserhaltend. Daraus
folgt @(x) = x fiir alle x € R: Fiir ry,r, € Q mit r; < x < ry gilt rj < @(x) < rp und r, — ry kann
beliebig klein gewdhlt werden. O

Losungskizze zu Aufgabe A64:

Zu (a): Sei (x,)nen die Folge mit x, = (,ll, rll) Es giltdann lim x, = (0,0). Andererseits ist
n—oo
F(L 1)y =1 firalle n € N. Wegen £(0,0) =0 # 1 ist f in (0,0) nicht folgenstetig und daher

in (ilierslem Punkt nicht stetig. Es gilt:
af . f(x70)_f(070) . x—0
8x|<0’0)7££% x— 7)%1—{1’(1))(7071
x#0 x#0
sowie ) 0 0,0 0
oo = tim T O =100 =0
dy 7 y=0 y—0 y—=0y—0
y7#0 y#0

Also existieren ?}{c und g{ " im Punkt (0,0).

zu (b): Die Richtungsableitung von f in Richtung eines Vektors a € R? mit |a| = 1 im Punkt

, , of (v Sxy)+i-a) = f(xy) L
(x,y) ist definiert als Py (x,y) *,IE% . . Mit a= ¢2(

Punkt

1,1) gilt im

. 0,0)+¢- 1 , 1 —£(0,0 t , t

(0,0) dann 3f(0,0)=1imf<( () A1 )zlimf<'<¢2 »)) =lim .
a t—0 ! t—0 ! t—0

Da t' fiir t — oo nicht konvergiert, existiert die angegebene Richtungsableitung nicht.

Losungsskizze zu Aufgabe A65:
Fiir x = (x1,x2) setzen wir (Lf)(x) = x1(9f/9dx1)(x) +x2(df/0x2)(x). Die partiellen Ableitungen
von f sind

g){l (xl,xz) = ;(alxl +a2x2)72/3 -a; und g){z (xl,xg) = ;(alxl +a2x2)72/3 ~ap.

Das liefert (Lf)(x) = é(alxl + a2x2) 23 (ayx) + axa) = ;f(x) und deswegen

@10 =L(3/) ) = L (LHE) = o 7).
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Alternativlosung:

Zua = (aj,ay) € R? sei f : R*—1R definiert durch f((x1,x2)) = (a1x1 +azx2)'/3. Wir zeigen
9(x1 0 +x2,0 )2 f(x) = f(x) fiirx € R*\ {0} mitx / a; in diesen Fallen ist (a,x)!/? # 0.
Zunichst betrachten wir einige partielle Ableitungen:

X; aiif(m X2) = Xj ; (@131 +azxz) “3ai = ;aixif(x)iz
M£X%£ﬂ%MOM§JmZ+M menmr?£um>

1
3
2
3 zxzf() )

1 —
= Saixif(x) 2(
und fiir i # j:
? J = X; J 1 s -2
xjaxj (xiaxf(xl’xz)) —x]axj(3a,x,f(x) )

1

1 1 2
= 3xj-aixz'(—2)f(x)73 36111”()6)72 = —9aiajxixjf(X)75-

Damit ergibt sich

9(x| o +x2 822)2f(x) =9(x; azlm Bil +x1 Bil X 8?62 +x2 azzm azl +x2 B?sz a?62)(]”()0) =
9. ;alxlf(x)72(1 - ialxlf(x)%)+9;a2x2f(x)72(1 - iazxzf(x)%) —93a1a2x1x2f(x)75 =
3(€1x1 +a2x2_)/f(x)72 —2(atx} +a3x3) f(x) 7> — dayaoxixa f(x) 0 =
e
f@°

~ -~ ~
3f(x) —2(aixy +axx2)? f(x) 7> =3f(x) —2f(x) = f(x), was zu zeigen war.
Anmerkungen: 1 ) Fiir x mit x | a existieren die Ableitungen der dritten Wurzel nicht.

2
2.) Achtung: (x1 ,° o )2 #x %aax%

Losungsskizze zu Aufgabe A66:

(i) Seiv = (u,w) # (0,0) normierter Vektor, der die Richtung der Ableitung angibt. Die Rich-
tungsableitung in (0,0) existiert, da der folgende Grenzwert existiert.

0,0 0,0 ra few)” 2 ?
— 2 4 .
i £(O0) 1) = £0.0) _ Lot _ o
=0 t =0 t 10 12 (u? + 12w*)
2 2

uw w
lim , =
1—0 U= +t-w u

)

tu-(rw)?
(tu)2+(tw)*

falls u # 0. Im Fall u = 0 gilt stets lir% =1im0 =0.
11—
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(ii) Falls f differenzierbar wire, miisste ( %inzo ) Y '(x’)’)fufzio}ig)‘)‘*l ) — gelten, wobei im Falle
x,y)—(0, k

der Differenzierbarkeit die lineare Abbildung [ genau der Gradient ist. Dieser ldsst sich mit
(i) leicht bestimmen, da die partiellen Ableltungen die Richtungsableitungen in Richtung

(1,0) bzw. (0,1) sind. Damit erhélt man a | 00 =0= a’; |(0,0)- Die totale Differenzier-
barkeit von f hief3e also

im f(x,y)—f(0,0)—l(x,y)
(x)—(0,0) I (x,»)]]

200
= lim = 1
(x,y)—(0,0) \/x +y? (x,y)—(0,0) \/x +y?

0=

was nicht méglich ist. Um (x) einzusehen, betrachte man eine Folge (#,)n,en mit 7, — 0.

Dann ist
1 3
1 L 1
lim 2+t ~ lim lim 0
(1) —(0,0) \/12 +12 V2 BT 2 14 7

Losungsskizze zu Aufgabe A67:

. . . } . FEy)—F0,.0)=1((x)—(0,0)) _  pe . . .
Wire f differenzierbar, miisste (x7y§£r(1070) 1(xy)—(0,0)] = 0 fiir eine geeignete lineare

Abbildung [ gelten. Im Falle der Differenzierbarkeit miisste / aber notwendigerweise die Abbil-
dung mit Jacobi-Matrix J bei (0,0) sein; also

3
L 0.0)

o 100 ¢

. ; (1 0

J K )
|(0,0)(X y) 8f2|00 8f2|00 <0 1)

mit f] = P=39% 1hd H= 325-3 Hierbei gilt (%) wegen:

242 24y >
X273x»07
af‘ " (0,0) = limy—o "Z;SZO = limy_ )é =1 und analog: aa];‘ l0,0) = }lgr(l)? = 0, ferner
axz l0,0) = )lcig(l)g =0 ferner f2| 'n(l);y3 =—1. Aber mitdiesem J gilt:
¥ —3xy?
22 | (X
Fley) - £(0.0)~J(xy) i) (%)
lim Y ’ R T £0.
(x3)—(0,0) [ (e, )1 (x3)—(0,0) VX2 432

Die Ungleichheit siecht man mit dem speziellen Fall x =y = ¢ mit t — 04 ein:

t° =3t —t 1
lim 212V/212 V)
=Y.
1) —(0+,0+) \ 33—+
0= : 212+/212 + V2

Also kann f nicht differenzierbar sein.
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Losungsskizze zu Aufgabe A68
(a) f ist NICHT stetig, da lim, ...(}, ! n ) =(0,0), aber

1
2
hmf( ) = lim = lim 7é0 £(0,0)
n—oo n \/n n—oo n12 +n12 n*)oo
Wéire f differenzierbar, miisste f notwendigerweise stetig sein, was wegen (i) nicht gelten kann.

f(x0)-£(0,0)
x—0

| 0.0) = hm =limy_ g = 0. Analog erhilt man: g{ l0,0) = 0.

(b) Die R1chtungsableitung von f bei (0,0) ist:

3

22
SO+ 04 )= f0,0) a2 2
lim = lim = lim = lim = .
1—0 t —0 1—0202+1%  1=02+12 /2

Losungsskizze zu Aufgabe A69:

(a) Behauptung: f ist auf ganz R" stetig. Beweis: Sei € > 0. Wihle 8 = € ! Dann ist fiir alle
x,y € R mit [[x— || < Sauch [ £(x)— £(5)| = || |x]| = [ [y|| < [x— ]| < § = &.(Anwendung
der 2. Dreiecksungleichung.)

X1 0
() (1) f istbei x= : #* : —: 0 differenzierbar, da dort
Xn 0
o _ xtteanE 1 2w g . . .
o ax; REIVA T il fiir jedes i € {1,...,n} existiert und stetig ist.

(Ableitung der Wurzelfunktion sowie Kettenregel).

X1
Alsohat fbeix= | : |+ 0 die Ableitung f' = grad f = (\TQH Iml) .
Xn
0
(i1) f ist bei 0= nicht differenzierbar, da die partiellen Ableitungen nicht exis-
0
tieren ; denn gg = lim / ((O'J'C'ﬁ"'O)T) = lim ‘ﬁ’:‘ existiert nicht: lim # lim .
o w0 i x—0 i -0 x0T

Losungsskizze zu Aufgabe A70:

gﬁ ist definitionsgemalf die Ableitung von f (\/ x2 +y2 + 72), falls nur x als variabel, y und z aber
als fest aufgefasst werden. Dann ist nach der Kettenregel:

0\/x2 432 + 22

d
S 3 f(VR 4y +22)
X

2x X
— £ x2+ 2+Z 7 r )
ox F(V2ty 24/x2 432 422 7 )r

Analog ergibt sich: g§ =f'(r)) und %]; =f(r;.

r
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X
Damit folgt grad f(r) = | §, | = fﬁr) y| = fir) V.
z

Losungsskizze zu Aufgabe A71:

1. Wenn alle partiellen Ableitungen von f existieren und stetig sind, so ist f (sogar stetig)
differenzierbar. Seien f (x,y) := x> — 3xy? und f>(x,y) := 3x?y — y*; dann gilt:

aag =3x? —3y?, an;] = —06uxy, aaj;z = 6xy und aaj;z =3x? -3y

Da alle partiellen Ableitungen existieren und (als Polynome) stetig sind, ist f auf ganz R?
differenzierbar.

. (XN . . . . 3x% —3y? —6xy
2. Somit hat f’ (y> die Jacobi-Matrix: A(f) = < b1y 3232 )

3. Aus der Definition der Differenzierbarkeit ergibt sich im Punkt (;0> = (?) :
0

()= (6) = () -6)

. (x\  (a+0.01) . o
Fiir <y> = <1 " 0.03) gilt dann folgende Approximation:
v=f

X a a+0.01 a
() ()= (Gom)) ()
ol fa x\ fa
= ((1)16)-0)
([ 3a*-3 —6a 0.01 \ _ [0.03a>—0.03—0.18a
o 6a 3a> -3 0.03 )~ \0.06a+0.094>—0.09) )
Losungsskizze zu Aufgabe A72:
f ist nur bei (0,y) (fir y € R) nicht differenzierbar,.Fla gﬁ =— 3); 55 fiir x = 0 nicht existiert,
dies aber fiir die Differenzierbarkeit notwendig ist. Uberall sonst ist f differenzierbar, da die
partiellen Ableitungen existieren und stetig sind. Anschaulich wird der Graph von f entlang der
y-Achse unendlich steil (man betrachtet dazu f einfach als eindimensionale Funktion von x und
“dehne” den Graphen entlang der y-Achse aus). Dementsprechend bestimmt man zunichst die

Tangentialebenen nur an den differenzierbaren Stellen: Seien xy % 0 und y % 0 gegeben. Dann
wird f bei (xo,y0) tangential approximiert durch:

z=1t(x,y) = f(x0,y0) + grad f(x0,y0) - (x — X0,y — y0)

of of
= f(xO’yO) + ( ax |(X(),_Vo)7 ay |(XO,y0))(x — X0,y _yO)
X—xo X

2
= 7\3/)(07 + 3\3/)60)

3/.2 3/.2
3{/x5 3¢/x
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Aufgefasst als Ebenengleichung des R? ist dies:
2.3/x
x+0y+z=— \g 0

— x+37} x(z)z:foo
33)%

T
(1 0 {/ x(z))
Der Normalenvektor ist dann 7 = r - Auch wenn f nicht auf der y-Achse dif-
(10 8)
ferenzierbar ist, gibt die genannte Ebenengleichung auch fiir xo = 0 die asymptotische Tangen-
tialebene bei allen (0,y) an. Da f stetig mit £(0,y) = 0 ist und zur y-Achse hin “unendlich steil”
wird, ist die y-z-Ebene Tangentialebene, und diese hat die Ebenengleichung x = 0 mit Norma-
1
lenvektor | O
0

Losungsskizze zu Aufgabe A73:

[0,1] — R?
t—a+t(b—a).
zierbarer Funktionen differenzierbar auf ganz [0, 1]. Damit und wegen g([0,1]) C G istauch fog

differenzierbare Funktion von [0, 1] nach IR. Die Anwendung der Kettenregel liefert
(fog)(x)=f"(gx)) g (x), die des Mittelwertsatzes die Existenz eines 6 € (0, 1) mit

(rogy(®)= T8t~ 1e80)
Mit diesen beiden Gleichungen ergibt sich  f(b) — f(a) = (fog)'(d) =

['(8(8))-g'(8) = f'(a+8(b—a))(b—a) = (gradf)(a+3(b—a))(b—a).
Losungsskizze zu Aufgabe A74:

Die Nebenbedingung ist dquivalent zu x3 = 1 — x; —x2. Unter dieser Bedingung lésst sich H als
eine Funktion A schreiben, die nur von zwei Variablen abhingt:

Definiere fiir a,b € G die Abbildung g: { g ist als Komposition differen-

=f(b)—f(a).

1

. 1 1
H(x1,x2) = x1log, X +x2log, o + (1 —x1—x2)log, 1—x1—x2

= —1<X1 10g2x1 +x210g2x2+ (1 — X1 —x2)10g2(1 — X1 —XQ))

Wir bestimmen nun die partiellen Ableitungen von H; man beachtet dabei, dass fiir den dualen

1 1
L ith ilt: 1 =", .
ogarithmus gilt (log,x) < n2
Damit erhilt man:
oH 1 1 1—x —
o —1(logx; + 2~ log(l —x1 —xp) — 1112) =log(l —x; —xp) —logx; = log( );]1 X2)
oH 1—x —
=log( M xz) aus Symmetriegriinden
0x2 X2
o S . N 0H oH
Notwendig fiir ein lokales Extremum ist die Bedingung: gradH = ( PP ) =(0,0). Es folgt:
X1 dxp

l—x;—xp _

o 1A 17);‘27)‘2 =l=x1=0Al—-x=2x=x1=x = ; Damit erhilt man auch
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X3 = ; Also kann ein lokales Extremum nur bei (;, ;, ;) vorliegen. Ob dies tatsdchlich ein

Extremum ist, war hier nicht zu untersuchen, aber es wire die Hessematrix von H auf positive
oder negative Definitheit zu tiberpriifen.

Losungsskizze zu Aufgabe A75:
Seien die Lingen von drei Seiten der Schachtel mit x,y (Grundseiten) und 4 (Hohe) bezeichnet.
Sei V das Volumen und O die Oberflache der Schachtel. Es gilt V = xyh =32 also h = i}z und
O(x,y,h) = xy + 2hx+ 2hy. Wir setzen h in die Gleichung der Oberfliche ein und bekommen
O(x,y) =xy+ 64());”’) =xy+ %+ 6;,‘. O ist nun eine Funktion von R? nach R. Um O zu mini-
mieren, ist gradO(x,y) = (0,0) eine notwendige Bedingung. Es gilt

grad O(xy) = (3.57) = (v x— %)
Aus grad O = (0,0) folgtnun y — i;‘ =0=x— 5‘2‘ und damit x = y = 4. Weiterhin folgt h = ﬁ =2.
Es bleibt zu priifen, ob (4,4) tatséichlich ein Minimum von O ist. Dazu verwenden wir die Hesse-
Matrix Hy(x,y). Zu zeigen ist, dass Hy(4,4) positiv definit ist. Es gilt

2 2
oty [P C B (1
o\x,y) = =
00? 00? 128
a)%y (x,y) (a?)2 (xay) 1 y3

Daraus folgt: Hy(4,4) = (? é) ist positiv definit, da die beiden Unterdeterminanten det(2)

1 2
x=y=4cmund h=2cm.

und det (2 1) positiv sind. Also betrigt die minimale Oberfliche 48 cm? bei den Abmessungen

Losungsskizze zu Aufgabe A76:
Sei x € R? festund g : R — R mit g(¢) = x-¢. Dann ist f o g = f(xt) eine Funktion von IR nach
RR. Es folgt mit der Kettenregel (und ¢ # 0):

(fog)(t)=r'(s(r)) &'(t) = (grad f)(g(t)) - &'(t) = (grad f)(xt) -x
1 Vor. 1

= {(grad £)(x-1),%) = ((grad f)e-1), ) - = ((grad ) (e-1)eot) - 0.1 <0,
Nach dem Mittelwertsatz existiert fiir stetige Funktionen f : [a,b] — R, die auf (a,b) differen-
zierbar sind, ein & € (a,b) mit f(b) — f(a) = f'(§)(b—a). Daim vorliegenden Fall (fog)'(r) =0
und fog auf ganz R definiert ist, folgt fiir alle a,b € R die Gleichung (fog)(a)— (fog)(b)=0
Also ist f o g konstant. Damit ist fiir £ = xt auch (fog)(r) = f(g(¢)) = f(xt) = f(®) konstant fiir
alle x € R3. Also ist f auf ganz R? konstant.

Losungsskizze zu Aufgabe A77:
(a) Mit quadratischer Ergéinzung folgt
fey) =@+ —4x—4y+6) +2-2=(x—2)*+ (y-2)* - 2.
Sei z = f(x,y). Wir betrachten die Fliche des gegebenen Rotationsparaboloids im 3-dim.

Raum: {(x,y,z) € R*|z = (x—2)?+ (y —2)* — 2} nun jeweils fiir ein konstantes z = ¢ € IR.
Es gilt (wegen (x —2)2+ (y —2)? > 0):

Iy ER: c42=(x—-2+ (-2 <=c+2>0 < c> 2.
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Die Niveaulinien f~!(c) existieren also fiir ¢ > —2 und es gilt dann f~!(c) = {(x,y) | (x —
2)2+ (y—2)? =2+c}. Geometrisch interpretiert sind dies Kreise innerhalb der (x,y)-Ebene
mit dem Mittelpunkt M = (2,2) und dem Radius r = /2 +c.

(b) Der Gradient von f stellt fiir jeden Punkt (x,y) die Richtung des stirksten Anstiegs am Punkt
der Fliche (x,y, f(x,y)) dar. Es gilt grad f(x,y) = (afg;y) ; afé);’y)) = (2x—4,2y—4). Die
Fall-Linien sind gerade die Meridiane des Rotationsparaboloids, d.h. es sind Parabeln im R3

durch den extremalen Punkt (2,2,0). IThre Projektionen auf die (x,y)-Ebene sind damit die
Geraden durch den Punkt (2,2).

(c) Wir iiberpriifen zunichst, ob der Punkt (x,y,z) = (0,0,6) iiberhaupt auf der Fliche des ge-
gebenen Rotationsparaboloids liegt. Es gilt
£(0,0)=(0-2)2+(0—2)2—2=4+4-2=6.

Der Punkt (0,0,6) liegt also auf der Fliche. Die Gleichung einer Tangentialebene an einem
Punkt (xo,y0,z0) einer dreidimensionalen Fléche zo = f(xo,yo) ist gegeben durch

) )
2=20= (r=30) 5 (030 + (= 30) ) (10.0).

Im vorliegenden Fall gilt g§ (x,y)=2x—4 und g{ (x,y) =2y —4. Also erhalten wir fiir
die Tangentialebene E am Punkt (0,0,6) die Gleichung

0 0
z2—20= (X*XO)aﬁ(Xo,yo)Jr (y—y0) a§ (x0,¥0) =
e) e)
7—6= (x—O)ai:(0,0)—i—(y—O)a;c(0,0) = z7-6=—-4dx—4dy<—=0=4x+4y+z—6.

E hat also den Normalenvektor (4,4,1).

Losungsskizze zu Aufgabe A78:
Die Jacobi-Matrix von f hat fiir zo = (x0,y0,20) € R? die Form

dfi(z0)  9fi(z0)  9fi(z0) 2 0 0

J( )7 dx dy 0z _ X0

W=\ oanko  anko)  anG) | T \yozo x0z0 xoyo)
ox dy 0z

Mit ihrer Hilfe lésst sich mit Beriihrungspunkt zo die Tangentialebene 7'(z) als Approximation fiir
f(z0) definieren. Die Tangentialebene ist gegeben durch die Gleichung T(z) = f(z0) + f'(20) -
(z—20). Sei zo = (1,2,1) der Berithrungspunkt der Tangentialebene mit f. Dann gilt

X 1 x—1
B 2 00 (1 2(x—1) B 2x—1
T z =f % +(2 1 ) i:f (3)+(2x+y+zz6)(2x+y+2z—3>'

2
. 0.98 0.98 0.96
Damit folgt 12021 ~=T7T(202] = 206 )
0.99 0.99 ’
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Losungsskizze zu Aufgabe A79:
(a) Zum Beweis der Stetigkeit sei € > 0 gegeben; fiir jedes & > 0 gilt:
(x,y) € Us(0,0) = x> +y* < & = |x| <Ay < §;

somit erhalten wir \/|x-y| = /|x|y/|y| < 8. Wihlt man nun & < €, so folgt die Behauptung.

Anmerkung: Alternativ kann man wie folgt argumentieren: Die Abbildungen (x,y) — x-y, z— |z]

und w — /w sind stetig, daher auch ihre Verkettung.

(b) Wire f differenzierbar in (0,0), so existierten die partiellen Ableitungen und bildeten die

Funktionalmatrix (o, ) der Ableitung. Aus (%) o %m(l )”\/‘XH) | ya‘)‘c Pl _ =0, der Bedin-
0,0 7

gung fiir die Differenzierbarkeit, wiirde  lim Sl

( 0) (0 0) \x\ |a| = 0 und analog B = O folgen.
X,U0)—(V,

(Alternativ ergibt die Berechnung der partiellen Ableitungen:

\/\u\ 0
-

Wire die Funktion in (0,0) differenzierbar, so erhielte man daher (mit der Matrix (0 0) der
Ableitung) aus (x) wie folgt einen Widerspruch:
— oV \m 0 _ i M \/ 1
0= i o) ¥ = e =M e =2 20
Losungsskizze zu Aufgabe A80:
Die partiellen Ableitungen von f existieren und sind %/ 'gi’y) =322+ 2yxund ¥ 'E()){,}v) =x? +3y%
Als Polynomfunktionen sind die partiellen Ableitungen stetig. Daraus folgt die stetige Differen-
zierbarkeit von f. Die Ableitung f” an der Stelle (x,y) hat die Matrix
gradf = (3x% + 2yx,x> + 3y?).
Losungsskizze zu Aufgabe A81:
(a) Die Funktion f ist differenzierbar, da es die Koordinatenfunktionen fj : (x,y) — ¢ und
f2: (x,y) — xy sind. Die Funktionen /; : (x,y) — xund l; : (x,y) — y sind differenzierbar, daher
auch das Produkt (x,y) — xy. Ferner ist die e-Funktion exp differenzierbar, daher auch die Kom-
positionen expol : (x,y) — e* und expoly : (x,y) — € und ihr Produkt (x,y) — &>, [Oder so:
I + I, ist differenzierbar und daher auch expo (/1 +1»).]
(b) Man bestimmt die partiellen Ableitungen von f; und f>:

afi
ox

Daher ist die Jacobi-Matrix von f gleich

X4y X4y
Df(xay):f/(xvy): ( ey} ex} )

= llmxﬂo o = lim;—00 =0 und analog  =0.)
0

) =e® Py = sovie Py =n P o) =x

(c) Speziell ist f'(0,0) = < (1) (1) ) ; das erlaubt folgende lineare Approximation an f fiir

Kleine“ x und y:

f(x,y)%f(070)+f’(0,0)< . > = ( h >+< e > =< oty )

Losungsskizze zu Aufgabe A82:

Sei f:R® — R reelle, in einer Umgebung von vy = (xo,y0,20) partiell stetig differenzierbare
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Funktion. Nach einem Satz der Analysis ist dann f in (xo,y0,20) (sogar stetig) total differenzier-
bar und hat in einer Umgebung von vy die Darstellung

F(¥) = £(3) + £ o) (V= o) + r(¥) mit lim r(v) —0

v [P —Vol
Daher gilt (mit v = (xo + ah, yo + bh*,z0 + ch) ) in dieser Umgebung von ¥y:

f(xo+ah,yo +bh*,zo + ch) — f(Vo) f'(vo)(ah,bh?,ch) + r(¥)

i h = h -
i . . . r(¥) . r(¥)
;E%[(fx(vo)afy(vo))?fz<vo)'(aabhac)+ h ] :a'fx<x0,)’0aZO)+0+sz(x0»y0720)+}1113}) h

Zu zeigen bleibt, dass das Restglied gegen 0 konvergiert. Hier ist
17— o|| = || (ah, bh%,ch)|| = |h|\/a2 + b2h2 + ¢2;
damit folgt (mit sgn (/) als dem Vorzeichen von £):

¥ P
fim ™ i "0

BN+ B2h + ¢ = i n " N Jeie—o
h—0 h =0 ||v—o| h| |\/a + te hli%[(Sgn( ) ) Var e

[[v—voll

Losungsskizze zu Aufgabe A83:
X

(i) Da f stetig auf [a,b] ist, folgt aus dem Hauptsatz, dass F (x) = [ f(r) dt eine Stammfunktion
a

von f, also insbesondere differenzierbar und damit stetig auf [a, b] ist.
Da F(a) = 0 und damit ng) aus [F(a),F (D)] bzw. aus [(b),F (a)] ist, folgt aus dem Zwischen-
wertsatz:

&
%ewﬁkHQF?¢éF®F@F@¢@fﬂwmfﬂmw

u

2
sinx dx =0 = [sinx dx.

g

—uw

(ii) Betrachte den Sinus auf [—7,T]. Hier gilt fiir § = —7:

oA

g
Umgekehrt: Aus — [ sin(x)dx = cos§ —cos(—75) =cos(5) —cos& folgt 2cos§ =2cos % und
-3

daraus § = £7.

Losungsskizze zu Aufgabe A84:

Die stetigen Funktionen f, g sind auf dem Intervall [0, 1] integrierbar; es existieren die Integral-
X X

funktionen F'(x) := [ f(t)dt und G(x):= [g(t)dt (mitx € [0, 1]).
0 0

F und G sind Stammfunktionen von f und g. Sie und daher auch F - G sind differenzierbar auf
[0,1]. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein & € (0,x) (fiir x € (0,1]), so dass

(F-G)(X))C:E)F'G)(O) = (F-G)(&)=F(£) &)+ F(E)-G(E).
Setzt man x = 1, so folgt: flf(t)dt'}g(t) dt=g(&)-
0

(O dt+ 1) - fa(o)at
0 0

Oy
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Losungsskizze zu Aufgabe A85:

Die Aussage ist zu widerlegen. Man kann als Gegenbeispiel zu gegebenem M
—Mx+M |, firxe[0,1]
fx) = N
0 Jfiirx > 1.
wihlen. f ist stetig auf [0,0) und es gilt fiir alle n € N:

n 1

/f’lf as =, [xsas= [eseast [r
1

0 0

/lf'f(x)derO

f=0 t?r x>1
1
<M / x'dx (da f <M fiir x € [0, 1]Jund das Integral monoton ist)
0

1
=M |('):M <M.
n+1 n+1

Losungsskizze zu Aufgabe A86:
Da die Cosinus-Funktion periodisch verlduft und Ina > 0 fiir gegebenes a konstant ist, reicht es,
sich auf ein einzelnes Flichenstiick zu beschrinken. Es gilt:

K

2a h
Ina 2 Ina b4 L 2Ina
F=]1 t)dt = i = in _ —sin(— =
/nacos(a) [ . smax} L a (sm2 sin( 2)) .

2a

1
. . . - o
Extrema gibt es hochstens fiir @ mit ‘é’; =0. Mit %’; =2.1 ‘2 — a22 (I —1Ina) ergibt sich aus
= 0 als einzige Moglichkeit a = e. Zur Bestitigung, dass fiir a = e tatsdchlich ein Maximum
vorliegt, gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine davon ist der Nachweis, dass die zweite Ableitung
von F an der Stelle e negativ ist, eine andere die Betrachtung von a mit a < e und von a > e:

dr 2(1-1 dr 2(1 -1
= ( na)>0wegen Ina<lne=1 und = ( na)<0.

2 2
da a<e a da a>e a

Eine dritte Moglichkeit des Nachweises, dass bei e ein Maximum vorliegt, ist die Feststellung,
dass F(1) =0 < F(e) und F(e) > F(e?) gilt und nur ein einziger Extremwert vorliegt.

Losungsskizze zu Aufgabe A87:

bsint 1 ly 1 1
t< —_ b
|/a 12 /' t2 |d /|2|dt /at2 de t‘a a b

2. Sei € > 0. Man wihle dann s > é also ; < €. Wegen M > m > s ergibt sich (mit Hilfe von

Teil 1):
M sint m gint Msint ( )1 1 1 1
dt— dt| = dt < < <E&.
|/1 12 /1 t2 | |/m t2 = m M s

1.
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Alternative:

M gint M gint M 1 | ol | |
dt| < dt < dt < dt = dt— dt
‘/m 12 |—/m|t2| —/mt2 —/s t? /1 t2 /1t2

im [ L /SIdt im(1— == =114 =t e
= lim - = I1mm — — — =] — = .
N—oo J1 12 |2 N—soo N s s s

Losungsskizze zu Aufgabe A88:
a) Sei h eine reelle und auf [a, b] stetige Funktion mit 4(x) > 0.

b
Zu zeigen ist: Aus [h(t)dt = 0 folgt h(x) = O fiir alle x € [a,b)].
a

Beweis: Man nehme an, dass ein xo € [, b] existiert mit (xp) =: ¢ > 0. Da h stetig ist, existiert zu
jedem € > 0 eine 8- Umgebung von xo mit |h(x) — h(xp)| < €. Also existiert fiir € := ¢ := h(xy) ein
d, so dass fiir x € (xo — 8,x0+8) N[a,b] gilt: |A(x) — h(xo)| < ¢ = h(xp). Daraus folgt i(x) > O fiir
x € (x0— 0,x0+ 0) NJ[a,b]. O.B.d.A. kann daher auch xo # a und xo # b gewihlt werden, ferner
d so, dass [xg — 8,x0 + 9] C [a,b]. Aufgrund der Additivitiit des Integrals gilt

b X0—9 X0+90 b
/h(l)dt: /h(t)dH— / h(t)dt+ / h(t)dt>0;
a a X0—0 X0+90

denn der erste und dritte Summand sind > 0; und der mittlere Summand ist echt gro8er Null , da
h in diesem Bereich echt groler Null ist. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass das
Integral gleich Null ist. Somit ist (x) = 0 fiir alle x € [a, b].

b
Sei f: [a,b] — R stetig. Weiterhin gelte [ f(¢)g(¢)dt = O fiir alle auf [a,b] stetigen rellen Funk-
a
tionen g.
b
Wiihlt man nun g = f, dann gilt f-g = > > 0 und nach Voraussetzung ff2 (t)dt = 0. Daraus
a

ergibt sich nach Aufgabenteil (a), dass f?(x) = O st fiir alle x € [a, b]. Somit folgt die Behauptung.
Losungsskizze zu Aufgabe A89:

Verwenden wir den angegebenen Hinweis, so erhalten wir zunéchst S, =Y » i 2 = Lizl |

I wobei x; = X. Insbesondere gilt x; = !
n n n

1 .
+x%
und x, = 1. Also ist S, Zerlegungssumme von

11 _ I _n Qe T _n
Jo 1+xzd.xfarctan)%f . Also gilt r}grolcS,,f 1

Losungsskizze zu Aufgabe A90:

Es gilt fiir x # 0, dass f(x) = ; —cotx = ; — 4. Da die Funktionen )'C, sinx und cosx auf
I=(0,7] stetig sind und sinx # 0 auf 7, ist auch f(x) auf / stetig. Interessant ist nur das Verhalten

von f, wenn x — 0 strebt. Es gilt

1 i 1
lim f(x) = lim < - cotx) = lim (smx S = cotx>
x—0 x—0 \ X x—0 X simx

. sinx 1 . sinx cotx
= lim . —cotx | = lim . —cotx
x—0 X tanx-cosx x—0 X COSXx

—limcotx = 1- — lim cotx

sinx\ lim,_cotx () . limy_cotx
lim,_,pcosx x—0 1 x—0

X



318 9.Losungen der Aufgaben

= lim(cotx — cotx) = 0 = f(0).

x—0

Bei () haben wir verwendet, dass lim Si;‘x

x—0
Also ist f bei x = 0 rechtsseitig stetig und damit stetig auf ganz [0, 7].
Um eine Stammfunktion zu bestimmen, verwenden wir unter anderem die Substitution u = sinx,
wobei dann du = cosx dx. Wir erhalten

T T T
P 1 1 F cos : I
coSx . X .
/ - . dx = lim / dx — / = lim| Inx —/ du
X Six t—0+ X sin u=sinx t—0 ¢ u
0 1 t

)=In 725 +lim{~Inf —In 1 +In(sin?)]
—

= 1; (Beweis z.Bsp. mit de I’Hospital).

:11172E “lim(In# — In |u|

t—0

sint

o int T int
—tn " +timln (™) =10 " 410 (1im O™ (da die In-Funktion stetig ist)
2 t—0 t 2 t—0

b b
=1 Inl1=1
n2+n n2

Losungsskizze zu Aufgabe A91:
Da Integration und Summation wegen gleichmifliger Konvergenz (der Potenzreihe) vertauschbar
sind, ist

1 1

Lo Jixn = (1) = (—1)
/eXp :O/ZO ":ngo/ 1}1! dxznzb(6n+11)n!:

0 0

(Dabei konvergiert die alternierende Reihe nach dem Leibnizkriterium.)
k
Wir sehen, dass s stets zwischen zwei aufeinander folgenden Teilsummen s; := ). (G(n +1)) liegt.
n=0

Die Abweichung einer Teilsumme von s ist kleiner als der Betrag des ersten vernachlidssigten

Gliedes. Da 316 3+1) 6,119 = ]}4 < ](1)0 ist, weicht  sp =1— % + 2.113 ~ 0,895604 um we-

niger als 1/100 von s ab.

Losungsskizze zu Aufgabe A92:

Aus der 2. Gleichung erhilt man durch Differenzieren yj = y| — ). Durch Einsetzen von ()
folgt yy = (—y1 +4y2) —yy = — (5 +y2) +4y2 — y), also yy +2y5 — 3y2 = 0.

(Als Anfangswertproblem gibt es dafiir hochstens eine Losung.) Die charakteristische Gleichung,
also A2 42X — 3 = 0 hat die Wurzeln Mp=—1% V143,alsoA; = —3und Ay = 1.

Ein Losungsansatz ist y, = cre 3 + ¢yt . Damit erhilt man aus der 2. Gleichung

yi=y+y,= cre 4 cret —3cie M+ cpel = —2c1e7 + 200 .
Aus den Anfangswerten ergibt sich y; (0) = —2¢ +2¢2 =0und y2(0) = ¢; +¢2 = 1. Dieses LGS
—3t s
yi=—e " +e

hat die Losung ¢; = ¢p = é Damit folgt Umgekehrt erfiillt diese Paar

_ 1 (e73 +e)
2
(y1,y2) die DGL (*) mit den gegebenen Anfangswerten.
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Losungsskizze zu Aufgabe A93:

(i) Die lineare homogene Differentialgleichung y’ = a(x)y hat die Losung y(x) = ¢-exp(A(x))
mit Stammfunktion A von a (siehe §4.3). Im vorliegenden Fall ist a(x) = x und damit
A(x) = 1x* +d. Es folgt y(x) =c- e2® mit ¢ € R; umgekehrt ist eine solche Funktion
Losung.

(i) Die Losungen einer inhomogenen DGL y' = a(x)y + s(x) sind die Summen y,, + yo mit y,
als Partikulédrlosung und yg als eine Losung des homogenen Systems. yq ist Losung des
Problems von Teil (i); eine Partikuldrlosung ist

yp =c(x)exp(A(x)) fir c(x) = fs(t)exp(fA(t))dt (s. wieder §4.3),
|8 =1-e2" Es folgt

12 12 1.2
yp=e2" (1—e 2% )=e2" —1.

. " X 12 12
in unserem Fall fiir ¢(x) = [¢-e 2" dt= —e™ 2"
0

Probe: y), = x- et = x(yp + 1) = xy, +x. Einsetzen von x = 0 in die allgemeine Losung

y=e2® —14cer” = (1+c)eix2 —lergibty(0)=14+c—1=c=0und damity = e2* — 1

Losungsskizze zu Aufgabe A94:
Wegen der Existenz und stetigen Differenzioerbarkeit der Stammfunktion folgt aus dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung;

y = / f(t)dt+y'(xo) = F(x) —F(xg) +y'(xo) und damit

y= /F(t)dH— [c1 —F(x0)](x —x0) + y(x0) = ®(x) — P(x0) + (c1 — F(x0))(x —X0) + ¢2.

X0
Umgekehrt erfiillt dieses y die gegebene Differentialgleichung.

Losungsskizze zu Aufgabe A95:
()

(In(1+0))

pn(x) =In(1+0)+ (x—=0)'+...+ ! (x—0)"

1
1 -1 (I —n)! ¥ (—1)n Ty
=0 S "= x—
o T a0 T T oyt T2 T3 T,
_Z(_l)kflxk
k=1 k

(b) Daln(x+ 1) auf [0, 1;0] beliebig oft differenzierbar ist, gilt nach dem Satz von Taylor:

In(1—0,1) = p,(~0,1) + "FE) (—0,1)"+1 Dabei ist & € (~0,1:0).
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Damit folgt:
(=1 (=0, 1) 0,171
In(0,9) — pn(—0,1)| = =
(009 7 Pal=0- L=y gt | = (a1 gt
*)
0,1+

S mrnoopn 96270

1
B (n+ ])9n+l'

(¢) Esmuss n > 3 gelten; denn fiir n = 2 ist (x) = } - 1(1)3 : (le > 11073 > 0,510, fir
n = 3 dagegen schon (*) < }-97%<0,5-107%,

Losungsskizze zu Aufgabe A96:
Fiir das n-te Taylorpolynom bendtigt man fiir alle £ < n die k-te Ableitung von f. Per Induktion

sieht man: f (n) (x) = (1- ),, 41 Damit lautet das n-te Taylorpolynom mit O als Entwicklungspunkt

an (n) noo
Pn(x) :f(0)+f’(0)x+f2(' )x2+...+fn' X =14+x+2 43+ +x" = Zx’.
' ' i=0

1

Da limp, = ¥ x' auf (—1,1) gegen |_, konvergiert (geometrische Reihe) und ansonsten di-
n—oo

vergiert, folgt lim (f — p,)(x) =0 fiir x € (—1,1). Damit ist 2 x' auf (—1,1) die formale
n—oo
Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt 0. Fiir x € [-2,—1) dlverglert die Taylorreihe.

Losungsskizze zu Aufgabe A97:
Durch Taylorentwicklung erhilt man In(1 4+x) = ¥ (—=1)""!/n-x" =x—x?/2+ ...

(Eine Niherung ist umso besser, je kleiner |x| ist; Konvergenzradius ist 1.) Nun setzen wir an:
Fiir dasjenige xo, fiir das 1 + xq die x-Koordinate des Punktes P aus 1. ist, gilt:

In(1+x0) =14 (1+x0) — (1 +x0)% ~ xo — x3/2.

Nun miissen wir nur noch eine quadratische Gleichung 16sen. Welche der beiden Losungen ist
die richtige?

Losungsskizze zu Aufgabe A98:

(1) In einer Umgebung um 0 gilt wegen der Potenzreihenentwicklung des Sinus fiir x # O:

x—sinx  x—(x—% +35 —...) 1 1 x X

A =" ¢ = 6 T3 s ot
Fiir x aus einer beliebig kleinen Umgebung um 0 konvergiert 5, — )5, + i“; — ... nach dem Leib-
nizkriterium. Dieser Anteil ist also insbesondere beschrinkt fiir jedes x der gewéhlten Umgebung.
Aber fiir x,, — 0 gilt , s — slvx — oo, Damit folgt fj (x,) — oo fiir jede Nullfolge (x,) und damit
die Unmoglichkeit der stetigen Fortsetzbarkeit.
(ii) Hier ergibt sich analog zu oben fiir x # 0: f>(x) = 3'! — 22, + “;t — ;‘;: + ... Fir jede Folge
(%) mit x,, # 0 und x, — O erhilt man f>(x,) — g', Also ist f, stetig fortsetzbar mit f>(0) = é.
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9.3 Losungen zu Kap. 5: Wahrscheinlichkeitstheorie

Losungsskizze zu Aufgabe W1:

Das Experiment entspricht dem Urnenmodell, bei dem sich in der Urne gleichviele weifle und
schwarze Kugeln befinden und » = 10 Kugeln mit Zuriicklegen gezogen werden. Das Ziehen
einer weillen Kugel entspricht einem Treffer des Schiitzen, das Ziehen einer schwarzen einem
Fehlschuss. Notiert man die Ergebnisse der Ziehung in einem 10-Tupel (®;,@;,...,®10) mit
; € {WeiB, Schwarz}, dann sei A das Ereignis, dass das Tupel mindestens drei Eintrige *WeiB’
enthlt.

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit P(A) des Komplementirereignisses A, dass der Schiit-
ze hochstens zweimal trifft. Die Wahrscheinlichkeit p, dass der Schiitze genau k-mal trifft
(0 <k < 10), betriigt py = (Z) p*-q"*, wobei p=) die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen
einer weillen Kugel und g = é die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer schwarzen Kugel ist.

i (0)+(T)+(5) _ 1410445 _ 7 :
Esgilt P(A)=po+pi+p2, unddaher P(A)=""" %5 "2/ = """ = 10 ; damit
betriigt die Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A

121

P(A)=1-PA)= o

~ 94.5%

Losungsskizze zu Aufgabe W2:

Die Schiisse der Schiitzen konnen als voneinander unabhingig angenommen werden. Sei nun T
das generelle Ereignis “Treffen der Tontaube”. Dann ist

111 1 2
P(T)=1—P(T) =1—P(X verfehlt \Y verfehlt A Z verfehlt) = 1 — (2 5 4) =1- 9 = 22.

Losungsskizze zu Aufgabe W3:
Zu (a): R sei der Raum aller 4-Tupel mit Eintridgen aus der Menge {1,2,3,4,5,6}, d.h.

R= {(x1,xz,X3,X4)|x1,x2,X3,x4 € {1a273747576}}'

Da jeder Eintrag eines solchen 4-Tupels genau sechs Werte annehmen kann, gibt es 6% verschie-
dene Elemente in R, woraus |R| = 1296 folgt.

Zu (b): Bezeichne P(M) die Menge aller Teilmengen einer Menge M, also die Potenzmenge
von M. Bekanntlich gilt |P(M)| = 2| Im vorliegenden Fall erhalten wir also |S| = 212,

Zu (c): Die folgende Tabelle zeigt alle 4-Tupel (x1,x2,x3,x4) € R, die A erfiillen.

x 1 1 1111 1111 2 2 2 2 3

x 2 2 2 2 2 2 3 3 3 4 3 3 3 4 4

x3 3 3 3 4 4 5 4 4 5 5 4 45 5 5

xx» 4 5 6 5 6 6 56 6 6 5 6 6 6 6
15

Daraus folgt |[A] = 15und P(A) = 1296"
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Zu (d): Gesucht ist die Anzahl der 4-Tupel, bei denen die Summe ihrer Komponenten mindes-
tens 21 betrigt. Wir unterscheiden verschiedene Fille nach der Anzahl der im 4-Tupel enthal-
tenen Sechsen. Es gibt nur ein 4-Tupel, das vier Sechsen enthilt. Sind drei Sechsen im 4-Tupel
enthalten, so muss die noch offene Komponente des Tupels mindestens mindestens 3 aber hochs-
tens 5 sein. Die drei Sechsen konnen auf (‘3‘) =4 Arten angeordnet sein, so dass es in diesem Fall
3.4 =12 giiltige Wiirfe gibt.

Sind zwei Sechsen im 4-Tupel enthalten, so miissen die beiden noch offenen Komponenten in
der Summe mindestens 9 ergeben und diirfen selbst keine Sechs enthalten. Dies ist nur mit den
Kombinationen ’Fiinf-Fiinf’, "Fiinf-Vier’ oder ’Vier-Fiinf” moglich. Die beiden Sechsen konnen
auf (g) = 6 Arten angeordnet werden, so dass es in diesem Fall 6 - 3 = 18 giiltige Wiirfe gibt.
Ist nur eine Sechs im 4-Tupel enthalten, so muss die Summe der noch offenen Komponenten min-
destens 15 ergeben, wobei keine weitere Sechs enthalten sein darf. Dies ist nur fiir die Kombina-
tion "Fiinf-Fiinf-Fiinf~ erfiillt. Die Sechs kann an allen vier Komponenten des 4-Tupels stehen,
so dass es in diesem Fall 4 giiltige Wiirfe gibt.

Ist keine Sechs im 4-Tupel enthalten, ergibt die maximal mogliche Augensumme 20, so dass es
in diesem Fall keinen giiltigen Wurf gibt.

Daraus folgt |[B| =1+ 12+ 18 +4=35.

Losungsskizze zu Aufgabe W4:

Dy + Dy + D3+ Dy = Q st eine vollstindige Ereignisdisjunktion mit P(D;) > 0 fiir alle
4
i€{1,2,3,4} und Y P(D;) = 1. Nach dem Satz iiber die vollstindige Wahrscheinlichkeit gilt
i=1
P(M) = P(M|Dy)P(D1) + P(M|D2)P(D2) + P(M|D3)P(D3) + P(M|D4)P(Dx4)

=0.35-03+0.85-024+0.45-04+0.15-0.1=0.105+0.1740.18 4-0.015
=0.47=47%

Losungsskizze zu Aufgabe WS5:

Wir nehmen an, dass die Buchstaben unabhéngig (mit Wahrscheinlicheit é) in den Packungen

7
verteilt sind; als Ereignisraum ist daher Q= [JQ; mitQ; = {S,0,R,E,[,N} (i=1,...,7)
i=1

;

und als Wahrscheinlichkeitsraum der Produktraum (Q, [] p;) der Laplace-Rdume (Q;, p;) mit
i=1

pi(o;) = é fir ; € Q; wihlbar. Man erhilt

w=P({(x1,....x7) €Q | {x1,...,x7} = {S,0,R,E,I,N}})

= p<U{(x1,...,x7) eQ | {x1,...,x7} ={S,0,R,E,I,N} und X doppelt})
X

=6- (;) .5;.(2)7

wobei 6  die Anzahl der Moglichkeiten fiir X,
(;) die Anzahl der Auswahlen der Stellen mit gleichem Buchstaben,

! die Anzahl der Permutationen der Stellen der iibrigen Buchstaben,
(é)7 die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten n—Tupels (xi,...,x7) ist.

Als Ergebnis erhilt man w = 63458 (== 0,054).
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Losungsskizze zu Aufgabe W6:

Man nenne die beiden Bille A und B und die Kisten 1,2,3 und 4. Da die beiden Einzelwiirfe un-
abhingig voneinander erfolgen, tritt jedes mogliche Ereignis mit Wahrscheinlichkeit }1 . }1 = 116
auf. Es handelt sich also um ein Laplaceexperiment mit insgesamt 16 moglichen Ausgéngen. Die

Anzahl der giinstigen Ausgédnge kann man mit Hilfe der folgenden Tabelle ablesen:

1 A B

2 B A A B

3 B A A B

4 B A
Es gibt also 6 giinstige Ausginge und damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit (giinstige durch
mogliche Ausginge): P= 6= Z =37,5%

Losungsskizze zu Aufgabe W7:
Zu (a): Es gibt 10> Nummern, wenn man alle 10 Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 zulisst, aber
nur 9 Nummern, wenn man nur die Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,8,9 (ohne die 7) zulisst. Also ist
pr= "1y =0.729..
Zu (b): Es gibt (10200) Moglichkeiten, zwei Kugeln zu ziehen, davon (923) Moglichkeiten ohne
die Ziffer 7. Also gilt

('3)  729-728

() = 099. 1000 = 3!+

pP2=

Losungsskizze zu Aufgabe W8:

10
Man betrachte fiir die 10 Tee-Tests der Lady den Produktraum []Q; = Q'* mit Q; = {0,1} fiir
1

i=1,...,10 und der Produktwahrscheinlichkeit. Da die Lady zufillig tippt, gilt bei jedem der
unabhingigen Teilversuche: P(1) = P(0) = 0.5. Sei nun X die Zufallsvariable, die die An-
zahl der Erfolge der Lady beim Teetesten zihlt, also die Abbildung Qllo — {0,1,2,...10} mit

10
(01,m,...,0;0)— x = Y ®;. Dann ist X binomialverteilt, und es gilt:
1

w=P(X>7) =P(X=T7)+P(X=8)+P(X=9)+P(X=10) :120(119)19(1)1'19(0)‘0*"
7

~ (9T + 5+ B ) = 176 ()0 w072

Losungsskizze zu Aufgabe W9:

Es handelt sich um ein zweistufiges Experiment. Wahle die Bezeichnungen A (bzw. B) fiir die
Ereignisse ,,Miinze A (bzw. B) wird gezogen* und W (bzw. Z) fiir die Ereignisse ,,die Miinze
zeigt Wappen (bzw. Zahl)*“. Diese bilden auf der jeweiligen Stufe des Experiments ein disjunkte
Zerlegung des jeweiligen Ereignisraums. Also erhilt man die gesuchte Wahrscheinlichkeit mit
der Formel von Bayes:

P(A)P(W|A)

] .
P(A[W) = P(A)P(W|A) + P(B)P(W|B) — f
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Losungsskizze zu Aufgabe W10:
Sei R das Ereignis, dass eine rote Kugel gezogen wird, Uy dasjenige, die k-te Urne auszuwihlen.
Zu (a): Gesucht ist hier P(R):

n

= Z P(R|Uy) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
i 1 i f I nmr+1) 1
Sntl on (n+) Conn+1) 227

Zu (b): Mit der Formel von Bayes und Teil (a) ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

1k
P(UklR) _ P(Uk)P(f?()RlUk) _ n+ll no_ nzz_ik_n )

2
Losungsskizze zu Aufgabe W11:
Zu (a): Jede Person P € M\ {P;} wihlt unabhingig von den anderen zuerst eine Person
0 € M\ {P} und dann unabhingig von ihrer ersten Wahl eine Person R € M\ { P, 0} aus. Gesucht
ist zunichst die Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A, dass fiir eine feste Person P unter
den beiden Wahlen die Person Py nicht gewihlt wird, d.h. es soll Q # Py und R # Py sein. Es gilt

MNP, Pr}| [M\{PP1,Q} 8 7 7

PAO= ey mipo) 989

Alternativ:
G) 872 7
G) 982 9

P(A) =

Da jede der 9 Personen P € M \ { P;} unabhiingig von den anderen wiihlt, betréigt die Wahrschein-
7
lichkeit dafiir, dass P; einsam bleibt < 9) =0,104...

Zu (b): Fir jede der 10 Personen ist die Wahrscheinlichkeit des Einsambleibens gleich, ndmlich
749 . . .
(9) . Die erwartete Anzahl der Einsamen betrégt also

7 9
10 ~1,04...
(5) =

Losungsskizze zu Aufgabe W12:

Der Ereignisraum Q enthalte die Ereignisse, dass vor der ersten weilen Kugel keine, eine,
zwei, ..., s schwarze Kugeln gezogen werden. Wir setzen Q := {0,1,2,...,s}. Es handelt sich
also um eine endliche Ereignismenge, weshalb man mit dem Modell des endlichen Wahrschein-
lichkeitsraums arbeiten kann.

Im endlichen Wahrscheinlichkeitsraum gilt fiir die paarweise disjunkten Elementarereignisse

P(O{k}) ~Y
k=0 k=0

s s
Wegen P(Q) =1und J {k} =Qistdann Y}, p; =1.
k=0 k=0
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Berechnen wir nun die einzelnen p; ! Bei diesem Zufallsversuch handelt es sich um ein Ziehen
ohne Zuriicklegen, wobei es nur zwei Ausgédnge gibt: Weill oder Schwarz. Wird eine schwarze
Kugel gezogen, folgt eine weitere Stufe des Versuchs mit einer schwarzen Kugel weniger im
Topf. Jede Ziehung ist stochastisch abhéngig von den vorhergehenden Ziehungen.

Die Wahrscheinlichkeit unter w 4 s Kugeln beim ersten Ziehen eine der w weiflen Kugeln zu be-
kommen, betrigt pg = wﬁs . Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit unter w+ s Kugeln beim ers-
ten Ziehen eine der s schwarzen Kugeln zu bekommen, gerade wis. Nun gibt es zwei Moglichkei-
ten: Man erhélt im zweiten Durchgang eine der w weiflen Kugeln (damit wére py = % - " )
oder eine der nunmehr s — 1 schwarzen Kugeln. Das Verfahren kann fortgesetzt werden, bis ma-

ximal s schwarze Kugeln gezogen wurden. Man erhilt also fiir £ < s:

s s—1 s—2 s—k+1 w () w

T wats whs—1 whs—2 w—i—s—k—i—l'w—l—s—k:(W“).w—i—s—k'

k

Pk

Losungsskizze zu Aufgabe W13:

Das passende wahrscheinlichkeitstheoretische Modell ist hier die hypergeometrische Verteilung:

(V) (571°)  ,ath, 10, 435
h(1,3:10,40) = _ s t10,
| ) (5) oy 988

=449

Losungsskizze zu Aufgabe W14:

Man kann die Befragung als zweistufiges Experiment auffassen. Auf der ersten Stufe zieht die
befragte Person eine der zehn Karten. Die beiden moglichen Ausgédnge sind D =Ziehen einer
Karte mit "Haben Sie schon einmal Ladendiebstahl begangen?’ und K =Ziehen einer Karte mit
"Haben Sie noch nie einen Diebstahl begangen?’ mit P(D) = ]40 und P(K) = 160.
Auf der zweiten Stufe antwortet die Testperson, wobei die beiden moglichen Ergebnisse J =’Ja’
und N =’Nein’ seien. Nach Voraussetzung gilt fiir die Wahrscheinlichkeit der Antwort J =’Ja’
insgesamt P(J) = 15(;50.

Bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person schon einmal einen Ladendiebstahl be-
gangen hat, so erhilt man folgendes Modell (unter Verwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten
oder durch Anwendung der "Pfadregeln’ im entsprechenden Baumdiagramm): den Wahrschein-
lichkeitsraum mit den Ausgéngen: (D,J),(D,N),(K,J),(K,N) und den Wahrscheinlichkeiten

1401’» 140(1 -p), 160(1 —p) bzw. 160p. Damit ergibt sich:

55 4 6 40p+60—60p 60—20p
=P(J)=P(D,J)+P(K,J) = 1-p)= =

woraus p = 12050 folgt. Geht man bei der Gruppe der 1000 Personen von einem reprisentativen
Querschnitt aus, so ergibt sich also fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit 0, 25.

Losungsskizze zu Aufgabe W15:

Das Experiment gliedert sich in zwei Stufen. Bei der ersten Stufe wird zufillig ein Wochen-
tag bestimmt. Es bietet sich an, hierfiir das Modell eines endlichen Wahrscheinlichkeitsraums
zu wihlen, bei dem jeder Wochentag mit gleicher Wahrscheinlichkeit ausgewéhlt wird (La-
placescher Raum). Da es jedoch nur interessant ist, ob gerade Sonntag ist oder nicht, sei also
Q, := {Sonntag, Nicht-Sonntag}. Hierbei gilt P(Sonntag) = und P(Nicht-Sonntag) = g.
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Die zweite Stufe des Experiments entspricht bei Einschalten des Radios dem Ereignis, dass
Orgelmusik ertont oder nicht. Die Erfolgswahrscheinlichkeit betridgt je nach Wochentag 20%
(sonntags) bzw. 5% (wochentags). Ein Erfolg bedeutet das Ertonen von Orgelmusik. Sei al-
so  Qp := {Orgelmusik, Nicht-Orgelmusik}. Die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse von
O, hingen vom Ausgang der ersten Stufe ab. Damit gilt

1
P(Orgelmusik|Sonntag) = 5 und P(Orgelmusik | Nicht-Sonntag) = 20"
Der Versuch lidsst sich in einem Baumdiagramm darstellen, in dem die Pfadregeln anwendbar
sind. Dabei sieht man, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass tiberhaupt Orgelmusik ertont,
315 + 7,620 = 114 betrigt. Nach der Regel von der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt dann:

, P(Sonntag A Orgelmusik) 55 2
P(Sonntag | Orgel k) = = =",
(Sonntag | Orgelmusik) P(Orgelmusik) LS

Losungsskizze zu Aufgabe W16:

Fiir einen Miinzwurf ist das Ergebnis entweder *Kopf” K oder *Zahl’ Z. Die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses F *Wahl der fehlerhaften Miinze’ ist P(F) = 1079, die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses G *Wahl einer guten Miinze’ ist P(G) = 1 — 107, Sei Zy das Ereignis, dass zwanzig-
mal nacheinander die *Zahl’ geworfen wird. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist nun P(G|Z).
Nach dem Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit gilt
P(Zy0) = P(Z20|G)P(G) + P(Zao|F)P(F).

Weiterhin ist P(Z|G) = (%) 0, da es sich um ein zwanzigmal durchgefiihrtes Laplace-Expe-
riment mit zwei moglichen Ereignissen handelt, sowie P(Zy|F) = 1, da bei einer Miinze mit
beidseitigem Aufdruck *Zahl” garantiert bei jedem Versuch die Zahl erscheint. SchlieBlich folgt
aus dem Multiplikationssatz und der Kommutativitit des Durchschnitts zweier Ereignisse

P(G|Zzo)P(Z20) = P(GﬂZzo) = P(Zz() N G) = P(Zz()|G)P(G).

Man findet nun

P(G|79) = T(CN%20) _ P(Zx|G)P(G) o ()*a=109)
20 P(Zx) P(Z20|G)P(G) + P(Zx|F)P(F) (5)20 (1-10-6)+1.10-6
(1-1079) 0.999999

= = =0.488...
(1-1076) + (1?)*;"0 0.999999 + 1.048576

2

Losungsskizze zu Aufgabe W17:

Sei Ay das Ereignis, dass ein zufillig aus der Gesamtproduktion ausgewihltes Werkstiick von der

Maschine My hergestellt wurde. F' sei das Ereignis, das Werkstiick ist fehlerhaft. Dann gilt
P(A])Zq], P(Az)zqz, P(A3)=q3 P(F|A])=OC], P(F|A2):(X,2, P(F|A3):(X3.

Nach dem Satz von Bayes gilt

P(F|Ar)P(A) i

= P(A|F) = = .
P =PAF) P(F|A1)P(A1) + P(F|A2)P(A2) + P(F|A3)P(A3)  ougq1+02g2 + 0343
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Fiir die angegebenen Werte folgt

_ 0.01-0.1 _0.001 o,
P170.01-0.14+0.02:0.74+0.04-02 0,023 7
0.02-0.7 0.014
7= 0.01-0.14+0.02-0.7+0.04-02 ~ 0.023 ~ 0090%
04-0.2 .
b3 00 _ 0008 34789

T 0.01-0.1+0.02-0.7+0.04-0.2  0.023

Losungsskizze zu Aufgabe W18:

Wir nummerieren die Urnen mit 1,2, ...,n. Dann seien A; die Ereignisse, dass eine Kugel in die
Urne i gelegt wird (i € {1,2,...,n}). Wir betrachten das Ergebnis Ay, t,....k,, bei dem nach der
Aufteilung aller n Kugeln in die Urnen in Urne 1 genau ki, in Urne 2 genau &z, ..., in Urne n
genau k, Kugeln liegen, wobei k; € {0,1,...,n}.

Wir interessieren uns nun fiir die Gesamtheit W aller Ereignisse, bei denen genau eine Urne leer
bleibt, was nach sich zieht, dass genau eine andere Urne zwei Kugeln enthilt. Das heilit also,
r# iund r # j. Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment vom Umfang n mit n paarweise
unvereinbaren Ereignissen A;, von denen bei jedem Versuch genau eines mit konstanter Wahr-
scheinlichkeit P(A;) = p; eintreten muss. Dann gilt nach dem Satz iiber die Polynomialverteilung
fiir die Wahrscheinlichkeit eines Gesamtergebnisses

n!

_ ky ko ki
Dl kg oo by = kylko! . k! Py Py ---Pn
Wenn wir zwei Urnen aus den n Urnen auswihlen, in denen am Ende keine bzw. zwei Kugeln
liegen sollen, so gibt es zwei Moglichkeiten, bei denen eine Urne leer bleibt. Die Anzahl der

Elementarereignisse in W betrigt daher 2 (g) . Wir erhalten fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

n n\ n! 1
P(W) 2<2> P21 = 2(2> "o o

4\ 4! 1 1152
Im Fall n = 4 folgt daher P(W) 2<2> Tl 44 = 2048 =0.5625
5\ 5! 1 28800
Im Fall n =5 folgt P(W) =2 . = =0.384.
m Fall n =3 folgt P(W) (2) 2155~ 75000

Losungsskizze zu Aufgabe W19:

Die vom Kandidat gewéhlte Tiir bbezeichnen wir mit Nummer 1, die vom Talkmaster getffnete
mit Nummer 2. Wir betrachten den zugehorigen Wahrscheinlichkeitsbaum, s. Abb. 9.1.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis G, dass der Hauptgewinn hinter Tiir 1 ist, unter der
Bedingung Z, dass der Talkmeister Tiir 2 6ffnet, erfiillt
11
P(G|Z) = P(GNZ) _ P(G)-P(Z|G) _ ]3 2] _ 1.
P(Z) P(Z) (3t 3

Daher ist P(non G |Z)= % Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Hauptgewinn sich hinter Tiir 3
verbirgt, ist also doppelt so grof3 wie fiir Tiir 1, und der Kandidat sollte sich daher umentscheiden.
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°
1 1
3 | 3
Hauptgewinn / \
@

hinter Tiir Nr. G @ ®
1
0 % 2 0 0 1 0 1 0
Moglichkeit der
Offnung der Tiir Nr. @ @ @ @ @ @

11 1
2°3 0 3

Abbildung 9.1: Wahrscheinlichkeits-Baum zu Aufgabe W19

Anmerkung: Das Ergebnis ist zunichst liberraschend, ldsst sich aber wie folgt erklidren: Die
Wahrscheinlichkeit, dass das Auto nicht hinter der gewihlten Tiir steht, ist zunichst gleich %
Nach dem Einbringen seiner Information und dem Offnen einer Tiir durch den Talkmeister
“bleibt” fiir dieses Ereignis nur noch eine Tiir, die dann mit dieser Wahrscheinlichkeit die richtige
1st.

Losungsskizze zu Aufgabe W20:

(a) X sei die Zufallsvariable der ersten ’Kollision’. Dann hat das Ereignis, dass die ersten k
n-(n—1)...(n—k=+1)

"Kugeln’ in verschiedene Ficher gelangen, die Wahrscheinlichkeit P(X > k) = ok ,
also .
—1 .
P(X < k) —1_ n(nfl).;;énkarl) —1-1I (1 . ,]1)
j=1

Daher gilt p :=P(X <3)=1-5-3 = 15 ~0,388.
(b) Als Modell dient eine Reihe von k = 3 unabhingigen gleichartigen Experimenten (Fachbe-
setzung mit Teilchen) mit Erfolgswahrscheinlichkeit ; Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir

zwei Erfolge, bei einer Binomialverteilung (mitk =3, p = %).

1 k 1 1
P2 := P(mindestens zwei am Sonntag) = 1 — (1 — 7)k — <1) (1— 7)k71 .

~1-0,6297 —0,3149 ~ 0,0554.

1.Alternativ-Losung: (a) Im Teil (b) erhdlt man die gleiche Wahrscheinlichkioet, wenn man
’Sonntag’ durch einen Wochentag austauscht. Daher erhilt man p; mit Teil (b) als p; = 7p».

2.Alternative: (a) Es gibt G) Moglichkeiten, zwei Fiacher (Wochentage) auszuwihlen, 2 Mog-
lichkeiten, dann dasjenige mit genau 2 Kugeln (Personen) zu bestimmen; die Auswahl von 2 der
3 Kugeln zur Verteilung in die vorgegebenen Fiicher ist (3), die Wahrscheinlickeit fiir die Einsor-
tierung einer Kugel in ein bestimmtes Fach ;; insgesamt ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit

wo, dass genau 2 Kugeln in einem Fach sind:  w, =2- (;) . (;) . (%)3 = ig; die Wahrscheinlich-

keit w3, dass 3 Kugeln in einem Fach sind, ist w3 =7- (;) = 4'9 ; die gesuchte Wahrscheinlichkeit
ist damit w = wo + w3 = ig.

(b) Durch eine dhnliche Argumentation wie in (a) sieht man, dass die gesuchte Wahrscheinlich-
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keit fiir (ii) die folgende ist:
6 (3. (! ’ (! P9
2) \7 7) 343

Losungsskizze zu Aufgabe W21:
k=1 .

(a) Wie bei der Losung zu Aufgabe W20 gilt auch hier: P(X < k) =1— [] (1 — /). Mit Hilfe
j=1

der Eigenschaten der e— Funktion und mit der Ungleichung Inx <x—1 folgt

klln<1—">> > 1—exp( T (1) = 1 —exp A=Y
1 n n n

Jj=1

P(ng):]—exp< ).

J

Mit k = 23 und n = 365 folgt  P(X < 23) > 1 —exp(—0,69315) ~ 1 —0,49999 > 1.

Losungsskizze zu Aufgabe W22:

Zu (a): Man beachte zunichst, dass nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt:
P(m Teilchen registriert und n ausgesandt ) = P(n ausgesandt ) - P(m registriert |n ausgesandt) =
Pn-bum.  Gesuchtist nun P(m registriert). Es gilt:

P(m registriert) = P(\/ m registriert und m + i ausgesandt)
i=0

(: Z P(m registriert und m + i ausgesandt) = Z Pmti - Dintim
*) 20 i=0

=

Y > i o )LH»m 7 pmxmefk o )Li o
e Z()( m )(1 P ismn ™ m l.;)i!(l )
<}\‘p)nl ei}\’ . e(] 71))7\'
m!

)" 2y

m!

(Potenzreihenentwicklung der e-Funktion)

Die mit () markierte Gleicheit folgt hierbei aus der 6—Additivitit von P.
Die Wahrscheinlichkeit, genau m Teilchen zu registrieren, ist also erneut poissonverteilt.
Zu (b): Mit dem Ergebnis aus (a) ldsst sich nun die Formel von Bayes anwenden:

P(n ausg.|m reg.) — P(n ausg.) - P(m reg.|n ausg.) _ Pubam

P(mreg.) O"’,)m e
_ eGP = py et (1= p) " iy
o (n—m)! '

Auch diese Wahrscheinlichkeit ist also poissonverteilt.
Zu (c): Die Stelle der Verwendung der 6—Additivitit wurde bereits in (a) (mit (*) markiert.
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Losungsskizze zu Aufgabe W23:
Fiir die geometrische Verteilung gilt P(X > m) = Y. p(1 — p)™*. Nach Defintion der bedingten
i=0

Wabhrscheinlichkeit folgt dann (mit dem Grenzwert der geometrischen Reihe):

oo

Z p(] _p)k+m+i
P(X >k ANX >k P(X >k =
POX > ktmlX > k)= T > KEmAX>K)  PX >kdm) o

P(X > k) P(X > k) i p(1 = p)eti
i=0
v 1— m+i
:Eop( 2 L PXm) _PXEm) e
o . o . 1 :
.):Zop(l -p) p.):ZO(l -p) Piea-p)

Losungsskizze zu Aufgabe W24:

Sei X die Zufallsvariable, die die Punktzahl misst. Dann ist

E(X)=P(X=10)-10+P(X=5)-5+P(X =3)-3+P(X=0)-0

1 1°n 1 32n—1%n 1 25n—97
= . .10 . .5 . .3
2 52¢ +2 52n Jr2 251
1 4 24
= =1,96.
5+5+25 ’

Losungsskizze zu Aufgabe W25:

Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit den Verteilungen (x;,P(X =i)) und
(yi, P(Y = i)) mit x;,y; € {1,2,3,4,5,6}, wobei X dem Wiirfelergebnis des roten Wiirfels und
Y dem Wiirfelergebnis des blauen Spielwiirfels den jeweiligen Gewinn in Cent zuweist. Wir er-
halten also fiir i € {1,2,3,4,5,6} die Werte von X bzw. ¥ in Cent durch folgende Zuordnungen:
X:xi—iundY :y; —i.
Gesucht ist nun der Erwartungswert der diskreten Zufallsvariable X 4 Y. Es gilt der Satz: Sind X
und ¥ zwei diskrete Zufallsvariablen mit den Erwartungswerten E(X) und E(Y), so gilt
EX+Y)=EX)+E(Y).
Jedes Ergebnis eines Wurfs mit einem einzelnen Wiirfel besitzt dieselbe Auftrittswahrschein-
lichkeit é. Nach Definition des Erwartungswerts E(Z) einer diskreten Zufallsvariablen Z mit
Verteilung (z;, P(Z = z;)) gilt E(Z) = Zz,-P(Z =2z).
]
Daraus folgt ~ E(X)=E(Y)=}(1+2+3+4+5+6)=2 =35 ,und damit
EX+Y)=EX)+E(Y)=1.
Der Einsatz pro Wurf miisste also 7 Cent betragen, um die Nettogewinnerwartung auf lange Sicht
bei 0 Cent zu halten.

Losungsskizze zu Aufgabe W26:

Sei A das Ereignis, dass bei einem Wurf eine Sechs erscheint. Es handelt sich um ein Bernoulli-
Experiment, da es sich um eine Kette von unabhdngigen Alternativ-Versuchen (mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p = é) handelt. Die Wahrscheinlichkeit p, = P,(A) dafiir, dass das Ereignis A zum
ersten mal beim n-ten Versuch auftritt, ist gegeben durch p, = (1 — p)”’l - p.
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Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die die Anzahl der bis zum erstmaligen Eintreten des Ereig-
nisses A notwendigen Versuche beschreibt. X besitzt die Verteilung (n;p- (1 — p)*~!) firn € N
und heifit geometrisch verteilt mit Parameter p. Fiir geometrisch verteilte Zufallsvariablen X mit
Parameter p erhélt man mit der Reihe

> d & d /1 1
kbl = k— = fii 1
k; dx%:x dx(l—x> (1—yp frkd <l

(vgl. Henze [He] p.182),dass  E(X) = § k-p-(1—p)t=p. “7(]17[7)]2 = I') . Ferner gilt fiir
k=1

eine geometrische Verteilung: 6%(X) = 1;2" und damit fiir die Standardabweichung (Streuung)
1—
o(x)=""".

Es gilt hier also: E(X) =6 und o(X)~5.4772256....
Man muss daher ’im Durchschnitt’ sechsmal wiirfeln, bis die erste Sechs erscheint.

Losungsskizze zu Aufgabe W27:

Sei X die Zufallsvariable, die den Gewinn des Spiels misst, X : Q@ — {100, 1,0}. Der Erwartungs-
wert ist dann

E(X)=100-P(X =100)+1-P(X =1)+0-P(X =0) =100 5 +1- 5% = ;12
(Die Werte fiir P(X = 100),P(X = 1) kann man leicht aus einem Wahrscheinlichkeitsbaum ab-
lesen.)
Der Spieler gewinnt also durchschnittlich etwas mehr als 53 Cent; der Budenbesitzer sollte also

mindestens 54 Cent Mindesteinsatz fordern.

Losungsskizze zu Aufgabe W28:

Sei X die Zufallsvariable, die einem Paar willkiirlich gezogener natiirlicher Zahlen (u,v) mit

u,v € {1,2,...,n},u # v, deren Differenz im Absolutbetrag zuweist. Folgende Zuordnung gilt:

X : (u,v) — |u—v|. Die Verteilungsfunktion von X ist F(m) =P(X <m)= Y P(X =m;),
m;<m

wobei m,m; € {1,2,...,n—1}.

Gesucht ist nun der Wert von 1 — F(m), der die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis beschreibt,

dass die Differenz zwischen den beiden gezogenen Zahlen mindestens so grof3 wie m ist.

Jedes einzelne zuldssige Zahlenpaar tritt mit derselben Wahrscheinlichkeit n(nli 1 auf. Wir unter-

suchen nun, welchen Zahlepaaren (u,v) durch X die Differenz m; zugewiesen wird.

Fiir m; = 1 sind dies (ungeordnet) die Paare {1,2},{2,3},{3,4},...{n — 1,n}. Davon gibt es
n — 1 Stiick. Da jedes Paar (u,v) auch als (v,u) gezogen werden kann und beide Ereignisse
unterschieden werden miissen, gibt es demnach 2(n — 1) Ereignisse, denen durch X der Wert
m; = 1 zugewiesen wird.

Allgemein gilt, dass es 2(n — j) Zahlenpaare gibt, denen durch X der Wert m; = j zugewiesen
wird (j € {1,2,3,...,n—1}), ndmlich (1,j+41),...,(n— j,n) und ihre “Spiegelbilder”.

Damit erhalten wir folgende Verteilungsfunktion fiir X:

F(m)

I
v
—~
<
|
E;
N
I
~ 3
T
S N
—~
S
—_
—_ —
|
S
—~
S
‘ \S}
Ju—
~
S
'M\
—
S
|
~
—
|
=
agll
—
S
|
~
~
N——

2 oo\ w2 (n—1n (n—m)(n—m+1)
n(n—l)(ZJ. J)n(n—l)( 2 2 )



332 9.Losungen der Aufgaben

., (n=m)(n—m+1)
=1 nn—1)

Der mit (x) gekennzeichnete Schritt verwendet die Identitéit der Ausdriicke Z jund "<"+1) .
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Differenz zweier Wlllkurhch gezogener ver-
schiedener Zahlen u,v € {1,2,...,n} im Absolutbetrag mindestens so groB ist wie m, betrigt
nun
- — 1
1= Fm) = (n—m)(n—m+ )
nn—1)

Losungsskizze zu Aufgabe W29:

Das Spiel endet beim k-ten Wurf mit Gewinn W, falls das Ergebnis (xi,...,x¢_1,%) von der
Form

(x1,...,x¢—1) = (Kopf, Kopf,..., Kopf) und x; = Zahl ist (firk=1,...6).
Dieses tritt mit Wahrscheinlichkeit wy = (l)k ein. (Ein Spielausgang ohne Gewinn hat Wahr-

scheinlichkeit ( ) ). Als Erwartungswert E des Gewinns erhilt man so

6 6 6
1 1
E=Y Wow+0=Y 2" " =Y =3 [Euro].
k=1 k=1 2 k:l2

Gegeniiber dem Einsatz von Euro 4.— ist die mittlere Gewinnaussicht zu gering, sodass sich das
Spiel auf ldngere Sicht nur fiir den Betreiber der Jahrmarktsbude lohnt.

Losungsskizze zu Aufgabe W30:

Da Z nur Werte in N annimmt, ist E(Z) = Y. z- P(Z = z). Ferner ist
zeN

)
N
I
&
I
Mo

P(Z=2z|[N=n)P(N=n) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)

3
Il
-

I
Nl

PXi+-+X,=zAN=n)=Y P(X;+---+X,=2)P(N =n)

3
Hl‘ =
-

3
Il
-

wegen der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen N,X;,X>,...,Xs. Daher ist
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Losungsskizze zu Aufgabe W31:
Zu (a):

Var(X) = E([X —u]?) :E(X2 —2Xu+ P = E(Xz) —2uE(X)+u* [daE linear ist

= () 2} Y EO0) +4 = EKD) i = E( (Y X Y X)) 4
i=1 =1 j=1

1
= JEXT+. . AX7+ XX+ A XX+ XX+ A X1 X —
n ~ ~ - ~ ~ ~
n—1 Summanden n—1 Summanden
~ ~
n Summen
1

= z[iE(Xiz)Jrn(nfl),uz]f,uz [daX; unabh.: E(X;X;) = E(X;)E(X;) = 1°]

= - = o [Verschiebungssatz]
ne?  o?
n2 n '

Zu (b): Mit (a) folgt, da alle X; den gleichen Erwartungswert und die gleiche Varianz haben:

E(T)=F X, — — X — = E(|X;— — E(|X —
(7) <n—1i;(’ Wi, X = L L EW ) = D B
1 _
= nc? " 12:n 162:(52.
n—1 n—1n n—1

Losungsskizze zu Aufgabe W32:

Da der zu betrachtenden Wahrscheinlichkeitsraum endlich ist, ist es fiir die Untersuchung der
Unabhingigkeit ausreichend, die Produktformel fiir jede Kombination von Elementarereignissen
zu iiberpriifen. Man stellt dazu die im Hinweis angegeben Wertetabelle auf:

wWwW  ZW WZ ZZ

< )2 <
o N O
[ —
—_—
O = N

e X und V sind nicht unabhingig, da
1 11 1
=P({ww})=P(X=2AV=2)#4PX=2)-PV=2)= - _ = _,
4 4 2 8
e X und W sind auch nicht unabhingig, da

0:P(X:O/\W:0)#P(X:O)-P(W:O):l.1:
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o V und W sind aber unabhiéngig.
Beachte zunéchst, dass die Produktformel stets gilt, wenn man das unmdogliche Ereignis
V =1 und W = 2 betrachtet (d.h. hier erhilt man stets 0 = 0). Durch einfaches Nachrech-
nen weist man nun nur noch nach, dass gilt:

=P(V=0AW=1)=P(V=0)-P(W = 1):;;,
P(V=0AW =0)=P(V =0)-P(W=0),
P(V=2AW=1)=P(V=2)-P(W=1) sowie
P(V=2AW =0)=P(V =2)-P(W=0).

Losungsskizze zu Aufgabe W33:

Die gegebenen Zufallsvariablen X und Y konnen jeweils zwei Werte annehmen, so dass wir
folgende vier Ereignisse betrachten miissen:

X(w) € 40 ={1,3,5,7}, X(w) € A} ={2,4,6,8}, Y(®) € Byo ={1,2,3,5,6,7} und
Y(®) € B; = {4,8}.
Daraus folgt
AoBo=1{1,3,5,7} n{1,2,3,5,6,7} ={1,3,5,7} und A¢B; ={1,3,5,7}N{4,8} = 0,

A1By=12,4,6,8}n{1,2,3,5,6,7} = {2,6} sowie AB; =1{2,4,6,8}N{4,8} ={4,8}.
Da wegen der Gleichverteilung P(®) = é fiir alle @ € Q gilt, folgt

P(AoBo) = 5 # 5+ 3 = P(Ag) - P(By).
Daher sind X und ¥ nicht unabhingig voneinander. Auch P(A1By) = } # P(A|)P(By) =} - |
zeigen die stochastische Abhédngigkeit.

Losungsskizze zu Aufgabe W34:
Zu (a): Es gilt

ipx(k) = ip(l -p)fl=p <i(1 p)’”) =p <i(1 p)")
k=1 k=1 k=0

=p- =" =1 mit der Formel fiir die geometrische Reihe

Zu (b): Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable X ist definiert als E(X) := Y, k-
P(X = k). Im Fall einer geometrisch verteilten Zufallsvariable gilt

B = £ kP =0 = Ekep-1-pf = p- (£ k1= )
k=1 k=1 k=1

—p (Z 00 0-pk) = T 40P =l E (1= )T =

k=0 k=0 k=1

I8

_P[lf({,p) - 1]/ = _p(,];)/ =T e
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Losungsskizze zu Aufgabe W35:

Man definiere die Zufallsvariable X; durch X; = 1 (bzw. = 0), wenn der i—te Einsender ménn-

lich (bzw weiblich) ist. Nach Annahme sind die X; unabhéngig und zum Parameter p = 1/2
1000
Bernoulli—verteilt. Setze S = Z X;; das gibt die Anzahl der méinnlichen Einsender an. Hilt der

Anbieter x — 1 Herrenuhren Vor so soll das Ereignis {S > x} eine Wahrscheinlichkeit < 0.02
haben; d.h. die Forderung an x ist P(S > x) < 0.02. Die Zufallsvariable S ist B(1000,1/2)—
binomialverteilt; also ist E(S) = np = 500 und Var(S) = 250. Nach der Tschebyscheffschen
Ungleichung gilt

Var(S) 250

P(S—E(S) > x—500) < P(|S—E(S)| > x—500) < (e 5002 = (x— 500)2°

Also ist eine hinreichende Bedingung

250

(x—s00)2 = 002, d:h x 2500+ V12500 =611.8...

Es sind demnach 612 Herrenuhren (und aus Symmetriegriinden ebensoviele Damenuhren) vor-
ritig zu halten.

Bemerkung. Mit Hilfe der Normalapproximation wiirde man sehen, dass bereits 532 Uhren jeder
Art ausreichend sind.

Losungsskizze zu Aufgabe W36:

1 o
fir0<x<b
Die Wahrscheinlichkeits-Dichtefunktion ist f(x) = { 8 . t_ t=
sonst .

b
Alsoist E(X)= [x-,dx=15 sowie (mit Hilfe des Verschiebungssatzes)
0

b
Var(X) = E(X?) — (E(X))? = [ Jdx— (5)* =1
0
b b
X hat also den Erwartungswert ) und die Standardabweichung J12
Losungsskizze zu Aufgabe W37:

Der Erwartungswert E(X) fiir eine stetig verteilte Zufallsvariable X mit einer Dichtefunktion

f(x) ist definiertals E(X) = [x- f(x)dx. Es folgt

7 ro 1 x2°
EX)= [ x f(x)dx= dx — _
(X) /xf(x)x /Xb—ax b—a 2|,
. J

Anmerkung: Nutzt man die Symmetrie der Dichtefunktion f zur Achse beix =

1 (b> a’\ (b—a)(b+a) a+b
b—a(22) 2(b—a) 2 °

a+b

5 580 siecht man

sofort, dass E(X) = “erb sein muss.
Die Varianz von X erfiillt laut Veschiebungssatz Var(X) = E(X?) — E(X)?. Es gilt

oo

, , A 2 b3 a3
E(X ):/x .f<x)dX:/bfadX:3(bfa)'

oo
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Damit folgt
p—a  (b+a)? (b—a)
Var(X) = E(X?) - E(X)* = — -
arX) =EXT) —EX)"= 5, _ o 4 12
. . . b—a
Dies ergibt als Standardabweichung 6 = \/Var(X) = 12’

Losungsskizze zu Aufgabe W38:
Zu (a): Fiir jede Dichtefunktion f muss gelten [ f(z)dt = 1. Damit ergibt sich

= | flo)des [fOde+ [£0)di = [kdi=K(b—a)
—oo a b a

und daraus k = !

Zu (b):

o b
E(X)= [ f(t)-tdt= [f(t)tdt= §t2|: =502 —a2) ="J* (nach Aufgabenteil (a))
—oo a

a’

Zu (¢):
‘ Ofirr<a
F(t):P(xgt):/f(s)ds: 14 fiir 1 € [a, b]
- 1 fiirt > b,
t t ¢
da /f(s)ds: bia a:b_z fiirt € [a,b].
a
Zu (d): Mit (b) und dem Verschiebungssatz folgt:
l (1+02 &P 1 1 1 1
Var X = E(X? —EX2:/ 1)-t2dt— =k | - =_- =
a (X7 —E(X) fe) 4 3,74 374 12

0
Fiir die Standardabweichung gilt:

G(X):\/Var(X):\/};;:21/3.

Losungsskizze zu Aufgabe W39:
Es gilt:

o 1 3 o 3

1 dt 3 1 2
E(X)= t)-tdt= [ 0dt tdt 0dt=0 0= - = .
(X) /f() / +l/tln3 +3/ +1/1n3+ In3 In3 In3

Aus dem Verschiebungssatz folgt:
2

Var (X) = E(X?) — E(X)? = / FOrd— ()
R
B ;o g2y O 1 4 4 4
]/ln?a ~(n3) " 2In3  2In3  (In3)2 I3 (In3)?°
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Losungsskizze zu Aufgabe W40:
X—-50

Sei X die Zufallsvariable, die die Linge misst. Dann ist Z:= ;7" standardnormalverteilt.
Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit /

-1 1
P(49 <X <51) :P(O 5 <Z< 0 5) =®2) —P(-2)=2P(2) — 1~ 1,9544 — 1 = 0.95.
Losungsskizze zu Aufgabe W41:
1 _ (w?
Eine normalverteilte Zufallsvariable X besitzt eine Dichte der Gestalt f(x) = Vo2 e 20°
TG

Eine derartige Zufallsvariable wird auch als N(u, ; 6% )-verteilt bezeichnet. Dabei ist u gerade der
Erwartungswert und 6> die Varianz von X. Wenn X eine so verteilte Zufallsvariable ist, dann ist
ihre Standardisierte X* = ¥ o eine N(0;1)-verteilte Zufallsvariable. Fiir die Verteilungsfunktion
einer N(u;6?)-verteilten Zufallsvariable X gilt daher

0,95=P(X —p|<1)=P(-1<X—pu<l)=P(-L <X F < y=a(l)-a-])

- ZCI)( cls) - 17

wobei @ die Vereilungsfunktion der Standard-Normalverteilung bezeichnet. Gesucht ist nun die
Varianz o2, fiir die die Normalverteilung N(u;6?) die die Bedingung P(|X —u| < 1) = 0.95
erfiillt. Mit der gerade durchgefiihrten Betrachtung bekommen wir (durch Nachschauen in einer
Wertetafel) 20(L)-1=095 «—=@(})=0975= !~196= o~3.

[
Damit betrigt die Varianz 6> ~ (3)4. Das Ergebnis lautet also: Gerade alle N (u; (3)4)—Verteilten
Zufallsvariablen weichen mit Wahrscheinlichkeit 0.95 (approximativ) um weniger als 1 von ih-
rem Erwartungswert u ab.

Losungsskizze zu Aufgabe W42:

Zu (a): Eine normalverteilte Zufallsvariable X mit Erwartungswert u und Varianz 6> wird durch
die Transformation X* := ¥ ;“ in eine standard-normalverteilte Zufallsvariable X* tiberfiihrt.
Deren Verteilungsfunktion ® = &y ; ist tabelliert.

Da eine normalverteilte Zufallsvariable symmetrisch zum Erwartungswert verteilt ist, gilt

P(|X —u|>206) =P(X <u—206)+P(X >u+20)=P(X <u—20)+ (1 —P(X < u+20))
#—/J—ZG)_ #—/J+2G)

o (&
=1+P(X*<-2)-P(X*<2)=1+®(-2) - P(2)
=14 (1-®(2)) —D(2) =2 —2d(2) = 0.0456 .

=14+PX" < P(X* <

Wenn X eine Zufallvariable mit Erwartungswert u und endlicher Varianz 6 ist, dann gilt fiir alle
€ > 0 die Tschebyscheff-Ungleichung P(|X —u| >¢€) < 222 . Mit dieser folgt:

PUX - >20)< O = ' Zasq

— 7T 40 4 '
Zu (b): Die beiden Abschitzungen unterscheiden sich deshalb so stark, weil bei den Voraus-
setzungen fiir die Giiltigkeit der Tschebyscheff-Ungleichung keine Angaben iiber die Art der
Verteilung der Zufallsvariablen X gemacht werden, so dass eventuell mit dem ungiinstigsten Fall
gerechnet werden muss. Daher liefert die Tschebyscheff-Ungleichung im allgemeinen eine gro-
bere Schranke als eine genaue Betrachtung der Verteilung der Zufallvariablen.
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Losungsskizze zu Aufgabe W43:

Die Verteilung von X besitzt die Dichte  @(t) = \/Jme”z/ (20) | Dabei ist ¢ auf [0, o) (streng)
monoton fallend, und deshalb ist fiir jedes n > 0
n+1 n+2
Pn<X<n+1)= / ¢(t)dtn > / e(t)dt=P(n+1<X<n+2).
n n+1

Daher ist wegen der 6—Additivitit des Wahrscheinlichkeitsmales

P<X€O[2n,2n+l]> = iP(Xe[zn,an})

n=0 n=0

> Y Pxe [2n+1,2n—|—2]):P(X€ U[2n+1,2n+2]> .
n=0 n=0

Also ist es wahrscheinlicher, dass X seinen Wert in [0, 1] U [2,3] U [4,5]U. .. annimmt.

Losungsskizze zu Aufgabe W44:

Wir stellen uns den Kreis als Einheitskreis in der x-y-Ebene vor. Als Wahrscheinlichkeitsraum
konnen wir Q = {(x,y) € R?|x> +y*> < 1} mit den Borelmengen und dem normalisierten Lebes-
guemal} wihlen. Da die Mittelsenkrechte einer Sehne durch den Kreismittelpunkt M geht, ist der
Abstand der Sehne von M gleich dem Abstand des Sehnenmittelpunktes von M. Wir wihlen M
als Ursprung. Die zu studierende Zufallsvariable ist dann X (x,y) = \/ x% +y2 (wobei (x,y) den
Koordinatenvektor des Sehnenmittelpunktes bezeichnet. Fir 0 <r < 1 gilt X <r < x4+ y2 <

2 sowie

2
Tc .
o 2
n-12
und Fx (r) =0 fiir r < 0, Fx (r) = 1 fiir r > 1. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fx ergibt sich gemiB

Fx(r) = [ fx(t) dt als Ableitung der Verteilungsfunktion (fast tiberall). Also ist fx (¢) = 2¢ fiir

Fx(r)=PX <r)=P(*+y*<r?) =

0 <t <1und fx(¢r) = 0 sonst.

Losungsskizze zu Aufgabe W45:

Generell setzen wir voraus, dass die Population sehr grof} ist und die Auswahl der n Befragten
reprisentativ ist. Sei X dann die Zufallsvariable, die bei der Befragung misst, wie viele Wihler
Partei A wihlen. Diese ist dann zu den Parametern n und p (Erfolgswahrscheinlichkeit) binomi-
alverteilt. Damit ist E(X) = np und 6(X) = ,/npq. Gesucht ist nun ein geniigend groBes 7, so
dass gilt:

X
P(|” —p[<0,01)>1-0,05=0,95.
n

Man beachte nun, dass die zu untersuchende Zufallsvariable fiir die Anwendung des Satzes von
Moivre-Laplace normiert werden sollte. Da wegen des Erwartungswerts und der Varianz von X
die standardisierte Zufallsvariable * ;;Z Erwartungswert 0 und Varianz 1 hat, erhilt man folgende

%
(ndherungsweise) dquivalente Ungleichungen:

X X
P(|” —p| <0,01)>0,95 < P(—0,01 <~ —p<0,01)>0,95
n n
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In _ X-— 1 1 1
P(—O’O nS nPSO,O n)20’95 “ s (I)<O,O n _q)<_0,0 n)20’95
Vrpq V/npq \/npq Moivre-Laplace N N
0,01 0,01 0,01
e 20(7 ) 120,95 d( ) >0,975<= " >1,96
D(—x)=1-P(x) V/npq Vnpq q

(da @ streng monoton steigend und damit invertierbar)

= /n > 196,/pg <= n> 196> p(1 — p).

Die letzte (und damit auch die erste) Unglelchung folgt aber, wenn man n > 196 - 4 also
n > 9604 wihlt (es liegt hier zwar keine Aquivalenz vor, diese ist aber auch nicht notwendlg)
Also sollten fiir die gegebene Irrtumswahrscheinlichkeit mindestens 9604 Wihler befragt wer-
den.

Losungsskizze zu Aufgabe W46:

Sei X die Zufallsvariable, die zihlt, wie oft die Sechs bei 600 Wiirfen auftritt. X ist dann bi-
nomialverteilt zu den Parametern n = 600 und p = é. Man erhilt den Erwartungswert E(X) =

600} = 100 und die Streuung 6(X) = /600 | -3 = \/%°. Die Zufallsvariable ¥_% hat

also Erwartungswert 0 und Varianz 1, was im Folgenden die Anwendung des Satzes von Moivre-
Laplace fiir die gesuchte Warscheinlickeit w ermoglicht:

10 < X —100
\/250 V/250/3 ©

10 1 10 1 10
)= D( ) 14 &(

2 TV T2
\/220 \/220 \/220
31 30
:q)(\/loo' 250) 2 :q)(\/zs ®(v1.2)-

Losungsskizze zu Aufgabe W47:

Sei A das Ereignis, dass ein Brand auftritt, A; das Ereignis, dass ein Brand am i-ten Tag auftritt
(i€ {1,2,...,365}). Die Wahrscheinlichkeiten P(A;) sind jeweils ,Z, da pro Jahr durchschnitt-
lich 2 Brinde auftreten. Wir setzen voraus, dass die Ereignisse A; stochasitsch unabhiingig sind.
Es handelt sich hier daher um ein Bernoulli-Experiment.

Sei X die binomialverteilte Zufallsvariable, die die Anzahl k der Brinde pro Jahr beschreibt; sie
ist B(k,365, ,%)-verteilt.

Nach einem Satz lassen sich binomialverteilte Zufallsvariablen fiir grole » und kleine p durch
die Poisson-Verteilung approximieren. Daher gilt fir A =np =2 und k € N

=P(90 < X < 100) = P(—

~ ®(0) - (- )

~ (np)k —np __ 2k -2
B(k,n,p) ~ L TRl

Sei B das Ereignis, dass mindestens fiinf Brinde auftreten. Gesucht ist nun
4
P(B)=1-P(B)=1 fkgoB(k,n,p) ~1-Y, k, el=1—e (1424244 42)

=1-—"7¢2~0.053.
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Losungsskizze zu Aufgabe W48:

Zu (a): Sei X eine Zufallsvariable, die die Anzahl der eingetretenen Ereignisse bei einem n-
stelligen Experiment zéhlt. X sei nach Voraussetzung B(900; é)—verteilt (binomialverteilt). Ge-
sucht ist nun P(405 < X < 495). Nach der Tschebyscheff-Ungleichung gilt

PUX —E() 26 < ).

Fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable X ist E(X) = np und Var(X) = np(1 — p), wobei n
die Anzahl der durchgefiihrten Versuche bezeichnet. In unserem Fall ist damit E(X) = 450 und
Var(X) = 225. Aus der Tschebyscheff-Ungleichung folgt

225
P(|X—-E(X)| >45) < .
Insgesamt bekommen wir

P(|X —450| < 45) = 1 — P(|X — 450| > 45) > 1 — P(|X — 450| > 45)
225 1

8
=% 1 2% _-08>0.88.
ST 97 9

Zu (b) Sei X eine B(n; p)-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt nach dem Satz von Moivre-Laplace

. X —np
limP|a b | =d(0b)—P(a),
e < = Vnp(i=p) = > (0= ®le)

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist. Also folgt

X —450
<

PA0S <X <495)=P(-3<" <

3) A D(3) — B(—3) =20(3) — 1~ 0.9974 > 0.88 .

Losungsskizze zu Aufgabe W49:

(a) Sei X die Zufallsvariable X = Anzahl der Kirschsteine in einem Tortenstiick.

1. Losung. Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment. Also ist X binomialverteilt, und zwar

mit den Parametern n = 11820 =15, p =1/50. Daher gilt:

P(X=0) = (1-p)"=0.98"~0.738569,

P(X=1) = 15-0.02-0.98"~0.226092,
15-14

PX=2) = 7, -0.027-0.98"% ~ 0.0322989.

2. Losung. X ist anndhernd Poisson-verteilt zum Parameter A = 15/50 = 0.3. Es ist also
PX=k)=e" 3:],( Daher ist

P(X =0)=e " ~0.740818, P(X=1)=0,3-¢ **~0.222245 und

P(X =2)=0,045-¢"%3 ~ 0.0333368.

(b) 1. Losung. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist (wegen der vorausgesetzten Unabhingigkeit)

P(X <2)% ~0.805445.
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2. Losung. Aus (a) erhdlt man noch P(X > 3) ~ 0.0036. Sei Y die Zufallsvariable Y = Anzahl
der Tortenstiicke mit 3 oder mehr Kirschsteinen. Dann ist Y annihernd Poisson-verteilt zum
Parameter A’ = 60 -0.0036 = 0.216. Daher ist P(Y =0) = ¢™* = 0.80574.

Losungsskizze zu Aufgabe W50:

(a) Setze Y = X2, Fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y gilt

0 furr <0,
F(t)=PY <t)=P(X<+Vit)={ t fir0<r<l,
1 firs > 1.

Fiir die (fast tiberall eindeutig bestimmte) Wahrscheinlichkeitsdichte fy muss gelten:

/fy(s) ds

Ist Fy auf einem Intervall stetig differenzierbar, folgt fy = Fy auf diesem Intervall. Daher

0 firt <0,
fr(t) =< 1/(2v1) fir0<t<1,
0 fiire > 1.

(b) Wenn Xj,X>,... unabhingig sind, sind auch X12,X22,... unabhingig, und sie sind iden-
tisch verteilt. Nach dem starken Gesetz der groBen Zahl konvergiert rll Yioi sz fast sicher gegen
E(X}). Mit Hilfe von Teil (a) ergibt sich

oo 1

1 1 Iy
E(Xf):/tfy(t)dt:/th dt = 3t3/2 = 5
0 0

Daher gilt
lim Z Xt = _ fastsicher.

n—ee g
Losungsskizze zu Aufgabe W51:

(i) Wegen der Linearitét von E gilt
E(X)= <2 ®;X;) = z WE(X;) = z wE(X) =E(X).
(i1) Wegen der Unabhang1 gkeit von X 1,-..,Xp folgt

V&) =V( z WiX;) = i 2V (X;) = (¥ 2)V(X).

Eshat F(ay,...,0p,_1) = Z oc = Z 0L2 +(1- Z a;)? ein (lokales) Minimum, wenn der Gra-

dient von f gleich O ist und dle Hesse Matrlx posmv definit, also

0=_ (Y og+(1-Y o) 2oc,+21—zoc, (—1) fir j=1,...,n—1, dh.

n—1
ocjzlfi)::la,- (fir j=1,...,n—1), folglich oc1:azz...:ocn,l:lf(nfl)oq:a,,:}l.
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242 2 ... 2
Die Hesse-Matrix Hy = ( agéaf&.) = 2 2+2 ist positiv definit, da die
OO j .
: . 2
2 2 e 242

linken oberen Abschnittsdeterminanten alle positiv sind.

Losungsskizze zu Aufgabe W52:

(i) Der Test hat als Nullhypothese Hy: E(X) = g und die Alternative H;: E(X) > u. Der Schiit-
zer fir den Erwartungswert X = 116 (X1 4+ ... + Xj6) ist dann N(y, \‘/’n) verteilt;

Standardisierung ergibt X = );74’; . Man bestimmt ¢ mit P(X > ¢) = 0,05 aus der Tabel-

le fiir die Standardnormalverteilung (s. Losungshilfe) als ¢ = 1,645. Die Realisierung von

X durch die Stichprobe ergibt x = lzg(, =111und X = ”2'0’/?0 =2,2.Da % > cist, muss
die Hypothese Hy zugunsten H; (Vergroferung des Blutzuckergehalts durch die Krankheit)
abgelehnt werden.

(i) Ist die Alternative H{: E(X) # u, so ist ¢/ mit P(—c’ < X < ¢’) = 0,95 von Interesse, also

D()—D(—c") =2®(c') —1=0,95,d.h. ®(x') = 0,975 bzw. ¢/ ~ 1,960 < x =2,2. Auch
bei dieser Alternative ist die Nullhypothese auf dem 5% Niveau abzulehnen.
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9.4 Losungen zu Kap. 6:
Computerorientierte Mathematik/Numerik

Losungskizze zu Aufgabe 1:
(@) 0(x) =xmit §(x) = Vz+x.

Betrachte nun die Konvergenz, berechne die erste Ableitung der Iterationsvorschrift:

1 1
‘<1<:> <2 fﬁrallex>4—z.

)= O

1
2Vz+x

Somit ist a = }‘ —z

(b) ¢(x) =x—1+2.5*xexp(—x)

Mit L:= sup |¢/(x)| = sup |1 —2.5exp(—x)| =0.8161 und x; =0.1065
x€[0,1] x€[0,1]

soll gelten:

(0.8161)"%0.3935

01
0.1839 <0015

L’l
|x* — x| < 1L |x; —x0| < 0.015 <

. . _ logconst __ . __ 0.015%0.1839
Daraus ergibt sich n = 10208161 = 24.4092 mit const= """ 50557

Losungskizze zu Aufgabe 2:

(a) Mit der Newtonschen Interpolationsformel gilt:

p2(x) = flxo] + flx — 0,x1] (x — x0) + flx0,x1,%2] (x — x0) (x — x1)

Ausrechnen der Dividierten Diffenrenzen liefert:
flxo] = 1.6487,  flxo,x] = UVTIW0) = 06487, flxy,xo] = SR = 03935,

X1 —X0 X2 —X]
Flxo,x1,x2] = 8 ’sz]:io[x"’x‘] = —0.5211. Daraus folgt fiir das Interpolationspolynom:

pa(x) = —0.5211x% +0.1276x +2.2974

(b)

1 3 0.3849 1
max |f(x) = p2(x)| < 3,||f(3>(w)l\m||H(x*Xk)llooS 43 exp(2)~
: k=0

xe[—1,1]



344 9. Losungen der Aufgaben

Losungskizze zu Aufgabe 3:
Siehe Tabelle 9.1!

Tabelle 9.1: Zu Aufgabe 3

clear;

a=0; a=T

b=pi; b=271

m=10;

h=(b-a) /m

simp=0;

for k=1:m for k=0:m-1
zk=a+k* (b-a); zk=a+k*h;

simp=h* (cos (zk)+2*cos (zk-h/2) +cos (zk+h)) /6; simp=simp+h* (cos (zk)+
d*cos (zk+h/2) +
cos (zk+h)) /3;
ergebnis=simp end
end ergebnis=simp

Losungskizze zu Aufgabe 4:

)2
@ yier =yt B ye= (M 12— vom
Setzt man iterativ y, ein, so ergibt sich:

hA k=l ,
yk+1:(\/2+1)2*(k+])yo—Z(\/2+1)2'\/2h7u
i=0

Mit dem Hinweis, 2 > 0 und A < O folgt direkt die Behauptung.
(b) Zu zeigen ist

()2 ()2 I

Vel < vk < (1+hh+ > Wk <yk & hA+ <0 = < -1

Daraus folgt: h < ‘i‘ .
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Losungskizze zu Aufgabe 5:
Siehe Tabelle 9.2!

Tabelle 9.2: Zu Aufgabe 5

wahr falsch Aussage

Der Interpolationsfehler ist kleiner, wenn man die Newton’sche Dar-
X stellung des Interpolationspolynoms anstelle der Lagrange-Darstellung
verwendet.

X Die Lebesgue-Konstante A, hingt von der Wahl der Stiitzstellen ab.

Das Interpolationspolynom p, = ¢,(f) der Nullfunktion f(x) = 0 ist
immer die Nullfunktion (0 < n € N) .

Die Gewichte der Newton-Cotes-Quadraturformeln hingen von der

X Funktion ab, die integriert werden soll.
X Jede Fixpunktiteration konvergiert.
Wendet man beide Euler-Verfahren auf das Anfangswertproblem
y(r) = —100-y(t) firt >0,
X (AWP) ¥(t) ¥(t)
y(0) = 100

an, so ist nur das implizite Verfahren unbedingt stabil.
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9.5 Losungen zu Kap. 7: Elementargeometrie

Losungsskizze zu Aufgabe E1:

zu (a): Fiir die Translation T = id sind jede Ebene und ihr Bild gleich und damit parallel. Falls
T #1id und EN7T(E) = 0 gilt, sind die Ebene und ihr Bild nach Definition parallel.

Gelte also T # id und E N1t(E) # 0. Es existiert also ein Schnittpunkt S und, da Translationen
bijektiv sind, ein R € E mit ©(R) = S. Da 7t Translation ist, folgt RS || ©(R)t(S) = St(S), also
RS = St(S) und somit auch 1(S) € E. Man wihlt nun noch X € E derart, dass X,R,S nicht
kollinear sind. Da t(S)t(X) || SX C E und t(S) € E, erhilt man auch 1(X) € E. Da X, S, R nicht
kollinear sind, folgt dies unmittelbar auch fiir die Bilder. Durch die drei Punkte t(X),t(S),t(R)
wird T(E) aufgespannt. Aber da sie alle drei in E liegen, folgt T(E) = E.

zu (b): Wegen typ(N) = P, also P € EN1typ(E), lésst Typ die von N, P und Q aufgespannte
Ebene E fest. Aus ENtyp(E) # 0 erhilt man (vgl. den Beweis zu (i)) E = Typ(E). Ganz analog
erhilt man auch E = Ty (E). Damit ist aber Tvp o Tvg(E) = typ(E) = E.

Alternativ zu (a): Sind g und h zwei sich in R schneidende Geraden der Ebene E, so schneiden
sich auch t(g) und t(%) und sind parallel zu E; die von t(g) und t(h) aufgespannte Ebene ist
dann gleich T(E) und parallel zu E.

Losungsskizze zu Aufgabe E2:

“e=" Angenommen, es existiere ein T mit 1> = id # 1. Der Punkt A sei beliebig und
C ¢ At(A). Das Viereck QAT(A)Ct(C) ist dann ein nicht-ausgeartetes Parallelogramm (wegen
AC || ©(A)7(C), denn 7 ist Dehnung, und At(A) || Ct(C), da Spuren parallel sind). Die Diago-
nalen sind AT(C) und Ct(A); fiir diese gilt Ct(A) || ©(C)t(t(A)) (Urbild und Bildgerade), d.h.
Ct(A) || T(C)A (wegen T = id). Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass die beiden Diagona-
len genau einen Schnittpunkt haben.

“=—" Existiere andererseits ein Parallelogramm QABCD mit parallelen Diagonalen. Dann
existiert eine Translation T mit T(A) = B, T # id. Wegen der Parallelogrammkonstruktion und
den Eigenschaften von Translationen gilt damit auch T(D) = C. Da Translationen Dehnungen
sind, gilt zudem AC || T(A)t(C) = Bt(C). Weiterhin gilt nach Voraussetzung AC || BD, also muss
(beide Parallelen zu AC haben B gemeinsam) BD = Bt(C) = Bt(t(D)) sein. Weiterhin gilt bei
Translationen stets 12(D) € Dt(D), insgesamt (mit DC # DB) also t*(D) € Dt(D) N BD = D.
Also ist T2(D) = D, woraus 1t = id folgt, da Translationen schon durch die Wirkung auf einen
Punkt eindeutig bestimmt sind. Widerspruch!

Losungsskizze zu Aufgabe E3:

Losungsidee: Satz von Desargues

Gegeben sei die Situation der Aufgabenstellung! Wir zeichnen zwei nicht-parallele Geraden ¢
und d, die a und b schneiden. Der Schnittpunkt von ¢ und d heifle P. Den Schnittpunkt der
Geraden ¢ mit a (bzw. b) nennen wir A’ (bzw. A).

Man zeichne die durch A’ und Q gehende Gerade, den Schnittpunkt mit » nenne man C, derje-
nige mit d heiBe B’. Nun zeichnen wir die Gerade AQ, deren Schnittpunkt mit d wir B nennen,
ferner BC sowie PC. Den Schnittpunkt von PC mit a nennen wir C’. SchlieBlich zeichen wir die
Gerade B'C’ und nennen O ihren Schnittpunkt mit BC. (Falls nicht alle Schnittpunkte auf dem
Zeichenblatt sind, variiert man die Geraden ¢ und d.) Die Dreiecke AABC und AA’'B'C’ sind
“in perspektiver Lage” mit Zentrum P. Die Gerade QO ist nach dem Satz von Desargues die
gesuchte Verbindungsgerade des Punktes Q mit dem unzugiinglichen Punkt S.

Alternativ kann man auch die Umkehrung des Satzes von Desargues verwenden.
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Losungsskizze zu Aufgabe E4:

Ist Q Punkt von g; dann schneidet die (eindeutig bestimmte) Gerade ZQ die Gerade & (nach der
Definition der Parallelitit von Geraden einer Ebene) genau dann in einem Punkt, dem Bildpunkt
von Q, wenn ZQ }f h gilt. Analog besitzt ein Punkt R von / ein Urbild, genau dann wenn ZR }f g
1st.

1.Fall: Tst g || hund Z ¢ gUh, so schneidet die nach dem Euklidischen Parallelenaxiom eindeutig
bestimmte Parallele zu g und /. durch Z weder g noch A. Daher besitzt jeder Punkt von g einen
eindeutigen Bildpunkt und jeder Punkt von / einen eindeutigen Urbildpunkt, und ¢ ist bijektiv.
2.Fall: g }t h : Die nach dem Euklidischen Parallelenaxiom eindeutig bestimmte Parallele zu &
durch Z schneidet wegen g }f h zwar die Gerade g in einem Punkt Q, aber nicht 4. Daher hat O
keinen Bildpunkt unter @, und ¢ ist keine Bijektion von g auf A.

Losungsskizze zu Aufgabe ES:
Die projektive Ebene PG(2,K) besteht aus der Menge der 1-dimensionalen Unterrdume von K3
als Punkte und der Menge der 2-dimensionalen Unterriume von K* als Geraden. Die Inzidenz
zwischen Punkten und Geraden ist durch die Teilmengenrelation erklért.
Zu (a): Sei g eine Gerade, d.h. fiir geeignete linear unabhingige 5,5 € K3 sei g = Kd+ Kb.
Dann liegen insbesondere die Punkte P = Kd,Q = Kb und R = K(Zi—i—B) auf g. Weil @ und b
voneinander linear unabhéngig sind, sind es auch @ und @ + b, sowie b und @+ b. Also sind die
Punkte P, Q, R paarweise voneinander verschieden.
Zu (b): Es seien g,h zwei Geraden. Im K> werden g und 4 durch zweidimensionale Unterriume
représentiert. Diese fallen entweder zusammen (wenn g = &), oder sie sind voneinander verschie-
den. In diesem Fall gilt fiir g und &

3 =dimK =dimg +dimh —dim(gNh) =242 —dim(gNh).
Daraus folgt dim(gNh) = 1, was bedeutet, dass sich g und / in mindestens einem Punkt schnei-
den, der einem 1-dimensionalen Unterraum von K> entspricht. In beiden Fillen ist damit g N A
nicht leer.

Losungsskizze zu Aufgabe E6:

(a) (Vgl. die Beantwortung der Fragen von Seite 186 und 192 !)

Sind P und Q zwei Punkte von g, so sind die Projektionsgeraden Prt(P) und Qn(Q) (nach Defi-
nition der Parallelprojektion) parallel und damit komplanar. Daher liegen auch g und 4 in einer
Ebene. Durch zweimalige Anwendung des Satzes von Pasch zeigt man geméiss Abbildung 7.12
a) den Erhalt der Zwischenrelation.

(b) Seien A <, B und (evtl. nach Ubergang zur entgegengesetzten Ordnungsrelation)
n(A) <j, m(B); seien ferner R und S Punkte von g mit R < S. Dann iibertrigt sich die Zwischen-
relation zwischen A, B, R nach Teil (a) auf die Bilder: (A,B,R) € Z=> (n(A),n(B),n(R)) € Z,
bzw. (A,R,B) € Z=—= (n(A),n(R),n(B)) € Z oder (R,A,B) € Z=> (n(R),n(A),n(B)) € Z.
Ersetzt man nun {A, B} durch {A, R}, so zeigt die obige Argumentation, dass sich auch die Zwi-
schenrelation zwischen A, R, S auf die Bilder unter & iibertrigt. Daher folgt dann aus R < § auch
n(R) < m(S).

Losungsskizze zu Aufgabe E7:

“=" Aus dem Axiom der Dreieckskongruenz folgt fiir gleichschenklige Dreiecke (durch Ver-
tauschen der Bezeichnungen fiir die beiden kongruenten Seiten), dass die Basiswinkel kongruent
sind.

“«<=" Sei AABC ein Dreieck mit <ABC = <BAC. Ferner sei CD das Lot von C auf AB. Dann
gilt <ADC = <BDC, <DBC = <{DAC und folglich auch <ACD = <<BCD. Wegen CD = CD folgt



348 9.Losungen der Aufgaben

nach Kongruenzsatz WSW die Kongruenz der Dreiecke AADC und ABDC. Insbesondere gilt
AC = BC. Also ist AABC gleichschenklig.

Losungsskizze zu Aufgabe ES:

Es seien <ABC und <(FB'D kongruente Winkel. Wir tragen auf B'F* eine Strecke B/A’ mit
B'A’ = BA sowie auf B'D" eine Strecke B'C’ mit B'C' = BC ab. Nach dem Kongruenzsatz SWS
sind dann die beiden Dreiecke AA’B’C’ und AABC kongruent. Insbesondere sind auch die Seiten
AC und A’C’ kongruent.

Nun tragen wir auf BA™ eine Strecke BX und auf B’A’~ eine Strecke B’X’ ab, so dass BX = B'X'.
Mit der Streckenaddition gilt dann AX = A’X’. Wegen der Kongruenz der Dreiecke AABC und
AA'B'C’ gilt <BAC = <B'A’C’. Nach Kongruenzsatz SWS sind auch die Dreiecke AAXC und
AA’X'C’ kongruent, also insbesondere auch XC = X'C'.

Insgesamt gelten nun die Kongruenzen BX = B’X’, BC = B'C' und CX = C'X’. Nach Kongru-
enzsatz SSS folgt die Kongruenz von AXCB und AX’C’'B’ und damit auch die Kongruenz von
<XBC und <X'B'C’. Also sind die Nebenwinkel der beiden kongruenten Winkel <ABC und
<A'B'C’ ebenfalls kongruent.

Losungsskizze zu Aufgabe E9:

“==" Sei LJABCD ein Rechteck. Dann sind alle Winkel kongruent und es gilt mit den iiblichen

Bezeichnungen BC = AD,AB = CD. Mit Kongruenzsatz SWS folgt dann AABC = ABAD und
somit auch AC = BD.
“«<=" Gelte nun AC = BD. Weiterhin gilt auch im allgemeinen Parallelogramm BC = AD und
AB = CD. Der Kongruenzsatz SSS liefert AABC = ABAD = ACDA = ADCB und damit auch
<ABC = <«BAD = <CDA = <DCB. Wegen der Winkelsumme im Viereck sind damit aber alle
Winkel rechte.

Losungsskizze zu Aufgabe E10:

Wir bearbeiten entgegen der gegebenen Reihenfolge zunichst Aufgabenteil (c):

Behauptung: Zwei Parallelogramme QABCD und QA’B'C'D’ sind genau dann éhnlich, wenn die
Verhiiltnisse von Linge und Breite iibereinstimmen (a : b = d’ : b’) und ein Paar entsprechender
Winkel gleiche Gro8e hat. (Nach den Kongruenzsitzen und mittels Betrachtung von Stufen- und
Wechselwinkeln sieht man dann, dass alle entsprechenden Winkel gleich grof sind.)

Beweis:

“—" Wenn die Parallelogramme #hnlich sind, gibt es eine Ahnlichkeitsabbildung, die die eine
Figur in die andere iiberfiihrt. Aber unter Ahnlichkeitsabbildungen bleiben WinkelgroBen inva-
riant, ebenso wie die Seitenldngenverhiltnisse entsprechender Seiten.

“«<=" Teilt man die Parallelogramme mit der jeweils analogen Diagonalen in zwei Dreiecke
(also z.B. mit AC und A’C’). Dann sind die Dreiecke AABC und AA’B'C’ sowie AACD und
AA'C'D' zueinander dhnlich, da sie nach Voraussetzung jeweils in den Lingenverhiltnissen
zweier Seiten und in der Grofe des ,,eingeschlossenen Winkels iibereinstimmen. Damit sind
aber auch die Parallelogramme als analog zusammengesetzte Figuren &hnlich.

Damit erhilt man Aufgabenteil (b): Zwei Rechtecke sind genau dann #hnlich, wenn die Ver-
hiltnisse von Linge und Breite iibereinstimmen, da alle Rechtecke als ,,rechtwinklige Parallelo-
gramme* stets gleiche Winkelgroien haben.

Da bei Quadraten das Verhiltnis von Linge und Breite zudem stets 1 ist, erhilt man fiir Aufga-
benteil (a), dass alle Quadrate zueinander dhnlich sind.

Fiir Aufgabenteil (d) erhilt man die Ahnlichkeit zweier Rauten genau dann, wenn sie in einem
Winkel iibereinstimmen (Rauten sind Parallelogramme, bei denen Lénge und Breite gleich sind).
Fiir (e) ldsst sich (¢) nicht ausnutzen:



zu Kap. 7: Elementargeometrie 349

Zwei regelmiBige n-Ecke sind stets dhnlich, wenn sie gleich viele Ecken haben (d.h., falls n = n’
gilt).

Beweis: Man unterteilt die n-Ecke in n gleichschenklige Dreiecke (das Zentrum mit den Ecken
verbinden). Damit kann man die Ahnlichkeit der n-Ecke auf die der Dreiecke zuriickfiihren, und
diese hingt unmittelbar mit der Grosse des Nicht-Basiswinkels zusammen, der stets 360° ist. Nur
bei gleichem 7 bleiben also die Winkelgrofen erhalten. Da die Dreiecke zudem gleichschenklig
sind, ist diese Bedingung sowohl notwendig als auch hinreichend.

Losungsskizze zu Aufgabe E11:
Wegen der gleichlangen Seiten ist jede Diagonale des Rhombus die Mittelsenkrechte der anderen
Diagonalen. Die Winkelhalbierung folgt aus der Kongruenz der Teildreiecke.

Losungsskizze zu Aufgabe E12:

Sei Q ein Quader mit den Eckpunkten A, B,C,D,A’, B',C’,D'. Nach Definition eines Quaders sind
gegeniiberliegende Seiten parallel und gleichlang, und je zwei sich schneidende Seiten stehen
senkrecht aufeinander.

Wir betrachten die beiden Dreiecke AAA’D’ und ABCC'. Nach Definition eines Quaders gilt
zunichst BC = A’D sowie AA’ = CC' und A'D’ || BC. AuBerdem ist <AA'D’' = <BCC’' = R. Aus
dem Kongruenzsatz SWS folgt nun AAA’D’ = ABCC'.

Betrachten wir nun die drei Geraden a := AC’, b := BD' und ¢ := A’C, so folgt aus der Umkehrung
des Satzes von Desargues des rdumlichen Falls, dass entweder a||b||c, oder dass sich die drei
Geraden in einem gemeinsamen Punkt Z schneiden. Wir miissen also ausschlieBen, dass sie
parallel sind und haben somit die Existenz eines gemeinsamen Schnittpunkts der drei Diagonalen
des Quaders.

Wir wollen also zeigen, dass je zwei Diagonalen des Quaders sich in einem Punkt schneiden,
mithin also nicht parallel sind. Dazu betrachten wir beispielsweise die Fliche ABC'D'.

Nach Definition des Quaders liegen entsprechende Punkte der Dreiecke AAD’A’ und ABC'B
auf parallelen Ebenen; ferner gilt AA’ || BB’ sowie A’D’ || B'C’. Nach dem Satz von Desargues
gilt dann AD' || BC', und ABC'D’ ist ein Parallelogramm. Nun verwenden wir den Satz, dass
sich die Diagonalen eines Parallelogramms in einem Punkt schneiden, und bekommen so einen
Schnittpunkt Z mit Z = aNb. Der Fall A || b ist damit nicht moglich. Die Raumdiagonalen eines
Quaders schneiden sich also in einem Punkt.

Losungsskizze zu Aufgabe E13:

Man bestimmt C" auf BA™ so, dass |[BC'| = |BC| und A" auf BC™ so, dass |BA’| = |BA|. Da die
beiden Dreiecke AABC und AA’BC’ bei B den gleichen Winkel haben, folgt nach dem Kon-
gruenzsatz SWS die Kongruenz der beiden Dreiecke. Damit folgt, dass auch die entsprechenden
Hohen gleich lang sind, d.h. /i, = hy und he = hy,,. Da aus hy, 1 AB L h. sofort hy, || he
folgt, liefert die Anwendung des zweiten Strahlensatzes

hger _ |BA'| __ ha

c
= = ah, = che.
he a he a la = ¢

Alternative Argumentation:

Wenn man die HohenfuBpunkte von A, . mit M,, M, bezeichnet erhilt man die Behauptung aus der Ahn-
lichkeit der Dreiecke ABM,C, ABM.C, da diese bei B den gleichen Winkel haben und rechtwinklig bei
den zuvor definierten Punkten sind. Da dann die entsprechenden Seiten im gleichen Verhéltnis stehen, folgt
die Behautptung aus }if‘ = };".

Losungsskizze zu Aufgabe E14:

Man konstruiert zunichst eine Strecke AB und darauf die Mittelsenkrechte m. Damit erhdlt man
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einen Winkel von 90°. Man bestimmt nun - nach dem Axiom des Streckenabtragens - C so auf
m, dass AC = AB. Da der Abstand jedes Punktes der Mittelsenkrechten zu den Eckpunkten der
jeweiligen Strecke gleich ist, gilt damit auch BC = AB. Man erhilt also ein gleichseitiges Drei-
eck AABC. In diesem sind alle Winkel kongruent, also gilt <ACB = 60°. Da im gleichseitigen
Dreieck aber die Mittelsenkrechte einer Seite gleichzeitig auch Hohe und Winkelhalbierende ist,
teilt m diesen Winkel, womit auch der 30°-Winkel konstruiert ist.

Losungsskizze zu Aufgabe E15:

Sei AABC ein nicht-ausgeartetes Dreieck und 0.B.d.A. |AB| > |BC|. Man bestimmt nun P so auf
BC™, dass |BP| = |AB| (gemiB dem Axiom des Streckenabtragens). Dann ist |[<ACB| > |<APC],
da (bezogen auf AAPC ) jeder AuBlenwinkel grofier ist als jeder nicht-anliegende Innenwinkel.
Da aber C im Inneren von PB liegt und das Dreieck AAPB als gleichschenkliges Dreieck kon-
gruente Basiswinkel enthilt , folgt |<BAC| < |<BAP| = |<APC| < |<ACB|.

Losungsskizze zu Aufgabe E16:

Vorbemerkung: a und b sind nicht parallel, da andernfalls <ASB ein gestrecker Winkel wire.
1.Fall: Z = anb liegt im Inneren des Winkelfeldes. In diesem Fall bilden die beiden FuBpunk-
te zusammen mit S und Z ein Viereck AZBS (vgl. Abbildung 9.2a). Da die Winkelsumme im
Dreieck vom MaB m ist, folgt (mit den Bezeichnungen von Abb. 9.2a): y = |<SZA| = § — otund
8 = |<tSZB| = T — B. Da Z im Innern des Winkelfeldes liegt, addieren sich die Winkel, und der
Winkel <AZB zwischen den Geraden a und b hat das Maf}

Y+d=|n— (a+P)| =n—|<ASB|.

Durch Ubergang zum Nebenwinkel folgt die Behauptung.

2.Fall: Z = anb liegt nicht im Inneren des Winkelfeldes. Dann ergibt sich die Situation von
Abbildung 9.2b. Wegen der gleichen Grofle von Scheitelwinkeln und aus der Konstanz der Win-
kelsumme im Dreieck folgt hier die Gleichheit der zu untersuchenden WinkelgroBen (ohne Uber-
gang zum Nebenwinkel).

(b)

Abbildung 9.2: Skizzen zu Aufgabe E16
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Losungsskizze zu Aufgabe E17:

Man bezeichne die Schnittpunkte der “Menelaos-Geraden” mit den Dreiecksseiten mit S,, S, S¢
und fille die Lote von der Geraden auf A, B und C; die LotfuBBpunkte nenne man Ly,Lp,L¢c! Da
diese “Lote” parallel zueinander sind, erhidlt man mit dem zweiten Strahlensatz

LAl _IASi| Lol _ (S8 ILeCl _[S.C]
LeCl T (eSil” ILaAl ISl " ILsBl T SuB

Dann folgt
|ASy| IScB| 1S.C| _ |LaA| |LsB| |LcC| _
CSp| ISAl ISaB|  |LcC| [LaAl  |LB|

Losungsskizze zu Aufgabe E18:

(a) Essei AABC ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C. Ferner sei & die Hohe von
C auf AB mit FuBpunkt D, und seien p = |AD| und ¢ = |BD|. Der Hohensatz von Euklid besagt,
dass unter diesen Voraussetzungen gilt: 4> = p-q. Da <BDC = <ACB (beides rechte Winkel)
und <DBC = <(CBA (identische Winkel), ist das Dreieck ABCD nach dem Ahnlichkeitssatz
WSW dhnlich zu AABC. Wegen der Langenverhéltnistreue gilt:

h b
=, (1)
q a

Analog zeigt man die Ahnlichkeit der Dreiecke AADC und AABC und damit

h h a
_ Bl _a, o
p B(p) b
haybop L2
Aus (1) und (2) folgtnun = —h,unddamlth =p-q.
q a

(b) Der Kathetensatz besagt unter den gegebenen Voraussetzungen b*> =c-p bzw. a*> =

¢-q. Nach Teil (a) sind die Dreiecke AADC und AABC @hnlich. Also gilt wieder Gleichung
(2) Ebenfalls nach Teil (a) sind die Dreiecke ABCD und AABC #hnlich. Wegen der Léngenver-
hiltnistreue folgt daraus mit (2) auch

a C
b— . = . — bz__ - D.
h P b p cp

Der Fall a> = ¢- ¢ wird analog gezeigt.

(¢) Nach Teil (b) gilt a®> = ¢ - g sowie b*> = ¢ p. Also folgt a> +b* = cp+cq=c(p+q) = c*.
(d) Zwei Polygonfldchen, die in paarweise kongruente Figuren zerlegt werden konnen, heiflen
zerlegungsgleich. Zwei Polygonfldchen, die durch Hinzufiigen paarweise kongruenter Figuren zu
kongruenten Figuren ergidnzt werden konnen, heilen ergidnzungsgleich. Zwei zerlegungsgleiche
bzw. ergidnzungsgleiche Figuren haben jeweils denselben Flicheninhalt.

Gegeben ist das Quadrat ABCD mit den Seiten AB = BC = CD = DA und der Seitenlidnge
|AB| = a+b=m. Sei X ein innerer Punkt auf der Strecke AB. Wir teilen die vier Seiten des Qua-
drats jeweils im gleichen Verhiltnis in zwei Teilstrecken AX und XB mit den Lingen |AX| =a
und |XB| = b = m — a. Die so entstehenden Trennungspunkte X, X', X" X" auf den Seiten des
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Quadrats verbinden wir zyklisch miteinander und erhalten so vier Dreiecke AAXX"', ABX'X,
ACX"X' und ADX"'X".Es gilt

AX =BX' =CX" =DX"" sowie XB=X'C=X"D=X"A.

Da ABCD ein Quadrat ist, sind die vier Dreiecke rechtwinklig. Aus dem Kongruenzsatz SWS

folgt damit die paarweise Kongruenz zu dem gegebenen Dreieck. Insbesondere gilt
XX'=X'X"=X"X" =X"X mit |[XX'| =: c.

Die vier Eckwinkel des Vierecks OXX'X”X"" sind kongruent und damit rechte Winkel. Der

Flicheninhalt des Dreiecks AAXX" ist “2h, der Flicheninhalt des einbeschriebenen Quadrats

OXX'X"X" ist c2.

Zerlegen wir nun das Quadrat [JABCD wie beschrieben in die kongruenten Dreiecke und das

innere Quadrat, so folgt fiir die Flache des Quadrats [JABCD

b
(a+b)2=4-“2 + 2 =2ab+ 2 3)

Nach der ersten binomischen Formel gilt aber auch
(a+b)* =>4 2ab+ b, 4)

Insgesamt folgt nun durch Gleichsetzen von (3) und (4) a® 4+ b*> = ¢.

Losungsskizze zu Aufgabe E19:

Die Beweisidee ist die, die Seiten des gegebenen Rechtecks als Hypotenusenabschnitte p und g in
einem rechtwinkligen Dreieck aufzufassen. Bekanntermafen gilt nach dem Hohensatz hg = pq,
d.h. das Quadrat iiber der Hohe /.. ist flichengleich zum Rechteck mit den Seiten p und g.
Gegeben sei also ein Rechteck ABST mit den Seitenlidngen |ST| = p und |BS.| = g. Wir verlidn-
gern die Strecke BS iiber S hinaus und tragen auf der Halbgeraden BS™ am Punkt S die Lénge p
mit dem Zirkel ab. Der gewonnene Punkt heie D, d.h. also |[DS| = p.

Nun konstruieren wir den Mittelpunkt M der Strecke DB, indem wir jeweils um D und um B
einen Kreis mit dem Radius |DB| schlagen. Die beiden entstehenden Schnittpunkte der Kreise
verbinden wir durch eine Gerade g;. Der Schnittpunkt von g; mit DB ist der gesuchte Mittel-
punkt M der Strecke DB. Es gilt DM = BM. Schlagen wir nun mit dem Zirkel eine Kreis K mit
Mittelpunkt M und Radius [DM]| iiber die Strecke DB, so liegen D und B auf K. Nach dem Satz
des Thales gilt <DC'B = R fiir alle Punkte C’, die auf K liegen und ungleich D oder B sind. Ge-
sucht ist nun eine auf DB senkrecht stechende Gerade g durch S. Dazu verlidngert man 7'S iiber
S und 7 hinaus. Falls nicht das Rechteck, sondern nur p und g gegeben sind, so konstruieren wir
g2, indem wir einen Hilfspunkt ' benutzen. Wir tragen auf der Halbgeraden SB™ an S die Stre-
cke DS ab und bekommen den Punkt §’. Es gilt DS =SS/, d.h. S ist Mittelpunkt der Strecke DS’.
Nun errichten wir analog zur Konstruktion der Mittelsenkrechten auf DB die Mittelsenkrechte
g2 auf D', die durch S verlduft und auf DB senkrecht steht. Sei C der Schnittpunkt von g, und
K. Nun ist ADBC ein rechtwinkliges Dreieck mit Hohe CS und Hypotenusenabschnitten DS und
SB.Mit h. = |CS|, p = |DS| und g = |SB| folgt nun aus dem Hohensatz h. = \/pq. Das gesuchte
Quadrat erhilt man durch Abtragen von hc auf SD und Konstruktion des Schnittpunktes des
Kreises mit Radius /¢ durch den neu konstruierten Punkt und durch C.

Gegeben sei nun ein Dreieck AABC mit Grundseite ¢ und Grundseitenhohe .. Fiir die Fliche
F dieses Dreiecks gilt dann | F | = C'gc = § - he. Gesucht ist nun ein Quadrat mit Fliche | |, d.h.
mit Kantenldnge \/ 5 ~hc. Die Linge 5 kann bestimmt werden, indem man die Mittelsenkrechte
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auf c errichtet. AnschlieBend kann man mit den nunmehr konstruierbaren Lingen 5 und /. ein
Rechteck mit Seitenldngen 5 und /. zeichnen. Wie zu Beginn der Aufgabe kann ausgehend von
diesem Rechteck analog ein Quadrat mit Kantenldnge \/ 5 - he konstruiert werden.

Losungsskizze zu Aufgabe E20:

Sei AABC Dreieck, bei dem C auf dem Halbkreis iiber AB liege, und sei M der Mittelpunkt von
AB. Dann ist |]AM| = |MC| = |MB| der Radius des Kreises. Man zieht nun eine Parallele zu AB
durch C und wihlt dort Q in der Halbebene ACB™. Dann verldngert man AC zur Halbgeraden
AC™" und wihlt dort eine Punkt P mit |AP| > |AC]|.

Man erhilt nun

<PCQ = <CAB als Stufenwinkel an Parallelen
= JACM denn Basiswinkel im gleichschenkligen AACM sind kongruent
sowie

<QCB = <ABC Wechselwinkel an Parallelen
= <MCB als Basiswinkel.

Daraus folgt (wegen M € [A,B], d.h. M € Inn(<((ACB) und Q € Inn(<(BCP) ):
|<<PCB| = |<<PCQ| + |<QCB| = |[<ACM| + |<MCB| = |<ACB].
Also ist <ACB zu seinem Nebenwinkel kongruent und damit rechter Winkel.

Losungsskizze zu Aufgabe E21:

Man wihlt eine beliebige Strecke AB’ der Linge ¢, konstruiert iiber ihr den Thaleskreis und
schneidet diesen mit einer Parallelen zu AB’ im Abstand ; ¢ von AB'. Einer der Schnittpunkte sei
C’ und die Linge der Strecke B'C’ sei b'. Durch zentrische Streckung mit Streckungsfaktor b /b’

(und z.Bsp. Zentrum A) geht das Dreieck AAB’C’ in ein Dreieck AABC iiber, das die geforderten
Eigenschaften hat.

Losungsskizze zu Aufgabe E22:

Sei DF die Parallele zu AC durch D, dabei F € AB (dieser Punkt existiert nach dem Satz von
Pasch). Aus dem 2.Strahlensatz ergibt sich

IBC|: |BD| = |AC| : |FD),

also |AC| > |FD|. Das Dreieck AFED ist rechtwinklig; da in einem rechtwinkligen Dreieck
die Hypotenuse stets linger ist als jede der beiden Katheten, folgt [FD| > |ED| und insgesamt
|AC| > |ED|.

Alternativ kann man auch die Parallele zu ED durch C betrachten und dhnlich argumentieren.

Losungsskizze zu Aufgabe E23:

Der Hohensatz fiir rechtwinklige Dreiecke besagt hf = g p, der Kathetensatz a> = gc und
b* = pc. Kombiniert man beide Sitze erhilt man
2 ab

— ab=h.c — = he.

a2b2:qc~pc:qp~02:hf~c
c

Anmerkung: Ein alternativer Beweis benutzt die Ahnlichkeit des gegebenen Dreiecks mit den
(durch Hinzunahme der Hohe gebildeten) kleinen Dreiecken.
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Losungsskizze zu Aufgabe E24:

Jedes (echte) Dreieck ist durch drei nicht-kollineare Punkte festgelegt. Da durch drei Punkte
eines Inzidenzraums genau eine Ebene fiihrt, geniigt es, den Beweis mit Betrachtungen in der
Ebene zu fiihren.

Sei A’B'C’ ein weiteres Dreieck mit den Seiten a’,b’,¢’ und es sei a = da’, b = b’ sowie <A'C'B’
ein rechter Winkel (Konstruktion aufgrund der Existenz von rechten Winkeln durch Streckenab-
tragen und Winkelantragen.) Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann a'> + b'> = ¢/2. Also
gilt auch ¢ = a®> + b> = a’> + b'> = ¢’?, woraus ¢ = ¢’ folgt. Nach Kongruenzsatz SSS gilt
NAABC = NA’B'C’, also auch <ACB = <A’C'B’. Da nach Voraussetzung <{A’C’'B’ = R, ist auch
<{ACB ein rechter Winkel.

Losungsskizze zu Aufgabe E25:

Man bezeichne den Mittelpunkt des Kreises mit M, die Linge des Radius mit r !

1. Fall: S = M. In diesem Fall ist r = |PS| = |SQ| = |RS| = |ST|, woraus die Behauptung
unmittelbar folgt.

2. Fall: S # M. Man beachte zunéchst, dass <PSR = <T'SQ gilt, da sie Scheitelwinkel sind. Die
Winkel <STQ und <SPR sind nach dem Randwinkelsatz gleich grof (sie sind Umfangswinkel
iiber dem durch Q,R festgelegten Bogen des Kreises mit Mittelpunkt M). Damit stimmen die
beiden Dreiecke ARSP, AQST in zwei und somit sogar allen drei WinkelgroBen tiberein, sind
also dhnlich. Aufgrund der Ahnlichkeit stimmen die Seitenverhiltnisse entsprechender Seiten

PS, ST
iiberein, d.h. |SR|:\SQ\. Es folgt |PS|-|SQ| = |RS|-|ST].

Losungsskizze zu Aufgabe E26:

(a) K:={A€E||AM|=r}.

(b) (i) Wir wihlen auf einer gegeben Geraden durch M einen weiteren Punkt P # M. Dann exis-
tiert existiert nach dem Axiom des Streckenabtragens jeweils zu den Halbgeraden MP* ,MP~
genau ein Punkt X; bzw. X, mit X; € MPT,X; € XP~ und |MX;| = r = |MX;|. Damit existieren
genau zwei Schnittpunkte, was zu zeigen war.

(i1)) Wir nehmen an, es gédbe drei verschiedene Schnittpunkte X;i,X>,X3 von g mit K, wobei
0.B.d.A. X3 € X,X,. Dann berachten wir AXoMX;, AX{MX5 und AX,MXj3. Die Dreiecke sind
gleichschenklig (Radius!). Wegen der Gleichschenkligkeit gilt

<X XM = <X XsM = < X3XoM = < X1 XoM,
damit stimmen die Dreiecke in allen Winkeln iiberein und zuséitzlich in zwei Seiten, was (mit
SWS oder WSW) die Kongruenz der Dreiecke zeigt. Daraus folgt aber | X2 X | = | X2X3| und, weil
X3 € X2X1+, auch X; = X3, im Widerspruch zur Annahme.
(Alternative Argumentation: Ein Aussenwinkel eines der Dreiecke wire kongruent zum anlie-
genden Innenwinkel, ein Widerspruch.)

(iii) Sei eine Sehne mit Schnittpunkten X, X, gegeben. Dann ist das Dreieck AX;MX; gleich-
schenklig. Fillt man nun das Lot von M auf die Sehne und nennt den Lotfulpunkt L, so gilt
|[<AMLX>| =90° = |[<MLX,| ; und wegen der Gleichschenkligkeit von AX;MX; erhélt man auch
<MX; L = <M X, L. Nun stimmen also die beiden Dreiecke ALMX; und ALMX; in zwei und so-
mit auch in drei Winkeln iiberein. Da zudem je zwei Seiten der Dreiecke gleich lang sind, erhilt
man deren Kongruenz und damit |X;L| = |X,L|; also ist L der Mittelpunkt der Sehne.
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Losungsskizze zu Aufgabe E27:

Nach dem Satz des Thales ist der Winkel <CBE im Halbkreis ein rechter, kongruent zum rechten
Winkel <ADC. Gemill Umfangswinkelsatz sind die Winkel <BAC und <CEB iiber dem Kreis-
bogen BC kongruent. Daher sind die Dreiecke AACD und AECB &hlich. Die Verhiltnisse der
Lingen entsprechenden Seiten sind daher gleich, also hc:b=a:2R. Mit F = échc folgt

2R = ‘;lé’ = Q“f'b(z) und daraus die Behauptung.

Losungsskizze zu Aufgabe E28:

Seien k eine Kongruenzabbildung von E, ferner F = (h, H) eine Fahne (mit Halbgerade h = PQ™"
und Halbebene H zu h) und x(¥) = (k(h),k(H)). Kongruenzabbildungen bilden Fahnen auf
Fahnen ab, also ist k() ebenfalls eine Fahne (s. Skizze 9.3)

Abbildung 9.3: Skizze 1 zur Losung von Aufgabe E28

Ist P # k(P), so bildet die Spiegelung y; an der Mittelsenkrechten der Strecke Px(P) den Punkt
k(P) auf den Punkt P ab; ist P = k(P), so setzen wir y; = id (mit der Identitiit id von E).

P=x(P)

h % K1 (h)

Abbildung 9.4: Skizze 2 zur Losunsg von Aufgab E28

Dann ist ¥ := 7 o X eine Bewegung mit P = x; (P) und K (F ) wieder eine Fahne (sieche Skizze
9.4). Ist nun k; (h) # h, so existiert eine Spiegelung y> an der Winkelhalbierenden des Winkels
<(k1(h),h). Im Fall x;(h) =h sei y2:=id. Mit k2 :=7,0%k; folgt nun k(%) = h. Ist dann
K2(H) # H, so existiert eine Spiegelung v3 an der Tridgergeraden von h; ist k2(H) = H, so
sei

Y3 = id. Nun ldsst K3 := Y3 o K, die Fahne ¥ fest. Wegen der scharfen Transitivitdt der Grup-
pe der Bewegungen auf der Menge der Fahnen von E ergibt sich daher id =3 =730%K =
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3000k, folglich k= (y30Y20Y1) ! =y10Y20Y;5. Nach Definition sind die y; Gera-
denspiegelungen oder die Identitit. Daraus folgt die Behauptung. 0

Losungsskizze zu Aufgabe E29:

1.Fall: g = h. Dann ist ¥, 0y, = Y; = id und damit Translation.
2.Fall: g # h. Es ist zu zeigen, dass Y, oy, =: T fixpunktfreie Dehnung ist.
(i) 7 ist Bijektion der Punktmenge von E auf sich, da Geradenspiegelungen als Bewegungen
bijektiv sind, also auch deren Verkniipfung. Wir zeigen nun, dass aus A # B stets AB || T(A)t(B)
folgt: Jede Gerade senkrecht zu g und damit auch zu 4 bleibt unter 7y, und ¥y,, also auch unter T,
fix. Fiir gegebene Punkte A # B liegt ©(A) auf dem Lot £ von A auf g (bzw. h). Ist C ein weiterer
Punkt von /, so gilt fiir die entsprechenden Halbgeraden sogar

(%) ACT C1(A)CT oder t(A)CT CACT.
Liegt B auf ¢, so sind AB und T(A)t(B) gleich ¢ und damit parallel. Ist B nicht auf ¢, so liegen
B und t(B) auf einer Parallelen zu ¢ und damit in der gleichen Halbebene zur Randgeraden AC;
ferner folgt <CAB = <t(C)T(A)T(B), weil die Geradenspiegelungen als Bewegungen Winkel-
groBen invariant lassen. Insgesamt erhélt man AB || T(A)T(B). Dies zeigt, dass T Dehnung ist.
(ii)) Zudem ist T fixpunktfrei. Gébe es ndmlich einen Fixpunkt F, wire, da Bewegungen die
Lénge erhalten und T Komposition von Bewegungen ist,

|FG| = |t(F)t(G)| = |Ft(G)| fiir jedes G € E. Insbesondere folgte
damit fiir den Fupunkt G € i auf dem Lot von F auf £ die Gleichung |FG| = |FY,(G)|. Damit
wire G = Y,(G) oder F der Mittelpunkt der Strecke GY,(G). Im ersten Fall lige G auf g (was
nur fiir g = h moglich ist), im zweiten Fall F auf g. Fiir F' als Fixpunkt von Y, oY, erhielte man
YeoYn(F)=F = Y(F) =7,(F)=F = F €h, was aber hieie, dass g und / als Parallelen
gleich sein miissen, ein Widerspruch!

Anmerkung: Bei einer alternativen Beweismoglichkeit zeigt man, dass fiir alle Punkte P von E
—

die Pfeile Pt(P) vektorgleich sind, ndmlich gleichgerichtet, gleichorientiert, aber doppelt so lang
wie jeder zu g und & senkrechte Pfeil von einem Punkt von 4 zum entsprechenden Punkt von g.

Losungsskizze zu Aufgabe E30:

Es sei Dz die Menge der Drehungen um Z. Fiir §; € Dy ist zu zeigen:

(i) 81,00 € Dz =—> 38108, € D;  (Abgeschlossenheit bzgl. der Hintereinanderausfiihrung)
(ii) (81082)003=203;0(8,003 (Assoziativitit)

(iii) Existenz des neutralen Elements

(iv) &y € Dy — 5?] € Dz (Existenz des inversen Elements)

ad (i): Jede Drehung um Z ldsst sich als Produkt zweier Geradenspiegelungen darstellen, de-
ren Achsen sich in Z schneiden. Insbesondere ist Z dann Fixpunkt des Produkts der Geraden-
spiegelungen. Umgekehrt entspricht jedes Produkt von Spiegelungen an zwei (nicht parallelen)
Geraden einer Drehung um ihren Schnittpunkt.

Sei 81 € Dz mit 8; =y, 0y, und gNh = {Z} sowie & € Dz mit & =y, oy und kNIl = {Z}.
Dann gilt 81082 = (Ygovn) o (ko V1) = (Yg 0 ¥n© Vi) 0 V-

Nach dem Dreispiegelungssatz ist jedes Produkt von drei Geradenspiegelungen, deren Achsen
sich in einem Punkt schneiden, wieder eine Geradenspiegelung, deren Achse durch

den Schnittpunkt geht. Daher folgt Yg ©Yh O Yk = Ym Mit Z € m.

Insgesamt bekommen wir damit 8; 08 = (Yo 0V, 0Yk) 0¥ = Ymo Yy mitmN I = {Z}. Also ist
0100, € Dy.
ad (ii): Das Assoziativgesetz gilt fiir alle Abbildungen, deren Komposition definiert ist.
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ad (iii): Als neutrales Element wihle man die Identitit, die insbesondere auch als Nulldrehung
um Z aufgefasst werden kann.
ad (iv): Sei 8 =1y, 0y, mitgNh={Z}. Wegeny,' =7y, undy,' =y, gilt

61 :’ygo'yh — ’Y;l O'Y;]OS] :idﬁ'yhofygzslfll

8, ! existiert also, und wegen gNh = {Z} ist 8, € Dz.
Losungsskizze zu Aufgabe E31:

Sei M der Mittelpunkt des Kreises und auf diesem ein Bogen durch A, B bestimmt. Wihle nun auf
dem Kreis einen Punkt P # A, B aus diesem Bogen beliebig aber fest. Man konstruiert die Mit-
telsenkrechten a,b auf AP und BP. Da sich die Mittelsenkrechten des Dreiecks AABP in genau
einem Punkt schneiden, gilt a || b. Zudem ist anb = {M}, da AAMP und ABMP gleichschenk-
lige Dreiecke sind und die Mittelsenkrechten tiber den Basen gleichzeitig auch Hohen sind.

Die Hintereinanderausfiihrung der Spiegelungen an den Achsen a, b ist eine Drehung & = Y, 0y,
um das Doppelte des MaBes des von a und b eingeschlossenen Winkels a.. Da M € a, b gilt, folgt
sofort 8(M) = M. AuBerdem ist §(A) =Y, 0Y,(A) = V»(P) = B. Also ist |[<AMB| = 2a.. Es ist ot
daher bei festem Bogen eindeutig bestimmt. Dementsprechend ist nun nur noch zu zeigen, dass
o = |<APB] gilt, ganz unabhingig von der Lage von P. Dies folgt aber aus der Tatsache, dass
zwei auf den Schenkeln eines Winkels mit Scheitel P senkrecht stehende Geraden a und b einen
Winkel gleichen MafBes bilden (s. Aufgabe E16) .

Losungsskizze zu Aufgabe E32:

Da mtp # Tp, ist @ nicht die Identitit, es ist also zu zeigen, dass ¢ fixpunktfreie Dehnung ist. @ ist
Dehnung, da 7tp, o Dehnungen sind und die Dehnungen eine Gruppe bilden.

¢ besitzt keinen Fixpunkt. Da P # Q, ist weder P noch Q Fixpunkt, weil nur jeweils P (bzw.
Q) unter Tp (bzw. Tp) fix bleibt. Gibe es aber ein F # P,Q mit npong(F) =F wiirde
To(F) = mp(F) folgen (denn Punkstpiegelungen sind involutorisch). Da Punkstpiegelungen aber
durch ein Paar von Bild und Urbild (durch den Mittelpunkt als Zentrum) eindeutig bestimmt sind,
wiirde Tp = Ty im Widerspruch zur Annahme folgen.

Sei X € PQ. Dannist tp(X) € X0 = PQ und tp(ng(X)) € mp(X)P = PQ. Also ist ¢ Translation
entlang PQ.

Losungsskizze zu Aufgabe E33:

(a) Seien drei Geraden a | g 1 b gegeben und a # b. Gébe es einen Schnittpunkt S = anb.
Dann ist unter der Geradenspiegelung an g sowohl Y, (S) € b als auch Y, (S) € a, da der Bildpunkt
unter einer Geradenspiegelung stets auf dem Lot zum Urbildpunkt liegt. Weil eine Gerade aber
durch zwei Punkte eindeutig bestimmt ist, folgt a = b wegen S, Y, (S) € a,b und damit a || b.

(b) Da Geradenspiegelungen Bewegungen sind und die Bewegungen eine Gruppe bilden, ist &
Bewegung. Zunichst gilt, dass T Fixpunktist: 8(7T) =vg0Yu(T) =V,(T)=T (daT € hund
T € g). Gibe es nun noch einen weiteren Fixpunkt S, wiirde folgen S = 8(S) = v, (S) o V()
und damit Y, (S) = v, (S), da Geradenspiegelungen involutorisch sind. Damit folgt also auch die
Gleichheit der beiden Geraden Sy, (S),SY4(S). Aus den Eigenschaften der Geradenspiegelungen
folgt Y,(S) L gund SY,(S) L h. Mit Aufgabenteil (a) erhilt man dann aber % || g, was der
Annahme genau eines Schnittpunktes von / unf g widerspricht. d ist Drehung um das Doppelte
des von g und 4 eingeschlossenen Winkels.

(c) Ist P ein Punkt von g (oder h); dann ist Y,(P) = P und Y, 0 Y,(P) € g (bzw. Y,(P) € h und
Yn 0Yg(P) € h). Da die Abstinde von 0 := g N A gleich bleiben, folgt v, o Y,(p) = —p fiir den
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Ortsvektor p von P zum Ursprung 0.
In den anderen Fillen entstehen zwei

P P Dreiecke APP'0 und AOP'P"; wegen
& - %4 <POP' =2 und <P'OP" =28 sowie
B+ =R liegen P,0,P" auf einer Ge-
B raden. Ferner gilt
D) (+
0o\ h

— i =
|OP| = |OP'| = |oP"],

{ also auch hier y, 0 Y, (p) = —p.
P Es handelt sich also bei y; 0y, um die
Punktspiegelung am Punkt g N A
Skizze zu Aufgabe E33

Losungsskizze zu Aufgabe E34:

Sei <((p,q) mit Scheitelpunkt O gegeben. Wihle A auf p und trage B auf ¢ so an, dass |OB| =
|OA|. Verbinde B und A und bestimme den Mittelpunkt M dieser Strecke. Nach dem Satz iiver
die freie Beweglichkeit existiert eine Bewegung ¢, die die Fahne (OA™, OAB™) auf die Fahne
(OB*,0BA™) abbildet. Dementsprechend gilt @(p) = ¢ und ¢(0O) = O (da O Endpunkt von
OA™,0B™). Wegen der Lingentreue einer Bewegung gilt zudem @(A) = B. Wegen der Winkel-
treue und der Eindeutigkeit des Winkelantragens aber auch @(g¢) = p und damit auch ¢(B) = A,
insgesamt also @(AB) = AB. Wegen der Eindeutigkeit des Mittelpunkts einer Strecke erhilt man
schlieBlich @(M) = M. Also bleibt die Gerade OM fix unter @, @ ist also Geradenspiegelung mit
dieser Achse. Wie oben schon gesehen, wird wegen @(p) = g und ¢(q) = p der Winkel <(p,q)
auf sich abgebildet, aber wegen der Gerade gefolgerten Eigenschaft von ¢ gilt auch, dass <M OA
auf <M OB abgebildet wird, diese Winkel also gleich grof3 sein miissen. Dies zeigt also, dass OM
Winkelhalbierende ist.

Losungsskizze zu Aufgabe E35:

Sei AABC ein (nicht-ausgeartetes) Dreieck, wq, und wg seien die Winkelhalbierenden von <BAC
bzw. <ABC. Es liegen B und C in verschiedenen Halbebenen mit der Randgeraden wg; damit
schneidet wy, die Strecke BC (in einem inneren Punkt); analog sieht man, dass wp die Strecke
AC (in einem inneren Punkt) trifft. we und wg konnen nicht parallel sein; anderenfalls lage wg in
einer Halbebene mit dem Rand wy, (oder wire gleich wg) und kdnnte nicht die (offene) Strecke
AC schneiden.

Sei nun M = wq Mwg und & das Lot von M auf AB. Da h,wq und wg sich im Punkt M schnei-
den, folgt aus dem Dreispiegelungssatz, dass Yy, © Y4 © g = Ve fiir eine geeignete Gerade g mit
M € g gilt,(wobei ¥, die Spiegelung an einer Geraden k bezeichne). Da wg, und wg Winkelhalbie-
renden sind, gilt fiir die Geradenspiegelungen an wq, bzw. wg die Aussage 7y, (AB) = AC und
Ywg (BC) =AB. Dahals Lot von M auf AB senkrecht auf AB steht, bleibt AB unter der Spiegelung
Vi fest (wenn auch nicht punktweise). Damit gilt fiir das Produkt der drei Geradenspiegelungen:

Ye(BC) = (Yive, © ¥ ©Yorg ) (BC) = Yoo, (Ya (AB) = Yi, (AB) = AC und 7, (M) = M.

Wegen Y, (BC) = AC muss g Winkelhalbierende von <tACB sein. Also schneiden sich die drei
Winkelhalbierenden des Dreiecks im Punkt M.
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Losungsskizze zu Aufgabe E36:

Zu (a): Eine Gerade g ist genau dann Symmetrieachse eines regelmifigen n-Ecks, wenn die
Spiegelung an g eine Deckabbildung des n-Ecks ist. Es seien E1, E», ..., E, die Ecken des regel-
méBigen n-Ecks und M dessen Mittelpunkt. Dieser existiert, da die Ecken eines regelméfigen
n-Ecks auf einem Kreis liegen, dessen Mittelpunkt als Mittelpunkt des n-Ecks definiert werden
kann. Insbesondere muf} bei einer Deckspiegelung des n-Ecks M fix bleiben, woraus folgt, dass
jede Symmetrieachse durch M fithren mufl. Wir unterscheiden zwei Fille:

(i) I.Fall: n ist gerade. Dann sind E\Ey n,E2Ey n,... . EnE, Symmetrieachsen des n-Ecks.
Dies sind genau ), Symmetrieachsen. Ferner erhilt man / Symmetrieachsen, wenn man die Ge-
raden durch die Mittelpunkte der Kanten zweier benachbarter Ecken und den Mittelpunkt des
n-Ecks betrachtet. Weitere Symmetrieachsen gibt es nicht, da die n Eckpunkte durch eine Spie-
gelung an einer Symmetrieachse entweder fix bleiben oder auf eine der n — 1 anderen Ecken des
n-Ecks abgebildet werden miissen. Fiir gerades n hat ein n-Eck damit genau n Symmetrieachsen.

2.Fall: n ist ungerade. Auch in diesem Fall gibt es n Symmetrieachsen. Wir betrachten eine
davon exemplarisch. Sei g eine Gerade durch die Ecke E| und M. Dann schneidet g keinen
weiteren Eckpunkt des n-Ecks, sondern geht durch den Mittelpunkt der Kante zwischen zwei
anderen Ecken des n-Ecks und verletzt daher nicht die Forderung an eine Deckabbildung. g ist
somit Symmetrieachse durch die Ecke E;. Mit der Anzahl der Ecken des n-Ecks bekommen wir
nun die Anzahl der Symmetrieachsen.

zu (b) Von jeder Ecke geht in einem konvexen n-Eck je eine Diagonale zu allen anderen Ecken
aufer zu sich selbst und zu ihren beiden Nachbarn aus, was pro Ecke n — 3 Diagonalen ergibt.
Zihlt man die Diagonalen an allen n Ecken zusammen, kommt man auf n(n — 3) Diagonalen.
Da jede Diagonale genau zwei Ecken verbindet, zihlt man daher auf diese Weise jede Diagonale

genau zweimal, weshalb fiir die Anzahl der Diagonalen eines konvexen n-Ecks gilt:
d(n) n(n—73)
n)— .
2

Losungsskizze zu Aufgabe E37:

Die Achse einer Geradenspiegelung 7 ist die (eindeutig bestimmte) Fixpunktgerade, also eine
Gerade g, die genau alle Fixpunkte von y enthélt. Weitere Geraden, die (nicht unbedingt punkt-
weise) fix unter y bleiben, sind genau die zu g orthogonalen Geraden der Ebene. Weil jede Gera-
denspiegelung y involutorisch ist (d.h. id# y> = y), folgt aus B =y(A) auch A = y(B).

Zu (a): Jede Bewegung, die die Strecke AB auf sich abbildet, muss die Eckpunkte-Menge {A, B}
permutieren. Es gibt genau eine Geradenspiegelung y,, die die Punkte A und B als Fixpunkte hat;
deren Achse ist die Gerade g = AB. Ebenso gibt es genau eine Geradenspiegelung y := vy, die A
auf B und damit B auf A abbildet: In diesem Fall ist die Spiegelachse / die Mittelsenkrechte von
AB; denn der Mittelpunkt M von AB bleibt wegen AM = MB und wegen der Lingentreue von
v fix; die Mittelsenkrechte ist somit und wegen der Winkeltreue von v eine Fixgerade senkrecht
zur Fixgeraden AB und daher die Achse. F; hat damit als Symmetrieachsen genau die Gerade AB
und die Mittelsenkrechte der Strecke AB.

Zu (b): Jede Spiegelung v, die das Quadrat ABCD auf sich abbildet, muss die Eckenmenge
{A,B,C,D} permutieren.Wir unterscheiden 4 Fille, je nachdem auf welchen Punkt A abgebildet
wird. Ist A Fixpunkt, so kann der (nicht zu A benachbarte Eckpunkt) C weder auf B noch auf D,
die zu A benachbarten Eckpunkte, abgebildet werden. Daher ist hochstens die Diagonale AC des
Quadrats die Achse von y. Wird A auf B (bzw. C bzw. D) abgebildet, so bleibt die Strecke Ay(A)
fix (unter dem involutorischen y). Nach Teil a) kommen als Symmetrieachsen dieser Teilfigur
nur die Triagergerade oder die Mittelsenkrechte dieser Strecke in Frage. Eine Seite des Quadrats
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kann aber keine Symmetrieachse sein, da die nicht auf ihr liegenden Eckpunkte in der gleichen
Halbebene liegen, die nicht fix unter y bleibt.

Als einzige Symmetrieachsen eines Quadrats LJABCD kommen in diesem Fall also die Mittel-
senkrechten zu je einem Paar von gegeniiberliegenden Seiten sowie die Diagonalen des Quadrats
in Frage. Umgekehrt sind diese vier Geraden (wegen der Lingen- und Winkeltreue von Spiege-
lungen) tatsdchlich Symmetrieachsen des Quadrats.

Zu (¢): X := pNgq muss Fixpunkt jeder Deckabbildung von F> sein. Daher muss jede Sym-
metrieachse von F, den Punkt X enthalten. Genau dann, wenn w,, die Winkelhalbierende von
F, = <(p,q) ist, gilt Y, (p) =g sowie Y., (q) = p. (Denn wiirde p festgelassen, so
miisste g von einer Halbebene, deren Rand die Trigergerade von p ist, in die andere Halbebene
abgebildet werden, ein Widerspruch.) Da X € wy, ist wy, die einzige Symmetrieachse von F>.

Zu (d): I.Fall: Sei F3 = gUh, wobei g und / nicht parallel und nicht senkrecht zueinander
sind. Sei gNh =: § sowie g = AC und h = BD, wobei S zwischen A und C und zwischen B
und D liegen soll. g und £ sind selbst keine Symmetrieachsen und keine Fixgeraden, da g / A.
Also muss die Halbgerade SA™ auf SB™ oder auf SD" abgebildet werden. Damit kann Teil (c)
angewendet werden. Es kommen die beiden Winkelhalbierenden in Frage. Wegen der Kongruenz
von Scheitelwinkeln sind umgekehrt diese Geraden, also die Winkelhalbierenden von <<ASB und
von <<{BSC Symmetrieachsen.

2.Fall: Sind g und h senkrecht zueinander, so kommen g und £ selbst als weitere Symmetrieach-
sen zu denen des 1.Falles hinzu.

Zu (e): Unter einer isometrischen Deckabbildung eines echten Rechtecks ABCD wird die Men-
ge {M,M,} der Mittelpunkte der sich gegeniiberliegenden Strecken AD und BC permutiert. Die
Gerade M| M» und die Mittelsenkrechte von MM, sind also Fixgeraden und kommen als einzige
als Achsen in Frage. Umgekehrt sind diese tatsdchlich Symmetrieachsen. Die einzigen Symme-
trieachsen eines echten Rechtecks sind also die beiden Mittelsenkrechten zu je einem Paar von
gegeniiberliegenden parallelen Seiten.

Losungsskizze zu Aufgabe E38:

Seien Fj und Fp die LotfuBpunkte des Lots von A bzw. B auf g. Ist g = AB, so A = F4 und
-

B = Fp. Ist g LAB, also g die Mittelsenkrechte von AB, so F4 = Fg = M, und jeder Punkt von g,

insbesondere M, hat gleichen Abstand von A und B.
In den tibrigen Fillen sind AMAF, und AMBFg nicht- ausgeartete Dreiecke. Zu zeigen ist dann

|AFI?A| = |§EB|, da der Abstand eines Punktes P von einer Geraden g gleich der Linge des Lots
von P auf g ist.

a) Die Winkel <AMF4 und <BM Fp sind als Scheitelwinkel kongruent. Die Winkel bei F4 und Fp
sind rechte Winkel, also ebenfalls kongruent. Mit zwei Winkelpaaren ist auch das dritte Winkel-

- -
paar der Dreiecke kongruent; ferner gilt nach Konstruktion |[AM| = |BM|. Nach dem Kongruenz-

4 =
satz WSW sind daher die Dreiecke AMAF, und AMBFp kongruent. Daraus folgt |AF,| = |BFp|.
b) Die Punktspiegelung mit Zentrum M bildet A auf B ab und g auf sich. Wegen der Winkeltreue

O ) H F -
ist BFp das Bild von AFy, wegen der Lingentreue also |AF| = |BFp|. O
Anmerkung: Ein alternativer Beweis benutzt den Stufenwinkelsatz und einen Strahlensatz.
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9.6 Losungen zu Kap. 8 : Algebra/Zahlentheorie

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 1:

(a) Seir#0.Dannist f, : X — x-rinjektiv, da man wegen der Nullteilerfreiheit kiirzen kann:

xr=yr=(x—y)r= O?x =y=0=x=y.
I
Da R endlich, ist f; bijektiv. Also =-dr; mit r; -7 = 1. Analogist g, bijektiv: 3r, mit r-r, =1
Mit ry - r-ry = ry folgt r, = r. Daher existiert zu jedem r € R\ {0} eine Inverse.
~—
1

(b) Ist umgekehrt R Schiefkdrper und xy = 0 mit x # 0. Dann folgt mit x~! - xy = 0 sofort y = 0.
Alternative zu (a): Sei r # 0. Betrachten wir {r'[i € N}! Da R enlich ist, gibt es Zahlen i, j
mitl <i< jund ¥ = r/;es folgt r(r/~"~1) = 1. Also besitzt r eine Inverse.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 2:

Zu zeigen ist immer: Vx,y € G:x-y=1y-x.

(@ x-y-xy=l=x-(x-y-x)y-y=xy=—-y-x=x-).
(b) x-y-x-y=x-x-yy= yx=x-y

(©) y’1~x’1~y~x:1 — x’1~y~x:y — Yy X=Xy
Losungsskizze zu Aufgabe AZ 3:

Nach dem Chinesischen Restsatz bilden die Losungen genau eine Restklasse x mod (17 - 19).
Zur Bestimming eines solchen x stellen wir 1 = ggT(17,19) mittels (verallgemeinertem) Eukli-
dischen Algorithmus dar:

19=1-17+2

17=8-2 +1

ergibt 1 =17—-8-28=17—-8-(19—17)=9-17—8-19= ¢, +¢; und damit
x=3e1+2¢;=3-(—8-19)+2-9-17= —150 = 173 (mod 323)

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 4:

Wegene-d=1(mod(p—1)(g—1)) gibteseink € Zmite-d—1=k(p—1)(q—1). Nach dem
kleinen Satz von Fermat gilt @”~! = 1(mod p) und b*~! = 1(modg), falls ggT(a, p) = lund
ggT(b,q) = 1. Ist m teilerfremd zu p, so auch m*(9~1)_ Es folgt

=) =m-m @ = m PG = (i (g — 1)) = m-1 = m (mod p).

Ist hingegen ggT(m,p) = p, so gilt ¢! = 0 = m. Analog ist ¢?equivm(mod q). Aus p|(c? —m)
unmd ¢|(c? — m) ergibt sich p - g|(c? — m) und damit die Behauptung ¢¢ = m(modn).
Alternativ: Es ist p—1)(g—1) = ¢(p- q). Im Fall ggT(m,n) = 1 ist ¢ = m - (X)) = m.
1( modn) nach dem Satz von Euler.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 5:

iil = (ii(ll)(ilzl) = 21'(21711) =—(i=1)=1~i

(a) Anwendung des Euklidischen Algorithmus:
[ —(i+1)x+i x>+ (1—i)x—i] =1Rest—2x+2i
¥+ (1—i)x—i

—2x+2i

Vorbemerkung: Es gilt
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P] P2 P3
A ~ ~ A

~ N ~ SN
Also: x> — (i+ Dx+i= [+ (1 —i)x—i]-1+2(—x+1).
Im néchsten Schritt: [x? + (1 —i)x —i] : 2(—=x+i) = J (—x— 1) Rest 0,

Py P3
~ -~ ~ S

- ~
also x>+ (1 —i)x—i=2(—x+1i)- 3 (—=x—1)+0. Folglich ist 2(x — i) und damit (x — i) ein ggT
von P; und P».

(b) P; und P, haben die gemeinsame Nullstelle i (da (x—i |P1 P,) und keine weitere (andernfalls
wiire (x —m | ggT(Py, P») fiir eine weiter Nullstelle m.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 6:

Seien g(x) =x*—1 und h(x) =x>+x+3.

@g() = -DE+1) =+ DEx+1)(x-1).

1. Moglichkeit: Wiren g(x) und h( ) nicht teilerfremd, so existierte ein Polynom k(x) # 1 mit
X) ’g(x) A k(x) ’h( Wegen k(x ’g ), also g(x) = k(x) - r(x), folgte

(2 4+ 1) |k(x) V (x+ 1) |2(x) V (x = 1)|k(x)

(da (x> + 1), (x+1), (x— 1) irreduzibel sind und R[x] ZPE-Ring ist).

Aus k(x)|h(x) erhdlt man analog (x* + 1)|h(x) oder (x+1)|a(x) oder (x—1|h(x); wegen
h(1) #0 # h( 1) kommt hichstens (x* + 1)|h(x) in Frage. Division von h(x) durch (x* + 1)

zeigt, dass (x> + 1) { h(x). Daher gilt: ggT(g(x),h(x)) = 1.

2. Moglichkeit:

g(x), h(x) sind nicht teilerfremd iiber R =-g(x), h(x) nicht teilerfrem iiber C =-g(x), h(x)

haben eine gemeisame Nullstelle iiber C.

Nullstellen von g(x) sind +1,—1,+i,—i; aber h(x) # 0 firx € {1,—1,i,—i}.

3. Moglichkeit: Euklidischer Algorithmus: x* — 1 = (x> +x+3)x 4 (—x*> = 3x— 1),

Cx43=(—2=3x—1)(—x+3)+9x+6 —x>—3x—1=(2x+6)(gx— ;) +3-

(b) Seien g(x) = ( +1)(x+1)(x—1) und K = GF(5). Dann gilt
PHl=x-2)(x+2)=gx)=(x—D(x+2)(x+1)(x—1).

Aus h(x): (x—1) = (X +x+3)(x— 1) = x*> +x+2 folgt, dass h(x) = (x> +x+2)(x— 1), wobei

x? +x + 2 irreduzibel ist (da von Grad 2 und ohne Nullstelle). Daher ggT(g(x),h(x)) =x — 1.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 7:
Vorbemerkung: Einheiten in D sind +1,—1:
x Einheit =>x~! existiert; 1 = N(1) = N(x) - N(x~!) und N(x) € Z. Es folgt N(x) = 1, damit
nach (a) auchx € {+1,—1}.
(@) N(a+biv/5) = l=a*>+5b*> = |=b =0,a = +1.
(b) Elemente der Norm 2 existieren nicht, da
N(a+biy/5) =2=a*+5b*> =2=b=0,a= /2.
Elemente der Norm 3 existieren ebenfalls nicht, da
P50 £3firabeZ. () (1+iV/5)(1—ivVs)=1-2Y5 =1+5=6=2-3.
(d) Esgilt N(14iv/5) = 12+ (4£1)?5 = 6, ferner N(2) =4 und N(3) =9.
Wegen N(x-y) = N(x) - (N(y) hat ein Teiler von 14 iv/5 die Norm 1,2,3 oder 6, ein Teiler von
2 die Norm 1,2,4 und ein Teiler von 3 die Norm 1,3,9. Teiler der Norm 1 sind &1 (vgl. a), also
Einheiten. Teiler mit Norm 6 bzw. 4 oder 9 haben Komplementirteiler mit Norm 1, sind also zu
1+1i \/ 5 bzw. 2,3 assoziiert. Teiler der Norm 2,3 existieren nich nach (b).
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Losungsskizze zu Aufgabe AZ 8:

Sei I ein Ideal in Z mit I # 0. In I existiert ein Element m minimalen Betrages ungleich O
(da {|i||i € I —{0}} nach unten beschrinkt ist.) Sei i € I — {0} beliebig; dann existiert eine
Darstellung i = k-m+ r mit |r| < |m| (euklidische Eigenschaft bzw. Division mit Rest). Wegen
r=i—kme Iund |r| < |m| folgt r =0, also i € (m). Daher folgt I = (m).

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 9:

(a) Sei 7 ein Primideal von R mit J # 0, und sei/ ein Ideal von R mit J C I. Da R Hauptidealring
ist, existieren a,b € R\ {0} mit I = Ra und J = Rb. Wegen J C I folgt b = ra fiir ein r € R.
Da 7 Primideal und b € 7, folgt r € J odera € 9. Da J £ I,ista & 7, folglich r € J und daher
r=s-b fireins€R.

Insgesamt folgt b = sba = sa - b. Wegen der Nullteilerfreiheit ist Kiirzung erlaubt. Wir erhalten
sa = 1; daher ist a Einheit und 7 = R.

(b) Dies gilt stets, unabhingig davon, dass R Hauptidealring ist.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 10:

Angenommen e + 7 und e — 7 sind beide rational, also e+ € Q und e — T € Q. Wegen der Ab-
geschlossenheit des Korpers Q bzgl. der Addition folgt (e + 1) + (e — ) = 2e € Q. Bekanntlich
gilt jedoch e ¢ @, also auch 2e = e+ e ¢ Q. Also war die Annahme falsch. Mindestens eine der
beiden Zahlen e 4 7 und e — T ist irrational.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 11:
(i) Wire a? algebraisch iiber k, so existierte ein f € k[X]\ {0} mit f(a*) = 0, Dann wire a
eine Nullstelle des von 0 verschiedenen Polynoms g(X) = f(X?), also a algebraisch, ein
Widerspruch.

() a€k(a®>) = a= f(:ﬁ):m(a) =a-g(a*) — f(a*) = 0, also a algebraisch oder

Losungshinweis 8(a*)

h =0, ein Widerspruch, da X g(X?) ungeraden Grad, f(X?) geraden Grad haben.

(iii)) Man betrachte die Folge (azn)neNUI Nach (i) sind alle Elemente transzendent, nach (ii) gilt
k Ck(a®) G k(@) C k(a).

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 12:

Z[\/d) bzw. Q(v/—d) ist definiert als der Durchschnitt aller Teilringe R von R mit ZU{v/d} C R
bzw. als Durchschnitt aller Teilkérper K von € mit Q U {v/—d) C K. Es gilt

abel R;>a,b,\/d€Z[\/d] — a+b\Vd e Z[\Vd
ing
(bzw. a,p € Q = a+by—decQ[vV—d] = a+by—dcQ(V/—d).

Damit folgt

My :={clc=a+bVd,a,bcZ} CZ[\Vd] und Ms:={c|c=a+by/—d,a,bcQ} C Q(v/—d).
Da Z[v/d] der Kleinste Ring ist, der Z+/d enthilt (bzw. Q(v/—d) der kleinste Korper, der Q
und v/—d enthilt), reicht es, zu zeigen, dass M ein Ring ist und M, ein Korper. Dies folgt fiir
M aus c; —cy € My, c1 - ¢ € M fiir ¢1,c» € My (durch Nachrechnen). Wegen ¢1 — ¢y € M»,
c1cy € My fiir ¢1,¢p € M5 ist M; Teilring von € mit Einselement 1. Besitzt a + bv/—d =0 eine
multiplikative Inverse?

Heuristik: 1 = (a+ bv/—d)(x+yv/—d) = ax + ay/—d + bx\/—d — byd==>(ax — byd = 1 und
ay+bx=0.Istb=0,s0x =a"!, y =0 eine Losung. Ist b # 0, so
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—l],ay:x:>f pay —byd =1= y(—b*d —a*) = b.
Wiire b2d +a*> =0,s0 b =a = 0. also

o a b b 1

. d = —by/—d).
b —bzd—a2+—b2d—a2\/ a2+ p2a V=d)

(a+bvV—d)

1
a’+b%*d (a=bv—d).
Alternativ nach Binomischer Formel: (a 4+ bv/—d)(a — bv/d) = a* + b*d(#0).
Losungsskizze zu Aufgabe AZ 13:

() P(0)=P(1)=1.

(ii) Wire P(X) reduzibel, so P(X)= (X —a)(X —b) mita,b € {0,1}; dann
P(+a) = P(+b) = 0, ein Widerspruch zu (i).

Durch Nachrechnen (Probe!) ergibt sich: Die gesuchte Inverse ist

(iii) P(X)-K[X] ist Ideal, da abgeschlossen bzgl. Addition und Multiplikation mit Elementen
aus K[X]. Wire P(X)K[X] nicht maximal, so P(X)K[X] C R[X]K[X] (da K[X] Hauptideal-
ring). Es folgt P(X) = R(X) - Q(X)=-R(X)|P(X). Da P(X) irreduzibel ist, ergiibe sich
R(X) = P(X).

(iv) F=KI[X]/(P(X)-K[X]) ist also Korper (nach (iii) und einem Satz). Elemente von F sind
0,1,X,X + 1 wobei a = a + P(X) - K[X]; weitere Elte exitieren nicht, da bei Polynomen
hoheren Grads vermoge X2 = X + 1 eine Reduktion méglich ist.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 14:
Seien K = GF(3) = {0,1,2} und R(X) = X> + 1 € K[X].
(i) Wegen R(0) =1, R(1) =2, R(2) = 2 hat R keine Nullstelle in K.

(ii) Annahme: R ist zerlegbar; sei also R(X) = X241 = Q- Q,; dann folgt aus
2 =grad R =grad Q;+grad Q»,
dass gradQ; =0V gradQ, =0V gradQ; = gradQ, = 1.
Sei also 0.B.d.A. R=X?>+1= (X —a)(X —b)-c mita,b,c € K; damit wiren a,b Null-
stellen, im Widerspruch zu (ii).

(i) K[X](X?+1) ist das von R(X) erzeugte Ideal. Sei 7 Ideal mit K[X](X*+1) C 7 C K[X].
Da K[X] Hauptidealring ist, folgt 7 = Q(X)-K[X] firein Q(X) € K[X]. Damit ist
X2+1€Q(X)-K[X],dh. X?+1=Q(X)-S(X) fiir geeignetes S(X); wegen Q(X)|X*+1
ergibt sich entweder Q(X) € K und 7 = K[X], ein Widerspruch, oder Q(X) = (X*+ 1)k
und 7 = R(X) - K[X].

Alternativ ldsst sich der Satz tiber Erzeugnisse von irreduziblen Polynomen in Hauptideal-
ringen anwenden.

(iv) K[X]/J ist ein Korper, da J maximales (Haupt-)Ideal ist. Bestimmung der Elemente: Mit
X241 —0—X'=—1=2 folgt F={0,1,2,X, X+ 1,X +2,2X,2X+1,2X +2}; dies
sind 9 Elemente.

(v) Nein: Da 1 Nullstelle von X 24 X +1 ist, ldsst sich dieses Polynom P in GF(3) zerlegen,
und die Faktorisierung ergibt keinen Korper.
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Losungsskizze zu Aufgabe AZ 15:

(a): Wir zerlegen die angegebene Permutation in Zyklen und bekommen

(; § ? ;‘ i)(l 2 3)(4 5)

Der Zyklus (1 2 3) hat die Ordnung 3, der Zyklus (4 5) hat die Ordnung 2. Es gilt also
(1 2 3)°=idund (4 5)”=id Wegen 1202 =2 (mod 3) und 1202=0 (mod 2) folgt nun

12 3 4 5\"” 1202 1202 2 1 2 3 45
(23154) =237 ) :(123):<31245>'

(b) Wir zerlegen die angegebene Permutation in Zyklenform und bekommen

1 2 3 4 5 6 17
(7512436>—(1763)(254).

Der Zyklus (1 7 6 3) hat die Ordnung 4, der Zyklus (2 5 4) hat die Ordnung 3. Es gilt

also(1 7 6 3)4:idund(2 5 4)=id.Wegen1111=3 (mod 4)und 1111 =1 (mod 3)
folgt nun

111

(;??3222) :(1763)””(254)””
(17 6 3)°2 5 4
(1234567
“\3 5 6 2 4 71

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 16:

Da [G: U] = 2 ist, existieren nur zwei Links- bzw. Rechtsnebenklassen von U. Fiir alle g ¢ U
giltdaher G=UUgU =UUUg. MitUNgU =UNUg = @ folgt gU =Ug. Dafiiralle g € U
ebenfalls gU = Ug gilt, ist U ein Normalteiler von G.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 17:

“="Ist G = (a), dann definiert m — a™ einen Epimorphismus von (Z,+) auf (G, ).

“«<=" Gibt es einen Epimorhismus ¢ : (Z,+) — (G,-), dann gilt nach dem Homomorphiesatz
G = 7/ Kern @ .Bquad Nach Aufgabe AZ 18 ist jede Untergruppe von (7Z,+) zyklisch; also ist
Kern ¢ = nZ fireinn € Ny; esfolgt G=Z/nZ=17,, dh.G istzyklisch.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 18:

Sei U Untergruppe von (7Z,+) und u € U # 0. Falls u negativ ist, so ist —u positiv. Sei nun
n minimal positiv in U; wire m € U und m ¢ nZ, somit 0 < d := ggT(m,n) < n; nach dem
Vielfachsummensatz existieren ganze Zahlen k und ¢ mit d = kn + ¢m; folglich ist d € U, ein
Widerspruch zur Minimalitit von n mitn > 0in U.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 19:

Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt ihrer Sylowgruppen (Beweis....) Zu jedem
Teiler der Ordnung einer Sylowgruppe X existiert eine Untergruppe dieser Ordnung.
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.

Alternative Argumentation: Jede endliche abelsche Gruppe G ist isomorph zu X Z/n;Z fiir ge-
i=1

eignete Primzahlpotenzen ny,...,n,. Dabei heift [nf,...,n,] der Typ von A. insbesondere ist

r r r
[1n: = |G|. Wegen ¢|n existiert eine Zerlegung t = [] #; mit #;|n;. Aus A = X (a;) mit [{a;)| = n;
=1 i=1

=

r 4. r 4. r
folgt: U := X (a?’/t’) ist Untergruppe von A, und es gilt |U| = H|<a?’/t’)| =TIl =t.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 20:

Es gilt bekanntlich | 4,| = 7', also | 24| = 3 -4.

Nach den Sylowsitzen ist die Anzahl s der 3-Sylowgruppen gleich 3k + 1 und teilt 4 - 3. Es folgt
s=1loders=4.Mit ((123)), ((124)), ((134)), ((234)) erhilt man vier 3-Sylowgruppen, diese
enthalten 8 4+ 1 Elemente. Es existiert eine 2-Sylowgruppe; diese ist eindeutig bestimmt und
enthilt 3 4 1 Elemente (Kleinsche Vierergruppe): {(12)(34),(13)(24),(14)(23),1}. Insgesamt
sind das 11 + 1 = 12 Permutationen, also alle Elemente von 44.

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 21:

Nach dem 3. Sylowsatz ist die Anzahl der p-Sylowgruppen von G gleich kp + 1 und ein Teiler
von |G|.

Wegen (3k + 1)|15=-k = 0 existiert genau eine 3-Sylowgruppe Syls. Mit (5k+1)|15—=k =0
sieht man, dass genau eine 5-Sylowgruppe gibt: Syls.

Wegen Syl; < G und Syls < G folgt Syl; - Syls < G und, aus Ordnungsgriinden also G =Syl3-Syls.
Esist Syly zylisch, also Syl; = (8), ebenso Syls zyklisch,d.h. Syls = () fiir 8,9 € G.. Fer-
ner gilt 303~ '@~! € Syl;NSyls = 1, daher 8¢ = @5. Wegen (8¢) =8%¢® =¢* #1 und
(8¢)° = 8 ¢> = & # 1 erhilt man 0(3¢@) = 15. Daher ist G = (30) zyklisch, also G = (Z5,+).

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 22:

Ist p = g, so G eine p-Gruppe und als solche auflosbar. Sei p # g, 0.B.d.A. p > q.
Die Anzahl der p-Sylowgruppe ist kp 4+ 1 und Teiler von p-gq, also  kp+ 1 ]q. Wegen p > g
folgt kp+ 1 = 1, daher P < G, wobei P die eindeutige p-Sylowgruppe ist. Als p-Gruppe ist P
und als g-Gruppe ist G/P auflosbar. Folglich

Jk: (G/P)P =1=3Tk: GV < P=73k,¢: [GW]O) = pO) =1,

Losungsskizze zu Aufgabe AZ 23:

L ist Zerfillungskorper von X?" — X iiber K und damit normal. Jede endliche Erweiterung eines
endlichen Korpers ist separabel, daher L galoisch, folglich |G(L : K)| =Grad(L : K) = n. Der
Frobenius Automorphismus ¢ : x — x? ist Element von G = G(L : K) der Ordnung n; also gilt
G =< 6 >. Daher ist G (GF(p") :GF(p)) zyklisch der Ordnung n, also isomorph zu (Z,,+).
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orthogonal, s. Orthogonalitit, 44 Algebra, 2
orthogonale Gruppe, 49 Funktion, 2, 82
orthogonale Transformation, 39, 49 Ring, 246
orthogonaler Automorphismus, 50 Polynomialverteilung, 166
orthogonales Komplement eines UR’s, 46 positive Definitheit, 44, 65
Orthogonalitit, 44, 45, 64-66, 69, 183 Positivitit, strenge, 77, 86
Orthogonalprojektion, 12, 47, 57, 65 Potenzmenge, 4
Orthogonalraum, 34, 45, 52, 65, 67 Potenzreihe, 91,92, 111, 112,116
Orthonormalbasis, 46 Potenzreihenentwicklung, /42
Orthonormalisierungsverfahren, 46 Potenzsatz, 208
orthonormiert, 66 Prihilbertraum, 44, 48, 64, 77
Ortsvektor, 188 der stetigen Funktionen, 44, 48
Primelement, 235

Pappos, Satz von Pappos, 189 Primideal, 246
parallel, 216 primitives Element, 236
Parallelenaxiom, 184 Problem
Parallelitit, 19, 184, 185 3-Tiiren-Problem, 166
Parallelogramm, 216, 217 Biirgermeisterproblem, 166
Parallelogrammgleichung, 67, 67 Geburtstagsproblem, 167
Parallelprojektion, 12, 186, 216 Ziegenproblem, 166
Partialbruchzerlegung, 115, 115 Produktmal3, 149, 157
Partialsumme, 89 Produktraum, 149, 157, 163, 164
partielle Ableitung, 118, 136 Projektion, 30, 63
partielle Integration, /14-116 stereographische, 54
Partikulédrlosung, 17, 33 k-te Pr., 10
Partition, 124 projektive
Pasch, Axiom von P., 190, 216 Ebene, 216
Peano Erweiterung, 186

-Axiome, 226 Geometrie, 52, 54

-Struktur, 226 Punkt, 20, 54, 183
periodischer Dezimalbruch, 105 Punktspiegelung, 39, 41, 50, 59, 200, 221
Permutationen, 24, 247 Pythagoras, Satz des P., 45, 77, 205
Pfadregel, 146, 165
Pfeil, 2, 189 @Q, 229
Picard-Lindelof Quader, 138

Iterationsverfahren, 134 Quadrat, 214, 217

Sitze v.P.L., 133 quadratische
Pivotelement, 18 Ergénzung, 61
platonische Korper, 59 Form, 60
Poisson-Verteilung, 158, 167, 171 Quadratur, 181
Polarkoordinaten, 106, 123 Quadraturformeln, 177
Polynom, 2, 33, 36, 116, 247 summierte, 178

separables P., 243 Quadrik, 59
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Quotienten-
Gruppe, 230
Korper, 229
Kriterium, 90
Raum, 15

R, 116,230
R-integrierbar, 125
Rajchman, Satz von R., 160
Randverteilung, 149
Randwinkel, 221
Randwinkelsatz, 207, 219
Rang, 12, 15, 30, 31, 35, 64
einer linearen Abbildung, 13
einer Matrix, 13
Bestimmung, 26
rationale Zahl, 105, 229
Raute, 217
Rechteck, 217
rechter Winkel, 197
reelle Zahl, 230
reeller euklidischer Raum, 196
Regel von de I’Hospital, 113
Regelfunktion, 101
Regula falsi, 175
Regularitt, 13
einer komplexen Funktion, 122
Reihe, 71,89, 111
geometrische R., 89, 112
harmonische Reihe, 89
Reihenkonvergenz, 111, 112, 114
Rekursionssatz, 226
relative Haufigkeit, 159
Restklasse, 224
Rhombus, 217
Richtung e. Translation, 189
Richtungsableitung, 118, 136
Riemann-Integral, 124, 125
Ring, 223, 245
der ganzen Gaufischen Zahlen, 233
Ring-Adjuktion, 236, 247
Rolle, Satz von R., 98, 99
RSA-Verfahren, 245
R[X], 28, 30, 32

Sarrus, Regel von Sarrus, 25
Schitzfunktion, 160
erwartungstreue Sch., 172

Scheitelwinkel, 191, 192, 218, 222
Scherung, 23
Schiefkorper, 224, 245
Schmidtsches Orthonormierungsverfahren, 46,
66
Schrigspiegelung, 11, 41
Sehnensatz, 208, 2719
Sehnentangentenwinkel, 208
Sehnenviereck, Satz vom S., 207
Sekantensatz, 208
selbstadjungiert, 42, 66
Semibilinearform, 43
nicht-ausgeartete S., 44
senkrecht, 197
separabel, 243
sgn, 25, 225
o-Additivitat, 145, 170
o-Algebra, 155
Signifikanzniveau, 162
Signifikanztest, 161
Signum, 25, 225
Simpson-Regel, 177, 181
sin (Sinus-Funktion), 93, 113, 114, 142
Skalarprodukt, 36, 43, 65-67, 77
kanonisches S., 43
Sn, 24,223, 247
Spatprodukt, 26
Spiegelung, 11, 38, 41, 50, 58, 67-69, 210
Spur einer Translation, 189
Stiitzabstand, 56
Stammfunktion, 102, 114, 127, 139
Standardabweichung, 152, 168
Steigungen orthogonaler Geraden, 45
stetig differenzierbar
Beispiel, 96
stetige
Abbildung, 85
Funktion, 66
stetiges W.-MaB, 155
Stetigkeit, 82, 85, 108-111, 113, 114, 136—
138, 140
Stetigkeitskorrektur, 157
Stichprobenraum, /63
Strahlensitze, 217, 218
Strecke, 191
Streckenabtragen, 194, 219
Streckenaddition, 277
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Stufenwinkel, 2717, 218

Substitution, 27, 102, 114-116, 140

Summe von Unterrdumen, 4
direkte Summe, 8

summierbar, 131

sup-Norm, 77, 88

Supremum, 104

Supremumsnorm, 77, 88

Sylowgruppe, 241

Sylowsitze, 241, 248

Symmetrieachse, 213, 222

Symmetriegruppe, 59, 213

symmetrische Differenz, 4, 10

symmetrische Gruppe, 24, 223, 225

Syndromabbildung, 19, 34

synthetische Geometrie, 183

Tangente, 207
Tangentensatz, 208
Tangentensteigung, /14
tangential, 117
Tangentialebene, 119, 137, 138
Tangentialhyperebene, 121
Tangentialvektor, 99
Taylor, Satz v.T., 141
Taylorpolynom, 134, 141
Taylorreihe, 134, 140, 141
Teilerfremdheit, 246
Teilsumme, 89
Test, zweiseitiger T., 162
Thalessatz, 206, 218, 220
totale Differenzierbarkeit, /36, 138
totale Wahrscheinlichkeit, 146, 163, 164
Translation, 58, 188,212, 216, 220, 221
transzendent, 236
transzendente Elemente, 246
Trapezregel, 177

summierte T., 178
trigonometrische Funktion, 28, 7140
Tschebyscheff-Ungleichung, 159, 169-171

Uberabzihlbarkeit von R, 106
Ulam und Mazur, Satz v.U.u.M., 49
Umfangswinkelsatz, 207, 220
Umformungen, 35

elementare, 25
Umkreis, 203, 220
unabhingig

linear u., 4

stochastisch u., 148, 169
Unabhingigkeit

von Vektoren, 4

e. Menge von Vektoren, 4

stochastische U., 148, 169

von Zufallsvariablen, 151, /169
unbedingt konvergierende Reihe, 89
uneigentliche Bewegung, 59
uneigentlicher Punkt, 185
uneigentliches Integral, 115, 140
Ungleichung

von Bernoulli, 74

von Cauchy-B.-Schwarz, 77
unitére

Abbildung, 65

Gruppe, 49

Transformation, 49
unitdrer Vektorraum, 44, 48
Untergruppe, 248
Unterraum, 4, 28, 29, 54, 65

affiner U., 19 35

invarianter U., 65
Unterraum-Verband, 46, 52
UnterraumKriterium, 4
unzerlegbar, 235
Urbild, volles Urbild unter einer linearen Ab-

bildung, 14

Urnenexperimente, 144

Vandermonde Determinante, 26, 29
Varianz, 152, 156, 169, 170

n
von rll Y Xi, 159
i=1

Variation der Konstanten, 132
Vektor (Element e.Vektorraums), 1
elementargeometrischer V., 3
Vektorprodukt, 34, 69, 70
Vektorraum, 1, 29
aller Abbildungen von / in K, 1
aller Familien iiber K, 1
aller reellen Folgen, 2
der beschrinkten Funktionen, 3
der Familien mit endlichem Tréger, 2
der linearen Abbildungen, 3, 11
der m x n—-Matrizen, 4, 11
der Polynomabbildungen, 2
der n—Tupel tiber K, 2
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der stetigen Funktionen, 3, 44, 48 Halbierende, 217, 220, 221
endlich dimensionaler V., 8 MabfB, 45, 198
endlich erzeugbarer V., 6, 8 Summe im Dreieck, 218, 221
verallgemeinerter MWS, 1173 Treue, 59
Verband, 230 Wkt., s. Wahrscheinlichkeit
Verdichtungspunkt, 73 Wohlordnung, 226
Vergleichskriterium, 72 Wohlordnungssatz, 7
Verkettung linearer Abbildungen, 13 Wiirfelverdopplung, 239
Verschiebungssatz, 157, 335 Waurzel, 108
Verschwindungsgerade, 186 Waurzelkriterium, 90
Verteilung, 151 7,229, 248
geometrische V.,/68, 169 Zahlbereichserweiterung, 226
Verteilungsfunktion, 151, 155, 170 Zahlengerade, 77
Vielfachsummensatz, 231, 234 erweiterte Z., 78
vollstiandig, 104 Zahlkorper, 29
vollstindige Induktion, 226 Zeichenebene, Modell, 20, 54
vollstindiger Raum, 78 Zeilenumformungen, 17, 30, 33
Volumen, 23, 24 Zentraler Grenzwertsatz, 158
normiertes V., 25 Zentralprojektion, 186, 216
Volumenbestimmung, 26 zentrische Streckung, 11, 38, 62, 189, 218,
219
Wachstum, maximales, 119 Zentriwinkel, 207
Wahrscheinlichkeit, 143, 159, 263 Zerfﬁ]lungskérper’ 237
Formel von der totalen W., 146 Zerlegbarkeit in einem Ring, 246
bedingte W., 145, 165, 167 Zerlegung, 124
totale W., 165, 168 zerlegungsgleich, 200
Wahrscheinlichkeitsbaum, 146, 147 Ziegenproblem, 166, 166
zum Ziegenproblem, 328 Ziehen ohne Zuriicklegen, 165
Wabhrscheinlichkeitsmalf3, 143, 145 Zornsches Lemma, 6
stetiges, 155 ZPE-Ring, 234
Wabhrscheinlichkeitsraum, 143, 145, 155 Zufallsgrofe, s. Zufallsvariable
diskreter W., 143, 145 Zufallsvariable, 51, 151, 156, 168-170
endlicher W., 143 Zufallsvariablen, unabhingige, 151
Laplacescher W., 144 zusammenhingend, 85
Wedderburn, Satz von W., 241 Zusammenhangstreue, 85, 87
Weg, 99 7V, s. Zufallsvariable
Weierstra}, Satz von Bolzano u. W., 76 Zwischenrelation, 190, 216
windschiefe Geraden, 68—70 Zwischenwertsatz, s. ZWS
Winkel, 191, 192 ZWS, 85-87,110, 111,113, 139
im Dreieck, 201 zyklische Gruppe, 241
rechter W., 219
Winkel-

Addition, 218
Antragen, 194, 219
Dreiteilung, 239
Feld, 191

Grofle, 198
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