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Vorwort 

Die Information in der Welt verdoppelt sich etwa alle 20 Monate. Zu den wich­
tigsten Datenquellen geh6ren industrielle Prozessleitsysteme und betriebswirt­
schaftliche Datenbanken, die meist rein numerische Daten enthalten. Durch die 
wachsende Verbreitung automatischer Bilderfassungssysteme stehen liber die­
se numerischen Daten hinaus umfangreiche Bild-, Video- und Multimediadaten 
zur Verfligung. Durch die zunehmende Nutzung von E-Mail und Internet spielen 
nicht zuletzt auch Textdaten eine immer gr6fiere Rolle. 

Neben der Erfassung und Speicherung stellen die Aufbereitung und Verar­
beitung dieser Daten heute die gr6Bten Herausforderungen dar. Ziel ist es, aus 
den groBen Datenmengen die relevanten Informationen, also das "Wissen" zu 
extrahieren. Neben konventionellen statistischen Verfahren wie Korrelation und 
Regression werden hierzu Methoden der Clusteranalyse, Fuzzy-Logik, Neuroin­
formatik und Machine Learning angewandt. Flir die Verarbeitung nichtnumeri­
scher Daten sind relationale und merkmalsorientierte Algorithmen notwendig. 
Diese Datenanalysemethoden flir numerische und nichtnumerische Daten wer­
den unter dem Sammelbegriff "Information Mining" zusammengefasst. Infor­
mation Mining ist ein Prozess, der auch die Datenvorverarbeitung, Filterung, 
Visualisierung, Transformation und Merkmalsgenerierung umfasst. 

Dieses Buch stellt die wichtigsten Methoden des Information-Mining-Pro­
zesses vor und zeigt ihre Anwendung in zahlreichen realen Anwendungen. Die 
Gliederung orientiert sich am typischen schrittweisen Ablauf von Datenanalyse­
Projekten. Flir Leser, die besonders an Grundlagen, Anwendungen oder den Spe­
zialthemen kontinuierliche Signale, Datenbanken, Internet, Visualisierung, Klas­
sifikation, Modellierung, Fuzzy-Logik oder Neuroinformatik interessiert sind, 
sind auf Seite 4 die besonders empfehlenswerten Abschnitte tabellarisch darge­
stellt. Eine Sammlung von Ubungsaufgaben solI es dem Leser erm6glichen, seine 
mit diesem Buch erworbenen Kenntnisse selbst zu liberprUfen. 

Das vorliegende Buch richtet sich an Ingenieure, Informatiker und Mathe­
matiker in Forschung und Lehre, an Studenten dieser Fachgebiete, aber auch 
an Praktiker, die mit groBen Datenmengen arbeiten. Zum Verstandnis werden 
lediglich grundlegende Mathematik-Kenntnisse vorausgesetzt. 

Der Stoff dieses Buches basiert auf Vorlesungen liber Datenanalyse und 
Clustering, die ich an der Technischen Universitat Mlinchen gehalten habe. Es 
enthalt Ergebnisse meiner Arbeit aus Forschungs- und Entwicklungsprojekten 
im Fachzentrum Neuroinformatik, Abteilung Information und Kommunikation 

v 



vi 

der Zentralabteilung Technik der Siemens AG in Munchen sowie meiner Arbeit 
als Associate Scientist im "Image Analysis and Robotics Research Laborato­
ry", Department of Computer Science, University of West Florida, Pensacola 
(U.S.A.). 

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. Dr. h.c. Wilfried Brauer und Herrn Dipl.­
Inform. Clemens Kirchmair fUr die Unterstutzung bei der Planung und Realisie­
rung der Vorlesungen. Fur die gute fachliche Zusammenarbeit in den Projekten 
danke ich Herrn Prof. Dr. James C. Bezdek sowie meinen Kollegen, insbeson­
dere Herrn Prof. Dr. Hans Hellendoorn, Herrn Prof. Dr. Bernd Schurmann, 
Frau Dr. Margit Sturm, Frau Dr. Christiane Stutz, Herrn Dr. Bjorn Feldkel­
ler, Herrn Dr. Erwin Gerstorfer, Herrn Dr. Jurgen Hollatz, Herrn Dr. Rainer 
Palm, Herrn Dr. Martin Schlang und Herrn Dr. Willfried Wienholt. AuBerdem 
danke ich den Herausgebern der Reihe, Herrn Prof. Dr. Wolfgang Bibel und 
Herrn Prof. Dr. Rudolf Kruse, sowie dem Vieweg-Verlag, insbesondere Herrn 
Dr. Reinald Klockenbusch, fur die gute Zusammenarbeit bei der Konzipierung 
und Veroffentlichung dieses Buches. 

Munchen, im Februar 2000 Thomas Runkler 
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Kapitell 

Der Datenanalyse-Prozess 

Der Fokus dieses Buches ist die Analyse groBer Datenmengen. Typische Beispiele 
fiir Quellen solcher Datenmengen sind , 

• industrielle Prozessdaten: Zur Analyse der Altpapieraufbereitung in der 
Papierfabrik Kubler und Niethammer in Kriebstein stehen an jeder der 
8 Deinkingzellen jeweils 54 Sensoren zur Verfiigung, die pro Tag 9000 
Messwerte liefern. Das sind insgesamt 3888000 Messwerte pro Tag. 

• Umsatzdatenbanken: Das amerikanische Handelsunternehmen WalMart 
fiihrt eine Scannerkassen-Warenkorbanalyse durch, bei der etwa 20 Mil­
lionen Transaktionen pro Tag ausgewertet werden. Fur die Analyse wurde 
eine Datenbank in der GroBe von 24 TBytes erstellt. 

• Molekularbiologie: 1m Human Genome Database Project wird versucht, 
den genetischen Code des Menschen zu entschliisseln. Das menschliche 
Genom enthalt etwa 60000-80000 Gene, das sind insgesamt etwa 3 Milli­
arden DNA-Basen. 

• Bilder: Das Earth Observing System der NASA nimmt mit tiefHiegenden 
Satelliten Oberflachenbilder der Erde auf. Die aufgenommene Datenrate 
betragt 50 GBytes pro Stunde. 

• Textinformationen: Das Internet ermoglicht die Verbreitung von Nach­
richten und Mitteilungen in nie gekannter Menge und Geschwindigkeit. 
Die Flut an Informationen ist inzwischen kaum mehr vom Benutzer zu 
verarbeiten, so dass zahlreiche Index- und Suchmaschinen sowie Filter­
programme fur die elektronische Post eingesetzt werden. 

Das allgemeine Ziel der Datenanalyse ist, Wissen aus Daten zu extrahieren 
[10]. Unter Wissen verstehen wir interessante Muster, und unter interessanten 
Mustern schlieBlich solche, die allgemein giiltig sind, nicht trivial, neu, niitzlich 
und verstandlich [33]. Inwieweit diese Eigenschaften auf die erkannten Muster 
zutrefi'en, muss von Anwendung zu Anwendung neu beurteilt werden, und zwar 
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2 KAPITEL 1. DER DATENANALYSE-PROZESS 

Vorbereltung Vorverarbeltung Mustererkennung Nachbereitung 

Planung normallsleran Korrelatlon Interpretation 

Dstensammlung <) siiubern 

1<) 
Regression 
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transformleren Clusteranalyse 

Abbildung 1.1: Ablauf der Datenanalyse 

in der Regel von Anwendungsexperten. Durch die Einbeziehung der Experten 
entsteht ein riickgekoppelter Prozess, der oft wiederholt durchlaufen wird, bis 
ein zufriedenstellendes Ergebnis erreicht ist. 

In den meisten Anwendungen stehen zunachst nur Rohdaten zur Verfiigung. 
Diese Rohdaten sind in der Regel ungeordnet, fehlerhaft, unvollstandig, teilweise 
redundant oder unwichtig. Bevor also die eigentliche Datenanalyse durchgefiihrt 
werden kann, ist eine Vorbereitung und Vorverarbeitung der Daten notwendig. 
Dieser Ablauf ist in Abbildung 1.1 dargestellt. Haufig sind zu Beginn eines 
Projekts iiberhaupt noch keine nutzbaren Daten vorhanden, so dass zunachst 
die Datensammlung geplant und durchgefiihrt werden muss. Zur Datenvorbe­
reitung gehort weiter, dass aus den teilweise uniibersichtlichen Daten geeignete 
Merkmale generiert und die iiberhaupt interessanten Daten ausgewahlt werden. 
Nach der Datenvorbereitung steht ein Rohdatensatz zur Verfiigung, der in der 
anschlieBenden Vorverarbeitung normalisiert, gesaubert, gefiltert oder transfor­
miert wird; fehlende Eintrage werden erganzt und Fehler korrigiert. Der auf diese 
Weise erhaltene vorverarbeitete Datensatz kann anschlie6end mit verschiedenen 
Verfahren der Mustererkennung analysiert werden. Ais Beispiele sind hier Ana­
lysemethoden der Korrelation, Regression, Modellierung, Klassifikation, Ent­
scheidungsbaume und die Clusteranalyse genannt. Die Ergebnisse der Analyse 
konnen meist nicht unmittelbar verwendet werden, sondern miissen nachberei­
tet, also interpretiert, dokumentiert und ausgewertet werden. Die in jedem Ver­
arbeitungsblock angegebenen Methoden stellen natiirlich nur typische Beispiele 
dar, die keinen Anspruch aufVollstandigkeit erheben. Die tatsachlich benotigten 
Verarbeitungsmethoden sind von Anwendung zu Anwendung verschieden und 
stark von der Datenlage abhangig. AuBerdem findet der Datenanalyseprozess in 
der Regel nicht streng sequenziell statt, wie in Abbildung 1.1 gezeigt, sondern 
springt je nach Ergebnis der einzelnen Schritte zu friiheren Schritten zuriick. 
Z.B. werden in der Mustererkennung haufig neue fehlerhafte Daten erkannt, die 
eine erneuerte Datensauberung notwendig machen. 
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Dieses Buch ist entsprechend des in Abbildung 1.1 dargestellten Ablaufs 
gegliedert. Datencharakteristika und Fehlerquellen, die bereits bei der Vorbe­
reitung der Datenanalyse berucksichtigt werden mussen, sind Gegenstand von 
Kapitel 2. Kapitel 3 gibt eine Ubersicht uber zahlreiche verschiedene Methoden 
zur Datenvorverarbeitung. Eines der wichtigsten Werkzeuge zur Datenanalyse 
ist das menschliche Auge. Kapitel 4 behandelt deshalb Methoden zur Visua­
lisierung von Daten, bevor in Kapitel 5 Methoden zur rein maschinellen Da­
tenanalyse und Modellierung vorgestellt werden. Anwendungsbeispiele aus der 
Prozesstechnik, der Netzwerktechnik, der Bildverarbeitung und dem Marketing 
sind schlieBlich in Kapitel 6 aufgefuhrt. 

Das Buch behandelt ein weites Spektrum von unterschiedlichen Themen­
schwerpunkten. Einige Leser interessieren sich eher fur Grundlagen, andere 
eher fUr Anwendungen, wieder andere suchen Informationen uber spezielle The­
men wie kontinuierliche Signale, Datenbanken, Internet, Visualisierung, Klassi­
fikation, Modellierung, Fuzzy-Logik oder Neuroinformatik. Welche Abschnitte 
fur welche dieser Interessensprofile besonders empfehlenswert sind, zeigt Abbil­
dung 1.2. 
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2.1 Mafiskalen • • • • • • • 
2.2 Matrixdarstellung numerischer Daten • • • • • • • • • 
2.3 Relationen • • • • • • • 
2.4 Relationen ffir Textdaten • • • • 0 0 

2.5 Abtastung und Quantisierung • • 0 

3.1 Zufallige und systematische Fehler • • • 0 0 0 0 0 

3.2 Erkennung von AusreiBern • • • 0 0 0 0 0 

3.3 AusreiBerbehandlung • • • 0 0 0 0 0 

3.4 Filterung von Zeitreihen • • 0 

3.5 Standardisierung • • • • • • • • • 
3.6 Data Warehousing • 0 • 
4.1 Hauptachsentransformation • • • • • • • • 
4.2 Mehrdimensionale Skalierung • • • • • • • • 
4.3 Selbstorganisierende Karte • • • • • • 0 • 
4.4 Mehrschichtiges Perzeptron • • • • • • • 0 • 
4.5 Spektralanalyse • • • • • • 
5.1 Korrelation • • • • • 0 0 • • 
5.2 Regression • • • • • • • • • 
5.3 Modellierung und Validierung • • • • • • • • • 
5.4 Klassifikation • • • • • • • • • 
5.5 Entscheidungsbaume • • • • • 0 • • 
5.6 Clustering • • • • • • • • • 
5.7 Verteilte Agentensysteme • • • • • • • 
5.8 Clustering ffir Entscheidungsbaume • • • • 0 • • 
5.9 Regelerzeugung • • • • • • • • • 
5.10 Radiale Basisfunktionen • • • • • • • • • 
5.11 Neuronales Gas • • • • • • • 
5.12 Relationale Datenanalyse • • • • • 0 • • 
6.1 Prozesstechnik • • • • • • 
6.2 Vernetzte Systeme • • • • • • 
6.3 Bildverarbeitung • • • • • 
6.4 Marketing • • • • • • 

Abbildung 1.2: Empfohlene Abschnitte fur verschiedene Interessensprofile 
(.: Kernabschnitt, 0: interessanter Abschnitt) 



Kapitel2 

Datencharakteristika und 
Fehlerquellen 

Der Datenbegriff aus dem vorhergehenden Kapitel ist sehr allgemein, Daten 
k6nnen jedoch sehr unterschiedliche Charakteristika haben. Z.B. k6nnen Daten 
numerisch oder nichtnumerisch sein, nichtnumerische Daten k6nnen Text oder 
allgemeine Objekte enthalten, numerische Daten k6nnen auf unterschiedlichen 
Skalen messbar sein, sie k6nnen Abtastwerte von Zeitsignalen sein und k6nnen 
quantisierte oder kontinuierliche Werte besitzen. Diese unterschiedlichen Cha­
rakteristika und ihre Konsequenzen fiir die Datenanalyse sind im Folgenden 
beschrieben. 

2.1 Mafiskalen 

Daten k6nnen auf unterschiedlichen Skalen messbar sein [74]. Tabelle 2.1 zeigt 
die wichtigsten MaBskalen, die dazugeh6rigen definierten Operationen, Beispiele, 
sowie die zugeh6rigen statistischen MaBe [47]. Die erste Zeile in Tabelle 2.1 zeigt 
nominal skalierte Daten. Diese sind Daten, fiir die lediglich die Gleichheit oder 
Ungleichheit definiert ist. Beispiele sind "reine" Objektdaten wie Patientenna­
men oder Warenhausartikel. Nominal skalierte Daten k6nnen statistisch mit dem 
Modus beschrieben werden, der das Objekt bezeichnet, das im Datensatz am 

Skala Operation Beispiel stat. MaB 
nominal = i- Miiller, Meier, Schulz Modus 
ordinal > < sehr gut, gut, befriedigend Median 
Intervall + 20°C, 1999 n. Chr. Mittelwert 
proportional x / 273° K, 45 min Mittelwert 

Tabelle 2.1: Ubersicht iiber verschiedene MaBskalen 
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6 KAPITEL 2. DATENCHARAKTERISTIKA UND FEHLERQUELLEN 

haufigsten vorkommt. Die zweite Zeile in Tabelle 2.1 zeigt ordinal skalierte Da­
ten. Fur diese ist neben Gleichheit und Ungleichheit auch eine Ordnungsrelation 
> bzw. < definiert, Beispiel: Schulnoten. Ordinal skalierte Daten lassen sich sta­
tistisch mit dem Median beschreiben, der dasjenige Objekt bezeichnet, fUr das 
im Datensatz (ungefahr) ebenso viele kleinere wie grofiere Objekte existieren. 
Die dritte Zeile in Tabelle 2.1 zeigt intervallskalierte Daten. Zusatzlich zu den 
obigen Operationen sind fUr diese die Addition und die Subtraktion definiert. 
Beispiele sind Skalen mit willkfirlich definiertem Nullpunkt wie die Celsius-Skala 
oder Jahreszahlen nach Christus. Fur jeden intervallskalierten Datensatz kann 
ein (arithmetischer) Mittelwert angegeben werden. Die letzte Zeile in Tabelle 2.1 
zeigt schlieBlich proportional skalierte Daten, ffir die auch Multiplikation und 
Division definiert sind. Proportional skalierte Datensatze konnen ebenso wie 
intervallskalierte Datensatze auch durch den (arithmetischen) Mittelwert be­
schrieben werden. Beispiele hierfur sind relative Messwerte wie Temperaturen 
in Kelvin oder Zeitdifferenzen. 

2.2 Matrixdarstellung numerischer Daten 

Jeder numerischer Datensatz lasst sich als Menge 

X = {X1, ... ,Xn } C IR.P (2.1) 

schreiben. Ein solcher Datensatz enthalt n E {a, 1, 2, ... } Elemente. Jedes Ele­
ment ist ein p-dimensionaler reeller Vektor, wobei p E {I, 2, ... }, d.h. die Ele­
mente des Datensatzes konnen im Sonderfall p = 1 auch skalare Werte sein. 
AuBer der Mengenschreibweise wird haufig auch die Matrixschreibweise 

( 

(1) 
Xl 

X= : 
(1) 

Xn 

(2.2) 

verwendet, die in Abbildung 2.1 dargestellt ist. Wegen der Aquivalenz bezeich­
nen wir sowohl die Datenmenge als auch die Datenmatrix mit dem Symbol X. 
Jede Zeile in der Datenmatrix entspricht einem Element der Datenmenge und 
wird daher auch als Datenpunkt oder Datenvektor Xk bezeichnet, k = 1, ... , n. 
Jede Spalte in der Datenmatrix entspricht einer Komponente aller Elemente der 
Datenmenge und wird daher auch als i-tes Merkmal oder i-te Komponente x{i) 
bezeichnet, i = 1, ... ,po Ein einzelnes Matrixelement entspricht einer Kompo­
nente eines Elements der Datenmenge und wird einfach Datum oder Wert X~i) 
genannt, k = 1, ... ,n, i = 1, ... ,po 

2.3 Relationen 

"Reine" Objektdaten konnen als Menge durch Aufzahlung ihrer Elemente be­
schrieben werden. 

(2.3) 
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1 p 

1 

Datensatz X 
Datenpunkt Xk 

~----~~------------~---
Datenvektor Xk 

n 

! 
i-tes Merkmal x(i) 

i-te Komponente X(i) 

Datum x(i) 

Wert X(i~ 
k 

Abbildung 2.1: Matrixschreibweise eines Datensatzes 

Haufig lasst sich zu Objektdaten aber auch eine sinnvolle Quantifizierung der 
Zusammenhange zwischen Paaren von Objekten definieren. Die Semantik einer 
solchen Relation 

... TIn) 
... : E IRnxn 

... Tnn 
(2.4) 

auf einem Objektdatensatz 0 ist, dass jeder numerische Eintrag Tij, i,j = 
1, ... ,n, die Ahnlichkeit oder Unahnlichkeit, die Kompatibilitat oder Inkom­
patibilitat, die Nahe oder den Abstand der Objekte 0i und OJ beschreibt. Solche 
Relationen sind haufig symmetrisch, d.h. es ist Tij = Tji ffir alle i,j = 1, ... , n. 
Irn Sonderfall, dass 0 ein numerischer Datensatz 0 C JRP ist, kann die Relati­
onsmatrix R allgemein aus einer Norm fiber IRP bestimmt werden. 

Eine Abbildung 11.11 : IRP -t IR+ heiBt Norm, genau dann, wenn 

IIxll =0 

lIa·xll 
Ilx+yll 

~ x = (O, ... ,of, 
= lal· Ilxll Va E IR, x E IRP und 

< Ilxll + Ilyll Vx, y E IRP. 

Die haufig verwendete sogenannte "Hyperbel-Norm" 

P 

IIx - YIIH = II IxU) - yU) I 
j=1 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 
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ist nach dieser Definition gar keine Norm, denn Bedingung (2.5) wird verletzt 
durch Xl = (0,1) ::J (0,0), denn IIxllIH = 11(0, l)IIH = 0, bzw. Bedingung (2.6) 
wird z.B. verletzt durch beliebige X2 = (x~1), X~2») mit X~l) . X~2) ::J 0, denn dann 
gilt lIa· x211H = la21'lIx2l1H ::Jlal·llx2I1H fUr beliebige lal ::J 1. 

Zu den haufig verwendeten Abbildungen, die im Gegensatz zur "Hyperbel­
Norm" aber tatsachlich Normen sind, gehoren die Matrixnormen und die Min­
kowsky-Normen. Eine Matrixnorm ist definiert als 

(2.9) 

Die Euklid'sche Norm ist ein Spezialfall der Matrixnormen fUr 

u 
0 !). 1 

A= (2.10) 

0 

Gilt dagegen allgemein 

(1 
0 

~) d2 

A= (2.11) 

0 dp 

so sprechen wir von einer Diagonalnorm. Die Mahalanobis-Norm ist uber die 
Inverse der Kovarianzmatrix des Datensatzes definiert 

A = cov-lx = (~i)Xk _ X)(Xk _ xf)-l 
k=l 

mit dem Mittelwert 
1 n 

x= - LXk. 
n 

k=l 

Minkowsky-Normen sind definiert als 

p 

IIx - Yllq = q L IxU) - yU)l q· 
j=l 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Der Euklid'sche Abstand lasst sich mit q = 2 auch als Minkowsky-Norm schrei­
ben. Fur q = 1 erhalten wir den sogenannten Manhattan-Abstand (oder City 
Block), und im Grenzubergang fur q -+ 00 wird die Minkowsky-Norm zur Sup­
oder Max-Norm 
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2.4 Relationen fur Textdaten 

Nicht nur flir rein numerische Daten lassen sich fiber Normen Relationsmatrizen 
definieren, sondern auch flir Textdaten. Text lasst sich reprasentieren als eine 
Folge von Zeichen, die wir als nominalskaliert auffassen, d.h. Paare von Zei­
chen konnen entweder gleich oder ungleich sein, aber die Ordnung der Zeichen 
ist willkfirlich (z.E. in Form einer Codierung als ASCII-Code) und hat keinen 
semantischen Bezug. Damit lasst sich der Zeichenabstand z definieren als 

( )_{O fallsx=y z x,y -
1 sonst. 

(2.16) 

Der Inhalt eines Textes lasst sich besser erfassen, wenn der Text nicht als Folge 
einzelner Zeichen definiert wird, sondern als Folge von Wortern, die im Text 
durch Trennzeichen wie Leerzeichen und Interpunktionen getrennt sind. Jedes 
Wort lasst sich als Vektor von einzelnen Zeichen schreiben, ein Wort w mit p 
Zeichen, p = 1,2, ... , hat also die Reprasentation w = (x(1), ... , x(p»), wobei 
jede Komponente x(i), i = 1, ... ,p, jeweils genau ein Zeichen enthalt. Ffir Paare 
von gleich langen Worten lasst sich der Abstand fiber das Hamming-Map H 
[46] definieren: 

P 

H((x(1), ... , x(p»), (y(1), ... , y(p»)) = L z(x(i) , y(i»). (2.17) 
i=1 

Die Worter, aus denen sich ein Text zusammensetzt, sind jedoch in der Regel 
ungleich lang. Abstande zwischen ungleich langen Wortern konnen prinzipiell 
dadurch gewonnen werden, dass das kfirzere der beiden Worter durch Leer­
zeichen aufgeflillt wird, bis beide Worter die gleiche Lange besitzen. Ffir die so 
konstruierten Worter lasst sich dann der Hamming-Abstand nach (2.17) berech­
nen. Diese Methode hat jedoch den Nachteil, dass Ubereinstimmungen in Wort­
teilen, die in den beiden Wortern an unterschiedlichen Positionen stehen, nicht 
berficksichtigt werden. Z.B. berechnet sich der Hamming-Abstand zwischen den 
Wortern "Abstand" und "Standuu" zu H("Abstand", "Standuu") = 7, denn 
beim positionsweisen Vergleich sind alle Zeichenpaare ungleich. Abhilfe ver­
schafft hier der Levenshtein-Abstand [80], der die minimalen Abstande aller 
Wortteile berficksichtigt. Der Levenshtein-Abstand List rekursiv definiert als 

q=O 
p=O 

sonst. 

(2.18) 

D· rn·l b t·· d L(( (1) (i») ( (1) (j»)). 1 . 1 Ie .Lela san e x , ... ,x ,y , ... ,y ,z = , ... ,p, J = , ... ,q, 
konnen kurz als Lij geschrieben und als Elemente der Levenshtein-Abstands­
matrix interpretiert werden. Zur Berechnung des Levenshtein-Abstands Lpq 
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for i = 1, ... ,p 
Lw = i 

for j = 1, ... ,q 
LOj =j 

for i = 1, ... ,p 
for j = 1, ... ,q 

Lij = min{L(i_l)j +1, 
Li (j-l) +1, 
L(i-l) (j-l) +z(x(i), y(j»)} 

Abbildung 2.2: Iterative Berechnung des Levenshtein-Abstands Lpq = 
L((X(I), ... , x(p»), (y(I), ... , y(q»)) 

z* a b c d e ... z 
a 0 1 1 1 0.5 ... 1 
b 1 0 1 0.9 1 ... 1 

z 1 1 0.2 0.9 1 ... 0 

Abbildung 2.3: Wertetabelle zur Definition des Abstandsmafies z*, das den 
Klang der Zeichen berucksichtigt (Ausschnitt) 

mussen alle anderen Teilabstande Lij , i = O, ... ,p, j = O, •.. ,q, (i,j) =1= (p,q), 
bestimmt werden. Fur die praktische Implementierung erweist sich die rekur­
sive Formulierung nach (2.18) als ineffizient, denn diese berechnet zahlreiche 
Teilabstande Lij mehrfach. Bei der iterativen Berechnung nach Abbildung 2.2 
werden die einzelnen Teilabstande Lij jeweils nur einmal berechnet. Dazu wer­
den zunachst die Abstande der Leerworter als Lw = i, i = 1, ... ,p, und LOj = j, 
j = 1, ... , q, initialisiert und anschliefiend schrittweise die jeweils aus den be­
reits bekannten Abstanden berechenbaren Abstande ermittelt. Dazu kann die 
Wortlange des ersten Wortes in einer inneren Schleife und die Wortlange des 
zweiten Wortes in einer aufieren Schleife schrittweise erhoht werden. 

Die obige Definition des Levenshtein-Abstands basiert auf dem Zeichenab­
stand z (2.16), der bestimmt, ob zwei Symbole gleich sind oder nicht. Daher 
berucksichtigt der Levenshtein-Abstand nur exakt ubereinstimmende Worttei­
Ie, nicht aber ahnlich klingende wie z.B. in " Aufwand " , "Aufwande" und "auf­
wendig". Abbildung 2.3 zeigt den Ausschnitt einer Wertetabelle fur ein Ab­
standsmafi z* , das auch den Klang der Zeichen berucksichtigt und rur ungleiche, 
aber ahnlich klingende Zeichen wie "c" und "z" geringere Abstande als 1liefert. 
Entsprechende Abstandsmafie fur Worter konnen dadurch definiert werden, dass 
der Zeichenabstand z in den Definitionen des Hamming-Abstands (2.17) bzw. 
des Levenshtein-Abstands (2.18) durch z* nach Abbildung 2.3 ersetzt wird. 
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-1 0L---:1-0 ---'-2~0 -----,3=-'0 

Abbildung 2.4: Originalsignal x(t) und abgetastete Zeitreihe Xk 

Die Idee der Abstandstabellen fUr einzelne Zeichen wie in Abbildung 2.3 
Hi.sst sich auch auf Abstande zwischen ganzen Warter ausdehnen. Es ist jedoch 
aus Grunden des Speicherplatzes praktisch unmaglich, die Abstande aller mogli­
chen Wortpaare in einer Tabelle zu speichern, selbst wenn die Lange (Anzahl 
der Zeichen) der maglichen Warter begrenzt ist. Es lasst sich jedoch fur einige 
synonyme Warter eine Liste von spezifischen Abstanden erstellen. Bei der Be­
rechnung des Wortabstands wird dann zunachst gepruft, ob beide Warter in der 
Liste der Synonyme enthalten sind und in diesem Fall der Abstand aus der vor­
definierten Liste verwendet. Andernfalls wird der Abstand mit einem der oben 
definierten Levenshtein-AbstandsmaBe berechnet. 

2.5 Abtastung und Quantisierung 

Einzelne Komponenten oder ganze Datensatze X werden haufig dadurch er­
zeugt, dass kontinuierliche Signale (z.B. Sensormesswerte) in festen zeitlichen 
Abstanden abgetastet werden. Aus einem kontinuierlichen Zeitsignal x(t) kann 
auf diese Weise die Zeitreihe Xk mit der Abtastzeit T gewonnen werden. 

Xk = x(k· T), k = 1, ... ,no (2.19) 

Abbildung 2.4 zeigt ein Beispiel fur ein solches Signal x(t) und eine entsprechend 
abgetastete Zeitreihe Xk (vertikale Balken). Die Abtastwerte Xk enthalten nur 
einzelne Werte des Signals x(t) zu diskreten Zeitpunkten T,2· T, ... , n· T. Der 
Kurvenverlauf des Signals x(t) zwischen den Abtastzeitpunkten, also in den Zei­
tintervallen t E (l·T, (l+l) ·T), 1 = 1, ... ,n-1, ist in Xk jedoch nicht enthalten. 
Die Zeitreihe Xk enthalt also nur einen Teil der Information des vollstandigen 
kontinuierlichen Signals x(t). 1st das Signal x(t) jedoch bandbegrenzt, d.h. gilt 
fur das Fourier-Spektrum Ix(j27r 1)1 = 0 fUr III > Imax, so lasst sich eine ma­
ximale Abtastzeit Ts = 1/(2· Imax) bzw. eine Mindestabtastrate Is = 2· Imax 
angeben, mit der eine Zeitreihe Xk gewonnen werden kann, aus der sich das 
Originalsignal x(t) aus Xk vollstandig und fehlerfrei rekonstruieren lasst. Die 
Bedingung T ::; Ts oder I ~ Is (mit I = liT) wird auch Nyquist-Bedingung 
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0.5 0.5 

-0.5 -0.5 
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Abbildung 2.5: Abgetastete Zeitreihe und Rekonstruktion durch Polygonzuge 
fUr unterschiedliche Abtastraten 

oder Shannon's Abtasttheorem genannt. Abbildung 2.5 zeigt drei Zeitreihen, die 
mit unterschiedlichen Abtastraten aus dem Originalsignal x(t) in Abbildung 2.4 
(links) gewonnen wurden. Fur die linke Zeitreihe gilt T < 1/(2· !max), die 
Nyquist-Bedingung ist also erfullt, und der aus der Zeitreihe entstandene Poly­
gonzug stimmt gut mit der Kurve x(t) uberein. Fur die mittlere Zeitreihe gilt 
T = 1/(2· !max), die Abtastrate ist also an der Grenze der Nyquist-Bedingung, 
und der entsprechende Polygonzug gibt die Charakteristika von x(t) hinreichend 
gut wieder. Fur die rechte Zeitreihe gilt T > 1/(2· !max), d.h. die Nyquist­
Bedingung ist nicht erfullt, und der entsprechende Polygonzug stimmt nur sehr 
schlecht mit x(t) uberein. Wurden also Komponenten der Datensatze durch Ab­
tastung von kontinuierlichen Zeitsignalen gewonnen, so sollte vor der Analyse 
gepruft werden, ob bei der Abtastung die Nyquist-Bedingung erfullt war. An­
sonsten geben die Zeitreihen die zu analysierenden Signale nur unzureichend 
wieder. 

Analoge Signale sind nicht nur zeitkontinuierlich, sondern auch wertkonti­
nuierlich. Zur Verarbeitung in digitalen Systemen werden diese kontinuierlichen 
Werte transformiert und quantisiert, d.h. sie werden von einem kontinuierlichen 
Wertebereich [Wmin, wmaxl auf einen diskreten Wertebereich {WI, ... , W q } ab­
gebildet, wobei q E {2, 3, ... } die Anzahl der Quantisierungsschritte ist. Der 
quantisierte Wert kann dann z.B. als Binarzahl mit b = fiOg2 q 1 Bit dargestellt 
werden. Zu einem kontinuierlichen Wert W E [Wmin, wmaxl kann ein entsprechen­
der quantisierter Wert Wk E {WI, ..• ,Wq } bzw. ein Index k E {l, ... ,q} durch 
"kaufmannisches Runden" bestimmt werden. 

Wk-l +Wk Wk+2
wk±1 - WI 

2 - WI W - Wmin ---"---- < < --"-----
Wq - WI Wmax - Wmin Wq - WI 

(2.20) 

Diese Quantisierung fUhrt Zu einer Verfalschung der Daten im Wertebereich. 
Abbildung 2.6 (links) zeigt die Quantisierung xq(t) der Zeitreihe x(t) aus Ab­
bildung 2.4 (links) fUr q = 11 aquidistante Quantisierungsstufen. Die Quantisie­
rungsstufen erscheinen als waagerechte Linien (Treppenstufen) in der Zeitreihe. 
Das rechte Bild in Abbildung 2.6 zeigt den Quantisierungsfehler e(t) = x(t) -
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Abbildung 2.6: Quantisierte Zeitreihe und Quantisierungsfehler 

Xq(t). Da die Quantisierungsstufen aquidistant sind, also Wi = WI + (i -1) · I::!..w, 
i = 1, ... , q, I::!..w = (wq - WI) / (q - 1), schwankt der Quantisierungsfehler im 
IntervaH e(t) E [-l::!..w/2, I::!..w/2). Durch die Quantisierung entsteht also ein 
additiver Fehler mit dem Betrag lei ::; I::!..w/2. Um den Quantisierungsfehler 
moglichst klein zu halten, soli ten die Quantisierungsstufen moglichst fein , d.h. 
I::!..w moglichst klein bzw. q moglichst groB sein. Bei einer binaren Wertedar­
steHung mit b Bit haben die Quantisierungsstufen den Abstand I::!..w = 1, und 
der darstellbare Zahlenbereich reicht von WI = 0 bis Wq = 2b - 1. Der relative 
Quantisierungsfehler Ui,sst sich dann mit le/(wq - wdl ::; lOO%/2/(2b - 1) :::::; 
100%/2b+ I abschatzen. 



Kapitel3 

Datenvorverarbeitung 

Die in praktischen Anwendungen zur Verfiigung stehenden Daten sind meist 
Rohdaten, die oft fehlerbehaftet, verrauscht, ungiinstig skaliert und verteilt ge­
speichert sind. Zur Datenanalyse miissen soIche Rohdaten zunachst vorverar­
beitet werden, was einen nicht unerheblichen Arbeits- und Zeitaufwand inner­
halb von Datenanalyseprojekten darstellt. Zu den wichtigsten Aufgaben die­
ser Datenvorverarbeitung gehort die Erkennung und Behandlung von Fehlern, 
AusreiBern und Rauscheffekten, sowie die Aufbereitung der Daten durch Stan­
dardisierung und gegebenenfalls die Zusammenfassung aller benotigten Daten 
in einer einzigen Datenmatrix. Falls die Daten als Zeitreihen vorliegen, lassen 
sich AusreiBer und Rauschen durch Filtermethoden verringern. Abbildung 3.1 
zeigt einige der wichtigsten Familien von Filtermethoden, die in diesem Kapitel 
beschrieben werden. 

3.1 Zufallige und systematische Fehler 

Fehler in Daten oder Messwerten lassen sich unterteilen in zujallige und sys­
tematische Fehler. Zu den zufalligen Fehlern gehoren z.B. Mess- und Uber­
tragungsfehler. Diese konnen als additives Rauschen modelliert werden. Ab­
bildung 3.2 (links) zeigt den aus Abbildung 2.4 (rechts) bekannten Datensatz 
X = {Xl, ... , X n }. Nehmen wir an, dass dieser Datensatz nicht fehlerfrei be­
stimmt wurde, sondern dass zufallige Fehler darin enthalten sind (z.B. ver­
ursacht durch die in Abschnitt 2.5 beschriebenen Quantisierungsfehler). Diese 
zufalligen Fehler lassen sich als GauB'sches Rauschen modellieren. Das mittle­
re Bild in Abbildung 3.2 zeigt einen Datensatz R = {rl, ... , r n }, der aus einer 
Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Standardabweichung 0.1 gewonnen wur­
de, einer sogenannten N(O,O.l)-Verteilung. Das rechte Bild in Abbildung 3.2 
zeigt die Summe des Originaldatensatzes X und des Rauschens R, die den mit 
zufalligen Fehlern behafteten Datensatz reprasentiert. Zwischen den Originalda­
ten und den verrauschten Daten besteht qualitativ nur ein geringer Unterschied. 
Methoden zur Entfernung von Rauschen aus Zeitreihen sind in Abschnitt 3.4 

15 
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Abbildung 3.1: Einige wichtige Familien von Filtern 
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Abbildung 3.2: Originaldaten, GauB'sches Rauschen und verrauschte Daten 
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Abbildung 3.3: Originaldaten, Drift und AusreiBer 

ausftihrlich beschrieben. 

1m Unterschied zu dies en zufalligen Fehlern k6nnen systematische Fehler 
nicht durch additives Rauschen modelliert werden. Hierzu zahlen z.B. Mess­
fehler, die durch falsche Kalibrierung (Offsets), falsche Skalierung oder Drift­
effekte verursacht werden. AuBerdem k6nnen dies Verarbeitungsfehler sein, die 
zu falschen oder vertauschten Daten oder Datensatzen fiihren k6nnen. Abbil­
dung 3.3 zeigt erneut den schon oben verwendeten Datensatz X (links), des sen 
Verfalschung durch einen Drifteffekt (Mitte) sowie dessen Verfalschung durch 
zwei einzelne AusreiBer (rechts). 1m Gegensatz zu den zufalligen Fehlern aus 
Abbildung 3.2 fiihren die systematischen Fehler in Abbildung 3.3 zu einer we­
sentlich gravierenderen Verfalschung des Datensatzes. Die Drift der Daten im 
mittleren Bild ftihrt zu einem immer groBer werdenden Fehler, und die AusreiBer 
im rechten Bild verursachen je nach Position und Wert einen sogar noch groBe­
ren Fehler. Es ist daher sehr wichtig, vor einer Datenanalyse diese AusreiBer zu 
erkennen und geeignet zu behandeln. 

3.2 Erkennung von AusreiBern 

Ein Merkmal von AusreiBern ist, dass sie sehr stark von den iibrigen Daten ab­
weichen. Diese Abweichung kann mit statistischen MaBen erfasst werden, z.B. 
mit der 2-Sigma-Regel, die einen Vektor Xk E X als AusreiBer klassifiziert, 
sobald mindestens eine Komponente urn mehr als zwei mal die Standardabwei­
chung ("Sigma") yom Mittelwert abweicht. 

1 

x(i) - -(i) 1 

Xk EXist AusreiBer {:} 3i E {I, ... ,pl. k s(i)x > 2, (3.1) 
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wobei x(i) die i-te Komponente des Mittelwerts des Datensatzes X nach (2.13) 
und SCi) die entsprechende Standardabweichung ist. 

Entsprechend zur 2-Sigma-Regel nach (3.1) lasst sich natiirlich auch z.B. eine 
3-,4-, oder 5-Sigma-Regel definieren. 

Die automatische Erkennung von AusreiBern mit solchen statistischen Me­
thoden sollte mit Vorsicht durchgefiihrt werden, denn haufig enthalten Da­
tensatze einige korrekte, aber ungewohnliche Daten, die jedoch wertvolle In­
formation tragen. Solche Exoten sind wichtig fUr die folgende Datenanalyse und 
sollten daher keinesfalls entfernt werden. Nach den Kriterien in (3.1) sind diese 
allerdings nicht von fehlerhaften Daten (also echten AusreiBern) unterscheidbar. 

Manchmal lassen sich (echte) AusreiBer auch dadurch erkennen, dass ihre 
Komponenten auBerhalb des zulassigen Wertebereichs liegen. Solche AusreiBer 
konnen durch Vergleich mit den zulassigen Bereichsgrenzen x~n und X~ax' i = 
1, ... ,p, erkannt werden. 

X . t "D hI 3' {I } (i) (i») (i) (i») XkE IS re er{:} ~E , ... ,p. X k <Xmin V X k >Xmax . (3.3) 

Die Bereichsgrenzen konnen z.B. gegeben sein durch das Vorzeichen (Preis, Tem­
peratur, Zeit), den Messbereich des Aufnehmers, die Zeit der Betrachtung oder 
durch den Bereich physikalisch sinnvoller Werte. Dariiberhinaus enthalten Da­
tensatze in praktischen Anwendungen haufig auch konstante Merkmale 

(i) (i) 
X k =X1 Vk,l=I, ..• ,n, (3.4) 

die zwar definitionsgemaB keine AusreiBer besitzen, aber keine nutzbare Infor­
mation tragen und daher entfernt werden sollten. 

3.3 Ausrei6erbehandlung 

1st ein AusreiBer erkannt, so gibt es verschiedene Moglichkeiten der Behandlung, 
die hier danach sortiert sind, wie stark sie den Datensatz verandern. 

1. Markierung als AusreiBer: Der Ausr~iBer wird markiert und in weiteren 
Verarbeitungsschritten gesondert behandelt. Der Datensatz selbst bleibt 
dadurch unverandert. Die Markierung kann dadurch erfolgen, dass zu dem 
Datensatz X eine Markierungsmatrix M erzeugt wird 

m(i) = {I falls x~i) giiltig 
k 0 sonst. (3.5) 
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2. Korrektur von xki ): Diejenigen Komponenten des AusreiBers werden kor­
rigiert, die tatsachlich zu stark von den anderen Daten abweichen. Ver­
schiedene Methoden zur Datenkorrektur sind z.B. 

(a) Ersetzung des AusreiBers durch den Maximal- oder Minimalwert. 

x(i)= max{xk Im~ =1} fallsxf, zugroB, (3.6) {
(i) (i) (i) 

f min{ xkt) I mkt) = 1} falls xjt) zu klein. 

(b) Ersetzung durch den globalen Mittelwert 

(i) _ 1 ~ ( i) ( i) 
X f - - L..mk ·Xk n 

k=1 

(c) Ersetzung durch nachsten Nachbarn xji) = xki] aus 

. I (1, ... ,i-l,i+I, ... ,p) (l, ... ,i-l,i+I, ... ,p) I 
mm x f - x k ' 

kE{l, ... ,n} 

(3.7) 

(3.8) 

wobei die Abstande zu ungiiltigen Daten als unendlich definiert wer­
den. 

1.1 = 00, falls :3j E {1, ... , i - 1, i + 1, ... ,p}. m~) = 0 (3.9) 

(d) lineare Interpolation bei Zeitreihen mit aquidistanten Zeitschritten 

( i) ( i) 
(i) _ x f - I + x f +1 

x f - 2 (3.10) 

(e) line are Interpolation bei Zeitreihen mit nicht aquidistanten Zeitschrit­
ten 

(1 (1 
(i) X/_I· (tf+1 - tf) + X/+1 . (tf - tf-I) 

x - ~~--------~--~~--~--~--

f - tf+1 - tf-J 
(3.11) 

(f) nichtlineare Interpolation, z.B. durch Splines [7] 

(g) Filterung (siehe Abschnitt 3.4) 

(h) Erganzung durch Schatzung von Wahrscheinlichkeitsdichten [1, 151, 
150], z.B. mit dem EM-Algorithmus (Expectation Maximization) [29]. 

(i) modellbasierte Erganzung, z.B. Regression (siehe Abschnitt 5.2) 

3. Entfernung von xki ): Nur diejenige Komponenten des AusreiBers werden 
entfernt, die tatsachlich zu stark von den anderen Daten abweichen. Dieses 
Entfernen einzelner Komponenten kann dadurch implementiert werden, 
dass die fehlerhaften Komponenten mit besonders definierten Werten wie 
xji) = NaN (not a number) belegt werden. 1m 64-Bit IEEE FlieBkomma­
format ist NaN als $7FFFFFFF definiert. 
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Abbildung 3.4: Original- und mit gleitendem Mittelwert gefilterte Daten 

4. Entfernung von Xk: Der gesamte AusreiBer wird entfernt. Diese Methode 
wird haufig verwendet, hat aber in praktischen Anwendungen mit hoch­
dimensionalen und stark gestorten Daten den Nachteil, dass der gr6Bte 
Teil des urspriinglichen Datensatzes entfernt wird und dadurch flir die 
anschlieBende Datenanalyse zu wenig Daten zur Verfiigung stehen. 

3.4 Filterung von Zeitreihen 

Zeitreihen enthalten haufig Rauschen und AusreiBer. AusreiBer in Datensatzen 
lassen sich allgemein wie in Abschnitt 3.2 beschrieben erkennen und wie in 
Abschnitt 3.3 beschrieben behandeln, Rauschen und AusreiBer in Zeitreihen 
lassen sich jedoch auch direkt mit verschiedenen Methoden herausfiltern. 

Zu den einfachsten Filtermethoden geh6ren die gleitenden statistischen Ma­
Be. Hierbei wird fiir jeden Wert Xk , k = 1, . . . , n , der Zeitreihe die unmittel­
bare N achbarschaft dieses Werts betrachtet und ein statistisches MaB dieser 
Wertemenge als gefilterter Wert Yk ausgegeben. Symmetrische gleitende sta­
tistische MaBe ungerader Ordnung benutzen hierzu die N achbarschaftsmengen 
N kq = {Xi I i = k - (q -1)/2, ... , k + (q -1)/2}, q E {3, 5, 7, ... }, also auBer Xk 

noch die (q - 1)/2 vorhergehenden und die (q - 1)/2 nachfolgenden Werte. Der 
entsprechende gleitende Mittelwert der unger aden Ordnung q lautet daher 

(3.12) 

Abbildung 3.4 zeigt eine Zeitreihe X = {Xl," " Xn} (links), die aus einer mit 
Rauschen und einem starken AusreiBer versetzten Cosinusfunktion gewonnen 
wurde. Die beiden anderen Diagramme in Abbildung 3.4 zeigen die mit glei­
tendem Mittelwert gefilterten Zeitreihen Y = {YH (q- I) / 2,' " , Yn - (q - l) / d flir 
q = 21 (Mitte) und q = 201 (rechts) . In beiden gefilterten Zeitreihen wurde das 
Rauschen wesentlich verringert , flir die Intervallange 201 wurde das Rauschen 
sogar fast vollstandig beseitigt. Die Amplitude des AusreiBers wurde von 2 auf 
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Abbildung 3.5: Original- und mit gleitendem Median gefilterte Daten 

etwa 0.5 bzw. 0.1 verringert. Die beste Filterung wird mit einer hohen Inter­
vallange erzielt. Allerdings gehen durch die Filterung q -1 Datenwerte verloren. 
Die Intervallange soUte also gegenuber der Anzahl der Daten vernachlassigbar 
sein (q « n). 

Als statistisches MaB fUr ordinalskalierte Daten wurde in Tabelle 2.1 be­
reits der Median aufgefUhrt. Analog zum gleitenden Mittelwert der ungeraden 
Ordnung q lasst sich der gleitende Median der unger aden Ordnung q definieren. 

(3.13) 

Abbildung 3.5 zeigt die Anwendung von gleitenden Medianfiltern der Inter­
vallange 21 (Mitte) und 201 (rechts) auf den Datensatz Xk (links). Ein Ver­
gleich zwischen den Abbildungen 3.4 und 3.5 zeigt, dass der gleitende Mittelwert 
und der gleitende Median in etwa gleicher Weise das Rauschen verringern. Der 
gleitende Median ist jedoch wesentlich wirkungsvoller bei der Beseitigung des 
AusreiBers. 

Ein weiteres sehr einfaches Filterverfahren geht davon aus, dass der aktuelle 
Wert stets in etwa beibehalten wird, und andert den gefilterten Wert nur urn 
einen Bruchteil TJ des durch diese Annahme verursachten Fehlers. 

Yk+l = Yk + TJ • (Xk - Yk) , k = 1, ... , n - I, TJ E [0,1]. (3.14) 

Jeder vergangene Wert Yk-i, i = 1, ... , k - I, geht nach dieser Gleichung mit 
dem Koeffizienten (I-TJ)i in den gefilterten Wert Yk ein. Die vergangenen Werte 
werden also im Laufe der Zeit exponentiell vergessen. Dieses Filter heiBt daher 
exponentielles Filter oder wegen seiner Einfachheit auch "dummer Mann ". We­
gen der rekursiven Formulierung muss der gefilterte Wert Yl initialisiert werden. 
Hier verwenden wir stets die Initialisierung mit null. Abbildung 3.6 zeigt die Ori­
ginaldaten X und die exponentiellen gefilterten Daten Y mit den Parametern 
TJ = 0.1, 0.01 und 0.001. Fur TJ = 0.1 ist der Filtereffekt gering. Fur kleinere 
Werte von TJ wird das Rauschen stark und der AusreiBer weniger reduziert. Fur 
kleine Werte von TJ folgt die gefilterte Zeitreihe den Elongationen der Original­
daten immer weniger nach, bis im Grenzubergang TJ ---t a die gefilterte Zeitreihe 
auf dem Initialwert beharrt (Yk = Yl, k = 2, ... , n). 
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Abbildung 3.6: Original- und exponentiell gefilterte Daten 

Die Familien diskreter linearer Filter der Ordnung q = 1, 2, ... werden durch 
die allgemeine Differenzengleichung 

q q 

ao . Yk = L bi . Xk-i - L ai . Yk-i (3.15) 
i=O i=l 

mit den Koeffizienten ao , .. . ,aq , bo, . .. ,bq E IR beschrieben. Die Eigenschaften 
dieser Filter werden durch die Koeffizientenvektoren a = (ao, ... , aq ) und b = 
(bo, ... ,bq ) festgelegt . Fur al = . . . = aq = 0 werden die vergangenen Werte 
Yk-i, i = 1, . . . ,k - 1 nicht fur die Berechnung des Filterausgangs Yk verwendet, 
d.h. das Filter hat kein Gedachtnis und gibt zu einem endlichen Impuls am 
Eingang auch nur einen endlichen Impuls am Ausgang aus. Nach diesem Effekt 
sprechen wir auch von endlicher Impulsantwort (finite impulse response, FIR), 
ansonsten von unendlicher Impulsantwort (infinite impulse response, IIR). 

Diskrete line are Filter sind sehr allgemeine Filterfamilien, die den gleiten­
den Mittelwert und das exponentielle Filter als spezielle Instanzen enthalten. 
Einsetzen der Koeffizientenverktoren a = (1, 'T} - 1), b = (0, 'T}) in (3.15) ergibt 
z.B. 

Yk = 'T} . Xk-l - ('T} - 1) . Yk - l = Yk-l + 'T}(Xk-l - Yk - d , (3.16) 

was dem exponentiellen Filter nach (3.14) entspricht. Einsetzen der Koeffizien-
1 1. . 

tenvektoren a = (1) , b = (- , ... , -) m (3.15) erglbt 
q q 
'---v---" 

q mal 

q 1 1 k-q 

Yk = L - . Xk-i = - LXi, 
i=O q q i=k 

(3.17) 

was dem gleitenden Mittelwert nach (3.12) entspricht. Der gleitende Mittelwert 
zweiter Ordnung wird auch FIR-Tiefpass erster Ordnung genannt. Es existieren 
zahlreiche Verfahren zum Filterentwurf, also zur Bestimmung geeigneter Filter­
koeffizienten fur bestimmte gewunschte Eigenschaften. Abbildung 3.7 zeigt die 
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Abbildung 3.7: Originaldaten, mit FIR-Tiefpass 21. Ordnung gefilterte Daten 
und Filterkoeffizienten 

Wg ao al a2 bo b1 b2 
0.01 1 -1.96 0.957 2.41.10 -4 4.83.10-4 2.41.10 - 4 

0.003 1 -1.99 0.987 2.21.10 -5 4.41.10 -5 2.21.10 -5 

0.001 1 -2 0.996 2.46· 10 -0 4.92.10-0 2.46.10- 0 

Tabelle 3.1: Filterkoeffizienten fUr Butterworth-Tiefpasse zweiter Ordnung fUr 
unterschiedliche Grenzfrequenzen 

mit einem FIR-Tiefpass 21. Ordnung gefilterte Zeitreihe X (Mitte) und die da­
zugeh6rigen Filterkoeffizienten bo, .. . , b21 (rechts). Die Filterkoeffizienten b sind 
alle positiv und liegen auf einer symmetrischen Glockenkurve. Der gr6Bte Koef­
fizient ist blO , also der mittlere Koeffizient, und die Summe aller Koeffizienten 
ist bo + ... + b21 = 1. AuBerdem ist wie bei allen FIR- Filtern a = (1). 

Eine bekannte Familie von IIR- Filtern sind die Butterworth- Filter, fur die 
ebenfalls eine definierte Entwurfsmethode existiert. Ein Butterworth-Tiefpass 
erster Ordnung mit der Grenzfrequenz Wg = 0.5 hat die Filterkoeffizienten 
a = (1), b = (0.5,0.5), entspricht also dem FIR-Tiefpass erster Ordnung bzw. 
dem gleitenden Durchschnitt zweiter Ordnung. Tabelle 3.1 zeigt die Filterkoeffi­
zienten fur Butterworth- Tiefpasse zweiter Ordnung fur unterschiedliche Grenz­
frequenzen Wg = 0.01, 0.003 und 0.001. Die Filterkoeffizienten b sind samtlich 
positiv, und es gilt 2· bo = b1 = 2· b2 • 1m Grenzubergang fUr Wg -t 0 erhalten 
wir offensichtlich a = (1, -1, 1) und b = (0,0,0), also ein Filter mit 

Yk = -Yk-l + Yk-2 , (3.18) 

das mit der Initialisierung null auch bei null verharrt . Abbildung 3.8 zeigt die 
Butterworth-gefilterten Daten fur X mit den Koeffizienten aus Tabelle 3.1. 
Sowohl das Rauschen als auch der AusreiBer werden schon bei groBen Grenzfre­
quenzen stark reduziert. Fur sehr kleine Grenzfrequenzen tritt jedoch der schon 
von den exponentiellen Filtern (Abbildung 3.6) bekannte Effekt auf, dass die ge­
filterte Zeitreihe dem Original immer weniger folgt und schlieBlich konstant null 
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Abbildung 3.8: Original- und Butterworth- gefilterte Daten 
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Abbildung 3.9: Datensatz mit unterschiedlichen Wertebereichen und Standar­
disierung 

wird. Wahrend das FIR- Tiefpassfilter aus Abbildung 3.7 insgesamt 22 Parame­
ter besitzt, sind es bei dem IIR-Filter aus Abbildung 3.8 nur 6. 1m Vergleich 
zur FIR- Filtern erreichen IIR-Filter den gleichen Filtereffekt mit wesentlich 
geringerem Rechenaufwand und wesentlich weniger Parametern. 

3.5 Standardisierung 

In mehrdimensionalen Datensatzen haben einzelne Komponenten haufig sehr 
unterschiedliche Wertebereiche. Abbildung 3.9 (links) zeigt einen Datensatz, 
der aus einer Normalverteilung mit dem Mittelwertvektor J.t = (0,0) und dem 
Standardabweichungsvektor s = (0.1,10) gewonnen wurde. Der Datensatz er­
scheint als Punkte auf einer vertikalen Linie durch den Ursprung. Dies gibt 
moglicherweise die wirkliche Struktur des Datensatzes wieder. Allerdings ist es 
auch moglich, dass die Skalierung der einzelnen Komponenten ungunstig gewahlt 
wurde, z.B. dadurch, dass einige Komponenten in der Einheit Zentimeter und 
andere in der Einheit Meter angegeben wurden. Allgemein lasst sich zu einem 
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mehrdimensionalen Datensatz ein minimaler Hyperwiirfel 

H(X) = [min{X(l)},max{X(l)}] x ... x [min{x(p)},max{X(p)}] (3.19) 

angeben, der alle Punkte aus X enthalt (X ~ H). Falls in X AusreiBer oder 
irrelevante Daten enthalten sind, ist es giinstiger, die Grenzen eines beobachteten 
Hyperwurfels 

H *(X) - [(1) (1)] [(p) (p)] - Xmin,Xmax x ... X Xmin,Xmax (3.20) 

an den Datensatz anzupassen, so dass x~{n ~ min{X(i)} und X~ax :::; max{X(i)}. 
Eine giinstige Darstellung des Datensatzes kann dadurch erreicht werden, dass 
alle Seiten des beobachteten Hyperwiirfels H*(X) gleich lang erscheinen. Dies 
entspricht einer Transformation 

(i) (i) 
(i) _ X k - Xmin 

Yk - (i) (i)' 
Xmax - Xmin 

(3.21) 

die auch Standardisierung mit Hyperwurfel genannt wird. 
Eine alternative Methode der Standardisierung benutzt statistische MaBe 

des Datensatzes X, beispielsweise den Mittelwert x (2.13) und die Standardab­
weichung s (3.2). Die entsprechende sogenannte f..t-a-Standardisierung erfolgt 
gemaB 

(i) _ x~i) - x(i) 
Yk - s(i) (3.22) 

Abbildung 3.9 (rechts) zeigt die f..t-O"-Standardisierung des links dargestellten 
Datensatzes. Der standardisierte Datensatz erscheint nicht mehr als vertika­
Ie Line, sondern als Punktwolke. Diese gibt moglicherweise die Struktur des 
Datensatzes besser wieder. Dies ist jedoch stark von der Semantik der Daten 
abhiingig. 

Manchmal liisst sich der Wertebereich einer einzelnen Datenkomponente 
nicht sinnvoll als Intervall [X~{n' x~L] darstellen, sondern ist z.B. ein nur ein­
seitig begrenztes Intervall [x~in' 00). Um solche Komponenten so darzustellen, 
dass sie mit den anderen vergleichbar sind, konnen allgemeine Datentransfor­
mationen (oder Kombinationen davon) durchgefiihrt werden, z.B. 

• reziproke Transformation f : lR\{O} -+ lR\{O} 

f(x) = f-1(X) = .!. 
x 

• Wurzeltransformationen f : (e,oo) -+ lR+ 

f(x) = ~x - e, 
f-1(X) xb + e, e E lR, b> 0 

• logarithmische Transformation f : (e, 00) -+ lR 

logb(x - e), 

bX + e, e E lR, b > 0 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 
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Marke Daten x Marke Daten y Marke Daten x Daten y 
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Abbildung 3.10: Data Warehousing: Zusammenffigen unterschiedlicher Da­
tensatze zu einem einzigen 

• Fisher-Z Transformation f : (-1, 1) -t IR 

f(x) 1 1 +x 
= artanhx = 2 ·In 1 - x' 

3.6 Data Warehousing 

(3.28) 

(3.29) 

Die zu analysierten Datensatze sind oft zunachst nicht in einem einzigen Daten­
satz erfasst, sondern auf viele verschiedene Datensatze, Dateien, Datenbanken 
und Systeme verteilt. Z.B. sind die Preise verschiedener Waren vielleicht in ei­
ner anderen Datenbank gespeichert als die Umsatzzahlen, oder die Mess- und 
Steuergr6£en einer gesamten Fabrikanlage sind fiber unterschiedliche Automati­
sierungsrechner in den einzelnen Fertigungsschritten verteilt. Urn eine geschlos­
sene Analyse dieser verteilten Daten durchffihren zu k6nnen, ist es notwendig, 
die Vektoren in den unterschiedlichen Daten einander zuzuordnen. Diese Zuord­
nung kann in Form von Marken erfolgen, z.B. durch 

• Codes, die eine Person oder einen Gegenstand eindeutig kennzeichnen, 

• (relative) Zeitangaben, die ein Ereignis an einem bestimmten Ort spezifi­
zieren, und besonders bei sequenziellen Prozessen eine Rolle spielen (dabei 
mfissen auch die Verz6gerungen zwischen den einzelnen Prozessschritten 
berficksichtigt werden), oder 

• (relative) Ortsangaben, die z.B. Positionen auf einem Gegenstand ange­
ben. 

Abbildung 3.10 zeigt zwei solcher Datensatze und einen anhand der Marken zu­
sammengeffigten Datensatz. Das Zusammenffigen der Datensatze kann prinzi­
piell mit Hilfe einfacher Vergleichsoperationen (auf den Marken) erfolgen. Meist 
existieren jedoch Marken, zu denen nicht in allen Datensatzen Daten vorhanden 
sind, so dass Teile des zusammengeffigten Datensatzes leer bleiben; in diesem 
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Fall muss entschieden werden, unter welchen Bedingungen ein Datum Uberhaupt 
in den Datensatz aufgenommen oder besser weggelassen werden sollte. Falls in 
einem Datensatz Marken mehrfach mit unterschiedlichen Daten vorkommen, 
muss entschieden werden, welche Daten ausgewahlt werden sollen oder ob ei­
ne Mittelung der Daten sinnvoll ist. Wenn Zeit- oder Ortsangaben als Marken 
benutzt werden, gehoren Daten mit ahnlichen Marken wie z.B. ,,9.59 Uhr" und 
,,10.00 Uhr" eigentlich zusammen, so dass z.B. entschieden werden muss, bis zu 
welchem Abstand die Daten als zusammengehorend interpretiert werden dUrfen. 
All diese Entscheidungen mUssen individuell in Abhangigkeit von der Anwen­
dung und den Daten getroffen werden. 

Dateien, die verteilt in Datenbanken gespeichert sind, mUssen zur Daten­
analyse nicht notwendigerweise in eine einzige Datei zusammengefasst werden. 
Alternative Methoden sind in Abschnitt 6.4 dargestellt. 



Kapitel4 

Datenvisualisierung 

Das beste bekannte Werkzeug zur Analyse von Datensatzen ist das menschliche 
Auge. Bei der Datenanalyse spielt daher die Visualisierung, d.h. die grafische 
Darstellung der Daten, eine groBe Rolle [32]. Sowohl die Visualisierung als auch 
die (automatische) Datenanalyse kann mit linearen oder nichtlinearen Methoden 
erfolgen. Abbildung 4.1 gibt eine Ubersicht iiber die in dies em und im nachsten 
Kapitel beschriebenen Methoden der Visualisierung und Datenanalyse. 

Die einfachste M6glichkeit, Daten grafisch darzustellen, sind Diagramme 
und Streudiagramme. Fiir einen dreidimensionalen Datensatz X = {(Xl, YI, Zl), 
... ,(Xn,Yn,Zn)} zeigt Abbildung 4.2 ein Diagramm fiir X(1) = {XI,""Xn} 
(links), ein Streudiagramm fiir X(1,2) = {(xI,yd, ... , (xn,Yn)) (Mitte) und 
ein dreidimensionales Streudiagramm X(I, ... ,3) = {(XI,YI,zd, ... ,(Xn,Yn,zn)} 
(rechts). Wahrend das linke Diagramm nur die Werte der erst en Komponen­
te zeigt, werden aus den Streudiagrammen die Zusammenhange zwischen den 
erst en beiden bzw. allen drei Komponenten deutlich. Je mehr Komponenten 
in das Diagramm einbezogen werden, desto mehr Information wird dargestellt, 
allerdings kann dadurch auch die Ubersichtlichkeit verringert werden. Wird bei 
dreidimensionalen Streudiagrammen die Beobachterposition (der Blickwinkel) 
falsch gewahlt, so ist die Struktur der Daten in der zweidimensionalen Pro­
jektion nicht mehr erkennbar. Mehr als dreidimensionale Daten k6nnen nicht 
als Streudiagramme visualisiert werden, sondern nur ihre ein-, zwei- oder drei­
dimensionalen Projektionen. Abbildung 4.3 zeigt die (achsenparallelen) Pro­
jektionen des obigen Datensatzes auf die durch die Koordinatenachsenpaare 
(x, y), (x, z) und (y, z) (von links nach rechts) aufgespannten zweidimensio­
nalen Ebenen. Diese Projektionen k6nnen einfach durch Weglassen der Kom­
ponenten z, Y bzw. x erzeugt werden. 1m Streudiagramm sind dann jeweils 
die verbleibenden beiden Komponenten dargestellt. Das mittlere Diagramm 
lasst die Struktur der Daten erahnen und im rechten Diagramm sind Haufun­
gen am unteren und oberen Rand zu erkennen, die Aussagekraft dieser einfa­
chen achsenparallelen Projektionen ist jedoch sehr beschrankt. Haufungen wie 
in Abbildung 4.3 (rechts) am oberen und unteren Rand lassen sich auch mit 
Histogramm-Methoden analysieren. Hierzu wird der Wertebereich jeder Kom-

29 
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nichtlinear 

Abbildung 4.1: Lineare und nichtlineare Methoden zur Visualisierung und Da­
tenanalyse 
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Abbildung 4.2: Diagramm, Streudiagramm und dreidimensionales Streudia­
gramm 
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Abbildung 4.3: Zweidimensionale achsenparallele Projektionen dreidimensiona­
ler Daten 

15,---------..., 00,---------..., 

50 

Abbildung 4.4: Histogramme der Datenkomponenten x, y und z 

ponente X( i), i = 1, ... , p, in m = 2,3, ... gleich groBe Intervalle der Breite 
box(i) = (max{X(i)} - min{X(i)})/m aufgeteilt und gezahlt, wie viele Werte 
aus X(i) in die einzelnen Intervalle fallen. Die Anzahl der Werte ist also 

(4.1) 

mit den Intervallgrenzen €ii) = min{ X (i) } + k· box, k = 1, ... ,m. Abbildung 4.4 
zeigt die Histogramme der drei Komponenten des obigen Datensatzes. Die ers­
ten beiden Komponenten der Daten sind offensichtlich naherungsweise gleich 
verteilt, wahrend die dritte Komponente sehr viele Werte nahe bei null bzw. na­
he bei eins enthalt. Diese Werte entsprechen den oberen und unteren Plateaus, 
die im dreidimensionalen Streudiagramm aus Abbildung 4.2 zu erkennen sind. 
Mit Histogrammen lassen sich solche Haufungen und Plateaus leicht erkennen. 

4.1 Hauptachsentransformation 

Achsenparallele Projektionen wie die in Abbildung 4.3 geben die Struktur der 
Daten nur dann erkennbar wieder, wenn die Strukturen in den Daten auch 
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Abbildung 4.5: Hauptachsentransformation 

tatsachlich parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. 1st dies nicht der Fall, 
so kann eine Koordinatentransformation so durchgefiihrt werden, dass der neue 
Ursprung genau im Zentrum (Mittelwert) der Daten liegt und die Achsen ent­
sprechend der Datenstrukturen ausgerichtet sind. Abbildung 4.5 zeigt solche 
Koordinatenachsen Yl und Y2 fUr einen Datensatz, der aus einer schrag nach 
rechts oben verlaufenden Punktwolke besteht. Die Projektion dieses Daten­
satzes auf Yl zeigt eine hOhere Varianz der Daten als die Projektion auf die 
waagerechte Achse, wahrend die Projektion des Datensatzes auf Y2 eine gerin­
gere Varianz zeigt als die Projektion auf die senkrechte Achse. Daraus wird 
deutlich, dass die Daten entlang der Y2-Achse konzentriert und entlang der 
YI-Achse weit verteilt sind, was die Struktur der Daten sehr gut wiedergibt. 
Die Vektoren Yl und Y2 werden daher auch Hauptachsen des Datensatzes ge­
nannt, und die Transformation der Daten in das neue Koordinatensystem heiBt 
Hauptachsentransformation. Weitere verbreitete Bezeichnungen fUr diese Me­
thode sind Hauptkomponentenanalyse, Principal Component Analysis (PCA), 
Singularwertzerlegung, Singular Value Decomposition (SVD), Karhunen-Loeve 
Transformation oder Eigenvektorprojektion. Die Hauptachsentransformation ei­
nes Datensatzes X ist eine Kombination aus einer Verschiebung (Translation) 
und einer Drehung (Rotation). 

(4.2) 

wobei x (2.13) der Mittelwert von X und ET eine geeignete Rotationsmatrix 
ist. Die entsprechende Riicktransformation ergibt sich zu 

Xk = E· Yk +x. (4.3) 

Nach obigen Uberlegungen kann eine geeignete Rotationsmatrix ET durch Ma­
ximierung der Varianz in Y gewonnen werden. Die Varianz Vy ist das Quadrat 
der Standardabweichung (3.2), also 

= 
1 n 

n -1 LyfYk 
k=l 

(4.4) 
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1 n 
= -"(ET'(Xk-X))T.(ET'(Xk-X)) (4.5) 

n-1L..J 
k=l 

1 n 
= --" ET . (Xk - x) . (Xk - xf . E (4.6) 

n-1L..J 
k=l 

= ET (n ~ 1 t(Xk - x)· (Xk - xf) . E (4.7) 
k=l 

= ET·C·E. (4.8) 

Dabei ist C die Kovarianzmatrix von X, die schon bei der Definition des Maha­
lanobis-Abstands in (2.12) erwahnt wurde. Die Elemente der Kovarianzmatrix 
sind 

ro" - _1_ ~(",(i) _ ;;o(i»)(",W _ ;;o(j») i J' - 1 p (4.9) 
"'3 - n _ 1 L..J ""k "" ""k "" , ,-, ••• , 

k=l 

Die Transformationsmatrix ET solI nur eine Drehung, aber keine Streckung 
durchfiihren, also gilt 

E T ,E=1. (4.10) 

Zur Maximierung der Varianz (4.8) unter der Randbedingung (4.10) eignet sich 
das Langrange-Verfahren mit der Lagrange-Funktion 

Die notwendige Bedingung fiir ein Optimum von List 

BL 
0 = BE 

{:} CE + ETC - 2AE = 0 
{:} CE = AE. 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

Gleichung (4.14) beschreibt ein Eigenwertproblem, das sich z.B. durch Umfor­
mung in das entsprechende homogene Gleichungssystem 

(C->.1) ·E=O (4.15) 

16sen lasst, Die Rotationsmatrix ergibt sich aus schliefilich aus den Eigenvekto­
ren von C. 

Die Varianzen in Y entsprechen den Eigenwerten AI,.,., Ap von C, denn 

CE = AE {:} A = ETCE = v y • ( 4.17) 

Die Hauptachsentransformation liefert also nicht nur die Koordinatenachsen fiir 
Y, mit denen die Varianz maximiert wird, sondern auch die entsprechenden 
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Varianzen selbst. Dies kann fur eine Projektion, also eine Dimensionsreduktion 
genutzt werden. Wenn der Datensatz X C lR,P auf einen Datensatz Y C IRq 
mit 1 :::: q < P abgebildet werden solI, so werden einfach die Koordinatenachsen 
(Eigenvektoren) mit den q hOchsten Eigenwerten (Varianzen) verwendet und 
aus diesen die Rotationsmatrix E gebildet. 

(4.18) 

Fur eine Visualisierung uber (Streu-)Diagramme wie in Abbildung 4.2 wird 
q E {I, 2, 3} gewahlt. Die Hauptachsentransformation eignet sich allerdings auch 
allgemein zur Verringerung der Datendimension fur nachfolgende Verarbeitungs­
schritte. In diesem Fall kann eine geeignete Projektionsdimension q dadurch be­
stimmt werden, dass gefordert wird, in der Projektion mindestens 95% (oder 
einen anderen prozentualen Wert) der gesamten Varianzen zu ubernehmen. 

(4.19) 

Fur p = q ist die Hauptachsentransformation eine Kombination aus Translati­
on und Rotation, und die Rucktransformation macht diese Operationen wieder 
ruckgangig. In diesem Fall ist der Fehler der Transformation gleich null. Wird 
jedoch zusatzlich eine Projektion durchgefiihrt (q < p), so liefert die Ruck­
transformation die Vektoren xi.:, k = 1, ... , n, fur die im Allgemeinen xi.: =I- Xk 

gilt. Der hierdurch verursachte Fehler lasst durch die Summe der weggelassenen 
Eigenwerte abschatzen. 

(4.20) 

Da gerade diejenigen Eigenvektoren ausgewahlt werden, die die groBten Eigen­
werte besitzen, liefert diese Methode die Projektion mit minimalem quadrati­
schen Fehler. 

Beispiel 

Abbildung 4.6 zeigt den Datensatz 

X={( ~ ),( ~ ),( ~ ),( ~ )}. (4.21) 

Daraus ergeben sich der Mittelwert (2.13) und die Kovarianz (4.9) 

(4.22) 

c ~. ( 2 
3 1 

(4.23) 
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Abbildung 4.6: Hauptachsentransformation, Beispiel 

und daraus die Eigenwerte und -vektoren (4.16) 

Al 0.8727, 

A2 = 0.1273, 

VI 
( -0.85065 ) 

0.52573 ' 

V2 = ( -0.52573 ) 
-0.85065 . 
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(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

Zur Projektion auf nur eine Hauptachse wird VI, der Eigenvektor mit dem h6chs­
ten Eigenwert, ausgewahlt. Dadurch werden etwa 87% (4.24) der Varianzen ab­
gedeckt. Es ergibt sich das Koordinatensystem, das in Abbildung 4.6 durch den 
Vektor VI und seinen Ursprung in x spezifiziert ist. Die entsprechende Rotati­
onsmatrix lautet 

( -0.85065 ) 
E = VI = 0.52573 ' (4.28) 

und daraus ergeben sich die projizierten Daten (4.2) 

Y = (1.1135,0.2629, -0.2629, -1.1135). (4.29) 

Die Rucktransformation (4.3) liefert 

Xl = {( 1.0528 ) (1.7764) (2.2236) (2.9472)} i- X (4.30) 
0.91459 ' 1.3618 ' 1.6382 '2.0854 . 

Wie Abbildung 4.6 (rechts) zeigt, liegen die Projektionen XI auf der Hauptachse 
der Daten X, dem Koordinatenvektor VI. 

Die Hauptachsentransformation ist eine lineare Abbildung, was zu einem 
relativ geringen Rechenaufwand und einer grofien Robustheit fiihrt. Komplexe 
hochdimensionale nichtlineare Datenstrukturen k6nnen durch lineare Abbildun­
gen jedoch nicht geeignet projiziert werden. Hierfur stehen verschiedene nicht­
lineare Methoden zur Verfugung. Zu den bekanntesten nichtlinearen Projektio­
nen geh6ren die mehrdimensionale Skalierung, die selbstorganisierende K arte 
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und das mehrschichtige Perzeptron. Diese werden in den folgenden Abschnitten 
vorgestellt. 

4.2 Mehrdimensionale Skalierung 

Wie schon in Abschnitt 2.3 beschrieben lasst sich zu jedem numerischer Da­
tensatz X = {Xl, ... ,Xn } C ntP eine Relationsmatrix definieren, z.B. eine Eu-
klid'sche Abstandsmatrix D X = (dfj), dfj = Ilxi - xjll, i,j = 1, ... , n. Entspre-
chend lasst sich auch fur den transformierten Datensatz Y = {YI, ... , Yn} C nt q 

eine Abstandsmatrix DY = (dfj ), dfj = IIYi -Yjll, i,j = 1, ... , n, bestimmen. Die 
mehrdimensionale Skalierung versucht, zu einem gegebenen Datensatz X einen 
projizierten Datensatz Y so zu bestimmen, dass dfj ~ dfj fUr alle i, j = 1, ... , n. 
Neben der eigentlichen Projektion besteht eine andere Anwendung fUr die mehr­
dimensionale Skalierung darin, zu gegebenen relationalen Daten D X eine geeig­
nete Reprasentation durch reelle Objektdaten Y zu bestimmen, also z.B. Objek­
te auf einer Ebene so anzuordnen, dass der Abstand zwischen Objektpaaren in 
etwa deren Ahnlichkeit entspricht. Urn moglichst ahnliche Abstandsmatrizen D X 

und DY zu erhalten, wird der Fehler zwischen den beiden Matrizen minimiert. 
Geeignete FehlermaBe sind 

(4.31) 

(4.32) 

E3 = 
1 

(4.33) n n 

L L df· 
i=lj=i+l J 

EI (4.31) ist ein MaB fUr den absoluten quadratischen Fehler, E2 (4.32) ist 
ein MaB fUr den relativen quadratischen Fehler und E3 (4.33) ist ein Kom­
promiss zwischen EI und E2, der sowohl den absoluten als auch den relati­
yen Fehler berucksichtigt. Die mehrdimensionale Skalierung mit E3 wird auch 
Sammon-Abbildung [133] genannt. Zur Bestimmung eines projizierten Daten­
satzes Y durch Minimierung des Fehlers E (also E 1 , E2 oder E3 ) eignet sich ein 
Gradientenabstiegsverfahren. Gradientenabstieg bedeutet, dass der zu bestim­
mende Parameter in jedem Schritt proportional zum Gradienten der zu mini­
mierenden Funktion verandert wird. Zur Berechnung der Gradienten der obigen 
Fehlerfunktionen muss die Ableitung des Abstands nach einem Punkt berechnet 
werden. Diese ist entweder Null oder gleich der Richtung des Abstands. 

(4.34) 
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1. Gegeben Datensatz X = {Xl, ... , Xn} C rn,P, 
Projektionsdimension q E {I, ... ,p - I}, 
Schrittweite a> 0, Schwellwert Eth > 0 

2. Initialisiere Y = {Yl,'" ,Yn} C nv 
3. Berechne d'[j' i,j = 1, ... , n 

4. Berechne dfj , i,j = 1, ... , n 

5. Berechne aE / aYk, k = 1, ... , n 

6. Aktualisiere 

7. Falls 

aE 
Yk = Yk - a . -, k = 1, ... ,n 

aYk 

n 

L (aE/aYk)2 > Eth , 
k=l 

wiederhole ab (4.) 

8. Ausgabe: projizierter Datensatz X = {Xl, ... , Xn} C IRq 

37 

Abbildung 4.7: Mehrdimensionale Skalierung mit Gradientenabstieg 

Damit ergeben sich die Gradienten der Fehlerfunktionen zu 

aEl 2 L (~j - d%j) 
Yk - Yj = aYk f: f: (d'[l j# ~j 

i=l j=i+l J 

(4.35) 

aE2 
2 L 

d%j - d%j Yk - Yj = aYk 
(d%jr 

~j j# 
(4.36) 

aE3 2 
L ~j - d%j Yk -Yj = aYk n n d%j d%j 2: 2: di- j# 

i=l j=i+l J 

(4.37) 

Damit lasst sich die mehrdimensionale Skalierung mit Gradientenabstieg durch­
fllhren, wie in Abbildung 4.7 gezeigt. Nach zufalliger Initialisierung wird fur 
jeden einzelnen projizierten Vektor Yk, k = 1, ... , n, ein Gradientenabstiegs­
schritt durchgefuhrt und dann die Abstande d¥j sowie die Gradienten aE/aYk, 
k = 1, ... , n, neu berechnet. Der Algorithmus terminiert, wenn die (meist ab­
nehmende) quadratische Summe der Gradienten einen Schwellwert Eth erreicht. 
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Abbildung 4.8: Sammon-Abbildung, Beispiel (Originaldaten, projizierte Daten 
in den einzelnen Iterationsschritten und Verlauf der Fehlerfunktion) 

Beispiel 

Fur den Datensatz (4.21) aus Abbildung 4.6 ergibt sich die Euklid'sche Ab­
standsmatrix zu 

(

01 

D X = 1 0 
v'21 
v'5v'2 

v'2 v'5) 1v'2 
o 1 . 

1 0 

(4.38) 

Die Daten X sowie die Abstande sind in Abbildung 4.8 (links) dargestellt. Der 
projizierte Datensatz wird initialisiert als Y = {1, 2, 3, 4}. Dieser entspricht der 
untersten Zeile in Abbildung 4.8 (Mitte). Die entsprechende Abstandsmatrix 
lautet 

DY = (~ ~ i ~) 2 1 0 1 . 
3 2 1 0 

(4.39) 

Der Projektionsfehler nach Sammon betragt nach der Initialisierung also 

1 ((2 - v'2)2 (3 _ v'5)2) 
Es = to ~. 2· to + ~ = 0.0925. 

3·1+2·v2+v5 v2 v5 
(4.40) 

Dies ist erste Wert der Fehlerfunktion in Abbildung 4.8 (rechts). Die Fehlergra­
dienten fur die vier Datenpunkte lauten 

2 ( 2 - v'2 3 - v'5) to . ~. ---ro- -~ = -0.1875, (4.41) 
3·1+2·v2+v5 v2 v5 

{)Es 
= 

{)Yl 

2 . (_ 2 - v'2) _ -0 1027 (4.42) 
3·1+2·v'2+v'5 v'2 - . , 

{)Es 
{)Y2 

2 . (2 - v'2) _ 0 1027 ( ) 
3 . 1 + 2 . v'2 + v'5 v'2 -., 4.43 

{)Es 
{)Ys 
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Abbildung 4.9: Shepard-Diagramme fiir den ersten und zehnten Schritt der 
Sammon-Abbildung 

= 2 . (3 - V5 + 2 - 0) _ 0 1875 
3·1+2·0+V5 V5 0 -. . 

(4.44) 

Mit der Schrittweite 0: = 1 ergibt sich daraus der neue projizierte Daten­
satz zu Y = (1.1875, 2.1027, 2.8973, 3.8125), der der zweiten Zeile in Ab­
bildung 4.8 (Mitte) entspricht. Der weitere Verlauf der Optimierung wird aus 
den Diagrammen in Abbildung 4.8 (Mitte und rechts) deutlich. Die projizier­
ten Daten nahern sich in immer kleineren Schritten der Terminierungsmen­
ge Y = (1.3058, 2.1359, 2.8641, 3.6942), und der Fehler nimmt ab, bis bei 
E3 = 0.0212 eine Sattigung erreicht wird. 

Die Thansformationsgllte Hi-sst sich mit sogenannten Shepard-Diagrammen 
darsteIlen, in denen aIle Abstande d!fj der Projektion iiber den Originalabstanden 
dtj' i, j = 1, ... , n, aufgetragen sind. Fiir eine fehlerfreie Abbildung der Abstande 
miissten alle Punkte im Shepard-Diagramm auf der Winkelhalbierenden liegen. 
Abbildung 4.9 zeigt die Shepard-Diagramme fUr den ersten (links) und den 
zehnten (rechts) Schritt des obigen Beispiels. Mehrere iibereinander liegende 
Punkte sind als gefiiIlte Kreise gekennzeichnet. Nach dem zehnten Schritt sind 
die Punkte zwar nicht genau auf der Winkelhalbierenden, aber wesentlich naher 
als zu Beginn. Torgerson [149] definiert eine nichtlineare Projektionsmethode 
auf der Basis der Shepard-Diagramme, die der mehrdimensionalen Skalierung 
sehr ahnlich ist. Anstatt die Punkte im Shepard-Diagramm nahe an die Win­
kelhalbierende zu bringen, wie es das Ziel der mehrdimensionale Skalierung ist, 
versucht Torgersons Methode, die Punkte so anzuordnen, dass sich durch sie ein 
streng monotoner Linienzug legen lasst. 

Zur Verdeutlichung des Algorithmus wurde mit (4.21) ein besonders einfa­
ches Beispiel gewahlt. Zur Verdeutlichung der Fahigkeiten nichtlinearer Abbil­
dungen wird eine zweidimensionale Reprasentation des Datensatzes 

(4.45) 
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Abbildung 4.10: Originaldatensatz und Sammon-Abbildung (A) 

30 

20 

10 

0 

-10 

-1 
1 - 20 

50 
0 

-30 
- 1 0 

- 10 -5 0 5 

Abbildung 4.11: Originaldatensatz und Sammon-Abbildung (B) 

mit Hilfe der Sammon-Abbildung in 1000 Iterationsschritten berechnet. Ab­
bildung 4.10 (links) zeigt diesen Datensatz , der an ein verbogenes Quadrat 
erinnert. Die Sammon- Transformierte auf der rechten Seite zeigt ein entspre­
chend geradegebogenes Viereck, das die flachige Struktur sehr gut wiedergibt. 
Der transformierte Datensatz enthalt ebenso wie der Originaldatensatz genau 
4 Eckpunkte und 76 Randpunkte, und die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen 
den einzelnen Punkten bleiben erhalten. 

Abbildung 4.11 (links) zeigt den Datensatz 

x = {(t ,sint ,cost)T I t E {0,0.1,0.2, ... ,50}}, (4.46) 

der einer Schraubenkurve entspricht. Die Sammon- Transformierte, die auf der 
rechten Seite abgebildet ist, gibt die Linienstruktur der Daten gut wieder, d.h. 
es gibt einen Anfangs- und einen Endpunkt, und alle Zwischenpunkte haben 
jeweils genau zwei Nachbarn auf gegenuberliegenden Seiten. Die acht Schleifen 
im Originaldatensatz werden durch acht Zickzackverlaufe reprasentiert. 
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Abbildung 4.12: Selbstorganisierende Karte in rechteckiger und hexagonaler 
Struktur 

4.3 Selbstorganisierende Karte 

Eine selbstorganisierende Karte [67, 70, 157) ist ein q-dimensionales Feld von 
l Knoten. 1m zweidimensionalen Fall k6nnen diese Knoten z.B. rechteckig oder 
hexagonal angeordnet werden, wie in Abbildung 4.12 gezeigt. Jeder Knoten in 
einer solchen selbstorganisierenden Karte besitzt einen Ortsvektor ri E lRq , 

der seine Position in der Karte festlegt, sowie einen Referenzvektor mi E lRP , 

der einem Punkt aus dem Bereich des Datensatzes X entspricht, i = 1, ... , l. 
Beim Training der Karte wird in jedem Lernschritt t zu jedem Vektor Xk E 
X derjenige Knoten bestimmt, dessen Referenzvektor den geringsten Abstand 
zu Xk besitzt. AnschlieBend werden die Referenzvektoren aller Knoten aus der 
Nachbarschaft des Gewinnerknotens modifiziert. Die Nachbarschaft zwischen 
den Knoten mit den Indizes c = 1, ... , lund i = 1, ... , l kann definiert werden 
fiber die Blasenfunktion 

hei = {a(t), falls lire - rill < p(t) 
0, sonst 

(4.47) 

oder die GaujJ-Funktion 

(4.48) 

Der Beobachtungsradius p(t) und die Lernrate a(t) sind monoton fallende Funk­
tionen, z.B. 

A 
a(t) = B + t' A, B > 0. (4.49) 

Den Algorithmus zum Training einer selbstorganisierenden Karte zeigt Abbil­
dung 4.13. Zur Visualisierung des Trainingsergebnisses einer selbstorganisieren­
de Karte k6nnen die einzelnen Referenzvektoren oder die Abstande der Re­
ferenzvektoren benachbarter Knoten dargestellt werden. Abbildung 4.14 zeigt 
eine Karte, die entsprechend der Abstande der Referenzvektoren mit Grauwer­
ten eingefarbt wurde, wobei hohe Abstande durch helle Grauwerte reprasentiert 
werden. Die gezeigte Struktur deutet darauf hin, dass in diesem Datensatz zwei 
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1. Gegeben Datensatz X = {Xl, ... , Xn} C IR?, 
Projektionsdimension q E {I, ... ,p - I}, 
Knotenpositionen R = {TI' ... ,Til c IR? 

2. Initialisiere M = {mlJ ... ,mil C IRP, t = 1 

3. Fur jeden Vektor Xk, k = 1, ... , n, 

(a) Bestimme Gewinnerknoten me, so dass 

(b) Aktualisiere Gewinner und Nachbarn 

4. t = t + 1 

5. Wiederhole ab (3.), bis Abbruchkriterium erreicht 

6. Ausgabe: Referenzvektoren M = {ml,' .. , ml} C IRP 

Abbildung 4.13: Training einer selbstorganisierenden Karte 

Abbildung 4.14: Visualisierung einer selbstorganisierenden Karte mit Grauwer­
ten 
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Abbildung 4.15: Mehrschichtiges Perzeptron und sigmoide Ubertragungsfunkti­
on 

ausgepragte Cluster vorhanden sind, die durch die Knoten links oben und rechts 
oben reprasentiert werden. 

Einige Modifikationen der selbstorganisierenden Karte, die sich weniger zur 
Visualisierung als viel mehr zur Clusteranalyse eignen, sind in Abschnitt 5.11 
beschrieben. 

4.4 Mehrschichtiges Perzeptron 

Ein mehrschichtiges Perzeptron (multilayer perceptron, MLP) ist ein gerichteter 
Graph wie in Abbildung 4.15 (links) gezeigt. Die Knoten eines MLP heifien 
Neuronen, da ein MLP und die Funktionalitat der MLP-Knoten Ahnlichkeit 
mit einem biologischen neuronalen Netz besitzen [50, 109, 138]. Die Kanten 
eines MLP tragen reelle Gewichte, wobei Wij E IR das Kantengewicht yom 
Ausgang des Neurons Nummer i zu einem Eingang des Neurons Nummer j 
bezeichnet. Jedes Neuron liefert einen skalaren Ausgangswert, der Ausgangswert 
des Neurons Nummer i ist also Oi E IR. Der effektive Eingangswert Ii E IRjedes 
Neurons ist die Summe der entsprechenden gewichteten Eingangswerte. 

Ii = LWijOj 
j 

(4.50) 

Der Ausgangswert jedes Neurons wird aus dem effektiven Eingangswert mit 
Hilfe einer Ubertragungsfunktion I : IR -t IR berechnet, so dass 

(4.51) 

Eine haufig verwendete Ubertragungsfunktion ist die in Abbildung 4.15 (rechts) 
gezeigte Sigmoid-Funktion oder logistische Funktion 

1 
I(x) = 1 + e-X' (4.52) 
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die bewirkt, dass der Neuronenausgangstets auf das offene Intervall Oi E (-1,1) 
beschrankt bleibt. Diese Sigmoid-F\mktion ahnelt sehr der bereits erwahnten in­
versen Fisher-Z-Funktion (3.29). Neben den Kanten, die Paare von Neuronen 
verbinden, enthalt ein MLP auch Kanten vom externen Netzeingang zu Neuro­
neneingangen und Kanten von Neuronenausgangen zum externen Netzausgang. 
AIle Neuronen, die direkt mit mindestens einem Netzeingang verbunden sind, 
bilden die Eingangsschicht des MLP, alle Neuronen, deren Ausgang mit dem 
Netzausgang verbunden ist, bilden die Ausgangsschicht. AIle iibrigen Neuronen 
bilden eine oder mehrere verdeckte Schichten. Mit Hilfe der Gleichungen (4.50), 
(4.51) und (4.52) lasst sich zu jedem gegebenen Netzeingang der entsprechende 
Netzausgang berechnen. Wenn die Eingangsschicht aus p 2: 1 und die Ausgangs­
schicht aus r 2: 1 Neuronen besteht, so ist der Netzeingang ein Vektor x E lRP 

und der Netzausgang ein Vektor y E lRr. Das MLP stellt somit eine Funkti­
on f : lRP -+ lRr dar, die durch die Werte der Gewichte Wij spezifiziert wird. 
Die Festlegung der Gewichte Wij und somit der Netziibertragungsfunktion f 
kann im Prinzip durch den Benutzer erfolgen, dies ist jedoch nur fiir die wenigs­
ten Anwendungen praktikabel. MLPs werden dagegen meist dort eingesetzt, wo 
Datensatze mit Ein-j Ausgangspaaren Z = (X, Y) E lRP+r vorliegen, die die 
gewiinschte Netziibertragungsfunktion beschreiben. Mit Hilfe eines geeigneten 
Lernverfahrens werden die Netzgewichte Wij so trainiert, dass das Netz nahe­
rungsweise zu jedem Eingangsvektor x E X den zugehorigen Ausgangsvektor 
y E Y reproduziert, dass also y Rl f(x). 

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden im Folgenden MLPs betrachtet, 
die wie in Abbildung 4.15 (links) gezeigt genau eine verdeckte Schicht mit q 2: 1 
Neuronen besitzen. MLPs mit genau einer verdeckten Schicht werden auch zwei­
schichtige (und nicht etwa dreischichtige) MLPs genannt, da sie zwei Schichten 
adaptierbarer Kantengewichte besitzen, namlich zwischen Eingangsschicht und 
verdeckter Schicht sowie zwischen verdeckter Schicht und Ausgangsschicht. Wei­
terhin werden im Folgenden die Neuronen so indiziert, dass die Neuronen der 
Eingangsschicht die Ausgange 0 1 , ••• ,Op besitzen, die Neuronen der verdeckten 
Schicht die Ausgange OP+1,"" Op+q und die Neuronen der Ausgangsschicht die 
Ausgange Op+q+1,"" Op+q+r' Der Netzeingang ist somit x = (h, ... , Ip) EX 
und der Netzausgang ist (Op+q+l,'" ,Op+q+r)' Der SoIlwert des Netzausgangs 
ist jedoch y = (O~+q+1, ... ,O~+q+r) E Y. Die Abweichung des Netzausgangs 
von dessen Sollwert wird durch den mittleren quadratischer Ausangsfehler E 
quantifiziert. 

1 p+q+r 
E = ;:. L (Oi - OD 2 

i=p+q+l 
(4.53) 

Zum Training des Netzes sollen die Netzgewichte Wij so adaptiert werden, dass 
der Fehler E minimal wird. Hierzu wird ein Gradientenabstiegsverfahren ver­
wendet, das die Gewichte in jedem Schritt entsprechend der aktuellen Fehler­
gradienten modifiziert. 

BE 
LlWij = -a(t) . -­

BWij 
(4.54) 
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Ein Gradientenabstiegsverfahren wurde in Abschnitt 4.2 bereits zur mehrdi­
mensionalen Skalierung verwendet (Abbildung 4.7). Zur Adaption der Gewichte 
zwischen verdeckter Schicht und Ausgangsschicht ergeben sich die Fehlergradi­
enten fur (4.54) unter Beachtung der Kettenregel direkt aus (4.50), (4.51) und 
(4.53). 

aE aE . aOj . alj 
aOj alj aWij (4.55) 

(OJ - OJ) ·1'(1j) Oi 
v 

= 8\°) 
J 

Der Term 8)°), j = p + q + 1, ... ,p + q + r, wird auch Deltawert der Ausgangs­
schicht genannt. Mit diesem Deltawert wird (4.54) zur generalisierten Delta­
Regel [112] 

(4.56) 

Fur die Sigmoid-Funktion (4.52) liisst sich die Ableitung nach I j berechnen als 

1 (-J ) 
(1 + e- J,)2' -e ' 

( 4.57) 

Aus (4.55) und (4.57) ergibt sich also fUr sigmoide Ubertragungsfunktionen 

(4.58) 

Zur Adaption der Gewichte zwischen der Eingangsschicht und der verdeckten 
Schicht muss die Summe der Anderung alier Ausgange betrachtet werden. 

p+q+r 

aE 
aOl 

aOj . alj 
8Ij aWij 

L (01 - Of) . 1'(1t). Wjl . 1'(1j)' Oi (4.59) 

Analog zu (4.55) gilt damit 

(4.60) 
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Die generalisierte Delta-Regel fur die Gewichte zwischen Eingangsschicht und 
verdeckter Schicht lautet damit entsprechend zu (4.56) 

D..wij = -a(t) . o;H) ·Oi' (4.61) 

Fur die Sigmoidfunktion ergeben sich die Deltawerte der verdeckten Schicht mit 
(4.57) und (4.60) zu 

p+q+r 

o;H) = (OJ) . (1- OJ)' L o~O). Wjl. (4.62) 
l=p+q+l 

Das Schema zur Berechnung lasst sich entsprechend auch fur MLPs mit mehr 
als zwei Schichten, also mit mehreren verdeckten Schichten erweitern. Auch fiir 
diese lasst sich fUr jede Schicht eine Gleichung zur Berechnung der Deltawerte 
aus der Ableitung der Ubertragungsfunktion und den Deltawerten der nachfol­
genden Schichten herleiten. 

Der Gradientenabstieg mit der Delta-Regel (4.56) bzw. (4.61) wird auch 
als Backpropagation-Algorithmus bezeichnet, da die Fehler von der Ausgangs­
schicht in Richtung Eingangsschicht zuruckpropagiert werden. Abbildung 4.16 
zeigt den Backpropagation-Algorithmus fur die hier betrachteten zweischichti­
gen MLPs. N ach der Initialisierung der Gewichte werden in jedem Lernschritt 
fUr jedes Paar von Ein- und Ausgangswerten jedes Gewicht einmal gemaf3 der 
Delta-Regel aktualisiert, bis ein Abbruchkriterium erreicht ist, z.B. bis der Feh­
ler E (4.53) einen Schwellwert Eth > 0 unterschritten hat. 

Mehrschichtige Perzeptrons sind eignen sich allgemein zur Approximation 
von Funktionen f : lRP -t lRr. 1m Sinne der hier betrachteten Visualisie­
rung lassen sich MLPs aber auch zur Dimensionsreduktion verwenden, d.h. zur 
Transformation eines Datensatzes X = {x!, ... ,xn } C lR,P in einen Datensatz 
Y = {Yl,"" Yn} C lR q mit niedrigerer Dimension (q < p). Hierzu wird ein 
MLP mit p Neuronen in der Eingangsschicht, q Neuronen in der verdeckten 
Schicht und wieder p Neuronen in der Ausgangsschicht, also ein sogenanntes 
p-q-JrPerzeptron oder auch Autoassoziator verwendet, wie in Abbildung 4.17 
skizziert. Zum Training dieses MLPs wird der Originaldatensatz X sowohl als 
Eingangsdatensatz als auch als Ausgangsdatensatz verwendet. Das Netz assozi­
iert dadurch zu jedem Vektor x E X c lRP eine Reprasentation y(x) E lRq in 
der verdeckten Schicht, aus der sich der Vektor x in der Ausgangsschicht rekon­
struieren lasst. Nach dem Training lassen sich also die transformierten Daten 
nach Anlegen der Originaldaten aus der verdeckten Schicht auslesen. 

(4.63) 

Als Beispiel wird der bereits bei der mehrdimensionalen Skalierung betrach­
tete dreidimensionale Datensatz (4.45) als Ein- und Ausgangsdatensatz eines 
3-2-3-Perzeptrons verwendet. Zum Training wurden 5 verschiedene zufallige 
Netzinitialisierungen gewahlt und fur jede Initialisierung jeweils 50 Lernschritte 
durchgefUhrt. Abbildung 4.18 zeigt den Datensatz (links) und die zweidimensio­
nale Projektion aus der verdeckten Schicht des MLPs mit dem geringsten Lern­
fehler E (rechts). Ein Vergleich mit dem durch mehrdimensionale Skalierung 
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1. Gegeben Neuronenanzahl p, q, r E {I, 2, ... }, 
Eingangsdaten X = {Xl, ... , Xn} C 1RP , 

Ausgangsdaten Y = {Yl,' .. , Yn} C 1RT 

2. Initialisiere Wij, i,j = 1, ... ,p + q + r 

3. FUr jedes Ein-jAusgangspaar (Xk,Yk), k = 1, ... ,n, 

(a) Aktualisiere die Gewichte der Ausgangsschicht 

i = 1, .. . ,q, 
j=p+l, ... ,p+q 

(b) Aktualisiere die Gewichte der verdeckten Schicht 

i=p+l, ... ,p+q, 
j =p+q+ 1, ... ,p+q+r 

4. Wiederhole ab (3.), bis Abbruchkriterium erreicht 

5. Ausgabe: Gewichte Wij, i,j = 1, ... ,p + q + r 
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Abbildung 4.16: Backpropagation-Algorithmus fur ein zweischichtiges Perzep­
tron 

erreichten Resultat in Abbildung 4.10 zeigt, dass die mit dem MLP gewonne­
ne Projektion zwar die Punktabstande verfalscht, dafur aber die Rechteckform 
des Datensatzes perfekt wiedergibt. Fur den ebenfalls bereits bei der mehrdi­
mensionalen Skalierung betrachteten Datensatz (4.46) konnte mit dem gleichen 
Verfahren auch nach wiederholten Versuchen kein Lernfehler unter E = 260 
erreicht werden, so dass das Projektionsergebnis (Abbildung 4.19 rechts) nur ei­
ne unzureichende Reprasentation darstellt. Welches der beschriebenen linearen 
und nichtlinearen Projektionverfahren fur einen gegebenen Datensatz die bes­
te Reprasentierung liefert, kann nicht allgemein beantwortet werden, sondern 
hangt stets stark von den Daten selbst abo In praktischen Anwendungen ist es 
daher empfehlenswert, mehrere verschiedene Projektionsmethoden auszuprobie­
ren und die Projektionsergebnisse zu vergleichen. 

4.5 Spektralanalyse 

Die bisher vorgestellten Visualisierungsmethoden habe die gemeinsame Motiva­
tion, einen hochdimensionalen Datensatz durch lineare oder nichtlineare Pro­
jektion auf einen niedrigdimensionalen Datensatz abzubilden. 1m Allgemeinen 
ist Visualisierung eine geeignete Abbildung eines Datensatzes X auf einen Da-
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Abbildung 4.17: Zweischichtiges Perzeptron zur Dimensionsreduktion (Autoas­
soziator) 

:::: = : : : :: ~ 
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x x · .. · .. 0.2 JUt)( )( x xx 
JC:()( )Ie X :~ loe lC x · 
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0 

0 0.5 

Abbildung 4.18: Originaldatensatz und Abbildung der verdeckten Schicht eines 
trainierten 2- 3-2-Perzeptrons (A) 
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Abbildung 4.19: Originaldatensatz und Abbildung der verdeckten Schicht eines 
trainierten 2- 3- 2-Perzeptrons (B) 
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tensatz Y so, dass wesentliche Eigenschaften der Daten in Y besser erkennbar 
sind als in X. Dies trifft nicht nur auf Projektionen zu, die zu jedem Datenpunkt 
einen entsprechenden Bildpunkt bestimmen, sondern auch auf Methoden, die ei­
ne Menge von Merkmalen zur Charakterisierung des Datensatzes X bestimmen. 
Haufig betrachtete Merkmale sind die spektralen Merkmale wie Betrags- und 
Phasenspektrum. Diese spektralen Merkmale sind durch den Satz von Fourier 
motiviert, nach dem sich jede Funktion f einer bestimmten Klasse (sogenannte 
"gutmiitige" Funktionen) durch ein Integral von Sinus- und Cosinusfunktionen 
schreihen lasst. 

00 

f(x) J (a(y) cosxy + b(y) sinxy) dy mit (4.64) 

0 
00 

a(y) 
1 

rr 
J f(u) cosyu du (4.65) 

-00 

00 

b(y) ~ J f (u) sin yu du (4.66) 

-00 

Dieser Satz motiviert die Definition der Fouriercosinustransformierten Fc(Y) 
und der Fouriersinustransformierten Fs (y). 

Fc(Y) vr 7 f(x) cosxydx (4.67) 

0 

f(x) vr 7 Fc(Y) cosxydy ( 4.68) 

0 

Fs(Y) vr 7 f(x) sinxydx (4.69) 

0 

f(x) vr 7 Fs(Y) sinxy dy (4.70) 

a 

Die Fourier ( co )sinustransformation lasst sich nicht nur auf kontinuierliche, son­
dern auch auf diskrete Funktionen anwenden. Die entsprechende diskrete Fouri­
er(co)sinustransformation kann aus (4.67) bis (4.70) formal durch die Substitu­
tionen x = k . T und y = l . w gewonnen werden. Die diskreten Funktionswerte 
sind durch den Datensatz X gegeben, so dass f(k· T) = Xk, k = 1, ... ,n, und 
die diskreten Spektralwerte ergeben einen Datensatz Y, so dass Fe (l . w) = yf 
und Fs(l . w) = yt, l = 1, ... , m. 

yf = 
2 

n 

n 

L Xk cosklwT 
k=l 

(4.71) 
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10· roT = 0.001 

0.8 

0.6 

0" 
1 00 . ro T = 0.01 

0.4 
-0.5 

0.2 l -1 

0 1~Mf\J -1.5 
0 100 200 300 0 1000 2000 3000 4000 5000 

1.5 

10· ro T = 0.001 

0.8 

1000 2000 3000 4000 5000 0.6 

100· ro T = 0.01 
0.4 

0.2 -1 

100 200 300 1000 2000 3000 4000 5000 

Abbildung 4.20: Datensatz, Betrag der Fouriertransformierten und Rlicktrans­
formierte (oben: Cosinus, unten: Sinus) 

nwT 
m 

I L yz cosklwT (4.72) xk = 
1T 

1=1 

2 n 

Yl = L Xk sinklwT (4.73) 
n 

k=1 

nwT m 
I L Yl sinklwT (4.74) xk = 

1T 
1=1 

Abbildung 4.20 (links) zeigt den Datensatz 

x = {(i, cos(O.OOl . i) + 0.5 . cos(O.01 . i-I)) liE {I, ... , 5000}}, (4.75) 

der aus zwei periodischen Anteilen besteht: einem mit hoher Periodendauer und 
hoher Amplitude und einem mit niedriger Periodendauer und niedriger Am­
plitude. Ein solcher Datensatz konnte z.B. aus Verkaufszahlen bestehen, die 
im jahreszeitlichen Rhythmus stark und im Wochenrhythmus weniger stark 
schwanken. Ein anderes Beispiel sind Wirtschaftsdaten, in denen langfristige 
Trend- und kurzfristige Konjunkturkomponenten vermischt sind. Die mittlere 
Spalte in Abbildung 4.20 zeigt die Betrage der Fouriercosinustransformierten 
nach (4.71) (oben) und der Fouriersinustransformierten nach (4.73) (unten), die 
mit m = 300 und wT = 10-4 berechnet wurden. Die beiden Konstanten w und 
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Abbildung 4.21: Zerlegung, Betrag- und Phasenspektrum 

T treten hier immer paarweise als Produkt auf, so dass lediglich das Produkt 
wT als freier Parameter festgelegt wird. Lokale Maxima beider Transformierten 
liegenjeweils etwa bei YlO und YlOO. Das Produkt der Indizes mit der Konstanten 
wT liefert WI = 10· wT = 0.001 und W2 = 100· wT = 0.01, also gerade die Fre­
quenzen der beiden Cosinusterme in X (4.75). Die genauen Werte der Maxima 
sind y~ = 0.9722, Y~8 = 0.4313, yf4 = 0.7075 und yf03 = 0.5104. Dies entspricht 
ungefahr den Amplituden der beiden Cosinusterme in X (4.75), besonders bei 
der Sinustransformation sind die Amplituden jedoch mit grofiem Fehler behaf­
tet. Die rechte Spalte in Abbildung 4.20 zeigt die Fouriercosinusriicktransfor­
mierte nach (4.72) (oben) und die Fouriersinusriicktransformierte nach (4.74) 
(unten). Die Fouriercosinusriicktransformierte stimmt weitgehend mit den Ori­
ginaldaten X iiberein. Der Fehler (gestrichelte Kurve) ist nahe null. Die Fourier­
sinusrUcktransformierte unterscheidet sich dagegen stark von den Originaldaten 
X (gestrichelte Kurve). Die Fouriercosinustransfomierte yC und die Fouriersi­
nustransfomierte yS entsprechen den Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, 
wie in Abbildung 4.21 dargestellt. Das Fourierbetragsspektrum y ist als Hypo­
thenuse, und das Fourierphasenspektrum P ist als Kathetenwinkel eines solchen 
Dreiecks definiert. 

Yl 

PI 

= J(yf)2 + (yf)2 
8 

arctan Yl 
yf 

(4.76) 

(4.77) 

Das mittlere Diagramm in Abbildung 4.21 zeigt das Fourierbetragsspektrum 
von X (4.75) nach (4.76). Die lokalen Maxima liegen bei YIO = 0.9784 und 
YIOI = 0.5261, geben also Frequenz und Amplitude der beiden Schwingungster­
me sehr gut wieder. Das rechte Diagramm in Abbildung 4.21 zeigt das Fourier­
phasenspektrum von X (4.75) nach (4.77). Die zu den beiden Schwingungster­
men gehorenden Phasenwerte PIO = 0.2073 und PlOO = 1.0320 stimmen ungefahr 
mit den tatsachlichen Phasenwerten in (4.75) iiberein. Die Fourieranalyse ist also 
eine Visualisierungsmethode, die zu einem Datensatz Xc lR.P ein Betragsspek­
trum Y = {YI, ... ,Ym} C 1R und ein Phasenspektrum P = {PI,'" ,Pm} C 1R 
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liefert, aus dem sich Frequenzen, Amplituden und Phasen der spektralen Anteile 
des Datensatzes erkennen lassen. 

Mit der in (4.9) definierten Kovarianzmatrix ergeben sich unter der Annahme 
x = 0 und y = 0 die folgenden alternativen Schreibweisen fUr die diskreten 
Fourier (rlick) transformierten: 

• Die diskrete Fouriercosinustransformierte ist 
die Kovarianz zwischen Xk und Yk = 2n;;:1 cosklwT, k = 1, ... ,no 

• Die diskrete Fouriercosinusrlicktransformierte ist 
die Kovarianz zwischen Xl = n(n~l)wT cos klwT und y'j, l = 1, ... ,m. 

• Die diskrete Fouriersinustransformierte ist 
die Kovarianz zwischen Xk und Yk = 2n;;:1 sinklwT, k = 1, ... ,no 

• Die diskrete Fouriersinusrlicktransformierte ist 
die Kovarianz zwischen Xl = n(n~l)wT sin klwT und Yz, l = 1, ... , m. 



Kapitel5 

Datenanalyse und 
Modellierung 

Zur automatischen Analyse von Daten werden unter anderem Methoden der 
Statistik [47, 48, 57], der explorativen Statistik [152]' der ktinstlichen Intelli­
genz [24], der Mustererkennung [13, 32, 138], der Clusteranalyse [18] und der 
neuronale Netze [50] eingesetzt. Von besonderer Bedeutung sind Methoden, die 
Strukturen in den Daten analysieren und erkennen. Hierzu gehOren Methoden 
zum automatischen Entwud von Klassifikatoren sowie Methoden zur Erkennung 
von Clusterstrukturen. Klassifikatoren oder Clusterstrukturen k6nnen hierar­
chisch oder flach reprasentiert werden, die Klassen- oder Clustergebiete k6nnen 
einfache oder komplexe Formen besitzen und schad abgegrenzt oder eher un­
schad sein. Die Menge der bekannten Klassifikations- und Clusteralgorithmen 
ist entsprechend vielfaltig. Abbildung 5.1 gibt eine Ubersicht tiber die in diesem 
Kapitel beschriebenen Algorithmen. 

5.1 Korrelation 

In (2.12) und (4.9) wurde bereits die empirische Kovarianzmatrix C eines Daten­
satzes Xc ffiP definiert, deren Eintrage Cij, i,j = 1, ... ,p, den Zusammenhang 
zwischen den Datenkomponenten xCi) und xU) quantifizieren. GroBe absolute 
Werte von Cij deuten auf einen starken Zusammenhang hin, kleine absolute 
Kovarianzen auf einen schwachen Zusammenhang. GroBe Varianzen der Daten­
komponenten xCi) oder xU) selbst flihren jedoch unabhangig vom Zusammen­
hang zwischen xCi) und xU) zu groBen Kovarianzen Cij. Diesen Effekt gleicht der 
Pearsonsche Korrelationskoeffizient S durch Normalisierung mit dem Produkt 
der beiden Standardabweichungen (3.2) aus. 

= (5.1) 

53 
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komplexe Formen 

C§) ® ® 
Klassifikation 

® ® ® 
hierarchisch 

~~) ® @) 

0~~ @ ® ® 

Abbildung 5.1: Einige wichtige Algorithmen zum Klassifikatorentwurf und zur 
Clusteranalyse 

E (xki) - X(i»)(XV) - xU») 

= k==l (5.2) 

= (5.3) 

Da die Standardabweichungen gerade den Wurzeln der Diagonalen der Kovari­
anzmatrix entsprechen (S(i) = ..jCii) lasst sich (5.1) auch schreiben als 

Cij 
Sij = 

';CiiCjj 
(5.4) 

Der Wertebereich der Korrelationen ist Sij E [-1,1]. Absolute Korrelationen 
nahe eins deuten also auf einen starken, absolute Korrelationen nahe null auf 
einen schwachen Zusammenhang hIn. 

In vielen Anwendungen kommt es nicht alleine darauf an, wie groB der Zu­
sammenhang zwischen einzelnen Paaren von Datenkcimponenten ist, sondern 
eher, welche Gruppen von Datenkomponenten miteinander sehr stark zusam­
menhangen. In mehrstufigen Produktionsprozessen lasst sich so z.B. identifizie­
ren, welche Komponenten vermutlich zum gleichen Prozessschritt gehoren und 
somit fur die Analyse dieses Schrittes relevant sind. Eine solche Gruppierung von 
Datenkomponenten kann mit Hilfe von Korrelationsclustern dargestellt werden 
(siehe Algorithmus in Abbildung 5.2). Dazu wird jeder Datenkomponente ein 



5.1. KORRELATION 

1. Gegeben Datensatz X = {Xl,'" ,Xn } C m,p, Schwellwert Sth E [0,1] 

2. Initialisiere Clusterindizes Ci = 0, i = 1, ... ,p, 
Clusternummer "I = 0, Restkomponenten z = p 

3. Berechne Korrelationen Sij, i = 1, ... ,p, j = i + 1, ... ,p 

4. Sortiere absolute Korrelationen, so dass 

5. for k = 1, ... , ~(p - 1) 

• Abbruch, falls z = 0 V ISik jk I ::; Sth 

• IT Cik = 0 1\ Cjk = 0 then "1="1 + 1, Cik ="1, Cjk ="1, z=z - 2 

• elsif Cik =I- 0 1\ Cjk = 0 then Cjk = Cik' Z = Z - 1 

• elsif Cik = 0 1\ Cjk =I- 0 then Cik = Cjk' Z = z-l 

• elsif Cik =I- 0 1\ Cjk =I- 0 1\ Cik =I- Cjk then Cl = Cik 'il mit Cl = Cjk 

• Ausgabe: Zugehorigkeitsvektor C = (CI, ... , Cp) 

Abbildung 5.2: Bestimmung von Korrelationsclustern 
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Clusterindex Ci, i = 1, ... ,p, zugeordnet, der zunachst mit null initialisiert wird. 
Die Korrelationsmatrix wird berechnet, und die Eintrage der oberen Dreiecks­
matrix werden sortiert, damit die Korrelationen in absteigender Reihenfolge 
bearbeitet werden konnen. Mit der hochsten Korrelation beginnend wird dann 
in jedem Schritt eine der folgenden Aktionen durchgefiihrt: 

• Falls beide betrachtete Komponenten noch keinem Cluster angehoren, 
wird ein neues Cluster gebildet und die beiden Komponenten diesem Clus­
ter zugeordnet. 

• Falls nur eine der beiden Komponenten schon zu einem Cluster gehort, so 
wird die andere ebenfalls diesem Cluster zugeordnet. 

• Falls beide Komponenten unterschiedlichen Clustern zugeordnet sind, so 
werden beide Cluster zusammengefasst. . 

Dieser Algorithmus terminiert, wenn die letzte der p Komponenten einem Clus­
ter zugewiesen wird oder wenn der betrachtete Korrelationswert einen Schwell­
wert erreicht oder unterschreitet. 

Ais Beispiel wird ein 15-dimensionaler Datensatz X = {Xl, ... , XlOO} C m,15 
betrachtet, dessen erste zehn Komponenten zufallig mit einer Normalverteilung 
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Abbildung 5.3: Sortierte absolute Korrelationen und Streudiagramme 

initialisiert werden, dessen 11. Komponente verrauscht sinusfOrmig von der ers­
ten abhangt, ebenso die 12. von der zweiten, 13. von der dritten, 14. von der 
vierten und 15. von der fiinften. Fur aIle k = 1, ... , 100 ist also 

(i) { N(O, 1) falls i = 1, ... ,10 (5.5) 
x k = sin(xki - 10)) + N(O, 0.1) falls i = 11, ... ,15. 

Abbildung 5.3 (links) zeigt das Streudiagramm X(11) (X(1)), das den verrausch­
ten sinusformigen Zusammenhang zwischen der ersten und der elf ten Kom­
ponente darstellt. Die Streudiagramme X(12)(X(2)), X(13)(X(3)), X(14)(X(4)), 
X(l5)(X(5)) und deren Inverse X(l)(X(l1)) bis X(5) (X(15)) sehen ahnlich aus. 
AIle anderen Streudiagramme ahneln X(11)(X(2)) in Abbildung 5.3 (Mitte), d.h. 
die ubrigen Komponenten sind praktisch unabhangig voneinander. Das rechte 
Diagramm in Abbildung 5.3 zeigt die sortierten absoluten Korrelationen 18ijl, 
i = 1, ... ,p, j = i + 1, ... ,po Die fiinf hochsten Korrelationen zwischen 0.8 und 
1 sind 181111, 182 d ... 185151. AIle anderen Korrelationen sind wesentlich gerin­
ger (kleiner als 0.3). Die einzelnen Zeilen in Tabelle 5.1 zeigen die Inhalte des 
Clusterindexvektors c in jedem Iterationsschritt bei der Bestimmung von Kor­
relationsclustern. Zu Beginn ist keine Komponente einem Cluster zugeordnet 
(c = (0, ... ,0)). Da 8515 die betragsmaBig groBte vorkommende Korrelation ist, 
wird in Schritt k = 1 Cluster Nummer 1 mit den Komponenten X(5) und X(15) 

gebildet. In den folgenden vier Schritten werden weitere Cluster mit den Kom­
ponentenpaaren x(i) und X(i+lO) , i = 1, ... ,4, erzeugt. Die bis dahin betrachtete 
kleinste absolute Korrelation ist 8414 = 0.8793. Der nachste Korrelationswert 
(Schritt k = 6) ist mit 18241 = 0.2275 betragsmaBig wesentlich kleiner. Es werden 
Cluster Nummer 2 und 5 zusammengefasst. 1m Folgenden werden die verbleiben­
den Komponenten auf die Cluster verteilt und immer wieder Paare von Clustern 
zusammengefasst, bis schlieBlich (k = 22 bzw. z = 0) aIle Komponenten zum 
gleichen Cluster gehoren. Urn diese Triviallosung zu verhindern, wird die Be­
stimmung der Korrelationscluster abgebrochen, sobald die absolute Korrelation 
18ik jk 1 den Schwellwert 8th erreicht oder unterschreitet. Sinnvolle Schwellwerte 
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k 
1 0 0 0 0 1 0 0 
2 0 0 2 0 1 0 0 
3 0 3 2 0 1 0 0 
4 4 3 2 0 1 0 0 
5 4 3 2 5 1 0 0 
6 4 3 2 3 1 0 0 
7 4 3 2 3 1 0 6 
8 4 1 2 1 1 0 6 
9 4 1 2 1 1 0 1 
10 4 1 2 1 1 0 1 
11 4 1 2 1 1 0 1 
12 1 1 2 1 1 0 1 
13 1 1 2 1 1 0 1 
14 1 1 2 1 1 0 1 
15 1 1 2 1 1 0 1 
16 1 1 2 1 1 0 1 
17 1 1 2 1 1 0 1 
18 1 1 2 1 1 0 1 
19 1 1 1 1 1 0 1 
20 1 1 1 1 1 0 1 
21 1 1 1 1 1 0 1 
22 1 1 1 1 1 1 1 

c 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 4 
0 0 0 4 
0 0 0 4 
0 0 6 4 
0 0 6 4 
0 0 1 4 
0 0 1 4 
2 0 1 4 
2 0 1 1 
2 0 1 1 
2 0 1 1 
2 0 1 1 
2 0 1 1 
2 0 1 1 
2 0 1 1 
1 0 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

0 0 
0 2 
3 2 
3 2 
3 2 
3 2 
3 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 2 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

0 
0 
0 
0 
5 
3 
3 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

18 ik ik I 
0.8793 
0.2275 

z=o 

Tabelle 5.1: Korrelationscluster nach den einzelnen Iterationsschritten 
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liegen fUr da Beispiel (5.5) in 8th E [0.2275,0.8793). Das relative groBe Intervall 
sinnvoller Schwellwerte zeigt, dass 8th kein sehr kritischer Parameter ist. Ein 
sinnvoller Defauit-Schwellwert ist 8th = 0.5. 

Korrelationen geben an, wie stark sich die Werte zweier Datenkomponenten 
ahneln, sie sagen jedoch nichts tiber einen kausalen Zusammenhang zwischen 
den Datenkomponenten aus. Anhand der Korrelationskoeffizienten kann also 
nicht festgestellt werden, ob die Anderung einer bestimmten Komponente die 
Anderung einer bestimmten anderen Komponente verursacht oder ob sie von ihr 
verursacht wird. Wenn also z.B. eine hohe Korrelation zwischen dem K6rperge­
wicht und dem Konsum kalorienreduzierter Getranke erkannt wird, so ist ohne 
weitere Informationen nicht klar, ob nun Menschen zur Gewichtsreduktion sol­
che Getranke wahlen, oder ob solche Getranke eine besondere Gewichtszunahme 
verursachen ("Drinking diet drinks leads to obesity"). Innerhalb von Korrelati­
onsclustern k6nnen dartiber hinaus mehrere Komponenten gemeinsam Ursache 
oder Wirkung einer weiteren Komponente sein, ohne selbst in einem kausalen 
Zusammenhang miteinander zu stehen. Z.B. fUhrt eine hohe Sonnenscheindauer 
zu einer erh6hten Waldbrandgefahr und gleichzeitig zu erh6htem Kornertrag. 
AIle drei Merkmale sind deshalb stark korreliert, allerdings besteht offensicht­
lich kein direkter ursachlicher Zusammenhang zwischen Waldbranden und dem 
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Kornertrag. Da diese beiden Merkmale dennoch stark korreliert sind, heiBt ei­
ne solche Korrelation auch Scheinkorrelation. Scheinkorrelationen konnen auch 
dann auftreten, wenn mehrere Komponenten eines Datensatzes mit Merkma­
len in kausalem Zusammenhang stehen, die im Datensatz nicht enthalten sind 
(missing inputs). Auch in diesem Fall wird eine irrefiihrend hohe Korrelation 
ermittelt. 

Wenn Informationen fiber die ursachlichen Zusammenhange in einem Daten­
satz gegeben sind oder wenn ein Verdacht auf Scheinkorrelationen besteht, so 
interessiert die Korrelation zwischen Paaren von Datenkomponenten ohne den 
Einfluss einer oder mehrerer Storkomponenten. Eine solche Korrelation heiBt 
partielle Korrelation. Die partielle Korrelation zwischen x(i) und xU) ohne den 
Einfluss von x Ck) ist 

Sij - SikSjk 
Sij\k = . 

vi(l - s~k)(l -S~k) 
(5.6) 

Die Korrelation unter Ausschluss von zwei Storkomponenten heiBt bipartielle 
Korrelation. Die bipartielle Korrelation zwischen xCi) und x(j) ohne den Einfluss 
von x Ck) und xU) ist 

(5.7) 

Umgekehrt lasst sich die Korrelation einer Komponente mit mehreren Kompo­
nenten mit der multiplen Korrelation bestimmen. Die Korrelation zwischen XCi) 

und den Komponenten xUI ) , ... , x Uq ) ist 

( 1 r ( ) 
Sjail Sjdq Sijl 

Sjd2 1 Shjq Sija 

Si,(il, ... ,jq) = (siil ••. Sijq) . . (5.8) 

Sjdq Sjajq 1 Sijq 

Ffir den Sonderfall q = 1 wird die multiple Korrelation zum Betrag der gewohn­
lichen Korrelation. 

Si,UI) = ISiill 

Ffir q = 2 ergibt sich beispielsweise 

5.2 Regression 

S~il + srh - 2siil sih Sjd2 

1- S~d2 

(5.9) 

(5.10) 

Durch Korrelationen wird quantifiziert, wie stark der Zusammenhang zwischen 
einzelnen Komponenten ist. 1m Unterschied dazu bestimmt die Regression eine 
Schatzung ffir den funktionalen Zusammenhang zwischen diesen Komponenten. 
Hierzu werden die Parameter eines Funktionsprototyps so bestimmt, dass der 



5.2. REGRESSION 59 

mittlere quadratische Fehler der Funktionsapproximation minimiert wird. Die 
lineare Regression bestimmt einen linearen Zusammenhang zwischen den Kom-

( i) d U) .. 1 . d D ponenten x un x ,t,] = , ... ,p, m er rorm 

(5.11) 

Die quadratische Fehlerfunktion zur Bestimmung der Parameter a und b lautet 

E = ~ t (Xki) - a - b(x~) - xU))f (5.12) 
k=l 

Die notwendigen Kriterien ftir (lokale) Extrema von E sind 

BE 
Ba -~ t (xki) - a - b(x~) - xU))) = 0, (5.13) 

k=l 

BE 
Bb 

-~ t (x~) - xU)) (Xki) - a - b(x~) - x(j))) = O. (5.14) 
k=l 

Kleinere Umformungen liefem die Lasung 

a = x(i) , (5.15) 

f= (xki) - x(i))(x~) - x(j)) 
k=l b f= (xki ) - x(i))2 

(5.16) 

k=l 

Aus dem Mittelwertvektor und der Kovarianzmatrix des Datensatzes X lassen 
sich also ohne iteratives Optimierungsverfahren unmittelbar die Parameter der 
linearen Regressionsfunktionen zwischen allen Komponenten in X bestimmen. 

Anstelle des mittleren quadratischen Fehlers (5.12) lasst sich auch der Me­
dian des quadratischen Fehlers oder der getrimmte mittlere quadratische Fehler 
(least trimmed squares, LTS) [111] 

1 m 
E = - L e%, m E {I, ... , n}, 

m 
k=l 

verwenden, wobei die Regressionsfehler 

el = xki) - a - b(x~) - xU)), k, l E {l, ... , n}, 

so sortiert werden, dass 
e~ ::; e~ ::; ... ::; e~, 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

d.h. ftir m = n entspricht LTS dem mittleren quadratischen Fehler, und ftir 
m = 1 wird nur der Datenpunkt mit dem kleinsten Fehler berticksichtigt. Mit 
LTS lasst sich eine robust ere Regression erreichen, die weniger von AusreiJ3em 
verfalscht wird. 
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Bei der nichtlinearen Regression wird eine (nichtlineare) Funktion f so ge­
wahlt, dass der der (nichtlineare) Zusammenhang zwischen xU) und xU) als 
linearer Zusammenhang zwischen x(i) und f(xU)) geschrieben werden kann. Es 
werden also die Parameter a und b so geschatzt, dass 

(5.20) 

Mit der Substitution fk = f(x~)) entspricht dies der Gleichung der linearen 
Regression (5.11). Die Losung (mit mittlerem quadratischen Fehler) lautet daher 
analog zu (5.15) und (5.16): 

a = -(i) X , (5.21) 

b = (5.22) 

Parameter innerhalb der Funktion f, wie z.B. der Parameter e in f(x) = 'lie + x, 
konnen mit der nichtlinearen Regression aber in der Regel nicht geschatzt wer­
den. In bestimmten Fallen, wie z.B. bei f(x) = log(e + x) = e . log (x) , lasst sich 
der Parameter aIlerdings aus der Funktion herausziehen. 

Ein linearer Zusammenhang zwischen x(i) und mehreren anderen Kompo­
nenten x (1 ), ... , xU",) wird mit der multiplen linearen Regression bestimmt, 
indem die Parameter a und b der folgenden Naherung geschatzt werden. 

m 

X~i) ~ a + L bl(X~I) - X(jl)) (5.23) 
1=1 

Der mittlere quadratische Fehler zur Parameterschatzung lautet hier 

(5.24) 

Die notwendigen Kriterien ffir (lokale) Extrema von E sind 

oE 
oa = -~ t (x~i) - a - f bl(X~I) - XUd )) = 0, (5.25) 

k=l 1=1 

oE 
obi 

= -~ t(x~d - xUd ) (x~i) - a - f bA(X~),) - XU),))) = 0(5.26) 
k=l A=l 

fur aIle l = 1, ... ,m. Fur den Parameter a folgt daraus wieder 

a = x(i). (5.27) 
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Die Parameter b[, l = 1, ... , m, ergeben sich aus dem linearen Gleichungssystem 

m n n 

LbAL)x~),) - x(j),)(x~d - x(jd) = L(X~i) - x(i)(x~z) - xUt) (5.28) 
A=1 k=1 k=1 

m 

¢} L cj),jZbA =Cijz· 

A=1 

(5.29) 

Die multiple nichtlineare Regression kann analog zur einfachen nichtlinearen 
Regression durch die Substitution x~z) = fP), l = 1, ... ,m, aus der multiplen 
linearen Regression abgeleitet werden. 

Beispiel 

Als Beispiel zur multiplen linearen Regression dient der Datensatz 

[ ~ i =i 1 X= 0 0 0 , 
o 1 1 
242 

(5.30) 

fUr den ein linearer Zusammenhang zwischen der Komponente x(1) und den 
Komponenten X(2) und x(3) gesucht wird. 

Die Mittelwerte der einzelnen Komponenten lauten 

Die Kovarianzmatrix von X ist 

6+2+2=2=a 
5 ' 

4+1+1+4 
---:-5-- = 2, 

-2 -1 + 1 + 2 
5 = O. 

6 
3.5 

-2.5 

3.5 -2.5) 
3.5 0 . 
o 2.5 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Parameter b1 und b2 lautet 

C22 b l + C32 b2 C12, (5.36) 

C23 b l + C33b2 C13, (5.37) 

(5.36) ¢} 3.5 b1 3.5 ¢} b1 = 1, (5.38) 

(5.37) ¢} 2.5 b2 -2.5 ¢} b2 = -l. (5.39) 
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< Trainini:menge 

Z=(X,Y) 

~alidierungsmenge 

Trainingsfehler 
Et 

Validierungsfehler 
Ev Zv 

Abbildung 5.4: Modellierung und Validierung 

Die gesuchte multiple lineare Funktion fur X lautet also 

X~l) ~ 2 + (X~2) _ 2) - (X~3) - 0) = X~2) _ X~3) • (5.40) 

Einsetzen der Daten aus X (5.30) in die Funktion (5.40) zeigt, dass der Approxi­
mationsfehler E in diesem Beispiel sogar null ist, d.h. alle Datenvektoren liegen 
exakt auf der durch die Funktion beschriebenen Ebene. Dies ist ein Sonderfallj 
in der Regel ist der Regressionsfehler E > o. 

5.3 Modellierung und Validierung 

Die in Abschnitt 5.1 beschriebenen Korrelationen quantifizieren, wie stark ein­
zelne Datenkomponenten miteinander zusammenhangen. 1m Gegensatz zu den 
nichtlineare Regressionsmethoden aus dem vorigen Abschnitt berucksichtigen 
die Korrelationen aber nur lineare Zusammenhange zwischen den Datenkom­
ponenten. Die sinusformigen Zusammenhange im Datensatz (5.5) wurden nur 
deshalb erkannt, weil sie sich fur den Bereich urn null naherungsweise linear 
verhalten, denn die Sinusfunktion lasst sich als Taylor-Reihe 

sin x 
00 X2n+ 1 X3 X5 

2)-1)n(2n+1)! =X- 3! + 5! -+ ... 
n=l 

~ x furx~O 

(5.41) 

(5.42) 

schreiben. Der naherungsweise lineare Charakter wird auch aus Abbildung 5.3 
(links) deutlich. In vielen Anwendungen hangen die einzelnen Datenkomponen­
ten jedoch stark nichtlinear zusammen, d.h. die Zusammhange konnen nicht 
als naherungsweise linear betrachtet werden. In diesem Fall liefem die Kor­
relationsmai3e aus Abschnitt 5.1 nur unzureichende Ergebnisse. Zur Untersu­
chung der nichtlinearen Zusammenhange zwischen Datenkomponenten ist die 
Datenanalyse durch nichtlineare Modellierung und Validierung wesentlich bes­
ser geeignet. Das Schema der Modellierung und Validierung ist in Abbildung 5.4 
gezeigt. Urn den Einfluss der Datenkomponenten x(i1), . .. , x(i.) auf die Kompo-

t (oJ) (0 ) .. {1 2} h nen en x , ... ,X', r,S,21, ... ,2r,Ol> ... ,Os E , , ... ,p , zu untersuc en, 
wird ein Datensatz Z = {x(iJ), ... , x( i.) , x( 01) , ... , x( o.)} gebildet, dessen erste 
r Komponenten die EingangsgroBen und die weiteren s Komponenten die Aus­
gangsgrof3en darstellen. Der Datensatz Z = {Zl, ... , Zn} wird in zwei disjunkte 
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Teilmengen Zt C X und Zv eX, Zt U Zv = X, Zt n Zv = {}, zerlegt, von de­
nen eine zur Modellierung (Thaining) und die andere zur Validierung verwendet 
wird. Zt heiBt deshalb auch Trainingsmenge, und Zv heiBt Validierungsmenge. 

Zur Modellierung eignet sich eine beliebige Methode zur FUnktionsapproxi­
mation aus Daten, z.B. ein mehrschichtiges Perzeptron nach Abschnitt 4.4 oder 
die nichtlineare Regression nach Abschnitt 5.2. Mit Hilfe dieser Methode wird 
fUr den Thainingsdatensatz Zt eine FUnktion f : lRr -+ lRs gelernt, so dass flir 
jeden Vektor Zt E Zt aus dem Eingangsteilvektor Xt = zi1, ... ,r) naherungsweise 
der Ausgangsteilvektor Yt = zir+1, ... ,r+s) rekonstruiert wird (Yt ~ f(Xt)). Ais 
Thainingsfehler kann z.B. der mittlere quadratischer Fehler 

(5.43) 

berechnet werden. Beim Thaining kann es zu einer Spezialisierung (Over fitting) 
des Modells auf den Thainingsdatensatz Zt kommen, indem die Ein-Ausgangs­
Wertepaare geradezu auswendig gelernt werden, nicht aber der zugrundeliegen­
de funktionale Zusammenhang. 1m Extremfall konnte der Thainingsalgorithmus 
einfach eine Wertetabelle zu Zt anlegen und dann zu jedem Eingangsvektor den 
Ausgangsvektor des entsprechenden Tabelleneintrags ausgeben. Der Thainings­
fehler ware in diesem Falle null, allerdings wUrde dieses Modell fUr Eingangs­
vektoren Xv, die nicht im Thainingsdatensatz Zt enthalten sind, keinen oder nur 
einen unsinnigen Ausgangsvektor ausgeben. Bestimmt das Modell dagegen auch 
flir Xv ein sinnvolles Ergebnis Yv, so wird dies als Generalisierung bezeichnet. 
Urn die GUte der Generalisierung zu quantifizieren, wird der Validierungsfehler 
(oder Generalisierungsfehler) berechnet, also der Fehler des Modell f (das mit 
Zt trainiert wurde) flir den Validierungsdatensatz Zv. Der mittlere quadratische 
Validierungsfehler ist 

(5.44) 

Meist ist Ev > Et , urn die Gefahr der Spezialisierung zu verringern, sollten Ev 
und Et jedoch in der gleichen GroBenordnung liegen. 

Haufig verwendete Methoden zur Aufteilung des Datensatzes Z in Thainings­
menge Zt und Valisierungsmenge Zv sind: 

• Leave-One-Out: FUr alle k = 1, ... , n wird bei der Leave-One-Out­
Methode Zv = {zd, Zt = Z\Zv gewahlt, das Modell Y = f(X) mit 
Zt trainiert und anschlieBend der Validierungsfehler Ev k fUr f mit Zv 
bestimmt. Ein MaB flir die ModellgUte ist der mittlere Validierungsfehler 

(5.45) 

• m-fache Cross-Validierung benutzt Validierungsmengen Zv mit jeweils m 
Vektoren (11Zvli = m). Diese konnen z.B. m aufeinander folgende Vektoren 
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sein (Zv = {Zi, ... ,Zi+m}, i E {I, ... ,n-m}), feste Abstande besitzen 
(Zv = {Zi,ZHLn/mJ ""Zi+(m-l)'Ln/mJ}, i E {I, ... , LnJmJ - I}), oder 
zufallig gewahlt werden . 

• Leave-m-Out benutzt alle Zv C Z mit IIZvll = m. Es werden also alle 
(~) moglichen Kombinationen aus Trainings- und Validierungsmengen 
durchlaufen. Da fUr jeden Durchlauf ein komplettes Training des Funkti­
onsapproximators durchgefuhrt werden muss, ist diese Methode nur fUr 
kleine Werte von m (bzw. n - m) praktikabel. 

Der Validierungsfehler, der mit Hilfe einer solchen Methode berechnet wird, 
gibt an, mit welcher Genauigkeit die Ausgangskomponenten X(Ol), ••• , x(o.) be­
stimmt werden konnen, wenn nur die Eingangskomponenten x( it) , ... , x( i~) be­
kannt sind. Der Validierungsfehler Ev ist also ein MaE fUr den Einfluss der Da­
tenkomponenten x(id, ... , x(i·) auf die Komponenten x( od , ... , x( 0.). Uber die 
Quantifizierung der Starke dieses nichtlinearen Zusammenhangs hinaus liefert 
diese Methode auBerdem auch eine Funktion f in Form des trainierten Modells, 
die diesen Zusammenhang funktional beschreibt. Das Training des Modells kann 
also als nichtlineare Regressionsanalyse und die Validierung als nichtlineare Kor­
relationsanalyse aufgefasst werden. 

5.4 Klassifikation 

Bisher wurden zwei Arten numerischer Objektdatensatze betrachtet: gewohnli­
che Datensatze 

(5.46) 

und Ein-Ausgangs-Datensatze, bei denen jeder Vektor eine Konkatenation aus 
einem p-dimensionalen Eingangsvektor und einem q-dimensionalen Ausgangs­
vektor eines Systems darstellt. 

(5.47) 

Nun werden diese Objektdatensatze so erweitert, dass jeder Datenvektor einer 
von c Klassen angehort, c E {2, 3, ... }. Beispiel: In der Datenbank eines Waren­
hauses sind zu jedem Artikel die Einkaufs- und Verkaufspreise sowie die Num­
mer der entsprechenden Abteilung (z.B. "Lebensmittel"= 1 und "Elektro"= 2) 
gespeichert. Jeder Artikel ist diesem Datensatz ist also ein zweidimensiona­
ler reellwertiger Vektor mit den beiden Komponenten Ein- und Verkaufspreis. 
Zusatzlich ist jeder Vektor einer Klasse zugeordnet, die durch die Nummer der 
Abteilung festgelegt ist. Formal kann die Klassennummer einfach als eine weitere 
Komponente des Datensatzes mit diskretem Wertebereich betrachtet werden. 

x = {Xl, ... ,Xn } C lR,P x {I, ... ,c} (5.48) 

Die Datenanalyse kann dann im Prinzip genau wie in den vorherigen Abschnit­
ten beschrieben erfolgen. Dabei muss allerdings berucksichtigt werden, dass die 
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Klassennummer eine nominalskalierte GroBe ist. Es ist also fur die (p + l)-te 
Komponente keine Ordnung der Klassen definiert, so dass Additionen oder Mul­
tiplikationen von Klassennummern keinen Sinn ergeben. Zur Berucksichtigung 
der Klasseninformation werden daher einige spezielle Methoden der Datenana­
lyse benutzt, die in diesem und den beiden folgenden Abschnitten beschrieben 
sind. 

Es wird hier angenommen, dass die Datenvektoren X(I, ... ,p) typische Bei­
spiele fur die Elemente der jeweiligen Klassen darstellen. Jede Klasse wird also 
durch die zugehorigen Datenvektoren spezifiziert. Mit Hilfe des Datensatzes X 
kann also versucht werden, eine Funktion f : lRP -t {I, ... , c} zu bestimmen, 
die zu jedem Datenvektor die korrekte Klasse lief ern solI. Die Anwendung ei­
ner solchen Funktion wird auch Klassifikation genannt, die Bestimmung der 
Klassifikationsfunktion aus dem Datensatz X heiBt Klassifikatorentwurf Der 
Klassifikatorentwurf weist groBe Ahnlichkeit zum Entwurf von Funktionsappro­
ximatoren aus Abschnitt 5.3 auf. Auch beim Klassifikatorentwurf ist es notwen­
dig, den Datensatz in eine Trainings- und Validierungsmenge aufzuteilen, um 
die generalisierende Klassifikatorgllte bestimmen zu konnen, mit der sich eine 
Spezialisierung vermeiden lasst. 

Eine haufig verwendete Klassifikationsfunktion ist der Nachste-Nachbar­
Klassifikator, der eine Menge 

v = {Vb . .. ,Vm } C lRP x {I, ... ,c} (5.49) 

von m = {2, 3, ... } klassifizierten Reprasentanten oder Prototypen benutzt. Zu 
jedem zu klassifizierenden Eingangsvektor e E lRP wird der nii.chste Nachbar Vi 

so bestimmt, dass 

lie - vjl, ... ,P) II = . min lie - vY,···,p) II 
3=1, ... ,m 

(5.50) 

und die entsprechende Klasse vjP+!) als Klasse von e ausgegeben. Eine Modifika­
tion dieser Methode ist der Nachste-k-Nachbarn-Klassifikator, der die Klassenin­
formationen nicht nur des nachsten N achbarn, sondern der k nachsten N achbarn 
berucksichtigt, und z.B. den Modalwert der entsprechenden k Klassen ausgibt. 

SolI der Nachste-(k-)Nachbar(n)-Klassifikator eingesetzt werden, so mussen 
geeignete Reprasentanten V aus X bestimmt werden. Zwei bekannte Methoden 
hierzu sind die lernende Vektorquantisierung (LVQ) (Abbildung 5.5) [68, 69] 
und der Q*-Algorithmus (Abbildung 5.6) [107, 108]. LVQ benutzt pro Klasse 
genau einen Reprasentanten Vi E lRP , i = 1, ... ,c. Die Menge V = {VI, ..• , Vc} 

dieser Reprasentanten wird zu Beginn zufallig initialisiert. Fur jeden Datenvek­
tor X~I, ... ,P) wird dann der nachste Nachbar Vi E V bestimmt. Falls der Vektor 

X~I, ... ,P) zur Klasse von Vi gehort, so wird der Gewinnerprototyp in Richtung 

X~l, ... ,P) verschoben, ansonsten wird er in die entgegengesetzte Richtung (von 

x~I, ... ,P) weg) verschoben. Wie weit der Gewinnerprototyp verschoben wird, legt 
die monoton fallende Gewichtsfunktion 0: : {I, 2, ... } -t (0,1) fest. 1m Laufe der 
Iterationen werden dadurch die Veranderungen der Prototypen immer geringer, 
bis schlieBlich ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt ist. 
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1. Gegeben klassifizierter Datensatz X = {x},'" ,xn } C lRP x {1, ... ,e}, 
Klassenanzahl e E {2, ... , n - 1}, Gewichtsfunktion 0:( t) 

2. Initialisiere V = {Vl' ... , V e } C lRP, t = 1 

3. for k = 1, ... ,n 

(a) Bestimme Gewinnerprototypen Vi E V so, dass 

(b) Verschiebe Gewinnerprototypen 

v. _ {Vi + o:(t)(X~l, ... ,P) - Vi) falls x~+1) = i 
t - (t)( (l, ... ,p) ) sonst Vi - 0: Xk - Vi 

4. t = t + 1 

5. Wiederhole ab (3.), bis Abbruchkriterium erreicht 

6. Ausgabe: Referenzvektoren V = {Vl' ... ,ve } C lRP 

Abbildung 5.5: Lernende Vektorquantisierung 

1m Gegensatz zu LVQ verwendet Q* pro Klasse eine Menge Vi C lRP von Re­
pdisentanten und zusatzHch eine Menge Si C lRP von Beispielen, i = 1, ... , c. 
Die Mengen der Reprasentanten werden zu Beginn jeweils mit einem zufallig 
gewahlten Vektor initialisiert, und die Beispielmengen sind zu Beginn alle leer. 
Analog zu LVQ wird dann fUr jeden Datenvektor X~l, ... ,P) der nachste Nachbar 
Vij E Vl U ... U 11;, bestimmt. 1m Gegensatz zu LVQ wird der Gewinnerproto­
typ jedoch nicht modifiziert. Bei richtiger Klassifikation wird der Datenvektor 
X~l, ... ,P) als weiteres Beispiel fUr den Reprasentanten Vij zur Beispielmenge Sij 

hinzugenommen. Bei falscher Klassifikation wird aus X~l, ... ,P) dagegen ein neuer 

Reprasentant fUr die Klasse X~+l) gebildet, d.h. X~I, ... ,P) wird der Reprasentan­
tenmenge V.,(P+l) hinzugefiigt. Eine Modifikation der Prototypen erfolgt bei Q* 
erst, wenn aIle Daten Xk E X auf diese Weise durchlaufen wurden. Dann wer­
den namHch die Prototypen als Mittelwert aller entsprechenden Beispielvektoren 
gebildet. Dieser Vorgang wird bis zur ErfiiIlung einer geeigneten Abbruchbedin­
gung wiederholt. 

Beide Algorithmen, LVQ und Q*, Hefern zu einem klassifizierten Datensatz 
X = {Xl, ... , Xn} C lRP x {1, ... , c} eine Menge von (Mengen von) Klassenre­
prasentanten. Diese Reprasentanten konnen als Grundlage eines Klassifikators 
dienen, der die Klassen unklassifizierter Vektoren ~ E lRP bestimmen kann (z.B. 
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1. Gegeben klassifizierter Datensatz X = {Xl, ... ,Xn } C IRP X {I, ... ,c}, 
Klassenanzahl c E {2, ... ,n -I} 

2. Initialisiere V = {Vl , ... , Vel, Vi = {Vil} c IRP, i = 1, ... , c, 
S = {SU,Sl2, ... , ... ,Sel,Se2''''}' Sij = n c IRP, i = 1, ... ,c, j = 
1,2, ... 

3. for k = 1, ... ,n 

(a) Bestimme Gewinnerprototypen Vij E U V = Vl U ... U Ve so, dass 

(b) if x~+1) = i, (Xk richtig klassifiziert) 
then Sij = Sij U {Xk} else VX(P+l) = Vx(P+l) U {x1l , ... ,P)} 

k k 

4. for Vij E V (alle Prototypen Vij durch Mittelwert von Sij ersetzen) 
if Sij "# n, then Vij = mean(Sij), Sij = n 

5. Wiederhole ab (3.), bis Abbruchkriterium erreicht. 

6. Ausgabe: Referenzvektoren V = {Vl"'" Vel, Vi C IRP, i = 1, ... ,c 

Abbildung 5.6: Der Q*-Algorithmus 

Nachster-Nachbar-Klassifikator). Aber auch fUr die reine Datenanalyse sind die­
se Reprasentanten sehr interessant, denn sie sind typische Spezifikationen der 
einzelnen Klassen. 1m obigen Beispiel des Warenhausdatensatzes Hefem die Re­
prasentanten die in Bezug auf die Ein- und Verkaufspreise typischen Produkte 
der einzelnen Abteilungen und dienen damit zur Analyse des Produktspektrums. 
Eine Modifikation von LVQ verwendet unscharfe Klassenzugeh6rigkeiten zwi­
schen null und eins. Diese unscharfe lernende Vektorquantisierung (Fuzzy LVQ, 
FL VQ) ist in [96] beschrieben. 

5.5 Entscheidungsbaume 

Klassifikatoren, die mit Reprasentanten arbeiten, wie der Nachste-Nachbar­
Klassifikator betrachten stets alle p Komponenten der Reprasentanten gleich­
zeitig. In einigen Fallen lasst sich jedoch eine viel einfachere und iibersichtli­
chere Klassifikation erreichen, wenn einzelne Komponenten in der Reihenfolge 
der Wichtigkeit iiberpriift und so die Kandidaten fUr die gesuchte Klasse im­
mer mehr eingeschrankt werden. Ein solcher Klassifikator hat eine hierarchische 
Struktur, im Gegensatz zur flachen Struktur der Klassifikatoren aus dem vorigen 
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h>1m 

Vogel Mensch Katze Pferd 

Fisch Vogel Katze Fisch Mensch Pferd 

Abbildung 5.7: Zwei (funktional) aquivalente Entscheidungsbaume 

Abschnitt. Hierarchische Klassifikatoren lassen sich mit Entscheidungsbaumen 
darstellen. Abbildung 5.7 zeigt zwei aquivalente Entscheidungsbaume fUr den 
(funktional) gleichen Klassifikator. Beide Klassifikatoren erhalten den zweidi­
mensionalen Merkmalsvektor ~ = (b, h) eines Lebewesens, wobei b E {O, 2, 4} 
die Anzahl der Beine und h > 0 die Korpergrofie (in Metern) ist. Aus dem 
Merkmalsvektor solI die Art des Lebewesens klassifiziert werden, also festge­
stellt werden, ob das Lebewesen ein Fisch, Vogel, Mensch, Katze oder Pferd ist. 
Ein Klassifikator mit Reprasentanten wiirde fUr dieses Beispiel die Merkmalsvek­
toren von typischen Fischen, Vogeln usw. speichern und gemaB der Ahnlichkeit 
von ~ mit den gespeicherten Merkmalsvektoren klassifizieren. Die beiden Ent­
scheidungsbaume betrachten dagegen nacheinander die einzelnen Komponenten 
des Merkmalsvektors. 1m oberen Entscheidungsbaum wird zunachst das Merk­
mal b gepriift. 1m Falle b = 0 ist die Klasse (Fisch) bereits bestimmt, ohne dass 
das Merkmal h betrachtet werden muss. In den Fallen b = 2 und b = 4 wird 
jeweils der Bereich moglicher Klassen eingeschrankt (Vogel oder Mensch bzw. 
Katze oder Pferd), es liegt also bereits nach Priifung eines einzigen Merkmals 
ein Informationsgewinn vor. Zur genauen Festlegung der entsprechenden Klasse 
ist jedoch fiir b =f. 0 eine zusatzliche Priifung des Merkmals h erforderlich. 

1m unteren Entscheidungsbaum wird zuerst das Merkmal h gepriift. Dadurch 
ist noch keine eindeutige Klassifikation moglich, aber der Informationsgewinn 
besteht darin, dass das Lebewesen Fisch, Vogel oder Katze (bzw. Fisch, Mensch 
oder Pferd) sein muss. Auch hier ist zur genauen Klassifikation eine weitere 
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Merkmalsprufung notwendig. 
Welcher der beiden Entscheidungsbaume ist besser? Die Traversierung des 

Entscheidungsbaumes liefert die Information der KlassenzugehOrigkeit. An je­
dem Knoten des Entscheidungsbaumes wird eine bestimmte Menge X C IR,P x 
{I, ... , c} betrachtet, die alle an diesem Knoten moglichen Vektoren enthalt. Je­
de Klasse kommt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit vor, die aus den Klassen 
in X geschatzt werden kann. Mit der Kurzschreibweise Xkj = {x E X I xU) = 
k}, j = 1, ... ,p + 1, betragt die Wahrscheinlichkeit fUr Klasse k 

(5.51) 

Die Entropie, also die am aktueIlen Knoten in der Menge X enthaltene Infor­
mation betragt damit 

c 

H(X) = - LP(x(P+1) = k) log2P(x(P+1) = k) (5.52) 
k=l 

~ II XkP+111 1 IIXkp+lll 
= - ~ IIX II og2 IIXII (5.53) 

Fur jeden Knoten eines Entscheidungsbaums gilt, dass alle unmittelbar dar­
unterliegenden Kanten dasselbe Merkmal betrachten. Ohne Beschrankung der 
AIlgemeinheit seien diese Merkmale diskretwertig mit dem Wertebereich xU) E 
{l, ... , Vj}, wobei j E {l, ... ,p} der Index des betrachteten Merkmals ist und 
Vj E {l, 2, ... } die Anzahl der Kanten. Die Traversierung der Kante Nummer 
k E {l, ... ,vj} liefert die Information H(Xkj) gemaB (5.52). Die Wahrschein­
lichkeit fur die Traversierung der Kante Nummer k E {l, ... , Vj} lasst sich aus 
X als 

p(xU) = k) = IIXkjll 
IIXII 

(5.54) 

schatzen. Wird das Merkmal j in den unmittelbar nachfolgenden Kanten ver­
wendet, so ergibt sich durch Traversierung einer dieser Kanten ein erwarteter 
Informationsgewinn gj. Dieser Informationsgewinn berechnet sich aus der In­
formation der Menge X minus dem Erwartungswert der Information nach der 
Traversierung zu einem der Vj Folgeknoten. 

gj = H(X) - tp(xU) = k) . H(Xkj) = H(X) - t IIXkjl1 H(Xkj ) (5.55) 
k=l k=l IIXII 

Der (informationstheoretisch) beste Entscheidungsbaum ist derjenige, der an 
jeder Kante dasjenige Merkmal betrachtet, das zu einem maximalen Informa­
tionsgewinn fuhrt. Die Frage, welcher der beiden Entscheidungsbaume in Ab­
bildung 5.7 der (informationstheoretisch) beste ist, kann also nur beantwortet 
werden, wenn aIle zugehOrigen bedingten Klassenwahrscheinlichkeiten bekannt 
sind oder aus einem Datensatz X geschatzt werden konnen, z.B. aus den in 
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Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 
GroBe h [m] 0.1 0.2 1.8 0.2 2.1 1.7 0.1 1.6 
Beine b 0 2 2 4 4 2 4 2 
Tier F V M K P M K M 

Tabelle 5.2: Datensatz zum Aufbau der Entscheidungsbaume in Abbildung 5.7 

Tabelle 5.2 angegebenen Daten. Dabei steht "F" fur Fisch, "V" fur Vogel, "M" 
fUr Mensch, "K" fur Katze und "P" fUr Pferd. Da in X die Klassen "F", "V" 
und "P" jeweils einmal vorkommen, die Klasse "M" dreimal und die Klasse "K" 
zweimal, betragt die Entropie von X 

H(X) 
1111332211 

-8"lOg28" - 8"lOg2 8" - 8"lOg2 8" - 8"lOg2 8" - 8"lOg2 8" (5.56) 

~ 2.1556 bit. (5.57) 

Angenommen, die Anzahl der Beine b wurde am Wurzelknoten fur die ers­
ten Verzweigungskanten betrachtet (entspricht Abbildung 5.7 oben). Wegen des 
Wertebereichs b E {O, 2, 4} kommen drei Kanten mit den Markierungen "b = 0", 
"b = 2" und "b = 4" in Frage. Die Entropiewerte nach der Traversierung einer 
dieser Kanten betragen 

H(X I b = 0) 

H(X I b = 2) 

H(X I b = 4) 

111122 . 
--log2 - - -lOg2 - - -log - ~ 1 5 bIt (5.58) 4 4 4 4 4 24 . , 

1 1 3 3 . 
-"4log2"4 - "4log2 "4 ~ 0.8113 bIt, (5.59) 

1 1 2 2 . 
- 310g2 3 - 3 10g2 3 ~ 0.9183 bIt. (5.60) 

Daraus folgt der Informationsgewinn fur die Wahl von b als erstem Verzwei­
gungsmerkmal 

gb H(X) - ~H(X I b = 0) - ~H(X I b = 2) - ~H(X I b = 4)(5.61) 

~ 1.2181 bit. (5.62) 

Wird dagegen die Korpergrofie h am Wurzelknoten betrachtet (entspricht Ab­
bildung 5.7 unten), so sind fur den gegebenen Datensatz zwei Kantenmarkie­
rungen "h :S 1m" und "h > 1m" ausreichend, d.h. sowohl fur h :S 1m als auch 
fur h > 1m lasst sich durch alleinige Angabe von b eine eindeutige Klassifikation 
erreichen. Die Entropiewerte nach der Traversierung einer der beiden Kanten 
sind 

H(X I h:S 1m) 

H(X I h> 1m) 

1 1 1 1 2 2 
- "4 log2 "4 - "4 log2 "4 - "4 log2 "4 ~ 1.5 bit, (5.63) 

1 1 3 3 . 
- "4log2 "4 - "4 log2 "4 ~ 0.8113 bIt. (5.64) 
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• Gegeben X={Xl, ... ,xn } C{l, ... ,vd x ... x {I, ... ,vp } x {I, ... ,c} 
call ID3(X, Wurzel, {I, ... ,p}) 

• procedure ID3(X, N,I) 

1. if Vx E X alle x(pH) gleich then break 

2. Berechne Informationsgewinn gj(X) Vj E I 

3. Bestimme Gewinnerkomponente i = argmax{gj(X)} 

4. Zerlege X in Vi disjunkte TeiImengen 

X ki = {x E X I x(i) = k}, k = 1, ... ,Vi 

5. for k mit Xki =I- {} 

- Generiere neuen Knoten Nk und hange ihn an N 

- call ID3(Xki,Nk,I\{i}) 

AbbiIdung 5.8: Aufbau eines Entscheidungsbaums mit ID3 

Damit ist der Informationsgewinn fur die Wahl von h als erstem Verzweigungs­
merkmal 

gh 
4 4 

H(X) - SH(X I h :::; 1m) - SH(X I h> 1m) 

~ 1 bit. 

(5.65) 

(5.66) 

Der obere Entscheidungsbaum in Abbildung 5.7 fiihrt also mit der Thaversierung 
der ersten Kante zu einem erwarteten Informationsgewinn von etwa 1.2181 bit 
(5.62), wahrend der erwartete Informationsgewinn beim unteren Entscheidungs­
baum nur etwa 1 bit (5.66) betragt. Der obere Entscheidungsbaum ist also der 
informationstheoretisch bessere. 

Die obige informationstheoretische Betrachtung fiihrt nicht nur wie gerade 
dargestellt zu einem Kriterium zum Vergleich verschiedener Entscheidungbaume, 
sondern liefert auch eine konstruktive Methode zur Erstellung informations­
theoretisch optimaler Entscheidungsbaume: den ID3-Algorithmus [105], der in 
AbbiIdung 5.8 dargestellt ist. Ausgehend von dem Gesamtdatensatz X, dem 
Wurzelknoten des Entscheidungsbaums und der Menge {I, ... ,p} aller noch zu 
vergebenden Merkmale wird die rekursive Prozedur ID3 aufgerufen, die den 
informationstheoretisch optimalen Entscheidungsbaum aufbaut. Die Rekursi­
on in ID3 bricht ab, wenn am aktuellen Knoten alle Daten der selben Klasse 
angeh6ren, denn dann sind keine weiteren Verzweigungskanten notwendig. An­
sonsten wird der erwartete Informationsgewinn gi (5.55) fur jedes noch zu verge-
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bende Merkmal berechnet und dasjenige Merkmal j bestimmt, das den hOchsten 
Informationsgewinn bringt. Anhand der Werte des Gewinnermerkmals j wird 
der Datensatz X in disjunkte Teilmengen zerlegt und fUr jede nichtleere Teil­
menge ein neuer Knoten angehangt. Fur jeden angehangten Knoten wird dann 
rekursiv der zugeh6rige Teilbaum berechnet. 

ID3 geht davon aus, dass fUr jedes Merkmal eine endliche diskrete Werte­
menge existiert, z.B. in Form tatsachlich diskreter Wertemengen oder in Form 
von benutzerdefinierten Werteintervallen wie im obigen Beispiel die Intervalle 
( -00, 1m) und (1m, 00) fUr die K6rpergr6Be h. Der Classification and Regres­
sion Tree Algorithm (CART) [20] ist eine Erweiterung von ID3 fUr reellwertige 
klassifizierte Datensatze X C IRP x {I, ... , c}, die fUr jede Komponente x(l), 
I = 1, ... ,p, durch Entropiemaximierung eine Intervallgrenze s(l) bestimmt, 
so dass von jedem inneren Knoten des Entscheidungsbaums zwei Kanten mit 
den Markierungen "x{l) :s 8{l)" und "x{l) > 8(/)" ausgehen. 1m Gegensatz dazu 
benutzt Chi-Square Automatic Interaction Detection (CHAID) [61] zur Bestim­
mung der Intervallgrenzen einen statistischen 3 2-Test. 

Eine andere Erweiterung von ID3 sind die Programme C4.5 [106] und See5 
/ C5.0, die ebenfalls auch mit reellwertigen Daten arbeiten. Zusatzlich k6nnen 
die Daten bei C4.5 und See5 / C5.0 auch fehlende Eintrage besitzen, uberflussi­
ge Aste der Entscheidungsbaume werden anschlieBend entfernt (sog. Pruning) 
und es k6nnen aus dem Entscheidungsbaum Regeln extrahiert werden. In Ab­
schnitt 5.8 wird eine Methode auf der Basis von Clusterverfahren beschrieben, 
die einen Entscheidungsbaum aus einem unklassifizierten reellwertigen Daten­
satz X C IRP bestimmt. Hierzu werden je nach Datenlage eine oder mehrere 
Kanten an jeden Knoten angehangt und die entsprechenden Kantenmarkierun­
gen automatisch bestimmt. 

Die primare Motivation fUr die Erstellung eines Entscheidungsbaums ist sein 
Einsatz als Klassifikator. Fur die reine Datenanalyse sind jedoch auch die ge­
wonnenen Strukturinformationen des Entscheidungsbaumes interessant, z.B. ist 
die Reihenfolge der Verzweigungsvariablen ein Indiz fur deren Wichtigkeit zur 
Klassenunterscheidung. 

5.6 Clustering 

Bei den Klassifikatoren aus dem vorigen Abschnitt wurde von Datensatzen aus­
gegangen, die neben den eigentlichen Merkmalsvektoren auch deren Klassen­
zugeh6rigkeit enthalten. In vielen Anwendungen sind solche Klassenzugeh6rig­
keiten nicht verfugbar oder zu aufwendig zu bestimmen (z.B. durch manuelle 
Klassifikation). Mit Hilfe der in diesem Abschnitt dargestellten Clusterverfah­
ren lassen sich Klassenzugeh6rigkeiten aus der Struktur der Daten schatzen 
[13,117]. 

Abbildung 5.9 (links) zeigt den Datensatz 

(5.67) 
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Abbildung 5.9: Ein Datensatz und die Aufteilung in seine Clusterstruktur 

der offensichtlich zwei Hiiufungspunkte (Cluster) links unten bzw. rechts oben 
enthalt. In Abbildung 5.9 (rechts) ist eine Partition von X gemaB dieser Clus­
terstruktur verdeutlicht. Der Datensatz wird in die disjunkten Teilmengen C1 = 
{Xl, X2, X3} und C2 = {X4' X5, X6} zerlegt, die durch die gestrichelten Kreise an­
gedeutet sind. Dass die beiden Cluster gleich viele Elemente und Vektoren mit 
aufeinander folgenden Indizes enthalten, ist eine Besonderheit des Datensatzes 
X (5.67) und ist im Allgemeinen nicht der Fall. Eine Zerlegung eines Datensat­
zes X = {Xl, .•• ,Xn } C lR,P in seine Clusterstruktur ist allgemein definiert als 
die Partition von X in C E {2, 3, ... ,n - 1} disjunkte Teilmengen C1 , ... ,Ge so, 
dass 

G1 U ... U Ge , 

:f. {} fur alle i = 1, ... , C 

{} fur alle i,j = 1, ... , c,i :f. j. 

(5.68) 

(5.69) 

(5.70) 

Die Cluster Gi , i = 1, ... , c, sind genau dann eine gute Reprasentation der 
Clusterstruktur in X, falls alle Punkte innerhalb der Cluster einen geringen 
Abstand voneinander haben, und alle Punkte in verschiedenen Clustern einen 
graBen Abstand. Aus dieser Forderung lassen sich sequenzielle hierarchische 
nichtiiberlappende Clustermodelle definieren, die zu einem gegebenen Daten­
satz X Clusterpartitionen bestimmen. Abbildung 5.10 zeigt den Algorithmus 
der agglomerativen Variante, die sogenannte sequenzielle agglomerative hierar­
chische nichtuberlappende (SAHN) Clusteranalyse. Zu Beginn des Algorithmus 
geht SAHN davon aus, dass jeder Punkt Xk, k = 1, ... , n, des Datensatzes ein 
einzelnes Cluster darstellt. Es gibt also Co = n Cluster GOk = {xd, k = 1, ... ,no 
In jedem Schritt ides SAHN-Algorithmus wird dasjenige Paar von Clustern 
Gia und Gib , a, b E {1, ... , Ci} bestimmt, das den geringsten Abstand besitzt. 
Diese beiden Cluster werden dann zu einem einzigen Cluster verschmolzen. Zu 
Beginn des Algorithmus enthalt jedes Cluster jeweils genau einen Punkt. Der 
Abstand zwischen zwei Clustern ist also gleich dem Abstand der in den beiden 
Clustern befindlichen Punkte. 1m Laufe des Algorithmus werden jedoch Cluster 
verschmolzen, wodurch Cluster mit mehreren Punkten entstehen. Der Abstand 
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1. Gegeben Datensatz X = {Xl, ... , Xn} C m,P, 
Abstandsma6 d : (lRP X ••• X lRP) X (lRP X ••• X lRP) -t lR 

2. Initialisierung r 0 = {COl," . , Coco} = {{xI}, ... , {xn}} 
=>eo=n 

3. for i = 0, ... , n - 1 

• Bestimme (a*, b*) mit 
d( Cia-, Cib-) = mina,bE{I, ... ,c;}, a:# d( Cia, Cib ) 

• r iH = (ri \ {Cia-} \ {Cib-}) U {Cia' UCib·} 

4. Ausgabe: Teilmengen ro, ... , r n 

Abbildung 5.10: SequenzieIle agglomerative hierarchische nichtuberlappende 
(SAHN) Clusteranalyse 

zwischen solchen Clustern kann bestimmt werden durch 

• Minimalabstand (Single Linkage) 

(5.71) 

• Maximalabstand (Complete Linkage) 

(5.72) 

• mittleren Abstand (Average linkage) 

Abbildung 5.11 (links) zeigt den Maximal- und Minimalabstand der beiden 
Cluster aus Abbildung 5.9. Fur den mittleren Abstand wird der Mittelwert al­
ler Abstande zwischen den Punkten des einen Clusters und den Punkten des 
anderen Clusters gebildet, wie in Abbildung 5.11 (rechts) gezeigt. 1m Laufe des 
SAHN-Agorithmus' werden sukzessive Cluster zusammengefasst, bis schlief3lich 
aIle Punkte zu ein und dem selben Cluster gehoren. Diese Eigenschaft wurde 
bereits bei der Bildung von Korrelationsclustern beschrieben (Abbildung 5.2). 
Abbildung 5.12 zeigt ein sogenanntes Dendogramm, das darstellt, wie die ein­
zelnen Punkte Xl,' .. ,X6 (Indizes auf der Abzisse) sukzessive von unten nach 
oben zusarnmengefasst werden, bis schlieBlich nur noch ein einzelnes Cluster 
vorhanden ist. Die so bestimmten Partitionen lauten der Reihe nach 
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Abbildung 5.11: Abstande zwischen Clustern 
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fo = {{Xl},{X2},{X3},{X4},{X5},{X6}} (5.74) 

fl = f2 {{Xl,X2},{X3},{X4},{X5,X6}} (5.75) 

f3 = f4 {{Xl,X2,X3},{X4,X5,X6}} (5.76) 

f5 = {{Xl,X2,X3,X4,X5,X6}} = {)(} (5.77) 

Auf der Ordinate des Dendogramms konnen die Schleifenindizes i aufgetragen 
werden. Aussagekraftiger sind jedoch die Abstande der beiden Cluster, die im 
jeweiligen Schritt verschmolzen werden. Die Ordinate in Abbildung 5.12 zeigt 
die Minimalabstande gemaB (5.71). 

Analog zu diesem agglomerativen Clusteralgorithmus liisst sich auch ein di­
visiver Algorithmus schreiben. Die sequenzielle divisive hierarchische nichtuber­
lappende (SDHN) Clusteranalyse beginnt mit der Initialisierung ro = {COe'} = 

o 
{ { Xl, ... , Xn} }, also mit Co = 1 Cluster und teilt die Cluster in jedem Schritt 
sukzessive in Teilcluster auf. Eine Variante des SAHN-Algorithmus' benutzt 
Dichteschatzer anstelle von AbstandsmaBen zur Verschmelzung von Clustern 
(Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise, DBSCAN) [134, 
161]. 

Bisher wurde die Partition eines Datensatzes stets mit einer Partitionsmenge 
f dargestellt, die die einzelnen Cluster, also die disjunkten Teilmengen von 
)( enthiilt. Eine aquivalente Darstellung dieser Partition ist eine Matrix von 
Zugehorigekeitswerten Partitionsmatrix U mit den Elementen 

(5.78) 

Da jedes Cluster mindestens ein Element besitzt, gilt fUr jede Partitionsmatrix 

n 

L Uik > 0, i = 1, ... , c. 
k=l 

(5.79) 

Da die Cluster disjunkt sind, wird jedes Datum genau einem Cluster zugeordnet, 
und es gilt fUr die Partitionsmatrix 

e 

L Uik = 1, k = 1, ... , n. 
i=l 

(5.80) 

Abbildung 5.13 (links) zeigt den Datensatz )( (5.67) und die Werte der zweiten 
Zeile der Partitionsmatrix als vertikale Balken. Die zweite Zeile der Partitions­
matrix enthiilt die Werte eins fur alle Elemente des zweiten Clusters und die 
Werte null fur alle anderen Punkte. Die Balken an den Punkten X4, ... , X6 ha­
ben deswegen die Hohe eins, wiihrend die ubrigen Balken nicht sichtbar sind 
(Hohe null). 

Eine dritte Beschreibungsmoglichkeit fUr Cluster neben Partitionsmengen 
und Partitionsmatrizen sind Prototypen wie z.B. Clusterzentren 

(5.81) 
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Abbildung 5.13: Darstellung von Clustern durch ZugehOrigkeiten und Zentren 

Jedes Cluster wird dabei durch ein einzelnes Zentrum Vi, i = 1, ... ,c, reprasen­
tiert. Die Zuordnung der einzelnen Punkte Xk, k = 1, ... ,n, zu den c Clustern 
kann z.B. mit der Niichster-Nachbar-Regel analog zu (5.50) erfolgen, d.h. Xk 

gehort zu Cluster i genau dann, wenn 

Ilxk - viii = . min Ilxk - vjll· 
J=l, ... ,c 

(5.82) 

Zur Bestimmung von Clusterzentren eignet sich das c-Means (CM) Modell [5], 
das tiber die Minimierung der Summe der quadratischen Abstande zwischen den 
Zentren und den zugehorigen Punkten definiert ist. Das CM-Modelllautet also: 
Minimiere die Zielfunktion 

c c n 

(5.83) 

Aus den notwendigen Bedingungen ftir (lokale) Extrema von (5.83), 

aJCM(U, V;X) _ 0 
aVi -, 

i = 1, ... , c, (5.84) 

folgt ftir die Clusterzentren 

_ 1 "'" _ I:~=1 Uik Xk 
Vi - IIC'II ~ Xk - ",n . . 

., "'kECi wk=l U,k 
(5.85) 

Jedes Clusterzentrum Vi ist also das erste Moment oder der Schwerpunkt aller 
Punkte des Clusters i. Wird ein Clusterzentrum entsprechend (5.85) bestimmt, 
ergeben sich moglicherweise andere Cluster, denn die Zugehorigkeiten der Punk­
te zu den Clustern sind ja tiber die nachsten Clusterzentren (5.82) definiert, und 
eine Veranderung der Zentren kann somit eine Veranderung der Clusterzuord­
nung bewirken. Daher sollte also nach einer Anderung der Zentren V auch die 
Partitionsmatrix U neu bestimmt werden, was wiederum eine Neuberechnung 
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1. Gegeben Datensatz X = {Xl, ... , Xn} C mp, 
Clusteranzahl C E {2, ... , n -1}, 
Maximalzahl der Iterationen tmax , 

AbstandsmaB 1i.1i, 
AbstandsmaB ftir Abbruchkriterium 1i.11" 
Abbruchgrenze E 

2. Initialisiere Prototypen V(O) c m,P 

3. for t = 1, ... ,tmax 

- Bestimme U(t) (V(t-l) , X) 

- Bestimme vet) (U(t), X) 

- if IW(t) - V(t-l) Ilf :S E, stop 

4. Ausgabe: Partitionsmatrix U E JRcxn , 

Prototypen V = {VI, ... ,Vc} E JRP 

Abbildung 5.14: Alternierende Optimierung von Clustermodellen 

der Zentren notwendig macht. Zur Optimierung des CM-Modells wird also ab­
wechselnd U gemaB (5.82) und V gemaB (5.85) neu bestimmt. Diese alternieren­
de Optimierung (AO) ist in Abbildung 5.14 dargesteUt. Hier wird zunachst V 
zufallig initialisiert und nach jeder Neuberechnung von U und V geprtift, ob die 
Anderungen in V unterhalb einer Abbruchgrenze E liegen. Initialisierung und 
Terminierung konnte aber auch tiber U statt V erfolgen, so dass innerhalb der 
For-Schleife zunachst vet) (U(t-l), X) und dann U(t) (V(t), X) berechnet wtirde. 
Dies stellt jedoch in der Regel einen wesentlich hoheren Berechnungsaufwand 
dar und ist daher nicht effizient. 

Die Aufteilung des Datensatzes (5.67) in die beiden Cluster in Abbildung 5.9 
ist leicht nachvollziehbar, da die Daten tatsachlich klar getrennt sind. Wird 
dagegen der Punkt X7 = (~) hinzugeftigt, ist also 

(5.86) 

(siehe Abbildung 5.15 links), so ist nicht klar, welchem Cluster der neue Punkt 
X7 zuzuordnen ist. Aufgrund der Symmetrie saUte X7 beiden Clustern gleicher­
maBen zugeordnet werden, also zu beiden Clustern die Zugehorigkeit 1/2 erhal­
ten. Diese Forderung lasst sich erfiillen, wenn ftir die Eintrage der Partitionsma­
trix Werte im Intervall Uik E [0, 1], i = 1, ... , c, k = 1, ... ,n, zugelassen werden. 



Abbildung 5.15: Datensatz mit einem Punkt, der beiden Clustern gleichermafien 
angeh6rt, und die entsprechende unscharfe Partition 

Die Semantik solcher kontinuierlicher ZugehOrigkeitswerte lautet 

{
=o 

Uik ; to, 1) 

falls Xk ¢ Ci 

falls Xk E Ci 

sonst. 
(5.87) 

Weiterhin sollen die durch eine solche Partitionsmatrix beschriebenen unschar­
fen Cluster analog zu (5.79) nicht leer sein, 

n 

L Uik > 0, i = 1, ... , c, 
k=l 

und es solI analog zu (5.80) die Normalisierungsbedingung 

c 

LUik = 1, k = 1, ... ,n 
i=l 

(5.88) 

(5.89) 

gelten. Die Bedingung (5.89) erinnert an die Normalisierungvon Wahrscheinlich­
keitsverteilungen [118], jedoch stellen ZugehOrigkeiten [31,162] und Wahrschein­
lichkeiten verschiedene Konzepte der Unsicherheit dar [40, 141] und werden hier 
daher streng unterschieden [12]. 1m Unterschied zur unscharfen Datenanalyse 
[6, 77, 146, 153, 159], in der auch die Daten unscharf sein k6nnen [98], werden 
hier lediglich unscharfe Partitionen betrachtet. Abbildung 5.15 (rechts) zeigt die 
zweite Zeile einer solchen unscharfen Partition. Die Zugeh6rigkeiten des neuen 
Punktes X7 sind U17 = U27 = 1/2. Die Zugeh6rigkeiten U21,U22,U23 sind klein, 
k6nnen aber ungleich null sein, und die Zugeh6rigkeiten U24, U25, U26 sind groil, 
k6nnen aber ungleich eins sein. Jeder Punkt kann zu einem gewissen Grad bei­
den Clustern zugeordnet werden. 

Wenn die Cluster durch Prototypen V und eine unscharfe Partitionsmatrix U 
dargestellt werden, so lassen sich diese aus einem Datensatz mit Hilfe des Fuzzy 
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c-Means (PCM) ModeIls [11, 18, 56] bestimmen: Minimiere die Kostenfunktion 

n c 

JpCM(U, V; X) = L L uik Ilxk - vil1 2 (5.90) 
k=li=l 

unter den Randbedingungen (5.88) und (5.89). Der Parameter mE (1,00) legt 
fest, wie graB die Unscharfe der Cluster sein soIl. Fur den Grenzwert m --+ 
1 geht das FCM-ModeIl in das scharfe CM-Modell uber. Fur den Grenzwert 
m --+ 00 erhalten aIle Punkte die gleiche Zugeharigkeit Uik = 1/ c, i = 1, ... ,c, 
k = 1, ... ,n, zu allen Clustern. Ein haufig verwendeter Wert ist m = 2. Da das 
FCM-ModeIl eine Optimierungsaufgabe mit Randbedingungen ist, eignet sich 
zur Lasung das Lagrange-Verfahren. Hierzu dient die Lagrange-Funktion 

FpCM(U, V, A; X) = ~ t uik Ilxk - vil1 2 - A' (t Uik -1) (5.91) 

Die notwendigen Bedingungen fur lokale Extrema der Lagrange-Funktion sind 

} ~ (5.92) 

n 

E uik Xk 
k=l '* Vi = -nc:----- (5.93) 

E uik 
k=l 

Ein Vergleich von (5.93) mit (5.85) bestatigt, dass FCM fur m --+ 1 in CM 
ubergeht. Wie auch bei CM beeinflusst die Wahl der Prototypen die Partiti­
onsmatrix und umgekehrt. Ein geeigneter Algorithmus fur die Optimierung des 
FCM-ModeIls ist daher die alternierende Optimierung nach Abbildung 5.14, nur 
dass nun die Elemente der Partitionsmatrix mit (5.92) ansteIle von (5.82) und 
die Prototypen mit (5.93) ansteIle von (5.85) berechnet werden. Andere Metho­
den zur Optimierung des FCM-ModeIls sind in Abschnitt 5.7 beschrieben. 

Fur das AbstandsmaB in (5.90) und (5.92) kommt prinzipieIl jede belie­
bige Norm aus Abschnitt 2.3 in Frage, z.B. die Euklid'sche Norm oder die 
Mahalanobis-Norm. Eine Variante der Mahalanobis-Norm verwendet statt der 
Kovarianzmatrix des gesamten Datensatzes die Kovarianzmatrizen der einzelnen 
Cluster. Die Kovarianzmatrix des Clusters i = 1, ... ,c ist definiert als 

n 

Si = L uik (Xk - Vi)(Xk - vif· (5.94) 
k=l 

Analog zum Mahalanobis-Abstand lasst sich damit fUr jedes Cluster eine eigene 
Matrixnorm mit 

(5.95) 
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Abbildung 5.16: Formen verschiedener ClusterzugehOrigkeitsfunktionen 

definieren. Der Vorfaktor in (5.95) dient der Normalisierung, so dass jedes Clus­
ter das Hypervolumen det(Ai) = Pi besitzt. Meist werden die Hypervolumina 
als PI = ... = Pc = 1 gewahlt. Mit diesen ciusterspezifischen Normen lasst 
sich die FCM- Kostenfunktion zur Gustafson-Kessel (GK) [44] Kostenfunktion 
modifizieren. 

n c 

JGK(U, V;X) = L L urk ((Xk - Vi)T Ai(Xk - Vi)) (5.96) 
k=1 i=1 

Auch fUr das GK-Modell lassen sich Prototypen und ZugehOrigkeiten durch 
alternierende Optimierung nach Abbildung 5.14 bestimmen. 

Die diskrete Zugehorigkeitsfunktion u : V X X --+ [0,1] in (5.92) lasst sich 
formal zu einer kontinuierlichen ZugehOrigkeitsfunktion u : V x IRP --+ [0,1] 
erweitern, mit der die Zugehorigkeit jedes Punktes x E IRP zu den e Clustern 
bestimmt werden kann. 

i = 1, ... ,e (5.97) 

Fur aile Xk, k = 1, ... ,n, liefern die diskrete und die kontinuierliche Zugehorig­
keitsfunktion den gleichen Wert Ui(Xk) = Uik. Das linke Diagramm in Abbil­
dung 5.16 zeigt die ZugehOrigkeitsfunktion U2(X), die aus X (5.86) mit alternie­
render Optimierung des FCM- Modells gemaB Abbildung 5.14 mit (5.92) und 
(5.93), e = m = 2 und tmax = 100 Iterationen gewonnen wurde. In den Clus­
terzentren ist U2(V2) = 1 und u2(vd = O. Fur Punkte, die weit von beiden 
Clusterzentren entfernt sind, z.B. x' = e~), gilt U2(X/) ~ l/e = 1/2, da die 
Summe aller Zugehorigkeiten stets eins betragt. Wenn x von V2 geradlinig nach 
VI wandert, so ist U2 (x) zunachst eins und fallt dann monoton bis auf null. N ach 
Passieren des Clusterzentrums VI steigt U2(X) jedoch wieder an und nahert sich 

dem Wert U2 ( ( =: )) = 1/ e = 1/2. Dieses inkonvexe Verhalten ist in vielen 
Anwendungen unerwunscht, ebenso die Eigenschaft, dass auch AusreiBer x* die 
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ZugehOrigkeit Ui(X*) = 11c zu allen Clustern erhalten. Dies ist z.B. nicht der 
Fall fUr Cauchy- oder possibilistische [75] ZugehOrigkeitsfunktionen 

1 
Ui(X) = 2 

1 ( lim-ViII) m-l 

+ Vfii 

(5.98) 

mit den Halbwertsbreiten 1]i > 0, i = 1, ... , c, oder ffir hyperkonische Zugehorig­
keitsfunktionen oder Hyperkegel [124] 

Ui(X) = { 1 - IIx~ivill, falls Ilx - ViII ::; ri 

0, sonst, 
(5.99) 

mit den Radii ri > 0, i = 1, ... , c. Abbildung 5.16 zeigt die Form einer Cauchy­
Funktion (Mitte) und einer konischen Funktion (rechts). Beide Funktionen sind 
konvex und konvergieren gegen null ffir weit von den Clusterzentren entfern­
te Punkte. Partitionen mit gewfinschten Eigenschaften (wie z.B. Konvexitat) 
konnen durch Clusteranalyse dadurch erhalten werden, dass die entsprechenden 
kontinuierlichen Zugehorigkeitsfunktionen (wie z.B. hyperkonische Funktionen 
nach (5.99)) direkt in den Algorithmus zur alternierenden Optimierung nach 
Abbildung 5.14 eingesetzt werden. Ein solcher Algorithmus ist also durch eine 
ZugehOrigkeitsfunktion U und nicht durch eine Kostenfunktion J spezifiziert, 
es ist unter Umstanden nicht einmal moglich, eine entsprechende Kostenfunkti­
on J zur gewfinschten Zugehorigkeitsfunktion U anzugeben. Der entsprechende 
Algorithmus heiBt daher nicht mehr alternierende Optimierung, sondern alter­
nierende Clusterschiitzung (Alternating Cluster Estimation, ACE) [124]. In der 
allgemeinen Definition von ACE kann auBer der Zugehorigkeitsfunktion U auch 
eine Prototypfunktion v frei von Benutzer eingestellt werden, mit der anstelle 
von (5.85) oder (5.93) die Clusterprototypen (z.B. Zentren) bestimmt werden. 
Ais Prototypfunktionen kommen z.B. alle Defuzzifizierungsoperatoren in Frage 
[113, 114, 115]. 

Cluster, die durch ihre Zentren beschrieben werden, sind je nach Abstands­
maB Hyperspharen oder Hyperellipsoide. Haufig ist jedoch die natfirliche Struk­
tur der Daten eher linien- oder kreisfOrmig, z.B. wenn Objekte in Grauwert­
bildem erkannt werden sollen. Linien, Kreise und andere geometrische Formen 
lassen sich durch spezifische Parametertupel beschreiben. Geraden und Hyper­
ebenen sind eindeutig durch einen Aufpunktvektor Vi E IRP und einen oder meh­
rere Richtungsvektoren dil , ... , diq , q E {1, ... , p - 1}, festgelegt. Der Prototyp 
einer Geraden oder Hyperebenen lautet also Pi = (Vi, dil , ... , diq), i = 1, ... , c. 
Der Abstand zwischen einem Punkt Xk und dem Cluster mit einem solchen 
Prototypen Pi ist geometrisch nach dem Satz des Pythagoras bestimmt als 

q 

d(Xk,Pi) = Ilxk -vill2 - L::«Xk -vi)Tdij )2. (5.100) 
j=l 

Formal kann ein solches AbstandsmaB direkt anstelle des Punktabstands in das 
FCM-Modell eingesetzt werden, und es ergibt sich ein Clustermodell fUr die 
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Prototypen P = {Pl, ... ,Pc}: Minimiere 

n c 

JFC'(U,P;X) = L L uf,! d(Xk,pi)2 (5.101) 
k=li=l 

unter den Randbedingungen (5.88) und (5.89). Falls die Prototypen Geraden 
sind, so heif3t das Modell (5.101) Fuzzy c-Lines (FCL) [14] und es wird fur die 
Prototypen Pi = (vi,dil ) (also q = 1) das AbstandsmaB (5.100) benutzt. Falls 
die Prototypen Hyperebenen sind, also q > 1, so heiBt das Modell Fuzzy c­
Varieties (FCV) [15]. Die L6sung der FC*-Modelle ergibt sich analog zu FCM 
aus den notwendigen Bedingungen fUr lokale Extrema der Lagrange-Funktion. 

/~ (d(Xk'Pi))~ uik=l ~ 
j=l d(Xk,pj) 

(5.102) 

Die Aufpunktvektoren der Geraden oder Hyperebenen ergeben sich wie fUr 
FCM aus (5.93) und die Richtungsvektoren sind die Eigenwerte der Cluster­
Kovarianzmatrizen (5.94). 

n 

dij = ei,g L uik (Xk - Vi)(Xk - Vi)T, j = 1, ... , q. (5.103) 
J k=l 

Die alternierende Optimierung erfolgt gemaB Abbildung 5.14, wobei die Pro­
totypen nun nicht mehr V, sondern allgemein P heifien. Ein zweites Beispiel 
fUr nicht punktf6rmige Prototypen sind Elliptotypes [15], die wie Hyperebenen 
mit den Prototypen Pi = (Vi, dil , ... , diq ) beschrieben werden, die aber konvexe 
Kombinationen aus Punkten und Hyperebenen sind. 1m Gegensatz zu Hyper­
ebenen, die sich auf ganz IRP erstrecken, ist ein Elliptotype auf die Umgebung 
um sein Zentrum beschrankt. Das AbstandsmaB fur Elliptotypes lautet 

q 

d(Xk' (Vi, dil , .. ·, diq )) = Ilxk - vil1 2 - 0: . L ((Xk - Vi)T dij )2, 
j=l 

(5.104) 

wobei 0: E [0,1] den Grad der Lokalitat festlegt. Fur 0: = 0 werden Ellip­
totypes zu Punkten, fur 0: = 1 werden sie zu Hyperebenen. Das Fuzzy c­
Elliptotypes (FCE) Modell entspricht dem FCV-Modell, jedoch wird das Ab­
standsmafi (5.104) anstatt (5.100) benutzt. 

Abbildung 5.17 (links) zeigt die Clusterprototypen, die fur den Datensatz 
(5.67) durch alternierende Optimierung des FCE--Modells mit c = m = 2, q = 1, 
0: = 0.5 und tmax = 100 Iterationen erhalten wurden. Die Clusterzentren Vl 

und V2 sind durch kleine Kreise, die Richtungsvektoren du und d2l sind durch 
Pfeile dargestellt. Sowohl die Zentren als auch die Hauptrichtungen der beiden 
Cluster wurden gut erkannt. Ein weiteres Beispiel fur Prototypen sind Kreise, die 
sich mit Pi = (Vi, ri), also Zentrum und Radius darstellen lassen. Der Abstand 
zwischen Xk und Cluster Pi ist 

(5.105) 
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Abbildung 5.17: Erkennung von Linien und Kreisen durch Clusteranalyse 

Das entsprechende Modell heiBt Fuzzy c-Shells (FCS) [27]. In der alternieren­
den Optimierung von FCS werden die Zentren gemaB (5.93) bestimmt und die 
Radien gemaB 

(5.106) 

Abbildung 5.17 (rechts) zeigt einen Datensatz, in dem mit alternierender Opti­
mierung des FCS-Modells zwei Kreise identifiziert wurden. Erweiterungen von 
FCS finden sich z.B. in [17, 28, 37, 82]. 

Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass in den zu analysierenden 
Datensatzen uberhaupt naturliche Cluster enthalten sind, und dass die Anzahl 
der enthaltenen Cluster bekannt ist. Beides ist in vielen Anwendungen nicht 
der Fall. Um festzustellen, ob uberhaupt Cluster vorhanden sind, eignet sich 
der Hopkins-Index [58]. Zur Bestimmung des Hopkins-Index eines Datensatzes 
X = {Xl, .•. , xn} C HlP werden zunachst m Punkte R = {Tl, ... , T m} in der 
konvexen Hulle von X zufallig gewahlt, wobei m < < n gilt. Dann werden weitere 
m Datenpunkte S = {Sl, ... ,Sm} zufallig aus X gewahlt, also SeX. Fur 
diese beiden Mengen R und S werden drl , ... , drm , die Abstande von R zu den 
nachsten Nachbarn in X, und dSl , ••• , dsm , die Abstande von S zu den nachsten 
Nachbarn in X bestimmt. Mit diesen Abstanden bestimmt sich der Hopkins­
Index zu 

m 

~d~i 
i=l 

h= m m (5.107) 

~ ~i + ~ £fai 
i=l i=l 

Da der Hopkins-Index stark von der Wahl der Mengen R und S anhangt, emp­
fiehlt es sich, die zufallige Wahl der Mengen R und S mehrfach zu wiederholen 
und den Mittelwert aus den einzelnen Werten fUr h zu verwenden. Der Werte­
bereich des Hopkins-Index ist h E [0,1]. Zur Interpretation des Hopkins-Index 
konnen drei typische Falle betrachtet werden: 

1. Fur h ~ 0.5 sind die Abstande zwischen den Daten aus X etwa so groB wie 
die Abstande zwischen beliebigen Punkten innerhalb der konvexen Hulle 
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h ~ 0.4229 h ~ 0.9988 
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Abbildung 5.18: Drei Datensatze und ihre Hopkins-Indizes 

von X. Dies deutet darauf hin, dass S bzw. X einer ahnlichen Verteilung 
entspricht wie die Menge R. Da die Punkte in R rein zufallig gewahlt 
wurden, kann also geschlossen werden, dass auch X rein zufallsverteilt ist. 

2. Fur h ~ 0 sind die Abstande zwischen den Daten aus X relativ groB. Dieser 
Fall kann auftreten, wenn die Punkte in X regelmaBig in etwa gleichem 
Abstand in der konvexen Hulle von X verteilt werden. Kleine Werte des 
Hopkins-Index deuten also auf eine regelmaBige Struktur des Datensatzes 
hin. 

3. Fur h ~ 1 sind die Abstande zwischen den Daten aus X relativ klein .. 
Dies kann durch Cluster verursacht werden, innerhalb derer die Daten 
relativ dicht liegen. Aus einem hohen Hopkins-Index kann also geschlossen 
werden, dass X eine ausgepragte Clusterstruktur besitzt. 

Abbildung 5.18 zeigt drei unterschiedliche Datensatze und ihre Hopkins-Indizes 
fur m = 10. Links liegt eine reine Zufallsverteilung vor, so dass der Hopkins­
Index etwa h ~ 0.5 betragt. In der Mitte sind zwei klar getrennte Cluster vor­
handen, was durch h ~ 1 gut erkannt wird. Der rechte Datensatz enthalt eine 
sehr regelmaBige Struktur - dies wird durch einen kleinen Wert von h erkannt. 
Eine andere Interpretation dieser Ergebnisse besteht darin, dass der linke Da­
tensatz c = 1 Cluster und der rechte Datensatz c = n Cluster enthaIt. In keinem 
dieser beiden FaIle kann von einer Clusterstruktur gesprochen werden. Daher 
wurde bisher auch stets fur c gefordert , dass 2 ::; c < n gilt. Eine Clusteranalyse 
lasst nur dann sinnvolle Ergebnisse erwarten, wenn in den Daten tatsachlich eine 
Clusterstruktur enthalten ist. Der Hopkins- Index der Daten soUte also mindes­
tens h > 0.5 sein. 

Mit dem Hopkins-Index lasst sich bestimmen, ob X eine Clusterstruktur be­
sitzt, d.h. ob in X naturliche Cluster vorkommen. Der Parameter c E {2, ... , n­
I} muss bei allen hier vorgestellten Clustermethoden yom Anwender gewahlt 
werden, d.h. vor der Clusteranalyse muss bekannt sein, wie viele Cluster in 
den Daten enthalten sind. In vielen Anwendungen ist c jedoch unbekannt und 
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muss erst dureh Analyse der Daten abgesehatzt werden. Hierzu eignet sich ein 
Verfahren, das die Clusteranalyse wiederholt fUr untersehiedliehe Werte von c 
durehfiihrt, die erhaltenen Partitionen bewertet und daraus die beste Partition 
auswahlt. Die Bewertung der Partitionen wird aueh Clustervalidierung genannt. 
Zu den gebrauchliehsten MaBen zur Clustervalidierung gehOren die durchsehnitt­
liehe quadratisehe ZugehOrigkeit (PartitionskoejJizient) [11] 

(5.108) 

die die durehsehnittliche Entropie (Klassijikationsentropie) [158] 

1 n c 

CE(U) = - L L -Uik ·loguik 
n k=l i=l 

(5.109) 

und der Durehsehnitt der MaximalzugehOrigkeiten (Proportionsexponent) [158] 

1 n 

PE(U) = n LmFuik. 

k=l 

(5.110) 

Die beste Partition zeiehnet sich dureh den hOehsten Partitionskoeffizienten, den 
hoehsten Proportionsexponenten oder die niedrigste Klassifikationsentropie aus. 
Der zugehOrige Parameter c ist ein Sehatzwert fUr die Anzahl der naturliehen 
Cluster in X. 

5.7 Verteilte Agentensysteme 

Zur Minimierung von Clustermodellen wurde in Absehnitt 5.6 stets alternieren­
de Optimierung verwendet und mit dieser Arehitektur die alternierende Clus­
tersehatzung definiert. Clustermodelle konnen jedoeh mit zahlreichen anderen 
Optimierungsmethoden minimiert werden. Aus der Literatur sind Clusterme­
thoden mit hybriden Ansatzen (Relaxation) [60], genetisehen Algorithmen [3, 
41], Reformulierung [49] und verteilten Agentensystemen [120] bekannt. 

Ein Agent ist ein autonomes, selbstandiges, reaktives und pro--aktives Com­
putersystem, das mit anderen Agenten kommunizieren kann und typiseh einen 
bestimmten Aktionsbereich besitzt [160]. Verteilte Agentensysteme [155] konnen 
zur Losung verteilter Aufgaben verwendet werden, indem jede Teilaufgabe dureh 
einen Agenten reprasentiert wird und alle Agenten gemeinsam eine Gesamtlosung 
finden. 

Ein ansehauliehes und amusantes Beispiel fur die Optimierung mit Agen­
tensystemen ist das El Parol Problem [2]. "EI Farol" ist der Name eines an 
Donnerstagen gut besuehten irisehen Pubs in Santa Fe. Die Besueher dieses 
Pubs genieBen den Abend dort nur, wenn es nicht allzu voll dort ist. Da sich 
die Besueher nieht abspreehen, entseheidet sich jeder einzelne potenzielle Gast 
aufgrund der Besueherzahlen der vergangenen Woehen, z.B. 

... ,44,78,56,15,23,67,84,34,45,76,40,56,22,35, (5.111) 
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fUr oder gegen einen Besuch. Das El Farol Modell geht von einer festen Anzahl 
von 100 potenziellen Besuchern aus, von denen jeder einzelne durch einen in­
dividuellen Agenten reprasentiert wird. Jeder Besucher geniefit den Abend in 
El Farol, wenn hochstens 60 der 100 Gaste anwesend sind. Jeder Agent ver­
sucht also die Anzahl der Gaste vorherzusagen. Er entscheidet sich fUr einen 
Besuch, wenn er mit hochstens 60 Gasten rechnet, ansonsten entscheidet er sich 
gegen einen Besuch. Zur Pradiktion der Besucherzahl besitzt jeder Agent einen 
individuellen Satz von Hypothesen, z.B. "Die Besucherzahl ist 

• die gleiche wie letzte Woche" (35), 

• der gerundete Mittelwert der letzten vier Wochen" (49) oder 

• der 'Irend der letzten acht Wochen begrenzt durch 0 und 100" (29). 

Aus seinem individuellen Satz von Hypothesen benutzt jeder Agent seinen zu­
verlassigsten Pradiktor. Nach jeder Entscheidung erfahrt jeder Agent die tat­
sachliche Anzahl von Gasten und korrigiert die Zuverlassigkeit seiner gewahlten 
Hypothese. In einer Simulation dieses verteilten Agentensystems wurde trotz 
sehr einfacher Hypothesen eine durchschnittliche Besucheranzahl von etwa 60 
erreicht, die dem globalen Optimum des Systems entspricht. 

Dieser Ansatz kann auch auf die Clusteranalyse iibertragen werden [120]. 
Eine Moglichkeit besteht darin, jedem Element Uik, i = 1, ... , c-1, k = 1, ... ,n, 
der Partitionsmatrix einen Agenten zuzuweisen und die letzte Spalte von U 
gemaf3 der probabilistischen Normalisierungsbedingung zu erganzen. 

c-l 

Uck = 1- LUik, k = 1, ... ,n 
i=l 

(5.112) 

In jedem Iterationsschritt t = 1, ... , tmax bestimmt jeder der (c - 1) . n Agen­
ten jeweils eine Zugehorigkeit uW auf der Basis der vorangegangenen Partition 
U(t-l). Hierzu wahlt jeder Agent aus einem individuellen Satz von Aktionen 
diejenige mit der hochsten Zuverlassigkeit aus (bzw. im FaIle mehrerer Maxima 
die erste von diesen). Die individuellen Zuverlassigkeitswerte werden mit Null 
initialisiert, und nach jedem Schritt wird die Zuverlassigkeit der gewahlten Ak­
tion urn eins erhoht, falls die Aktion erfolgreich war, und andernfalls urn eins 
erniedrigt. Die Aktion gilt als erfolgreich, falls sich im aktuellen Zeitschritt die 
Kostenfunktion J (5.90) verringert hat, wobei die Clusterzentren wie bei der 
alternierenden Optimierung als erste Momente (5.93) berechnet werden. Die 
folgenden acht moglichen Aktionen der Agenten wurden willkiirlich definiert: 

1. Verschiebe Uik zum Mittelwert u der Zugehorigkeiten der linken und rech­
ten N achbarn hin! 

(t) _ 9 (t-l) 1 1 ( (t-l) (t-l) ) 
uik - 10 . uik + 10 . '2 ui (k-l) + ui (k+1) (5.113) 
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2. Verschiebe Uik zum Mittelwert von U und der Extrapolation der rechten 
beiden N achbarn! 

(t) _ 9 (t-l) 1 (5 (t-I) 1 (t-I) 1 (t-I)) 
u ik - 10 . u ik + 10 4' Ui (k+1) - "2 . Ui (k+2) + 4 . Ui (k-I) (5.114) 

3. Verschiebe Uik zum Mittelwert von U und der Extrapolation der linken 
beiden N achbarn! 

(t) _ 9 (t-l) 1 (5 (t-l) 1 (t-l) 1 (t-I)) 
u ik - 10 . u ik + 10 4' Ui (k-I) - "2 . Ui (k-2) + 4 . U i (k+1) (5.115) 

4. Verschiebe Uik zum "erh6hten Mittelwert" a· 1 + (1 - a) . Uik! 

(t) _ 9 (t-l) 1 [9 1 ( (t-I) (t-I)) 1 ] 
u ik - 10 . u ik + 10 10'"2 ui(k-I) + u i (k+I) + 10 ·1 (5.116) 

5. Verschiebe Uik zum "verringerten Mittelwert" a ·0+ (1 - a) . Uik! 

(t) _ 9 (t-I) 1 [9 1 ( (t-l) (t-l) )] 
u ik - 10 . u ik + 10 10'"2 u i (k-I) + u i (k+1) (5.117) 

6. Verschiebe Uik zum Maximum der Nachbarn plus 1/10! 

(t) _ 9 (t-l) 1 ( {(t-I) (t-I)} 1) 
u ik - 10 . u ik + 10 max u i (k-I)' u i (k+I) + 10 (5.118) 

7. Verschiebe Uik zum Minimum der Nachbarn minus 1/10. 

(t) _ 9 (t-l) 1 ( . {(t-I) (t-I)} 1) 
u ik - 10 . u ik + 10 mm u i (k-I)' u i (k+1) - 10 (5.119) 

8. Wahle 

{ 
(t-l) (t-l) + (1 (t-l))) (t-l) f'~lls s:.tk-I) < 1 

u(t) _ sik u ik - Sik m ik ill. 

ik - (t-I) 
u ik sonst, 

(5.120) 

mit den Mittelwerten und Varianzen der nachsten und iibernachsten Nach­
barn gema£ 

1 
mik 4 (Ui (k-2) + Ui(k-I) + Ui(k+1) + Ui (k+2)) , (5.121) 

S7k ~ ( (Ui(k-2) - mik)2 + (Ui(k-l) - mik)2 + 

+ (Ui(k+1) - mik)2 + (Ui(k+2) - mik)2 ). (5.122) 
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Initialisierung nach 50 Iterationen nach 100 Iterationen 

0.8 j 
0.6 

0.4 

0.2 

00 10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 

nach 200 Iterationen nach 400 Iterationen optimale Losung 

0.8 0.8 

0.6 0.6 

0.4 0.4 

0.2 0.2 

0 0 
0 10 20 30 40 50 0 

Abbildung 5.19: Mit verteilten Agentensystemen gewonnene Partitionen 

Fur diese Aktionen wird eine periodische Indizierung vorausgesetzt, d.h. 

Xk = Xk+i.n, k = 1, ... ,n, i E { ... , -1,0, 1, ... }, (5.123) 

und nach AusfUhrung der Aktion werden aIle ZugehOrigkeiten durch Abschnei­
den auf den Wertebereich u E [0,1] begrenzt. Jedem Agenten werden zufallig 
funf dieser acht moglichen Aktionen in zufalliger Reihenfolge zugewiesen. Ais 
Beispiel wird das Multiagentensystem benutzt, um im Datensatz 

)( = {0,1, ... ,50} (5.124) 

c = 2 Cluster zu finden. Die Partitionsmatrix wird zufallig initialisiert, so dass 
sich die in Abbildung 5.19 oben links gezeigten ZugehOrigkeiten fur den ersten 
Cluster ergeben. Nach 50 Aktionen aller Agenten ergeben sich die oben in der 
Mitte gezeigten ZugehOrigkeiten. Es ist eine Angleichung der ZugehOrigkeiten 
eingetreten. Nach 100 Iterationen (oben rechts) bilden sich hohe ZugehOrigkeiten 
fUr Werte um x = 5 und niedrige Zugehorigkeiten fUr Werte um x = 35 heraus. 
Die Gebiete hoher und niedriger ZugehOrigkeiten haben sich nach 200 Iteratio­
nen (Abbildung unten links) weiter ausgebreitet. Nach 400 Iterationen (Abbil­
dung unten Mitte) sind die ZugehOrigkeiten nahe an der optimalen Losung, die 
mit alternierender Optimierung des FCM-ModeIls gefunden wurde und rechts 
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unten abgebildet ist. Der Wert der Kostenfunktion J, der durch das Multi­
agentensystem in 400 Iterationen erreicht wird, liegt nur etwa 27% fiber der 
optimalen Losung. Dies ist deswegen erstaunlich, weil das Multiagentensystem 
im Gegensatz zur alternierenden Optimierung die funktionelle Form der Kosten­
funktion nicht kennt, sondern in jedem Iterationsschritt jeweils lediglich einen 
singularen Wert von J abfragt. 

Eine zweite Moglichkeit, Agentensysteme fUr die Clusteranalyse zu benutzen, 
besteht darin, jedem einzelnen Clusterzentrum einen Agenten zuzuweisen (und 
nicht, wie oben beschrieben, jedem ZugehOrigkeitswert der Partitionsmatrix). 
Sinnvolle Aktionen solcher Agenten sind: 

1. Verschiebe Vi um 10% zum Datenpunkt Xl hin! 

(t) _ (t-l) + ~ ( _ (t-l)) 
Vi - Vi 10 Xl Vi (5.125) 

n. Verschiebe Vi um 10% zum Datenpunkt Xn hin! 

(t) _ (t-l) + ~ ( _ (t-l)) 
Vi - Vi 10 Xn Vi (5.126) 

(n+1). Verschiebe Vi um 1% vom Datenpunkt Xl weg! 

(t) _ (t-l) __ 1_ ( _ (t-l)) 
vi - Vi 100 Xl Vi (5.127) 

(2n). Verschiebe Vi um 1% vom Datenpunkt Xn weg! 

(t) _ (t-l) __ 1_ ( _ (t-l)) 
Vi - Vi 100 xn Vi (5.128) 

Ais Beispiel wird dieses Multiagentensystem benutzt, um im Datensatz 

(5.129) 

(5.130) 

(Kreuze in Abbildung 5.20 - vgl. (5.86) in Abbildung 5.15) c = 2 Cluster 
zu finden. Wir nennen das Zentrum des linken Datenkreuzes (X3 = (~)) "lin­
ker Fixpunkt" und das Zentrum des rechten Datenkreuzes (X9 = (;)) "rechter 
Fixpunkt". Da der gesamte Datensatz n = 11 Punkte enthalt, sind insgesamt 
2n = 22 der oben spezifizierten Agentenaktionen moglich, wovon jedem der 
c = 2 Agenten zufallig und in zufalliger Reihenfolge ffinf zugewiesen werden. 
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Abbildung 5.20: Mit verteilten Agentensystemen gewonnene Clusterzentren 

Beide Clusterzentren werden zufallig in Vi E [0,10]2, i = 1,2, initialisiert und 
anschlieBend abwechselnd durch die beiden Agenten modifiziert. Die beiden Li­
nienzuge in Abbildung 5.20 zeigen die Veranderungen der beiden Clusterzentren 
nach jedem einzelnen Iterationsschritt. Zu Beginn bewegen sich beide Zentren 
auf den rechten Fixpunkt zu, dann weicht jedoch ein Zentrum in Richtung des 
linken Fixpunkts aus. Die Veranderungen (Linienlangen) werden im Laufe der 
Iterationen immer kleiner, so dass sich die Zentren immer mehr den beiden Fix­
punkten annahern. Tatsachlich sind die beiden Fixpunkte gute Kandidaten fur 
die naturlichen Clusterzentren. 

Diese beiden relativ einfachen Beispiele zeigen, wie Agentensysteme zur Da­
tenanalyse eingesetzt werden k6nnen. Aus den beliebig definierten einfachen 
Agentenaktionen entwickelt sich ein komplexes Verhalten [23]. Obwohl die Agen­
ten individuell unabhangig handeln, ergeben sich kooperative Strategien [22]. 
Die besonderen Starken von Agentensystemen scheinen dort zu liegen, wo die 
Kostenfunktionen besonders komplex sind oder die Daten auf verschiedene Sys­
teme verteilt sind. Ein wichtiges Beispiel fUr verteilt gespeicherte Daten ist das 
Internet. Hier lassen sich vorteilhaft Web-Mining-Agenten [88] einsetzen. 

5.8 Clustering fur Entscheidungsbaume 

Die in Abschnitt 5.5 beschriebenen Methoden zur datengetriebenen Exrakti­
on von Entscheidungsbiiumen (ID3, CART, C4.5) benutzen klassifizierte Da­
tensatze Xc lR,v x {I, ... , c}. Algorithmen, die datengetriebene Modelle unter 
Benutzung von Klasseninformationen erstellen, werden auch iiberwachte Lern­
algorithmen genannt. Die Clusteralgorithmen aus Abschnitt 5.6 sind im Ge­
gensatz dazu uniiberwachte Lernalgorithmen, denn sie benutzen unklassifizierte 
Datensatze X c IRP. Mit einer Kombination aus Elementen der uberwachten 
Entscheidungsbaum-Algorithmen und Elementen der unuberwachten Cluster­
analyse lassen sich sinnvolle Entscheidungsbaume auch aus unklassifizierten Da­
ten erstellen. Diesen kombinierten Algorithmus nennen wir Entscheidungsbaum­
Clustering (Decision Tree Clustering, DTC) [131] (siehe Abbildung 5.21). Analog 
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• Gegeben X = {Xl, ... , Xn} C lRP, Cmax E {2, 3, ... ,n - I}, 
ACE-Parameter P 
call DTC(X, Wurzel, {I, ... ,p}) 

• procedure DTC(X, N, I) 

1. if Hopkins-Index h(X) ~ 0.5 (5.107) then return 

2. forjEI,d=2, ... ,cmax 

- Bestimme Partition Ujd und Prototypen V jd mit ACE 

- Berechne Partitionskoeffizient '!rjd = PC(Ujd) (5.108) 

3. Bestimme Indizes von Gewinnerpartition Uic und -prototypen Vic 

(i,e) = argmax{'!rjd} 

4. Sortiere die Clusterzentren so, dass vi~ ~ ... ~ v~~ 
5. Setze v~~ = -00, V~+h = 00 

6. Zerlege X in e disjunkte Teilmengen 

{
Vic + vic vic + vic } 

Xki = X E X I k-h2 h ~ x(i) < k* 2 k+h ,k = 1, ... , c 

7. for k mit X ki f= {} 
- Generiere neuen Knoten N k und hange ihn an N 
- if I f= {i} then call DTC(Xki,Nk,I\{i}) 

Abbildung 5.21: Aufbau eines Entscheidungsbaums mit DTC 
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zu ID3 (Abbildung 5.8) arbeitet DTC rekursiv von einem Wurzelknoten aus. 
An der Wurzel wird der gesamte Datensatz X = {Xl, ... , Xn} C IR,P betrach­
tet und zunachst mit Hilfe des Hopkins-Index (5.107) uberpruft, ob X uber­
haupt Cluster enthalt, ob also h > 0.5 ist. Falls in X Cluster enthalten sind, 
wird fUr jede Komponente j = 1, ... ,p eine Clusteranalyse mit einer ACE­
Instanz durchgefuhrt. Der ACE-Algorithmus erhalt die vorher spezifizierten 
Parameter P sowie die Clusteranzahl d, die von 2 bis zu einer Maximalzahl 
cmax variiert wird. Fur die Zugehorigkeitsfunktionen Ud(X), d = 1, ... , Cmax , in 
ACE kann z.B. die FCM-Version (5.97) und fur die Partitionsfunktionen Vd(X), 
d = 1, ... , Cmax , die Schwerpunktfunktion (5.93) verwendet werden. Fur jede 
Komponente j = 1, ... ,p und jede Clusteranzahl d = 2, ... , Cmax werden also 
eine Partition Ujd und die zugehorigen Prototypen Vjd bestimmt. Die beste die­
ser Partitionen zeichnet sich durch den hochsten Partitionskoeffizienten (5.108) 
aus 

PC(Uic ) = max{PC(Ujd) I j E I, dE {2, ... , cmax}} (5.131) 

Die (Gewinner-)Datendimension i wird benutzt, urn den Datensatz X in C Teil­
mengen X ki , k = 1, ... , c, zu zerlegen. 

(5.132) 

Urn ein offenes unterstes bzw. oberstes Intervall zu erhalten, wird bhc = -00 

und b~c = 00 gesetzt. Zur Bestimmung der ubrigen Grenzen bic, . .. ,b~"--l wer­
den die Clusterzentren Vic c IR sortiert, so dass vl~ :S ... :S v~~. Die Grenzen 
bic, ... , b~"--l werden dort platziert, wo sich benachbarte ZugehOrigkeitsfunktio­
nen schneiden. 

U~c* (b~C) = u~c_H* (b~C) k = 1, ... ,C - 1 

Fur FCM-ZugehOrigkeitsfunktionen (5.97) ergibt sich daraus 

Dies ist erfUll t fur 

(5.133) 

(5.134) 

(5.135) 

Die optimalen Grenzen liegen also genau zwischen benachbarten Clusterzentren. 
Fur jede der durch diese Grenzen festgelegten (nichtleeren) Teilmengen wird ein 
neuer Knoten angehangt und DTC rekursiv fur die verbleibenden Komponenten 
aufgerufen, bis aIle Komponenten durchlaufen sind. Die Clustervaliditat kann 
statt mit dem Partitionskoeffizienten PC (5.108) naturlich auch mit der Klas­
sifikationsentropie CE (5.109) oder dem Proportionsexponenten PE (5.110) be­
stimmt werden. Beim Proportionsexponenten mussen die Gewinnerpartitionen 
und -prototypen allerdings mit der argmin-Funktion statt mit argmax bestimmt 
werden. 
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5.9 Regelerzeugung 

Die in den letzten Abschnitten vorgestellten Datenanalysemethoden ermitteln 
Analyseergebnisse in Form von parametrischen Gleichungen, Verzweigungsbe­
dingungen in Entscheidungsbaumen oder Prototypparametern. Solche abstrak­
ten Reprasentationen [19] sind fur Menschen nur schwer zu interpretieren. Fur 
Menschen wesentlich leichter zu verstehen sind dagegen Regeln, z.B. in der Form 
"wenn (Priimisse), dann (Konklusion)" [9]. Ein mit LVQ oder Q* erzeugter 
Nachster-Nachbar-Klassifikator nach (5.50) liisst sich durch c Regeln der Form 

"D .• Wenn x nahe bei V(l, ... ,p) dann Klasse v(P+1) 
.LLi • 'l-' 1.' (5.136) 

i = 1, ... , c, darstellen. Ein Klassifikator, der durch Clustering mit Punktpro­
totypen erzeugt wurde, lasst sich analog darstellen durch c Regeln [38, 65, 55] 
der Form 

Ri : Wenn x nahe bei Vi, dann Cluster i. (5.137) 

Falls die Cluster nachtraglich bestimmten Klassen zugeordnet werden, ergibt 
sich dafur eine Schreibweise wie in (5.136). Da die Clusteranalyse neb en den 
Prototypparametern auch die Zugehorigkeitsfunktionen der Cluster liefert, lasst 
sich die Pramisse "x nahe bei vi" schlicht als die Zugehorigkeit von x zu Cluster 
i schreiben. Damit wird (5.137) zu 

Ri : Wenn Ui(X), dann Cluster i. (5.138) 

Die scharfe Zuordnung zu einem Cluster kann erfolgen, indem aIle Regcln aus­
gewertet werden und das Cluster mit der hochsten Zugehorigkeit Ui(X), i = 
1, ... , c, ausgewahlt wird. 

In einem Entscheidungsbaum wie in Abbildung 5.7 lasst sich jeder Pfad 
von der Wurzel zu einem Blatt als eine Regel schreiben, deren Pramisse die 
Konjunktion aller besuchten Kantenmarkierungen und deren Konklusion die 
Klasse des Blattes enthalt, z.E. 

Wenn b = 2 und h > 1m, dann Mensch. (5.139) 

Die Regeln (5.136) bis (5.139) heiBen Klassifikationsregeln, da sie jedem Ein­
gangswert x E :rnP eine Klasse zuweisen. 1m Gegensatz dazu bestimmen Appro­
ximationsregeln zu jedem Eingangswert x E :rnP einen A usgangswert Y E IRq. 
Das Ergebnis einer lineare Regression kann z.E. qualitativ als eine Je-Desto­
Regel dargestellt werden. 

J e groBer x, desto kleiner y (5.140) 

Fur die Erzeugung von Approximationsregeln eignet sich auch die lokale Mo­
dellierung mit Clustermethoden. Hierzu werden die Eingangsdaten X = {Xl, 
.•• , X n} C IRP mit den zugehorigen Augangsdaten Y = {Yl, ... , Yn} C IRq eines 
Systems konkateniert, so dass ein Ein-Ausgangsdatensatz oder Produktraumda­
tensatz 

(5.141) 
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FCM Cauchy Kegel 

Abbildung 5.22: Regelerzeugung durch Projektion von Clusterzugehorigkeiten 

entsteht [97] . Wird eine Clusteranalyse dieses Datensatzes Z durchgeftihrt , so 
lasst sich jedes Clusterzentrum als eine Konkatenation eines typischen Eingangs­
vektors V~l, ... ,P) mit dem entsprechenden Ausgangsvektor V~P+l""'P+q) schreiben. 
Jedes Clusterzentrum entspricht also einer Regel 

Ri : Wenn x nahe bei VJl , ... ,P), dann y nahe bei v~P+1, ... ,p+ q). (5.142) 

Wie schon beim Ubergang von (5.137) zu (5.138) liegt es nahe, die Ausdrticke 
mit "nahe bei" durch entsprechende Zugehorigkeiten zu ersetzen. 

Ri : Wenn ui(x), dann uf(y) (5.143) 

Da der Clusteralgorithmus jedoch nur die ZugehOrigkeitsfunktion Ui((X,y)) im 
Produktraum liefert, mtissen die ZugehOrigkeitsfunktionen ui und uy durch 
Projektion bestimmt werden. Falls die Werte von x und y auf die Intervalle 
[Xmin, xmax] bzw. [Ymin, Ymax] beschrankt sind, lassen sich diese Pro jektionen 
tiber die Suprema aller Projektionen schreiben. 

u'!' • sup {Ui(X , y)} 
yE[Ymin,Ymax] 

sup {Ui(X,y)} 
XE[Xmin,X max] 

(5.144) 

(5.145) 

Abbildung 5.22 zeigt die ZugehOrigkeitsfunktionen U2, u~ und u~ ftir die alter­
nierende Clusterschiitzung mit FCM- (5.97), Cauchy- (5.98) und Kegelfunktio­
nen (5.99). Die ZugehOrigkeitsfunktionen Ui lassen sich nicht nur auf den Ein­
und den Ausgangsraum projiz-ieren, sondern auf jede einzelne Komponente von 
Ein- und Ausgangsraum. Analog zu (5.144) und (5.145) lauten die einzelnen 
pro jizierten Z ugehOrigkeitsfunktionen 

Uil (z(l)) = sup {Ui(Z)}, (5.146) 
z(~l) E[z~~~ ,z~:2l 
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wobei zH) = Z(1, ... ,l-1,l+1, ... ,p+Q) , l = 1, ... ,p + 1. Jede Regel Ri (5.143) wird 
dadurch in q Regeln 

p 

Rim: Wenn 1\ Uil(x(l)), dann Uip+m(y(m)), 
l=1 

(5.147) 

jeweils fUr eine Komponente m = 1, ... , q des Ausgangsraums, aufgeteilt. Eine 
Regel Rim der Form (5.147) heiBt Mamdani-Assilian-Regel [21, 42, 76, 81]. Fur 
einen Eingangsvektor e E lR,P berechnet sich das Resultat einer einzelnen Regel 
Rim (5.147) zu 

p 

J.tim(y(m)) = Ui(p+m) (y(m)) /\ 1\ Uil(e(l)), 
1=1 

(5.148) 

i = 1, ... , C, m = 1, ... , q, wobei die Konjunktion /\ der Zugehorigkeitswerte 
durch eine beliebige Dreiecksnorm (t-Norm) [140], z.B. das Minimum U /\ v = 
min { u, v}, implementiert werden kann. Das Gesamtresultat eines kompletten 
Mamdani-Assilian-Regelsatzes n = {Rim Ii = 1, ... ,C, m = 1, ... ,p} ist 

(5.149) 

m = 1, ... ,p, wobei die Disjunktion V eine beliebige Dreiecksconorm (t-Conorm) 
[140] ist, z.B. das Maximum U V v = max{ u, v}. Die Funktion d ein sogenannter 
Dejuzzifizierungsoperator [113, 114, 115], z.B. die Schwerpunktmethode (erstes 
Moment). 

dcoov«x)) ~ (1 ~(x) x <Ix ) / Cl ~(x) <Ix) (5.150) 

Da die Berechnung des Ausgangsvektors y aus dem Eingangsvektor x gemaB 
(5.148) bis (5.150) relativ aufwendig ist, werden die ZugehOrigkeitsfunktionen 
Uip+m(y(m)), m = 1, ... ,q, haufig durch Einerjunktionen (Singletons) ersetzt, 
so dass 

U. ((m)) _ {I falls y(m) = v~p+m) 
tp+m Y - 0 sonst ' (5.151) 

d.h. die Konklusion jeder Regel Rim enthalt nur den Wert einer Komponente des 
Clusterzentrums v~p+m). Mit dieser Vereinfachung der Mamdani-Assilian-Regel 
(5.147) ergibt sich eine Sugeno-Yasukawa-Regel [144] 

p 

Rim: Wenn 1\ Uil(x(l)), dann y(m) = v}p+m). 
l=1 

(5.152) 

Die Einerfunktionen der Mamdani-Assilian-Regeln erscheinen bei den Sugeno­
Yasukawa-Regeln als konstante Konklusionen. Das Resultat eines gesamten 
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Sugeno-Yasukawa-Regelsatzes R = {Rim Ii = 1, ... ,c, m = 1, ... ,p} ergibt 
sich fUr einen Eingangsvektor ~ E IR,P durch konvexe Kombination als 

(5.153) 

Fur den Datensatz X aus (5.67) wurden mit alternierender Optimierung des 
FCM-Modells, c = m = 2 und tmax = 100 Iterationen die Zugehorigkeit­
funktionen Ul, U2, sowie die Clusterzentren VI und V2 bestimmt. X wurde 
als Ein-Ausgangsdatensatz mit p = q = 1 interpretiert und durch Projek­
tion die Eingangszugehorigkeitsfunktionen un(x(1)) und U21(X(1)) bestimmt. 
Abbildung 5.23 (links oben) zeigt diese beiden Zugeh6rigkeitsfunktionen. Die 
entsprechenden beiden Sugeno-Yasukawa-Regeln lauten 

Wenn Un (x), dann y = vi2 ), 

Wenn U21 (x), dann y = V~2). 

(5.154) 

(5.155) 

Fur Un (X(l)) kann die linguistische Bezeichnung "klein" und fur U21 (X(l)) "groB" 
benutzt werden. Mit den Projektionen vi2) = 2.3213 und V~2) = 7.6787 del' 
Clusterzentren ergibt sich daraus 

Wenn x = klein, dann y = 2.3213, 

Wenn x = groB, dann y = 7.6787. 

(5.156) 

(5.157) 

Abbildung 5.23 (links Mitte) zeigt die durch den Regelsatz (5.156) und (5.157) 
gemaB Auswertung nach (5.153) beschriebene Ubertragungsfunktion y(x) fur 
x E [0,10]. In den Eingangsprojektionen del' Clusterzentren x = Vii) und 
x = v~l) liefert das Sugeno-Yasukawa-System die Ausgangsprojektionen der 
Clusterzentren y(vil)) = vi2) und y(vi2)) = v~2). Dazwischen wird nichtlinear 
interpoliert. Die Extrapolation fur x < vii) und x > V~l) nahert sich dem Mittel­

wert y( -00) = y(oo) = (vi2) +v~2))/2 an, je weiter sich x von den Clusterzentren 
entfernt. Die mittlere Spalte in Abbildung 5.23 zeigt die entsprechenden Dia­
gramme fur Cauchy-Funktionen (5.98) mit 'f}l = 'f}2 = 1.5, m = 2. Die entspre­
chende Ubertragungsfunktion y (x) verlauft nicht durch die Clusterzentren, da 
dort beide Zugehorigkeitsfunktionen von null verschieden sind. Die rechte Spal­
te in Abbildung 5.23 benutzt Dreiecksfunktionen nach (5.99) mit Tl = T2 = 4. 
Da die Clusterradien kleiner ist als del' Abstand zwischen del' Projektionen del' 
Clusterzentren, besitzt in den Clusterzentren jeweils eine Zugehorigkeitsfunkti­
on den Wert eins und die jeweils andere den Wert null. Dadurch verlauft die 
Ubertragungsfunktion durch die Clusterzentren. In del' Extrapolation behalt die 
Ubertragungsfunktion die Werte der Clusterzentren bei, d.h. y(x) = vi2) fur aIle 
x E [vii) - Tl, vii)] und y(x) = v~2) fur aIle x E [v~l), V~l) + T2]' AuBerhalb des 

Intervalls x E [vP) - Tl, V~l) + T2] ist die Funktion y(x) jedoch undefiniert. 
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FCM Cauchy Dreiecke 

0 
0 5 10 

10 10 10 

dann y = 7.6787 dann y = 7.6787 dann y = 7.6787 
8 8 

0 8 

6 6 6 

4 4 4 
danny= 213 

2 2 
0 

2 

0 0 0 
0 5 10 0 5 10 0 5 10 

10 10 10 

dann y = 0.54641 # dann y = 0.54641 x + 3 2 
8 8 8 

6 6 6 

4 
x+0.69071 x +0.69071 dann y = O. x+0.69071 

2 2 2 

0 00 0 
0 5 10 5 10 0 5 10 

Abbildung 5.23: Erzeugte Regeln: Pdimissen (oben), Sugeno-Yasukawa Kon-
klusionen (Mitte) und Takagi-Sugeno Konklusionen (unten) 
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Fur die Bestimmung von Mamdani-Assilian- und Sugeno-Yasukawa-Regeln 
wurden nur punktformige Cluster mit den Zentren Vi berucksichtigt. Auch kom­
pliziertere Clusterformen konnen zur Regelerzeugung benutzt werden. Ellipto­
types (5.104) mit den Parametern Pi = (vi,di1 , ... ,dip ) sind z.B. wie in Ab­
bildung 5.17 gezeigt lokallineare Modelle fur den Zusammenhang zwischen der 
EingangsgroBe x E lR,P und der AusgangsgroBe y E lRY. 

( ~ ) 
P 

Vi + L Ajdij = Vi + A' D (5.158) 
j=l 

=> x V(l, ... ,p) + A . d(l, ... ,p) . , (5.159) 

y(m) v(p+m) + A . d(p+m) 
• (5.160) 

Jedes Elliptotype-Cluster kann also als q (lokale) Regeln mit den linearen Kon­
klusionsfunktionen y(m) = lim(x), m = 1, ... ,q, geschrieben werden [116]. Mit 
(5.159) und (5.160) ergeben sich diese Regeln zu 

(5.161) 

Allgemein (also fur beliebige Funktionen fim : lR,P -+ IR) heiBen solche Regeln 
Takagi-Sugeno-Regeln [145]. 

p 

Rim: Wenn /\ Uil(x(l)) dann y(m) = lim(x) 
1=1 

(5.162) 

Takagi-Sugeno-Regeln werden ahnlich wie Sugeno-Yasukawa-Regeln fur einen 
Eingangsvektor ~ E IRP durch konvexe Kombination ausgewertet. 

(5.163) 

Takagi-Sugeno-Regeln (5.162) mit konstanten Konklusionsfunktionen fim(X) = 

v~p+m) sind aquivalent zu Sugeno-Yasukawa-Regeln (5.152). Die unterste Zeile 
in Abbildung 5.23 zeigt die Elliptotypes, die fur den Datensatz X aus (5.67) 
mit alternierender Optimierung des FCE-Modells, c = m = 2, a = 0.5 und 
tmax = 100 Iterationen bestimmt wurden. Die beiden lokalen Modelle, die jeweils 
durch Vi (Kreis) und dil (Pfeil) dargestellt sind, lauten 

f11(X) 

f21(X) 

0.54641 x + 3.8542 

0.54641 x + 0.69071 

(5.164) 

(5.165) 

Zusatzlich sind die Ubertragungsfunktionen gemaB (5.163) fUr FCM-, Cauchy­
und Dreieckszugehorigkeitsfunktionen dargestellt. In der Extrapolation werden 
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x )-------;;- y 

Abbildung 5.24: RBF-Netz mit drei radialen Basisfunktionen 

bei Dreiecksfunktionen die auBersten linearen Modelle weitergefiihrt, in den bei­
den anderen Fallen findet eine Annaherung an ein "mittleres" Modell statt. Fur 
Cauchy-Funktionen werden die Clusterzentren nicht durchlaufen. Bei Dreiecks­
funktionen ergibt sich (wie auch schon in der mittleren Zeile) eine stuckweise 
lineare Ubertragungsfunktion. 

5.10 Radiale Basisfunktionen 

Netzwerke mit radiale Basisjunktionen, sogenannte RBF-Netze [45, 102, 103], 
sind mit Neuronen aufgebaut, die jeweils eine einzelne radiale Basisfunktion 

(5.166) 

/Li E lR.P, (Ji > 0, i = 1, ... ,e, realisieren. Abbildung 5.24 zeigt ein RBF-Netz 
mit drei solcher Basisfunktionen. Jedes Neuron ist mit dem Eingang x und uber 
ein Gewicht Wi E lR mit dem summierenden Ausgangsneuron verbunden. Der 
Ausgang eines RBF-Netzes berechnet sich somit zu 

(5.167) 

Ein Vergleich mit (5.153) zeigt, dass jedes RBF-Neuron als eine Sugeno-Yasu­
kawa-Regel (5.152) mit der Zugeh5rigkeitsfunktion (5.166) und der Konklusion 

Rm: Wenn Ui(X), dann y = Wi. (5.168) 

beschrieben werden k5nnte, wenn alle Zugeh5rigkeitsfunktionen normalisiert 
waren. 

c 

L Ui(X) = 1 fur alle x E lRP (5.169) 
i=l 



5.10. RADIALE BASISFUNKTIONEN 101 

Dies ist jedoch in der Regel nicht der Fall. Allerdings werden oft Modifikatio­
nen von RBF-Netzen verwendet, bei denen die Zugehorigkeitsfunktionen Ui(X) 

so modifiziert werden, dass die Normalisierungsbedingung (5.169) erfiillt ist. 
Diese Modifikationen sind Sugeno-Yasukawa-Systeme und keine RBF-Netze 
im eigentlichen Sinn. Die Ahnlichkeit zwischen Sugeno-Yasukawa-Systemen 
und RBF-Netzen bildet jedoch die wichtigste Schnittstelle zwischen neuronalen 
Netzen und Fuzzy-Systemen. In sogenannten Neuro-Fuzzy-Systemen wird die 
Struktur von Fuzzy-Regeln auf neuronale Architekturen abgebildet. Dadurch 
lassen sich einerseits Fuzzy-Regeln mit neuronalen Lernverfahren trainieren und 
andererseits neuronale Netze mit Fuzzy-Regeln (Expertenwissen) initialisieren 
[94]. 

Um RBF-Netzwerke mit Ein-Ausgangsdaten zu trainieren, werden die Zu­
gehorigkeitsfunktionen Ui und Gewichte Wi getrennt bestimmt, im Gegensatz 
zu den in Abschnitt 5.6 beschriebenen Clustermethoden, bei denen Zugehorig­
keiten und Prototypen gemeinsam durch alternierende Optimierung gewonnen 
werden. Zum Thaining der ZugehOrigkeitsfunktionen (5.166) werden die Zentren 
J.Li und die Varianzen ai bestimmt, i = 1, ... , c. Dies kann durch Gradientenab­
stieg, Wettbewerbslernen (Competitive Learning) oder durch Clustermethoden 
wie alternierende Optimierung des c-Means-Modells oder selbstorganisieren­
de Karten erfolgen. Fur den Gradientenabstieg dient die mittlere quadratische 
Fehlerfunktion 

(5.170) 

Daraus ergeben sich die Fehlergradienten 

= ( 
( ) 2 ) 

4w. n m _ Zk-"j z,,-I" 2 

~ L L Wj e "j - Yk (Xk - J.Li) e-( "i') , (5.171) 
na· 

t k=1 j=1 

( 
( ) 2 ) 

4w. n m _ Zk-"j Zk-"i 2 

-i L L Wj e "j - Yk (Xk - J.Li? e -( "i ) ,(5.172) 
na· 

t k=1 j=1 

mit denen analog zu Abbildung 4.7 ein Gradientenabstieg durchgefiihrt werden 
kann. 

llJ.Li 
8E 

(5.173) = -a(t)· -
8J.Li 

Ilai 
8E 

(5.174) = -a(t)· -
8ai 

Die Gewichte Wi konnen anschliefiend aus der Pseudoinversen der Partitionsma­
trix geschatzt werden. Mit den kontinuierlichen Zugehorigkeitsfunktionen Ui(X) 

(5.166) lasst sich die Partitionsmatrix U fur X mit den Elementen Uik = Ui(Xk), 

i = 1, ... , c, k = 1, ... , n, bestimmen. Gemafi (5.167) lassen sich aus der Par­
titionsmatrix U und dem gesuchten Gewichtsvektor W = (WI' .•• ' We) zu den 
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Netzeingangen X die entsprechenden Netzausgange berechnen, die gleich Y sein 
sollen. 

Y=w·U (5.175) 

Daraus ergibt sich schlieBlich eine Schatzung fiir w mit der Pseudoinversen von 
U. 

(5.176) 

5.11 N euronales Gas 

In Abschnitt 4.3 wurde bereits die selbstorganisierende Karte als eine Methode 
zur Visualisierung durch Dimensionsreduktion beschrieben. Die selbstorganisie­
rende Karte geh6rt zu den Methoden des Wettbewerbslernens, denn fiir jeden 
Trainingsvektor treten mehrere Referenzvektoren in Wettbewerb. Bei der selbst­
organisierenden Karte existiert zu jedem Referenzvektor auch ein vordefinierter 
Ortsvektor, der eine Position innerhalb der Karte spezifiziert. Die selbstorga­
nisierende Karte besitzt daher eine feste Netzdimensionalitat. Jede Form des 
Wettbewerbslernens mit fester Netzdimensionalitat kann zur Dimensionsreduk­
tion benutzt werden, wenn die Netzdimensionalitat geringer gewahlt wird als 
die Datendimensionalitat. In dies em Fall k6nnen namlich die Menge der Orts­
vektoren der Netzknoten als nichtlineare Projektion des Trainingsdatensatzes 
interpretiert werden. Neben der selbstorganisierenden Karte sind zahlreiche an­
dere Methoden des Wettbewerbslernens mit fester Netzdimensionalitat bekannt, 
z.E. wachsende Zellstrukturen [35] und Erweiterungen davon. 

Im Gegensatz zu diesen Algorithmen verwenden Methoden des Wettbewerbs­
lernens ohne Netztopologie lediglich Referenzvektoren, die miteinander in Wett­
bewerb treten, aber keine Ortsvektoren, die eine Netzstruktur beschreiben. Zu 
den bekanntesten dieser Methoden geh6rt das neuronale Gas [86, 87] sowie die 
Erweiterungen zum Hebb'schen Wettbewerbslernen [85] und zum wachsenden 
neuronalen Gas [36]. Auch die Multiagentensysteme aus Abschnitt 5.7 k6nnen 
als Methoden des Wettbewerbslernens ohne Netzstruktur aufgefasst werden. 

Den Algorithmus zum Training des neuronalen Gases zeigt Abbildung 5.25. 
Wie bei der selbstorganisierenden Karte (Abbildung 4.13) wird zunachst die 
Menge der Referenzvektoren M = {ml,"" ml} C JR,P zufallig initialisiert. 
Fiir jeden Vektor Xk E X wird dann wie bei der selbstorganisierenden Kar­
te der nachste Nachbar me E M bestimmt. Beim neuronalen Gas werden alle 
Nachbarn jedoch noch zusatzlich nach Abstanden sortiert, so dass der nachste 
Nachbar den Nachbarschaftsindex k = 1 erhalt, der zweitnachste Nachbar den 
Nachbarschaftsindex k = 2 usw. 

ki = II{m E M Illxk - mil::; Ilxk - mill}ll, i = 1, ... ,l (5.177) 

Der Vektor k = (k1 , ... , kt) der Nachbarschaftsindizes wird anschlieBend zur 
Aktualisierung aller Referenzvektoren mi, i = 1, ... , l,verwendet. 

(5.178) 
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1. Gegeben Datensatz X = {Xl, ... , Xn} C IR,v, 
Anzahl der Referenzvektoren l E {1, 2, ... , n }, 
Anzahl der Iterationen tmax > 0 

2. Initialisiere M = {ml' ... ,mil c IRP, t = 1 

3. Fur jeden Vektor Xk, k = 1, ... , n, 

(a) Bestimme Gewinnervektor me, so dass 

(b) Bestimme N achbarschaftsindizes k = (kl , ... , kz) 
so, dass ki Vektoren mj EM existieren mit 

(c) Aktualisiere Referenzvektoren 

4. t = t + 1 

5. Wiederhole ab (3.), bis t = tmax 

6. Ausgabe: Referenzvektoren M = {ml, ... ,mil c IRP 

Abbildung 5.25: Training des neuronalen Gases 
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Dabei sind 0:1,0:2 : {I, 2, ... } --t ffi+ zwei monoton fallende Funktionen, die 
der Lernrate 0: 4.49 bei der selbstorganisierenden Karte entsprechen. Mit den 
Konstanten ai, a:nax > 0, a1 ~ amax, und der maximalen Anzahl von Iterationen 
tmax > 0 wird haufig die Funktion 

verwendet. Hierbei gilt 

O:i(l) = al, 
O:i(tmax) = a:nax· 

i = 1,2, 

Fur den Gewinnervektor gilt stets kc = 1. Er wird daher urn 

(5.179) 

(5.180) 

(5.181) 

(5.182) 

verschoben. Zu den weiter entfernten Nachbarn hin werden die Verschiebungen 
immer kleiner. Diese Eigenschaft erinnert an die Gauss'sche Nachbarschafts­
funktion hci (4.48) bei der selbstorganisierenden Karte. 

Nach Ablauf von tmax Iterationen wird beim neuronalen Gas die Menge M 
der Referenzvektoren ausgegeben. Jeder Referenzvektor mi E M reprasentiert 
eine Teilmenge des Datensatzes X, die sich in der Nahe von mi befindet. Die­
se Eigenschaft erinnert an Clusterzentren, die ebenfalls nahe gelegene Punkte 
aus X reprasentieren. In der Regel werden beim neuronalen Gas jedoch fUr je­
des naturliche Cluster mehrere Referenzvektoren erzeugt. Beispiele zum Einsatz 
von selbstorganisierenden Karten, von neuronalem Gas und von wachsenden 
Zellstrukturen sind z.B. in [59] zu finden. 

5.12 Relationale Datenanalyse 

Die in diesem Kapitel bisher behandelten Datenanalysemethoden gingen von 
numerischen Datensatzen X c ffiP aus. 1m Gegensatz dazu wurden bereits in 
Abschnitt 2.3 relationale Daten erwahnt, Daten also, die nur durch eine Re­
lationsmatrix R E ffinxn spezifiziert sind. Wir betrachten hier den Fall, dass 
die Relationsmatrix eine Abstandsmatrix D ist, so dass dii = 0 und dij = dji, 

i, j = 1, ... , n. Die durch diese Abstandsmatrix beschriebenen Daten k6nnen 
beliebige Personen, Objekte, Text usw. sein. 

Die mehrdimensionale Skalierung nach Abschnitt 4.2 ist eine Methode, mit 
der ein numerischer Datensatz X C ffiP bestimmt werden kann, der eine appro­
ximative Reprasentation von D ist, d.h. fur die Abstande zwischen Elementen 
von X gilt 

dkl ~ Ilxk - xlii, k,l = 1, ... ,n. (5.183) 

Aber auch ohne diese approximative Transformation des relationalen Datensat­
zes D in einen numerischen Datensatz X kann eine Datenanalyse durchgefUhrt 
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1. Gegeben Datensatz D c IRnxn, 
Clusteranzahl e E {2, ... , n - I}, 
Maximalzahl der Iterationen tmax 

2. Initialisiere Indexmenge j(O) = {i 1 , ..• , ic} c {I, ... , n} 

3. for t = 1, ... , tmax 

- Bestimme U(t) (D ,i(t-1), X) 

- Bestimme jet) (U(t), X) 
durch Minimierung von eik (5.189),(5.190) 
fUr einen Prototypen i E {I, ... , e} 

4. Ausgabe: Partitionsmatrix U E IRcxn, 
Indexmenge j(trnax) = {i 1 , ... ,ic } C {1, ... ,n} 

Abbildung 5.26: Relationale alternierende Clusterschatzung (RACE) 
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werden. Clusterzentren lassen sich auch unmittelbar aus der Relationsmatrix D 
bestimmen. Hierzu dient eine Modifikation der alternierenden Clusterschatzung 
aus Abschnitt 5.6, die relationale alternierende Clustersehiitzung (Relational Al­
ternating Cluster Estimation, RACE) [122, 126]. Da relationale Daten R haufig 
ohne Referenz auf die damit beschriebenen Objektdaten 0 = {01,.'" On} ge­
geben sind, wird bei RACE jedes Objekt Ok, k = 1, ... , n, durch seinen Index 
k beschrieben, der die zugehorige Zeile bzw. Spalte in der Relationsmatrix D 
referenziert. Ais Clusterzentren kommen alle Objekte aus 0 in Frage. Die Clus­
terzentren konnen deswegen durch ihre Objektindizes beschrieben werden. Die 
Indexmenge der Clusterzentren 

j = {i 1 , ..• ,ic } C {1, ... ,n} (5.184) 

spezifiziert also die Objekte der Clusterzentren 

(5.185) 

Nach Eingabe des relationalen Datensatzes D und der Anzahl e der Cluster 
initialisiert RACE (Abbildung 5.26) die Indexmenge der Clusterzentren j C 

{1, ... ,n} zufallig ohne Wiederholung, d.h. ii =f. i j fUr alle i = 1, ... ,e, i =f. j. 
Dann werden die Zugehorigkeiten jedes Objekts Ok, k = 1, ... ,n, zu jedem der 
e Cluster mit Hilfe eines Funktionsprototypen wie z.B. FCM (5.97) 

/ 

C _2 
Oik =-1 

Uik = 1 L (-r:-) , 
j=1 Jk 

i = 1, ... ,e, (5.186) 
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possibilistisch (5.98) 

1 
'fJi > 0, i = 1, ... , e, (5.187) Uik = 2 , 

1 ( .fu..)m=T + y"iii 

oder hyperkonisch (5.99) 

Uik = { 1 -~, falls 8i k ~ ri (mit ri > 0, i = 1, ... , c), 
0, sonst, 

(5.188) 

bestimmt. Dabei sind die Abstande zwischen Clusterzentren und Objekten als 
8ik = di;k' i = 1, ... ,e, k = 1, ... ,n, bezeichnet. Zur Bestimmung der Cluster­
zentren wird gefordert, dass sich die Cluster gegenseitig "abstofien", d.h. jedes 
Clusterzentrum versucht, die Summe seiner Zugehorigkeiten zu den anderen e-l 
Clustern zu minimieren. Hierzu wird eine Energiematrix E E lRcxn definiert. 

eik = 2: Ujk, i = 1, ... ,e, k = 1, ... , n. 
jf.i 

(5.189) 

Fur FCM-ZugehOrigkeitsfunktionen (5.186) gilt eik = 1- Uik, fur scharfe Parti­
tionen ist eik E {O, I}, fur alle i = 1, ... ,e, k = 1, ... ,n. Das i-te Clusterzentrum 
wird mit dem Index 

(5.190) 

i = 1, ... ,c, bestimmt. Es hat sich als gunstig erwiesen, in jedem Schritt nicht 
alle e Clusterzentren, sondern nur ein einziges davon (zufallig ausgewahlt) neu zu 
berechnen. Analog zur alternierenden Optimierung und Clusterschatzung nach 
Abbildung 5.14 wird die Partitionsmatrix U und ein Element der Indexmenge i 
alternierend neu berechnet. Ais Terminierungsbedingung fur RACE eignet sich 
eine maximale Anzahl tmax von Schritten. 

Jedes mit RACE bestimmte Cluster wird durch einen einzigen Objektin­
dex ii und die ZugehOrigkeiten der i-ten Zeile der Partitionsmatrix U festgelegt, 
i = 1, ... ,c. Bei Verwendung der Funktionen (5.186)-(5.188) entstehen unschar­
fe Partitionsmatrizen U. In vielen Anwendungen interessiert jedoch eine schar/e 
Partition U*, z.B. um jedes Cluster durch Aufzahlung seiner Elemente darzu­
stellen. Aus einer beliebigen Partition U kann eine scharfe Partition U* durch 
eine sogenannte Teilmengendejuzzijizierung [128, 154] gewonnen werden. Eine 
sehr einfache Methode weist jedes Objekt demjenigen Cluster zu, zu dem es die 
maximale Zugehorigkeit besitzt (M aximum-Teilmengendejuzzijizierung). 

* {I falls Uik = maxi Ulk, •.. ,Uck} 
Uik = ° sonst. 

(5.191) 

Die mit dieser Methode gewonnenen scharfen Cluster besitzen im Allgemeinen 
unterschiedlich viele Elemente. Scharfe Cluster mit etwa gleich vielen Elemen­
ten konnen mit der Verteilungs-Teilmengendejuzzijizierung (Equal Size Subset 
Dejuzzijication) nach Abbildung 5.27 gewonnen werden [122]. Hierzu wird die 
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1. Gegeben unscharfe Partition U E m,cxn 

2. Initialisiere Indexmenge I = {I, ... , n} 

3. Initialisiere Clusterindexmengen Gi = n, i = 1, ... , c 

4. i = 0 

5. while I#-{} 

• i = (i mod c) + 1 

• K, = argmax{uik IkE I} 

• Gi=GiU{in } 

.I=I\{in } 

6. Ausgabe: Clusterindexmengen Gl ... , Gc C {I, ... , n} 
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Abbildung 5.27: Bestimmung scharfer Partitionen mit etwagleicher Elementzahl 
(Verteilungs-Teilmengendefuzzifizierung) 

Indexmenge aller noch zu verteilenden Objekte mit I = {I, ... , n} und alle 
scharf en Cluster Gi , i = 1, ... , c, als leer initialisiert. Dann wird reihum jedem 
Cluster dasjenige Element aus I zugewiesen, das zu ihm die h6chste Zugeh6rig­
keit besitzt. AnschlieBend wird das so verge bene Element aus I gel6scht. Dieser 
Prozess wird wiederholt, bis alle Elemente aus I verteilt sind. Da nach jeweils 
c Iterationen jedem Cluster jeweils genau ein Element zugewiesen wird, enthalt 
jedes Cluster am Ende genau Ln/cJ oder fn/cl Elemente. 

Ais Beispiel wird der Text von Kapitel 2 dieses Buches verwendet. Aus 
diesem Text werden alle Formeln und Sonderzeichen entfernt und alle GroB­
buchstaben durch Kleinbuchstaben ersetzt. Dadurch entsteht ein nichtnume­
rischer Datensatz mit 1609 W6rtern, in dem aber nur n = 564 unterschied­
liche W6rter vorkommen. Fur diese 564 unterschiedlichen W6rter wird eine 
564 x 564-Levenshtein-Abstandsmatrix gemafi Abbildung 2.2 bestimmt. Fur 
diese Abstandsmatrix (relationale Daten) werden mit RACE (Abbildung 5.26) 
c = 20 Cluster in tmax = C • n = 11280 Iterationen bestimmt. Abbildung 5.28 
zeigt die den 20 Clusterzentren entsprechenden W6rter sowie (zum Vergleich) 
die 20 am haufigsten vorkommenden W6rter. Die Clusterzentren auf der linken 
Seite stellen sehr typische W6rter fur den Inhalt von Kapitel 2 dar. Die be­
nutzte Methode ist also eine einfache M6glichkeit zur automatischen Stichwor­
textraktion [126]. 1m Gegensatz dazu k6nnen die am haufigsten vorkommenden 
W6rter, die auf der rechten Seite gezeigt sind, kaum als sinnvolle Stichworte 
zur Charakterisierung von Kapitel 2 verwendet werden. Mit der Verteilungs­
Teilmengendefuzzifizierung nach Abbildung 5.27 lassen sich jedem der 20 Clus-
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Clusterzentren haufigste W6rter 
originalsignal l. die 

mengenschreibweise 2. der 
bzw 3. und 

inkompatibilitat 4. fur 
quantisierungsschritte 5. in 

wertkontinuierlich 6. als 
intervallskalierten 7. werden 
unterschiedlichen 8. ist 

ubereinstimmungen 9. sich 
matrixdarstellung 10. mit 
mindestabtastrate 11. oder 
abtastzeitpunkten 12. den 

datencharakteristika 13. sind 
ordnungsrelation 14. ein 
objektdatensatz 15. auch 

quantisierungsfehler 16. daten 
polygonzug 17. lasst 

kovarianzmatrix 18. k6nnen 
speicherplatzes 19. abstand 
kaufmannisches 20. wird 

Abbildung 5.28: RACE-Clusterzentren und haufigste W6rter fur Kapitel 2 
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Cluster 1 Cluster 2 Cluster 6 Cluster 7 
originalsignal mengensehreibweise wertkontinuierlieh intervallskalierten 

zeitsignal matrixsehreibweise zeitkontinuierlieh intervallskalierte 
ordinal besehreiben kontinuier liehe skalierte 
signal sehrittweise wertebereieh interpunktionen 
signals sehreiben rekonstruieren interpretiert 

digitalen besehreibt niehtnumeriseh intervall 
zeitsignalen gesehrieben willkurlieh iterativen 
proportional besehrieben konstruierten maBskalen 

Abbildung 5.29: Worter mit den hoehsten ZugehOrigkeiten fUr Kapitel 2 

ter L 564/20 J = 28 oder r564/201 = 29 Worter zuweisen. Abbildung 5.29 zeigt 
die jeweils 8 Worter mit den hoehsten ZugehOrigkeiten in den Clustern 1, 2, 6 
und 7. Die einzelnen Worter klingen nicht nur ahnlieh, sondern haben oft aueh 
sehr verwandte Bedeutungen, wie z.B. "Originalsignal", "Zeitsignal" und "Si­
gnal" in Cluster 1 oder "Mengensehreibweise", "besehreiben" und "gesehrieben" 
in Cluster 2. Dies zeigt, dass RACE mit Levenshtein-Abstanden aueh seman­
tisehe Aspekte berueksichtigt und deshalb in der Lage ist, auf relativ einfaehe 
Weise semantiseh sinnvolle Stiehworte zu bestimmen. 

In diesem Absehnit wurden Methoden vorgestellt, mit denen sieh relatio­
nale Daten analysieren lassen, also Daten, die in Form einer Relationsmatrix 
dargestellt sind. Relationale Datenbanken dagegen sind Systeme von Dateien, 
deren Eintrage dureh Relationen miteinander verknupft sind. Die Datenanalyse 
in solchen relationalen Datenbanksystemen ist am Beispiel einer Marketing­
Anwendung in Absehnitt 6.4 dargestellt. 



Kapitel6 

Anwend ungs beispiele 

Einige typische Beispiele flir Anwendungen der Datenanalyse wie die industri­
elle Prozessanalyse, die Auswertung von Umsatzdatenbanken, Molekularbiolo­
gie, Bild- und Textverarbeitung wurden bereits im ersten Kapitel genannt. In 
dies em Kapitel werden vier ausgewahlte reale Anwendungsbeispiele aus Pro­
zesstechnik, Management vernetzter Systeme, Bildverarbeitung und Marketing 
detailliert dargestellt und gezeigt, wie sich die in den vorangegangenen Kapiteln 
beschriebenen Methoden zur Datenanalyse einsetzen lassen. 

6.1 Prozesstechnik 

In der industriellen Prozesstechnik werden zunehmend computergestlitzte Au­
tomatisierungssysteme eingesetzt, die Messwerte erfassen und auswerten, Stell­
gr6Ben berechnen und ausgeben, sowie den gesamten Prozess liberwachen und 
visualisieren. Industrielle Prozesse set zen sich meist aus zahlreichen Teilprozes­
sen zusammen und sind haufig nicht ohne wei teres mathematisch modellier­
bar. Solche Prozesse werden daher von Anlagenfahrern oft nach Erfahrung und 
"Geflihl" gesteuert. 

Die Prozessdatenanalyse versucht, Wissen liber den Prozess aus den Daten 
(Messwerten und StellgroBen) zu gewinnen, die zunehmend in den Automatisie­
rungssystemen verfligbar sind. Aus den auf diese Weise gewonnenen datengetrie­
benen Modellen konnen Schlussfolgerungen flir den Anlagenbetrieb abgeleitet 
werden. Dies kann z.B. mit einem Advice-System erfolgen, das dem Anlagen­
fahrer Vorschlage zur Prozesssteuerung macht. Einen starkereren Eingriff in die 
Prozesssteuerung stellt die Prozessoptimierung dar, die (ohne explizite Prlifung 
durch den Anlagenfahrer) aufgrund der aus den Daten gewonnenen Modelle 
automatisch einen optimalen Betriebszustand herstellt. 

Als Beispiel flir die Datenanalyse in der Prozesstechnik wird hier die Zellstoff­
und Papierindustrie betrachtet [34]. Basisprodukt flir die Papier-, Karton und 
Pappenherstellung ist Zellulose, die hauptsachlich aus Holz, aber auch z.B. aus 
Stroh oder Baumwolle gewonnen wird. Die Zellulose wird durch Kochung che-
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Grund­
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Stell goBen, 
MeBgroBen 

End­
qualitiiten 

Abbildung 6.1: Papierherstellung (Schema) und Aufnahme der Messwerte 

misch aufgeschlossen und der so entstandene Zellstoff gebleicht. In einem Re­
finer werden die Fasem gemahlen und in einem Pulper unter Wasserzusatz in 
eine wassrigen Stoffsuspension uberfuhrt. Bei der Aufbereitung von Altpapier 
entfallt die Kochung. Stattdessen wird das Altpapier aufge16st und vorsortiert, 
Druckfarben werden in einer Flotationszelle entfemt, und der verbleibende Stoff 
wird zerfasert und nachsortiert. In einer Papiermaschine wird die Suspension 
zur Reduktion des Wassergehalts auf ein etwa 2 m breites bandformiges Sieb 
verteilt, das mit bis zu 2000mjmin umlauft. Eine weitere Reduktion des Was­
sergehalts erfolgt durch anschliefiendes Pressen und Trocknen. Die getrocknete 
Papierbahn wird schliefilich zu sogenannten Tambouren aufgerollt und spater 
auf das gewunschte Format zugeschnitten. 

Die Papierherstellung zeichnet sich durch eine Vielzahl von Prozessschritten 
aus, deren chemische und physikalische Vorgange teilweise nur schwer mathema­
tisch zu beschreiben sind. Unterschiedliche Rohstoffe fuhren zu Schwankungen 
der Stoffeigenschaften, und zur Bestimmung der Papierqualitat existieren eine 
Vielzahl sehr verschiedener Messverfahren, die auf dem Gewicht und verschie­
denen optischen und mechanischen Eigenschaften basieren. 

Ein wichtiger Qualitatsparameter fUr Papier ist das VerhaItnis zwischen Pa­
piergewicht und Festigkeit, das mit dem sogenannten Goncora Medium Test 
(GMT) ermittelt wird und daher auch GMT-Werlheifit [139]. Fur eine Papier­
fabrik in den Niederlanden wurde versucht, den Einfluss der Produktionspara­
meter auf den CMT -Wert zu untersuchen und so durch geschickte Prozesssteue­
rung moglichst nahe an den gewunschten CMT-Wert heranzukommen. Fur die 
Datenanalyse werden verschiedene Datensatze mit Grundstoffqualitaten, Stell­
grofien, Messgrofien und Qualitaten des Endprodukts betrachtet und daraus 
gemeinsam mit Prozessexperten 26 mogliche Einflussfaktoren wie Druck, Tem­
peratur, Mengen und Gewichte ausgewahlt. Abbildung 6.1 zeigt schematisch 
den mehrstufigen Papierherstellungsprozess und die Bereitstellung der Daten 
aus unterschiedlichen Prozessschritten. Zum Zusammenfassen der einzelnen Da­
tensatze zu einem Gesamtdatensatz werden die Zeitmarkierungen t der Datener­
fassung benutzt (vgl. Abbildung 3.10). Da die Daten allerdings an unterschied­
lichen Stellen des Prozesses ermittelt werden, mussen die (durchschnittlichen) 
Laufzeiten zwischen den einzelnen Prozessschritten beachtet werden. d.h. die 



6.1. PROZESSTECHNIK 113 

Zeitmarkierungen werden auf die (Referenz-)Zeit T umgerechnet, zu der der ge­
messene Stoff einen Referenzort passiert. Wird die Laufzeit von Prozessschritt 
i zum Referenzort als D.ti bezeichnet, so Uisst sich die Referenzzeit T fUr diesen 
Prozessschritt aus der Zeitmarkierung t berechnen gemaf3 

(6.1) 

Die Laufzeiten D.ti konnen auch negativ sein, wenn der Prozessschritt i erst 
nach dem Referenzort passiert wird. Daten mit gleicher Referenzzeit werden 
anschlieBend zu einem Datenvektor, einem sogenannten Fall (Case) [84] zusam­
mengefasst. 

1m Beispiel der niederlandischen Papierfabrik enthalten die Datensatze zahl­
reiche ungiiltige und physikalisch unplausible Eintrage (vgl. Abschnitt 3.3). 
Ungiiltige Eintrage sind teilweise mit den Werten 0, -1 oder -9999 darge­
stellt und mussen zunachst durch manuelle Bearbeitung entfernt (bzw. durch 
NaN ersetzt) werden. Nach dieser manuellen Sauberung werden AusreiBer nach 
der 4-Sigma-Regel (3.1) markiert und alle Vektoren entfernt, die eine ungiiltige 
Komponente besitzen. Der verbleibende Datensatz mit n = 2594 Vektoren der 
Dimension p = 27 wird anschlieBend auf Mittelwert und Standardabweichung 
normalisiert (3.22). 

Wegen der nichtlinearen Abhangigkeiten zwischen den Merkmalen ergibt 
eine Korrelationsanalyse nach Abschnitt 5.1 in dieser Anwendung nur unbe­
friedigende Ergebnisse. Stattdessen werden die nichtlinearen Abhangigkeiten 
zwischen den Merkmalen durch lokal lineare Modellierung und anschlieBende 
Validierung nach Abschnitt 5.3 untersucht. Zur Bestimmung der lokallinearen 
Modelle wird das Fuzzy c-Elliptotypes Modell (5.104) benutzt und eine alter­
nierende Optimierung nach Abbildung 5.14 durchgefuhrt. Diese Modellierung 
wird fur unterschiedlichen Clusteranzahlen c = 2, ... , 5 und fUr alle mogli­
chen Kombinationen aus einem oder zwei der 26 Einflussfaktoren sowie den 
CMT -Wert durchgefuhrt. Die zum Clustering benutzten Datensatze lauten al­
so {(x(i),x(27))}, i = 1, ... ,26, und {(x(i),x(j),x(27))}, i,j = 1, ... ,26, i:f. j. 
Zur Validierung der Modelle wird der Partitionskoeffizient (5.108) verwendet. 
Das beste Modell, also das mit dem hochsten Partitionskoeffizienten, benutzt 2 
lokallineare Modelle und den Datensatz {(X(13),X(27))}. Merkmal Nummer 13 
hat demnach den groBten Einfluss auf den CMT-Wert. Abbildung 6.2 (links) 
zeigt das Streudiagramm fur Merkmal13 (Abszisse) und den CMT-Wert (Or­
dinate). Es besteht offensichtlich tatsachlich ein ausgepragter nichtlinearer Zu­
sammenhang zwischen Merkmal Nummer 13 und dem CMT-Wert, der zunachst 
naherungsweise linear ansteigt und dann in eine Sattigung ubergeht. Das rechte 
Diagramm in Abbildung 6.2 zeigt die gefundenen Elliptotype-Cluster. Die Krei­
se reprasentieren die Clusterzentren und die Pfeile die Richtungsvektoren. Der 
linke Modell reprasentiert den naherungsweise linearen Anstieg und das rechte 
den Sattigungsbereich. 

Die beiden lokalen Modelle lassen sich als Takagi-Sugeno-System (5.162) 
zu einem globalen Modell zusammenfassen. Werden hierzu FCM-Zugehorig­
keitsfunktionen (5.97) wie in Abbildung 6.3 links benutzt, so ergibt sich das 
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4,--------------, 
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Abbildung 6.2: Streudiagramm fUr CMT iiber Merkmal 13 und gefundene 
Elliptotype-Cluster 
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Abbildung 6.3: FCM-ZugehOrigkeitsfunktionen und entsprechendes Gesamtmo­
dell 
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Abbildung 6.4: Trapezzugeh6rigkeitsfunktionen und entsprechendes Gesamtmo­
dell 
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Abbildung 6.5: Wertebereich von (normalisierten) Takagi-Sugeno-Modellen 

in Abbildung 6.3 rechts gezeigte Gesamtmodell. 1m Extrapolationsbereich, also 
fUr Abszissenwerte links vom linken oder rechts vom rechten Modellzentrum 
weicht dieses Gesamtmodell von den gemessenen Daten (Abbildung 6.2 links) 
deutlich ab, insbesondere durch den fUr groBe Werte starker werdenden Anstieg. 
Abbildung 6.4 zeigt das Ergebnis fur trapezf6rmige ZugehOrigkeitsfunktionen 
[64]. Hier wird in der Extrapolation das durch die lokalen Modelle spezifizierte 
Verhalten weitergefuhrt, was zu einem geringen Modellfehler fUhrt. 

1m Interpolationsbereich besitzt das FCM- Gesamtmodell (Abbildung 6.3 
rechts) einen Wendepunkt und das Trapezmodell (Abbildung 6.4 rechts) gar 
einen Knick im rechten Modellzentrum, d.h. die Modellfunktion ist nicht diffe­
renzierbar. In den Originaldaten in Abbildung 6.2 links sind jedoch keine Wen­
depunkte oder Knicke erkennbar. 1m Gesamtmodell solI ten also diese Artefakte 
verhindert werden. Stattdessen sollte ein weicher Ubergang zwischen den bei­
den lokalen Modellen erfolgen, wie er durch den gestrichelten Verlauf in Abbil­
dung 6.5 dargestellt ist. Ein weicherer Verlauf zwischen den Modellen lasst sich 
durch ein geandertes Inferenzschema [4] erzielen. Ein einfacherer Ansatz benutzt 
eine andere Form von ZugehOrigkeitsfunktionen [121, 125]. Hierbei muss aller-
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dings beachtet werden, dass die Auswertung des Takagi-Sugeno-Systems nach 
(5.163) eine konvexe Kombination der Teilmodelle bestimmt. Konvexe Kombi­
nationen der Teilmodelle in Abbildung 6.5 liegen jedoch immer zwischen den 
beiden lokalen Modellen, also in dem grau markierten Bereich. Jedes Modell, 
dessen Graph ausschlieBlich in diesem Bereich verlauft, besitzt einen Knick oder 
einen Wendepunkt. Um diese zu vermeiden, kann auf die Normalisierung bei der 
Auswertung des Takagi-Sugeno-Systems in (5.163) verzichtet werden. 

(6.2) 

Wir betrachten zunachst den Fall c = 2, P = q = 1, also 

(6.3) 

Zur Bestimmung der ZugehOrigkeitsfunktionen Ul(X) und U2(X) kann gefordert 
werden, dass 

1. der Ausgang y durch ein Polynom minimaler Ordnung beschrieben wird, 

2. der Ausgang y durch die Modellzentren VI und V2 verlauft, 

3. der Ausgang y in den Modellzentren VI und V2 tangential zu II (x) bzw. 
h(x) ist und 

4. die ZugehOrigkeiten in den entsprechenden Modellzentren gleich eins sind. 

Die Ordnung des Polynoms muss mindestens 3 sein, damit auch zwischen paral­
lelen linearen lokalen Modellen interpoliert werden kann (Bedingung 1). Es gilt 
also ffir alle x E [viI), v~l)l 

(6.4) 

( di2) (1) (2)) (d~2) (1) (2)) 
= Ul(X)' (i)(X - VI ) + VI + U2(X)' (i)(X - v2 ) + v2 . 

dl d2 

(6.5) 

Die ZugehOrigkeitsfunktionen miissen also quadratisch sein. 

Die Bedingungen 2 und 3 sind genau dann erfiillt, wenn 

(6.7) 
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Koeffizientenvergleich von (6.4) mit (6.5) unter Verwendung der ZugehOrigkeits­
funktionen aus (6.6) sowie Bedingung 4 ftihrt zu 

0 0 
(1) 

VI 0 

0 (1) 
V2 

(Xl C3 
(X2 C2 
/31 C1 
/32 Co 

(6.8) 

')'1 1 
')'2 1 

Das lineare System aus (6.7) und (6.8) hat die eindeutige Lasung 
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Abbildung 6.6: Polynomielle ZugehOrigkeitsfunktionen und entsprechendes Ge­
samtmodell 

Die Parameter der zweiten Zugehorigkeitsfunktion (a2' (32 und ')'2) konnen aus 
Symmetriegrtinden entsprechend durch Vertauschen der Indizes 1 und 2 be­
stimmt werden. Ftir den Datensatz und die Modelle aus Abbildung 6.2 lauten 
die Polynomkoeffizienten der Zugehorigkeitsfunktionen 

a ( -0.18417 ) 
0.58949 ' 

(6.12) 

{3 ( -0.35243 ) 
0.012742 ' 

(6.13) 

')' = ( 0.8593 ) 
-0.18266 . (6.14) 

Die entsprechenden quadratischen Zugehorigkeitsfunktionen und das resultie­
rende kubische Gesamtmodell y(x) sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Ftir den 
Wertebereich der beiden quadratischen Zugehorigkeitsfunktionen gilt Ul, U2 (x) E 
JR, d.h. das Einheitsintervall wird verlassen. Zwischen den beiden Modellzentren 
geht das Gesamtmodell y(x) wie gefordert sehr weich yom einen zu dem ande­
ren linearen Modell tiber. Der Modellfehler ist sehr gering. Das polynomielle 
Verhalten setzt sich hier in der Extrapolation fort. Die ZugehOrigkeitsfunktio­
nen konnen jedoch wie bei den Trapezen in Abbildung 6.4 (links) sttickweise so 
definiert werden, dass 

( ) _ ur x _ VI { 
1 f " < (1) 

Ul X - (1) o ftirx>v - 2 

{ 
0 fUr x < v(I) 

und U2(X) = ,,- h) 
1 fur x 2: V 2 

(6.15) 

In dies em Fall werden die lokalen Modelle in der Extrapolation weitergefUhrt 
wie in Abbildung 6.4 (rechts). Ftir mehr als 2 lokale Modelle lasst sich dieser 
Ansatz leicht erweitern, indem die Zugehorigkeitsfunktionen sttickweise definiert 
und jeweils zwei benachbarte Modelle betrachtet werden. Die Polynomkoeffizi­
enten ftir die einzelnen Intervalle lassen sich dann gemaB (6.9)-(6.11) aus den 
Parametern der benachbarten Modelle bestimmen. 
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Abbildung 6.7: ReguUire dreieckige Zugehorigkeitsfunktionen und entsprechen­
des Gesamtmodell (Sugeno-Yasukawa) 

Der gleiche Ansatz wurde verwendet, um in der Kubler & Niethammer Pa­
pierfabrik Kriebstein AG ein Modell fUr die Druckfarbenentfernung in Flotati­
onszellen zu erstellen [43, 54, 127, 129], sowie den Warmwalzprozess in einem 
finnischen Stahlwerk zu modellieren [137]. Eine Erweiterung zur Sensor fusion 
ist in [132] beschrieben. 

Fur die beschriebenen Anwendungen besteht die reine Wissensextraktion 
darin, die wichtigsten EinflussgroBen fUr die Produktqualitat zu bestimmen (z.B. 
Merkmal13 fur den CMT-Wert) und die Art des Zusammenhangs zu charakte­
risieren (linearer Anstieg, dann Sattigung). Dieses Wissen wurde daruber hinaus 
genutzt, um den erkannten Zusammenhang in funktioneller Form darzustellen 
(konvexe Kombination lokaler Funktionen durch ein Takagi-Sugeno-System). 
Die Positionen der lokalen Funktionen wurden dabei aus den Daten gewonnen 
(Clusterzentren). In vielen Anwendungen zur Funktionsapproximation mochte 
der Benutzer dagegen die Positionen der lokalen Funktionen selbst spezifizieren. 
In Anwendungen der unscharfen Regelung (Fuzzy Control) [30, 51, 71, 95, 100] 
werden z.B. haufig regulare Partitionen des Eingangsraums durch drei, fUnf oder 
sieben aquidistante dreieckige Zugehorigkeitsfunktionen verwendet. 

falls Vi - 6.v ::; x < Vi 

falls Vi ::; X < Vi + 6.v , 
sonst 

i = 1, .. . ,e (6.16) 

Abbildung 6.7 (links) zeigt eine solche regulare Partition fur e = 7 und V = 
{-2, -1, ... ,4}, also 6.v == 1. Eine Datenanalyse und Modellierung ist auch fUr 
solche regularen Partitionen moglich. Dazu werden im einfachsten Fall die Kom­
ponenten der Clusterzentren im Eingangsraum v?,···,p), i = 1, ... , e, yom Benut­
zer a priori festgelegt, und im Laufe der alternierenden Clusterschatzung wer­
den in jedem Iterationsschritt lediglich die Ausgangskomponenten v}P+1, ... ,p+q), 

i = 1, ... , e, und die Zugehorigkeiten Uik, i = 1, ... , e, k = 1, ... , n, neu be­
stimmt [130]. Ein wesentlich eflizienterer Algorithmus benutzt die Zugehorig­
keiten Uik, i = 1, ... , e, k = 1, ... , n, wie sie yom Benutzer fUr den Eingangs­
raum vorgegeben werden. Nach der einmaligen Bestimmung der Clusterzen-
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1. Gegeben Ausgangs-Datensatz 
X {P+1, ... ,p+q) - {".{P+1, ... ,P+q) ".{P+1"",P+q)} C lRq 

- "'1 , ... ,"'n , 
Clusteranzahl c und 
benutzerspezifizierte (Eingangs-)Partitionsmatrix U 

2. Bestimme V{p+1, ... ,p+q) (U, X{P+1, ... ,p+q)) mit 

n 
" m (p+1, ... ,p+q) 
L.J uik x k 

(p+1, ... ,p+q) _ =-k=....:l=----::~ __ _ 
vi - - n 

L: uii! 
k=l 

i = 1, ... ,c (6.17) 

3. Ausgabe: Clusterzentren im Ausgangsraum V(p+1, ... ,p+q) 

Abbildung 6.8: Regulare alternierende Clusterschatzung (rACE) 

tren im Ausgangsraum miissen dadurch die Zugeh6rigkeiten nicht mehr neu 
geschatzt werden, und der Algorithmus terminiert bereits nach einem einzi­
gen Schritt. Abbildung 6.8 zeigt den Algorithmus dieser regularen alternieren­
den Clusterschiitzung (Regular Alternating Cluster Estimation, rACE) [123] fiir 
das Beispiel der FCM-Partitionsfunktion (5.93). Die Kreise in Abbildung 6.7 
(rechts) zeigen die mit rACE gefundenen Clusterzentren fiir die Daten aus 
Abbildung 6.2 (links). Dabei wurden die Prototypen mit (6.17) und m = 2 
bestimmt. Der dargestellte Linienzug ist der Graph der Ubertragungsfunktion 
y(x), die sich durch Auswertung als Sugeno-Yasukawa-System (5.153) ergibt. 
1m Bereich x E [-1,3] ist der Anstieg und die Sattigung der Ubertragungs­
funktion gut erkennbar und der Approximationsfehler sehr gering. Fiir x < -1 
und x > 3 stehen der Modellierung nur sehr wenige Daten zur Verfilgung. In 
diesem Bereich besitzt das Modell daher nur eine geringe Aussagekraft. Der 
rACE-Algorithmus lasst sich leicht auch filr Elliptotypes erweitern, so dass 
auch regulare lokal lineare Modelle [125) bestimmt werden k6nnen, die dann 
als regulare Takagi-Sugeno-Systeme implementiert werden k6nnen. 

6.2 Vernetzte Systeme 

Vernetzte Systeme gewinnen zunehmend an Bedeutung im taglichen Leben. 
Stark verflochtene StraBen- und Schienennetze dienen dem Thansport von Men­
schen und Giitern, schnell expandierende Telekommunikationsnetzwerke wie das 
Internet transportieren Information, Energie wird innerhalb von Kraftwerken 
sowie iiber elektrische Leitungen zu den Verbrauchern transportiert, und in 
Produktionsprozessen steht der Thansport von Roh- und Fertigmaterial inner­
halb von Fabriken im Vordergrund. Haufig besteht die in diesen Netzstrukturen 
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Abbildung 6.9: Verkehrserfassung mit einer Induktionsschleife 

transportierte Materie und Information aus einzelnen, klar abgegrenzten Ob­
jekten. DafUr verwenden wir den BegrifI granularer Transport. Methoden der 
Datenanalyse werden in granularen Transportsystemen eingesetzt, urn 

• den aktuellen Zustand des Netzes zu erfassen (Monitoring), 

• die GesetzmaBigkeiten des Transports im Netz zu erkennen (Modellierung 
von Transportstromen), 

• die Netzbelastung kurz- und langfristig vorherzusagen (Prognose), 

• optimale Wege zu bestimmen (Routing) sowie 

• den Gesamtzustand des N etzes zu verbessern (N etzoptimierung). 

Beispielhaft werden hier zwei Anwendungen aus dem Bereich StraBenverkehrs­
technik vorgestellt: die Klassifikation von Verkehrszustanden auf Autobahnen 
und die langfristige Prognose fUr Stadtverkehr [52, 78, 79]. 

Zur Klassifikation von Verkehrszustanden auf Autobahnen sind vier verschie­
dene Dienstgiiten (level of service, LOS) definiert: 

1. freier und normaler Verkehr, 

2. starker Verkehr, 

3. Staugefahr und 

4. Stau. 

Die Bestimmung der aktuellen Dienstgiite kann von Beobachtern oder den Ver­
kehrsteilnehmern selbst bestimmt werden. Diese Art der Verkehrsklassifikati­
on ist jedoch subjektiv, und der Einsatz von Beobachtern ist kostspielig. Es 
wird daher versucht, eine moglichst automatische Klassifikation des StraBenver­
kehrs aus gemessenen Daten zu erreichen. Die Messung des Verkehrs kann z.B. 
mit Induktionsschleifen in der Fahrbahn erfolgen, in denen jedes vorbeifahrende 
Fahrzeug einen Spannungsimpuls induziert (Abbildung 6.9). Den induzierten 
Impulsen in U(t) konnen zwei Merkmale entnommen werden: Die Anzahl der 
Impulse pro Zeitintervall tlt gibt die Anzahl der Fahrzeuge an, die die Mess­
stelle wahrend tlt passiert haben. Diese Anzahl wird Verkehrsstarke q genannt, 
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gemessen in Fahrzeuge pro Stunde (h-1). Das zweite Merkmal, das sich aus den 
Impulsen entnehmen lasst, ist das Verhaltnis der Summe der Impulsbreiten zum 
betrachteten Zeitintervall, das proportional zur Anzahl der Fahrzeuge auf einem 
bestimmten StraBenabschnitt ist. Die relative Summe der Impulsbreiten in % 
wird Belegung 

T+AT 
J U(t) dt 

b = -,"T __ -:---=_ 

Umax ·AT 
(6.18) 

genannt, und die Anzahl der Fahrzeuge pro StraBenabschnittslange heiBt Ver­
kehrsdichte p, gemessen in Fahrzeuge pro Kilometer (km- 1 ). Mit der maximalen 
Verkehrsdichte Pmax gilt fUr den Zusammenhang zwischen Belegung und Ver­
kehrsdichte 

P = b· Pmax· (6.19) 

Wenn sich alle Fahrzeuge mit der mittleren Geschwindigkeit v bewegen, gilt fUr 
die Verkehrsstarke q und die Verkehrsdichte P der Zusammenhang 

q=v·p. (6.20) 

Bei hOherer Verkehrsdichte reduzieren die Verkehrsteilnehmer ihre Geschwin­
digkeit, z.B. um einen Mindestabstand zu den anderen Fahrzeugen einzuhalten. 
Die mittlere Geschwindigkeit v ist also nicht konstant, sondern hangt von der 
Verkehrsdichte P abo In [89] wird dieser Zusammenhang mit folgendem Modell 
beschrieben: 

( 1-1) I.!'" 
v(p) = vo· p. 1- (p:ax) (6.21) 

FUr zweispurige Bundesautobahnen wurden in [62] hierfUr die Parameter 

• mittlere Geschwind~gkeit im freien Fluss Vo = 110 km / h, 

• maximale Verkehrsdichte Pmax = 170km-1 , sowie 

• Modellparameter l = 2.8 und m = 0.8 

bestimmt. Abbildung 6.10 (links) zeigt ein Beispiel fUr ein Verkehrsdichte-Ver­
kehrsstarke-Diagramm mit gemessenen Daten. Diese Daten stimmen mit dem 
Modell (6.21) gut Uberein, wenn die Parameter Vo = 120km/h und Pmax = 
90 km-1 und die Modellparameter wie oben gesetzt werden. Den Graphen die­
ses Modells zeigt die durchgezogene Kurve in Abbildung 6.10 (rechts). FUr klei­
ne Verkehrsdichten steigt die Kurve zunachst naherungsweise linear an, d.h. je 
mehr Fahrzeuge sich auf einem StraBenabschnitt befinden, desto mehr Fahrzeu­
ge passieren diesen Abschnitt. Ab einer Verkehrsdichte von etwa 15 Fahrzeugen 
pro Kilometer geht diese Kurve in eine Sattigung, d.h. zusatzliche Fahrzeu­
ge behindern den Verkehr. Bei einer Verkehrsdichte von Uber 25 Fahrzeugen 
pro Kilometer behindern zusatzliche Fahrzeuge den Verkehr so sehr, dass die 
Verkehrsstarke sogar abnimmt. Ab 80 Fahrzeugen pro Kilometer ist die Ver­
kehrsstarke schlieBlich fast gleich null, d.h. alle Fahrzeuge sind zum Stillstand 
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Abbildung 6.10: Verkehrsdichte-Verkehrsstarke-Diagramm: gemessene Daten 
und Modell (Verkehrsstarke q in Fahrzeuge pro Stunde uber Verkehrsdichte 
p in Fahrzeuge pro Kilometer) 

gekommen. Der linear ansteigende Teil entspricht dem freien und normalen Ver­
kehr, wahrend die Sattigung und der abfallende Teil der Kurve die Staugefahr 
und schlieBlich den Stau beschreibt. Damit lasst sich ein einfacher Verkehrsklas­
sifikator definieren: 

{ 
freier und nor maIer Verkehr 

LOS = starker Verkehr 
Staugefahr 
Stau 

falls p < 15km-1 

falls 15km-1 ~ p < 25km-1 

falls 25 km-1 ~ p < 80 km- 1 

falls p ~ 80 km- 1 

(6.22) 

Ein anderes Verfahren nutzt die Tatsache, dass (6.20) fur konstante Geschwin­
digkeit v im Verkehrsdichte- Verkehrsstarke- Diagramm eine Gerade durch den 
Ursprung mit der Steigung v beschreibt. Die gestrichelten Linien in Abbil­
dung 6.10 (rechts) zeigen solche Geraden fur v = 100 km/h, 60 km/h und 
40 km/h (von links nach rechts) . Der entsprechende Verkehrsklassifikator lautet 

{ 
freier und normaler Verkehr falls v > 100 km/h 

LOS - starker Verkehr falls 60km/h ~ v < 100km/h (623) 
- Staugefahr falls 40 km / h ~ v < 60 km / h . 

Stau falls v < 40 km/ h 

Diese beiden einfachen Klassifikatoren gehen von einer fixen Form des Verkehrs­
dichte-Verkehrsstarke- Diagramms aus. Die Anordnung der Daten in diesem 
Diagramm ist jedoch nicht konstant, sondern andert sich z.B. in Abhangigkeit 
vom Wetter oder der Tageszeit. Fur eine robuste Verkehrsklassifikation muss 
daher zunachst die Form des aktuellen Diagramms aus den Daten identifiziert 
werden. Dies ist eine Aufgabe der Datenanalyse. Eine Moglichkeit zur Identifika­
tion des Verkehrsdichte-Verkehrsstarke- Diagramms besteht darin, den Graphen 
als Kombination unterschiedlicher geometrischer Formen zu interpretieren: eine 
Linie durch den Ursprung fur freien und normalen Verkehr sowie drei Punkt­
wolken, die sich oben rechts anschlieBen, fur die ubrigen drei Dienstguten. Die 
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Abbildung 6.11: Cluster im Verkehrsdichte-Verkehrsstarke- Diagramm und 
Klassengrenzen fUr freien Verkehr (gestrichelt: feste Grenzen, durchgezogen: aus 
Datenanalyse 

Parameter dieser geometrischen Formen lassen sich durch Clusteranalyse gemaB 
Abschnitt 5.6 bestimmen. Die Linie durch den Ursprung lasst sich analog zum 
FCL- Prototyp als 

PI = ((O,O) ,dd (6.24) 

mit dem AbstandsmaB (5.100) darstellen. Fiir die drei Punktwolken konnen 
Elliptotypes gewahlt werden, die spezifische Durchschnittsgeschwindigkeiten re­
prasentieren, und deren Richtungsvektoren daher gemaB (6.20) durch den Ur­
sprung gehen. Die Prototypen fUr die Punktwolken lauten also 

(6.25) 

mit dem Abstandsmaf3 (5.104) und dem Parameter 0: 0.9. Urn der groBe­
ren lateralen Ausdehnung der Elliptotypes im Vergleich zur Ursprungsgeraden 
Rechnung zu tragen, wird bei den Prototypen 2, ... , 4 die Diagonalnorm (2.11) 
mit 

A _ (0.1 0) 
- 0 0.1 (6.26) 

anstatt der Euklid'schen Norm (2.10) verwendet. Da hier unterschiedliche Pro­
totypen in einer gemeinsamen Kostenfunktion (5.101) verwendet werden (Ur­
sprungsgerade und Ursprungselliptotypes), nennen wir dieses Modell auch Fuzzy 
c- Mixed Prototypes (FCMP) [142, 143]. 

Die Daten aus Abbildung 6.10 (links) werden mit dem Wiirfel Xmin = (0,0) 
und Xmax = (80 km- I , 1800 h- I ) standardisiert (3.21) und eine alternierende 
Optimierung des beschriebenen FCMP-Modells (m = 2) durchgefiihrt. Urn si­
cherzustellen, dass die Punkte in der Nahe des Ursprungs dem erst en Cluster 
zugeordnet werden, wird dieser Prototyp als PI = ((0,0), (0, 1)) initialisiert. 
Abbildung 6.11 (links) zeigt die gefundenen Prototypen (Kreise: Clusterzen­
tren VI, .. . , V4, Pfeile: Richtungsvektoren dl , . .. ,d4 , von links nach rechts). Die 
Steigung des Pfeils am Ursprung stimmt gut mit der Steigung der Punkte im 
Datensatz iiberein. Die drei iibrigen Pfeile reprasentieren drei Punktwolken fiir 
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starken Verkehr, Staugefahr und Stau, die relativ gleichmaJ3ig iiber die Daten­
punkte rechts von der Geraden verteilt sind. 

Die mit alternierender Optimierung des FCMP-Modells gefundene Partiti­
onsmatrix weist jedem Punkt des Datensatzes Zugehorigkeiten zu den vier Clus­
tern (d.h. Dienstgiiten) zu. Mit Hilfe der Maximum-Teilmengendefuzzifizierung 
(5.191) kann jedem Punkt eine einzige Dienstgiite zugewiesen werden, indem das 
Cluster mit der hochsten Zugehorigkeit ausgewahlt wird. Die Grenze der Punk­
te, die auf diese Weise als "freier und normaler Verkehr" klassifiziert werden, ist 
als durchgezogene Kurve im mittleren Diagramm in Abbildung 6.11 dargestellt. 
Punkte links dieser Kurve gehoren zu Cluster 1, Punkte rechts davon zu einem 
der Cluster 2, ... ,4. Die gestrichelte Linie zeigt die Gerade v = 100 km / h, die 
fiir den einfachen Klassifikator nach (6.23) die Dienstgiite "freier und normaler 
Verkehr" begrenzt. Beide Grenzen (und damit beide Klassen) stimmen so gut 
miteinander iiberein, dass die gestrichelte Linie neben der durchgezogenen Kur­
ve kaum zu erkennen ist. Das rechte Diagramm in Abbildung 6.11 zeigt einen 
Datensatz von der selben Messstelle, der an einem anderen Tag aufgenommen 
wurde. Vermutlich aufgrund schlechteren Wetters ist der Anstieg der Geraden 
fiir freien Verkehr hier deutlich geringer. Auch fUr diesen Datensatz wurden 
Cluster mit dem FCMP-Modell bestimmt. Die Grenze von Cluster lliegt wei­
ter rechts und klassifiziert aIle Punkte auf dem unteren und mittleren Teil der 
Geraden korrekt als "freier und normaler Verkehr". Der Klassifikator mit fes­
ter Geschwindigkeitsgrenze (gestrichelt) beriicksichtigt diese Veranderung nicht 
und klassifiziert nahezu aIle Punkte auf der Geraden als "starker Verkehr" oder 
gar "Staugefahr". Das FCMP-Modell fUhrt also zu einer wesentlich robusteren 
Verkehrsklassifikation als die konventionellen geschwindigkeitsorientierten Ver­
fahren. 

In der obigen Anwendung wurde die zeitliche Abfolge der Verkehrsstarken 
und Verkehrsdichten nicht beriicksichtigt. Fiir eine Verkehrsprognose werden 
dagegen Zeitreihen der Verkehrsstarke betrachtet. Eine Zeitreihe der Verkehrs­
starke iiber 24 Stunden hinweg wird Tagesgangkurve genannt. Wir betrachten 
hier nur Tagesgangkurven von Montag bis Donnerstag, da diese sehr ahnlich 
verlaufen, wahrend sich die Kurven an Freitagen und am Wochenende sehr 
unterschiedlich verhalten. Der vorliegende Datensatz von einer Messstelle im 
Stadtverkehr enthalt fUr jedes Messintervall von 15 Minuten ein Messwert, eine 
komplette Tagesgangkurve besteht also aus 24· 4 = 96 Werten. Wegen der star­
ken Schwankungen der Verkehrsstarkemesswerte wurde eine Filterung der Ta­
gesgangkurven mit dem gleitenden Median der Ordnung 5 (3.13) durchgefiihrt. 
Abbildung 6.12 (links) zeigt 20 solcher (gefilterter) Tagesgangkurven. Ein Ver­
gleich mit Abbildung 6.10 zeigt, dass die in der Stadt gemessenen maximalen 
Verkehrsstarken nur etwa ein drittel so groB sind wie auf Autobahnen. Bis auf 
einige AusreiBer haben aIle Tagesgangkurven eine ahnliche Form: Um etwa 6 
Uhr springt die Verkehrsstarke von nahezu null auf den TageshOchstwert, der 
bis etwa 8 Uhr beibehalten wird, sinkt dann auf ein Plateau ab, steigt um etwa 
16 Uhr auf den NachmittagshOchstwert, der etwa die Halfte des TageshOchst­
wertes betragt, und sinkt schlieBlich ab etwa 18 Uhr langsam wieder auf null 
abo Die absoluten Verkehrsstarken, die an den einzelnen Tagen zu bestimmten 
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Abbildung 6.12: Einige Tagesgangkurven (Montag bis Donnerstag) und 3 Clus­
terzentren (Verkehrsstarke in Fahrzeuge pro Stunde iiber Uhrzeit t in Stunden) 

Uhrzeiten gemessen werden, weichen jedoch urn bis zu 100 Fahrzeuge pro Stun­
de voneinander abo Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass in diesem Datensatz 
Tage mit Grofiveranstaltungen, normale Tage und Urlaubstage enthalten sind, 
die sich durch unterschiedliches Verkehrsaufkommen auszeichnen. 

Mit Hilfe eines Kalenders lassen sich diese Daten manuell klassifizieren, dies 
ist jedoch sehr aufwendig, und es ist z.B. schwierig zu entscheiden, ab welcher 
Anzahl der Besucher eine Veranstaltung als Grofiveranstaltung gewertet werden 
kann und ob ein einzelner Schulferientag bereits als Urlaubstag zahlen solI. Ein 
entsprechender Ansatz, der insgesamt 161 Unterklassen verwendet, ist in [142] 
beschrieben. Ein wesentlich einfacherer Ansatz findet eine vorgegebene Anzahl 
typischer Tagesgangkurven aus unklassifizierten Daten mit Hilfe der Cluster­
analyse. Hierzu wird jede Tagesgangkurve als ein 96-dimensionaler Vektor von 
(gefilterten) Verkehrsstarkemesswerten geschrieben. In dem dadurch erzeugten 
Datensatz werden mit alternierende Optimierung mit dem FCM-Modell (5.90) 
und dem Parameter m = 2 c = 3 Cluster bestimmt. Jedes dieser 3 Cluster 
reprasentiert ein typische Tagesgangkurve. Die gefundenen drei typischen Ta­
gesgangkurven sind Abbildung 6.12 (rechts) dargestellt. 1m Nachhinein lassen 
sich diese unklassifizierten Tagesgangkurven bestimmten Klassen zuweisen. Die 
obere Kurve entspricht einer typischen Tagesgangkurve bei Grofiveranstaltun­
gen, die mittlere einer fUr normale Tage und die untere einer fiir Urlaubstage. 
Mit diesen typischen Tagesgangkurven Hisst sich ein Langzeitprognosesystem 
aufbauen. Ein solches System erhalt jeden Tag die Information, ob eine Grof3.. 
veranstaltung oder ein Urlaubstag vorliegt, und wahlt dementsprechend eine der 
drei typischen Tagesgangkurven aus. Die prognostizierten Verkehrsstarken wer­
den der gewahlten Tagesgangkurve entnommen. Diese einfache Vorgehensweise 
zur Verkehrsprognose lasst sich leicht auf hOhere Klassenanzahlen erweitern. 
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6.3 Bildverarbeitung 

Elektronische bilderfassende Systeme [25] stellen ein Bild als zweidimensionales 
Feld von Bildpunkten (Pixeln) dar. Bei Grauwertbildern kann jeder dieser Bild­
punkte durch einen skalaren Wert beschrieben werden. Diese Grauwerte sind 
meist als Binarzahlen mit einer Auflosung von r bit implementiert. Ein Bild mit 
der Hohe h Pixel und der Breite b Pixel kann somit als eine Datenmatrix 

o 1 bxh 
X E {2T _ 1 ' 2T _ 1 ' ... ,I} (6.27) 

betrachtet werden, wobei der Grauwert 0 ein schwarzes Pixel darstellt und 
der Grauwert 1 ein weiBes. Heutige Kameras arbeiten mit BildgroBen zwischen 
640 x 480 (VGA-Grafikkarte, Video Graphics Array) bis 3076 x 2048 Pixeln bei 
einer Auflosung von 8 oder 12 bits [99]. Ein einziges Grauwertbild kann also bis 
zu 10 Megabytes groB sein, daher werden haufig (verlustbehaftete) Bildkompres­
sionsverfahren wie JPEG (Joint Photographic Experts Group) [101] eingesetzt. 
Datenanalyse werden in der Bildverarbeitung eingesetzt, urn 

• die optische Qualitat eines Bildes, also den Kontrast und die Erkennbarkeit 
von Objekten zu erhOhen (Bildverbesserung), 

• Grenzen zwischen Objekten zu erkennen (Kantendetektion), 

• einzelne Objekte und Objektgruppen zu unterscheiden (Bildsegmentie­
rung), 

• einzelne Objekte und Objektgruppen zu identifizieren (Objekterkennung), 
sowie 

• inhaltliche und semantische Informationen aus der Anordnung der Objekte 
zu gewinnen (Bildverstandnis). 

Zu den wichtigsten Anwendungsfeldern der Bildverarbeitung gehoren Medizin, 
Luft- und Raumfahrt, Industrieanlagen und die Verkehrsiiberwachung. In die­
sem Abschnitt wird beispielhaft eine Anwendung aus der medizinischen Bildver­
arbeitung betrachtet: die Bildsegmentierung fiir Mammografieaufnahmen [16]. 

Die Mammografie ist eine Rontgenuntersuchung der weiblichen Brust, mit 
der noch nicht tastbare Knoten sowie gut- und bosartige Veranderungen erkannt 
werden konnen [53]. Solche Veranderungen treten bei fast 10% aller Frauen auf; 
die Heilungschancen bei friihzeitiger Erkennung und Behandlung betragen et­
wa 80%. Zur friihzeitigen Erkennung von Brustkrebs werden in vielen Landern 
Screening-Programme durchgefiihrt [39]. Anonymisierte Bildaufnahmen eines 
solchen Programms aus GroBbritannien wurden von der Mammographic Image 
Analysis Society (MIAS) in einer Bilddatenbank gespeichert, die iiber das Pilot 
European Image Processing Archive (PEIPA) der Universitat Essex verfiigbar 
ist (ftp:/ /peipa.essex.ac.uk/ipa/pix/miasj). Die MIAS-Dateien enthalten Grau­
wertbilder mit 1024 x 1024 Pixeln und einer Auflosung von 8 bit, die neben 
den eigentlichen Mammografieaufnahmen unterschiedlicher GroBe auch einfach 
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Abbildung 6.13: Originalbild und vorverarbeitetes Bild 

schwarzen Hintergrund zeigen. Zur Vorverarbeitung wird daher zunachst der 
interessierende Bereich, also die Mammografieaufnahme ohne den Hintergrund 
durch manuelles Ausschneiden ausgewahlt. Zur besseren Vergleichbarkeit wer­
den einige Bilder gespiegelt, so dass die Brustspitzen jeweils nach rechts zeigen. 
Die Grauwerte aller Pixeljedes Bildes sind sehr ungleichmaBig verteilt. Eine bes­
sere Erkennbarkeit wird durch Histogramm- Balancierung [110] erreicht. Dies ist 
eine monotone Abbildung der Grauwerte, die zu einem naherungsweise gleich­
verteilten Grauwerthistogramm ftihrt. Abbildung 6.13 zeigt ein Originalbild aus 
der MIAS- Datenbank (links) und das Ergebnis der Vorverarbeitung (rechts) . 1m 
Originalbild links sind die Grenzen der eigentlichen Rontgenaufnahme durch 
den schwarzen Rand und den weiBen Keil links unten gut zu erkennen. Nach 
der Histogramm- Balancierung sind die Gewebestrukturen innerhalb der Brust 
deutlich besser zu erkennen als vorher. Diese Gewebestrukturen werden anschlie­
Bend yom Arzt genauer auf krankhafte Veranderungen untersucht und dienen 
somit als Grundlage ftir die Diagnose. Das Ziel der Bildsegmentierung ist es 
daher, diejenige Teilflache (also diejenige Pixelmenge) des Bildes zu bestimmen, 
in der sich die fUr den Arzt interessanten Gewebestrukturen befinden. 

Zur Erkennung der Strukturen wird ein 19 x 19 Pixel groBes Fenster zeilen­
und spaltenweise tiber das Bild geftihrt und innerhalb des Fensters die statis­
tischen MaBe Mittelwert (2.13) und Standardabweichung (3.2) bestimmt. Ftir 
jedes Bild der GroBe b x h Pixel existieren (b - 18) . (h - 18) verschiedene Fens­
ter. Abbildung 6.14 (links) zeigt das Streudiagramm der Standardabweichung 
all dieser Fenster ftir das vorverarbeitete Bild aus Abbildung 6.13 (rechts) tiber 
den jeweiligen Mittelwerten dieser Fenster. In diesem Streudiagramm sind ellip­
senformige Strukturen zu erkennen, die sich in kleinerem MaBstab wiederholen 
und deswegen an ein Fraktal erinnern [83] . Fraktale Strukturen in Bildern wur­
den in [63, 92, 104] zur Erkennung von Texturen untersucht; im Unterschied 
dazu werden hier fraktale Strukturen im Merkmalsraum betrachtet [119] . Ab­
bildung 6.14 (rechts) zeigt ein quadratisches Grauwertbild mit 256 x 256 Pi-
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Abbildung 6.14: Statistische Merkmale fiir vorverarbeitetes Bild und Beispiel­
muster (Standardabweichung iiber Mittelwert) 

xeln, dessen linke und rechte Halfte mit zwei unterschiedlichen Texturen gefiiIlt 
sind. Die Pixel der linken Halfte haben zufallige Grauwerte zwischen 0 und 
120/255, die der rechten Halfte zwischen 0 und 240/255. Fiir das menschli­
che Auge sind unterschiedliche Texturen wie diese leicht zu unterscheiden, mit 
rechnergestUtzten Verfahren ist dies dagegen oft schwierig [148]. Das Streudia­
gramm in Abbildung 6.14 (rechts) zeigt den statistischen Merkmalsraum fiir 
dieses Texturbeispiel, in dem ein Ellipsenbogen zu erkennen ist. Fiir Fenster, 
die innerhalb einer einzigen Textur liegen, betragt der Mittelwert der Grauwer­
te etwa Xl = 60/255 (links) bzw. X2 = 120/255 (rechts), falls diese Fenster 
eine hinreichend groBe Stichprobe enthalten. AIle Fenster, die vollstandig in­
nerhalb del' linken Halfte liegen, entsprechen also dem linken Eckpunkt des 
Bogens, und aIle Fenster in del' rechten Halfte dem rechten Eckpunkt. AIle 
iibrigen Fenster liegen im Ubergangsbereich zwischen zwei Texturen und ent­
halten nl > 0 Pixel del' einen Textur und n2 > 0 Pixel der anderen Textur, 
nl + n2 = n = b· h = 255·255. Ohne Beschrankung del' Allgemeinheit seien dies 
die Pixel Xl, ... 'Xn1 bzw. X n1 +1, ... ,Xn . Unter der Annahme einer hinreichend 
groBen Stich probe gilt fiir Mittelwert und Standardabweichung eines solchen 
Fensters 

nl . Xl + n2 . X2 _ Xl - X2 
----------- = X2 + . nl, 

nl + n2 n 

(nl - l)SI + nlxI + (n2 - l)s~ + n2x~ - nx2 

n-1 

(6.28) 

(6.29) 

(6.31) 
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Einsetzen von n2 = n - n1 und x aus (6.29) ergibt 

2 8~ 8~ - 8~ + (Xl - X2)2 2 (Xl - X2)2 
82 - -- + n1 - n1 . 

n - 1 n - 1 n· (n - 1) 
8= 

Aus (6.29) ergibt sich 
X -X2 

n1 = -_--"­
Xl - X2 

und durch Einsetzen in (6.32) 

8= 

Weitere Umformung ergibt die Gleichung 

(x -Z)2 82 
-'----::---'-- + = 1 

r2 ({;&rf ' 

(6.32) 

(6.33) 

(6.34) 

(6.35) 

die eine Ellipse mit dem Zentrum (z,O) und den Radien (r, J n~l r) beschreibt, 

z = 

r = 

8~ - 8~ + x~ - x~ 
2(x~ - x~) 

(6.36) 

(6.37) 

FUr groBe Werte von n » 1 geht diese Ellipse in einen Kreis urn (z,O) mit dem 
Radius r iiber. In [119] wurden Ellipsenzentrum und Radien fur den Sonderfall 
Xl = 1, 81 = 0, X2 = 0, 82 = 0 bestimmt. 

0-0+1-0 1 
(6.38) z = = -2· (1- 0) 2 

r = o - 0 ( 0 - 0 + (1 - 0)2 r = [f; = ~ 
+ 2 . (1 - 0) 22 2· (6.39) 

Enthalt ein Bild genau zwei verschiedene Texturen, so liegen alle statistischen 
Merkmale der Fenster auf einer Ellipse nach (6.35) mit den Parametern aus 
(6.36) und (6.37), wie in Abbildung 6.14 (rechts). Enthalt ein Bild dagegen mehr 
als zwei verschiedene Texturen, so fiihrt jeder Ubergang zwischen zwei Texturen 
zu einem Ellipsenbogen im Merkmalsraum. Fiir das Bild aus Abbildung 6.13 
(rechts) sind dies die Ellipsenb6gen, die in Abbildung 6.14 (links) erkennbar 
sind. In einem solchen Bild sind also zahlreiche verschiedene Texturiibergange 
vorhanden. Fiir eine Bildsegmentierung k6nnen alle Pixel zu Segmenten zusam­
mengefasst werden, die zum gleichen Texturiibergang geh6ren, deren Merkmale 
also auf der selben Ellipse liegen. Mit einer Variante des Fuzzy c-Shells (FCS) 
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Abbildung 6.15: Transformierte statistische Merkmale fur vorverarbeitetes Bild 
und gefundene Prototypen (Radius uber Mittelwert) 

Modells nach (5.106). lassen sich nicht nur Lage und Form der einzelnen EI­
lipsen automatisch aus dem Merkmalsdatensatz bestimmen, sondern auch die 
Zugehorigkeiten der einzelnen Punkte, also die Zuordnung der Punkte zu den 
einzelnen Ellipsen. Wir verwenden hier stattdessen eine Merkmalstransformati­
on mit einem Radius 

(6.40) 

die die Ellipsen im Merkmalsraum (x , s) in Linien im transformierten Merk­
malsraum (x, r) abbildet. Aus den Ellipsen in Abbildung 6.14 (links) werden 
dadurch die Linien in Abbildung 6.15 (links). Die Linien in diesem transfor­
mierten Merkmalsraum lassen sich mit dem Fuzzy c-Elliptotypes Modell nach 
(5.104) identifizieren. Abbildung 6.15 (rechts) zeigt die so bestimmten Prototy­
pen fUr c = 5 und a = 0.9. 

Anhand der hOchsten Zugehorigkeitswerte der Partitionsmatrix kann jeder 
Punkt im Merkmalsraum scharf einem der funf Cluster (Segmente) zugeordnet 
werden. Jeder Punkt im Merkmalsraum entspricht einem 9 x 9 Pixel groBen 
Fenster im Bildraum. Jedem der funf Cluster wird ein spezifischer Grauwert 
zugewiesen und das Zentrumspixel eines jeden Fensters entsprechend der schar­
fen Clusterzugehorigkeit eingefarbt. Die ersten beiden Bilder der oberst en Zeile 
in Abbildung 6.16 zeigen das vorverarbeitete Bild aus Abbildung 6.13 (rechts) 
und das den FCE-Clustern aus Abbildung 6.15 (rechts) entsprechende segmen­
tierte Bild. Dieses segmentierte Bild enthalt ein schwarzes Hintergrundsegment, 
das deutlich die Umrisse der Brust und der kunstlichen Markierung rechts oben 
begrenzt. Die verastelten Strukturen innerhalb der Brust liegen im hellgrauen 
Bildsegment. Die ubrigen Bilder in Abbildung 6.16 zeigen ahnliche Ergebnisse 
fUr funf weitere Mammografieaufnahmen (vorverarbeitete Bilder jeweils in der 
erst en und dritten Spalte, entsprechende segmentierte Bilder in der zweiten und 
vierten Spalte) . Das Verfahren eignet sich zur Bildverdeutlichung (Kontrast­
verstarkung), zur automatischen Hintergrunderkennung und zur automatischen 
Erkennung von Bildbereichen mit interessanten Strukturen. 
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Abbildung 6.16: Vorverarbeitete und segmentierte Bilder 
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6.4 Marketing 

1m Gegensatz zum rein produktorientierten Verkauf wird mit Marketing [72, 90, 
136] versucht, sich durch Orientierung an Kundenbedurfnissen Wettbewerbsvor­
teile zu verschaffen und zu nutzen. Zu den wichtigsten Mitteln des Marketings 
gehoren die Kundensegrrientierung, die Produktsegmentierung, die Analyse der 
Wettbewerber und die Umsetzung der gewonnenen Erkenntnisse. Insbesondere 
zur Marktsegmentierung und -analyse werden zunehmend Methoden der Da­
tenanalyse eingesetzt [8, 73, 147, 156]. Zu den wichtigsten Aufgaben der Daten­
analyse im Marketing gehOren [93]: 

Segmentierung: Welche Art von Kunden hat eine Firma? 

Klassifikation: 1st ein bestimmter Kunde ein potenzieller Kunde? 

Konzeptbeschreibung: Welche Eigenschaften hat ein potenzieller Kunde? 

Vorhersage: Welcher Umsatz wird im nikhsten Jahr erzielt werden? 

Abweichungsanalyse: Warum hat sich das Kundenverhalten geandert? 

Abhangigkeitsanalyse: Wie beeinflusst Marketing das Kundenverhalten? 

All diese Aufgaben konnen mit den in diesem Buch beschriebenen Datenanalyse­
methoden behandelt werden. Als Beispiel werden hier die ersten drei Aufgaben 
betrachtet. Abbildung 6.17 zeigt einen Ausschnitt einer relationalen Datenbank 
[66, 91, 135] eines Versandhauses. Die linke Tabelle zeigt die Kundendatei, in 
der fur jeden der hier verwendeten n = 1000 Kunden die Kundennummer, die 
Postleitzahl des Wohnortes, das Geburtsjahr und weitere Angaben gespeichert 
sind. Das Geburtsjahr wird wegen des Jahr-2000-Problems vierstellig gespei­
chert. Die rechte Tabelle zeigt sie Umsatzdatei, in der zu jeder Bestellung die 
Kundennummer, die Hohe des Umsatzes (Rechnungsbetrag) und weitere Anga­
ben gespeichert sind. Jede Kundennummer in der ersten Spalte der Umsatzdatei 
referenziert einen Kunden gemaB der ersten Spalte der Kundendatei. Viele Kun­
den haben mehr als einmal Produkte bestellt, so dass viele Kundennummern in 
der Umsatzdatei mehrfach vorkommen. Die personlichen Angahenjedes Kunden 
sind jedoch nur einmal in der Kundendatei gespeichert, so dass jede Kunden­
nummer in der Kundendatei genau einmal vorkommt. Der Vorteil einer sol­
chen relationalen Datenbank liegt darin, dass trotz mehrmaliger Bestellungen 
die Postleitzahl und das Geburtsjahr jedes Kunden nur einmal gespeichert ist. 
Daducrh wird einerseits der Speicherbedarf fur die Datenbank geringer, ande­
rerseits wird aber auch der Anderungsaufwand geringer, denn bei Umzug eines 
Kunden muss lediglich ein einziger Eintrag in der Kundendatei und nicht jede 
einzelne Bestellung geandert werden [26]. Der Begriff "relationale Datenbank" 
bezieht sich auf die Relationen zwischen Elementen verschiedener Dateien, im 
Gegensatz zu "relationalen Datenanalysemethoden" nach Abschnitt 5.12, bei 
denen die Daten selbst durch eine Relationsmatrix spezifiziert werden. 
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Kundendatei U msatzdatei 

Kunden- PLZ Geburts- .. . Kunden- Umsatz ... 
nummer jahr nummer 

1 84513 1975 .. . 884 109.38 ... 
2 71932 1975 .. . 765 57.73 ... 
3 29994 1965 .. . 640 63.28 ... 
4 37406 1973 .. . 846 549.33 ... 
5 81347 1967 .. . 583 56.00 ... 
6 28386 1965 .. . 880 59.82 ... 
7 98893 1963 .. . 266 1778.00 ... 
8 91957 1971 .. . 171 31.34 ... 
9 80020 1972 .. . 692 106.40 ... 

10 17785 1938 .. . 388 540.00 ... 

990 78167 1975 .. . 652 110.59 ... 
991 88022 1970 .. . 624 1013.00 ... 
992 20889 1957 .. . 952 108.87 ... 
993 21471 1941 ... 846 75.49 . .. 
994 37093 1955 .. . 927 71.50 ... 
995 84238 1944 .. . 673 206.38 ... 
996 82542 1976 .. . 624 605.00 ... 
997 97129 1969 .. . 971 1495.00 ... 
998 99425 1970 .. . 856 189.33 ... 
999 81061 1973 .. . 139 224.95 ... 

1000 69328 1972 .. . 450 299.83 ... 

Abbildung 6.17: Relationale Marketingdatenbank 
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Zur Datenanalyse werden dagegen meist Eintrage aus der Datenbank abge­
fragt und in einer einzigen Datei gespeichert, die alle Komponenten jedes Merk­
malsvektors (m6glicherweise wiederholt) enthalt (siehe auch Abschnitt 3.6). Ei­
ne derart aus einer Datenbank extrahierte Datei wird auch flache Datei (flat 
file) genannt. Nach Erstellung einer flachen Datei kann v611ig ignoriert werden, 
dass die Daten ursprlinglich aus einer relationalen Datenbank stammen. Es las­
sen sich dann samtliche hier beschriebenen Datenanalysemethoden anwenden. 
Einige dieser Methoden lassen sich jedoch auch so modifizieren, dass sie direkt 
auf relationale Datenbanken angewendet werden k6nnen, ohne dass eine flache 
Datei erstellt werden muss. Beispielhaft wird dies im Folgenden fUr die Cluster­
analyse gezeigt. 

Die fUr die Datenanalyse wichtige Merkmale fUr jeden Kunden aus Abbil­
dung 6.17 sind Postleitzahl, Geburtsjahr und Summe aller Umsatze. Die Da­
tenmatrix einer entsprechenden flachen Datei enthalt drei Spalten mit diesen 
drei Komponenten, wobei der Zeilenindex k = 1, ... , n der Kundenummer ent­
spricht. 

(6.41) 

Die beiden Dateien der relationalen Datenbank aus Abbildung 6.17 lassen sich 
ebenfalls als Datenmatrizen schreiben. Die Datenmatrix der Kundendatei lautet 

(6.42) 

und die Datenmatrix der Umsatzdatei lautet 

(6.43) 

wobei J der Vektor der Kundennummern und S der Vektor der (einzelnen) 
Umsatze ist. In obigem Beispiel ist die Anzahl der Umsatze n z = 3660, je­
der Kunde hat also im Durchschnitt 3.66 Bestellungen aufgegeben. Die Ge­
samtumsatze jedes Kunden lassen sich durch Summierung aus den einzelnen 
Umsatzen berechnen. 

x~3)=LSI' k=1, ... ,n, l=1, ... ,nz 
i,=k 

(6.44) 

Die Aufgabe der Clusteranalyse ist es, eine Menge von c E {2, ... , n-1} Clustern 

(6.45) 

zu finden, die die drei Merkmale Postleitzahl, Geburtsjahr und Summe aller 
Umsatze von c charakteristischen Kunden enthalt. Diese Clusteranalyse lasst 
sich mit drei unterschiedlichen Strategien durchfUhren: mit Hilfe einer flachen 
Datei, echt relational oder abstandsbasiert. 

flache Datei: Aus den Dateien der Datenbank wird eine einzige flache Datei 
erzeugt und in dieser eine konventionelle Clusteranalyse durchgeflihrt. 

1. berechne Umsatzsummen nach (6.44) 
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2. generiere Hache Datei X = (y(1), y(2), X(3)) 

3. Clusteranalyse mit dem Abstand 

dik = J(Xk - Vi)T A(Xk - Vi), i = 1, ... , c, k = 1, ... , n, (6.46) 

wobei in diesem Beispiel die Diagonalnorm 

verwendet wird 

0.00001 
o 
o 

o 
.01 
o 

o 
o 

0.0001 
(6.47) 

echt relational: Es wird ohne weitere Vorbehandlung der Daten eine Clus­
teranalyse durchgeftihrt. Hierzu wird in jedem Iterationsschritt die Ab­
standsmatrix D berechnet: 

(6.48) 

mit den Teilabstanden 

) ( (1,2)) Yk - Vi , (6.49) 

y(i33. L Sl - v}3) (6.50) 
jl=k 

abstandsbasiert: Die Umsatzsummen werden vorab berechnet, so dass die Da­
tenbank explizit aIle benotigten Daten enthalt. Die einzelnen Dateien der 
Datenbank bleiben jedoch getrennt. Die Zuordnung der Daten zueinander 
erfolgt anhand der Kundennummern. 

1. Berechne Umsatzsummen nach (6.44) 

2. Clusteranalyse mit dem Abstand 

(6.51) 

mit den Teilabstanden 

) ( _ (1,2)) 
Yk Vi , (6.52) 

(6.53) 

AIle drei Varianten sind aquivalent, d.h. sie ftihren zum gleichen Ergebnis V. Sie 
unterscheiden sich jedoch deutlich im benotigten Speicher- und Rechenaufwand 
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Speicher­
aufwand 

Rechen­
auf wand 

flache Datei 
X: 3·n 
D: c·n 
V: 3·c 
~: (c+3) ·n+3·c 

0(1) 

echt relational 

D: c·n 
V: 3·c 
~: c·n +3·c 

o(nz) 

abstands basiert 
Xl;!): n 
D: c·n 
V: 3·c 
~: (c+1)·n+3·c 

0(1) 

Abbildung 6.18: Speicher- und Rechenaufwand der Clustermethoden fUr rela­
tionale Datenbanken 

(Abbildung 6.18). Die flache Datei hat einen Speicherbedarf in der GroBe von 
3 . n Eintragen, fUr die echt relationale Losung wird kein zusatzlicher Speicher 
fUr Daten benotigt, und die abstandsbasierte Variante benotigt einen Speicher 
mit n Eintragen fur die Summen der Umsatze. Daruber hinaus benotigen alle 
drei Methoden Speicher fUr die Abstandsmatrix mit c·n Elementen sowie fur die 
Clusterzentren mit 3 . c Komponenten. Den hochsten Speicherbedarf ergibt sich 
damit bei Erzeugung einer flachen Datei, wahrend die echt relationale Variante 
den geringsten Speicherbedarf besitzt. 

Fur den Rechenaufwand ergibt sich ein anderes Bild: MaBgeblich ist hier 
der Rechenaufwand innerhalb der Clusterschleife, denn diese wird c . n . tmax 

mal durchlaufen. Bei Verwendung einer flachen Datei oder der abstandsbasier­
ten Methode wird innerhalb der inneren Schleife lediglich der Abstand gemaB 
(6.46) bzw. (6.51)-(6.53) berechnet. Bei der echt relationalen Methoden wird 
dieser Abstand dagegen gemaB (6.48)-(6.50) bestimmt, wobei in (6.50) alle 
I = 1, ... , n z Zeilen der Matrix Z durchlaufen werden. Der Aufwand der in­
neren Schleife ist hier also o(nz), im Gegensatz zu einem konstanten Aufwand 
0(1) bei den beiden anderen Methoden. 

Die Erzeugung einer flachen Datei fuhrt also zum groBten Speicheraufwand, 
aber zu einem geringen Rechenaufwand. Die echt relationale Losung besitzt den 
niedrigsten Speicheraufwand, aber einen hohen Rechenaufwand. Die abstands­
basierte Losung ist ein Kompromiss zwischen den beiden anderen Methoden: 
Sie zeichnet sich durch einen mittleren Speicheraufwand und einen niedrigen 
Rechenaufwand aus. 

Die Resultate der Clusteranalyse fUr dieses Beispiel mit alternierender Op­
timierung (Abbildung 5.14) des Fuzzy c-Means Modells (5.90), c = 2, m = 2, 
tmax = 100, sind in Abbildung 6.19 dargestellt. Die drei Streudiagramme zei­
gen die Komponenten der Datenvektoren (Punkte) und die beiden gefundenen 
Clusterzentren (groBe schwarze Kreise). Die Clusterzentren liegen bei 

{ ( 
27374 ) ( 86356 )} 

V = 1954.1627, 1969.3478 
1122.44 1618.99 

(6.54) 

Jedes der beiden Clusterzentren spezifiziert eine bestimmte Klasse von Kunden. 
Eine dieser Kundenklassen ist im Norden Deutschlands angesiedelt, ist in den 
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Abbildung 6.19: Marketingdaten und Clusterzentren der Kundensegmente 

Ftinfziger Jahren geboren und hat einen Waren im Wert von etwa 1100.00 DM 
bestellt. Die andere Kundenklasse kommt aus den Stiden, ist Ende der Sechzi­
ger Jahre geboren und hat ftir etwa 1600 DM bestellt. Auf diese Weise ist mit 
Hilfe der Clusteranalyse eine Segmentierung der Kunden bzw. eine Konzeptbe­
schreibung ("Welche Eigenschaften hat ein potenzieller Kunde?") durchgeftihrt 
worden. 

Dieses Resultat kann auBerdem auch zur Klassifikation von Kunden benutzt 
werden. Ein bestimmter Kunde lasst sich durch den Merkmalsvektor x mit den 
Komponenten Postleitzahl, Geburtsjahr und Umsatzsumme beschreiben. Mit 
den Clusterzentren aus (6.54) lassen sich die Zugeh6rigkeiten zu den beiden 
Kundenklassen gemaB (5.92) berechnen. Die Zugeh6rigkeit uI(x) quantifiziert, 
in wie weit der Kunde der ersten Kundenklasse angeh6rt, und U2(X) quantifi­
ziert , in wie weit er der zweiten Kundenklasse angeh6rt . Urn zu bestimmen, ob 
der Kunde tiberhaupt zu einer der Kundenklassen geh6rt , kann das Maximum 
aller Zugeh6rigkeiten gebildet werden. 

(6.55) 

Diese ZugehOrigkeit u(x) sollte tiber 0.5 liegen. Die Summe der ZugehOrigkeiten 
eignet sich nicht zur Untersuchung, ob ein Kunde ein potenzieller Kunde ist, 
denn die Summe der Zugeh6rigkeiten betragt immer eins (5 .89). 
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Zusammenfassung 

Ziel der Datenanalyse ist es, aus groBen Datenmengen Wissen zu extrahieren, 
d.h. allgemein giiltige, nicht triviale, neue, nutzliche und verstandliche Muster 
zu erkennen. Fur diese Wissensextraktion wurde ein mehrstufiger Datenanalyse­
Prozess dargestellt, an dem sich die Gliederung dieses Buches orientiert. 

Zur Vorbereitung der Datenanalyse ist es notwendig, bereits bei der Planung 
und DurchfUhrung der Datensammlung die Charakteristika der Daten, die Da­
tendarstellung und mogliche Fehlerquellen zu beachten. Zunachst sollte geklart 
werden, auf welchen Skalen die Daten gemessen werden, also ob sie nominal-, 
ordinal-, intervall- oder proportionalskaliert sind, denn davon hangt ab, welche 
mathematischen Operationen auf den Daten uberhaupt erlaubt und sinnvoll 
sind. Wichtig fUr die Datendarstellung ist es, ob es sich urn numerische oder 
nichtnumerische Objektdaten handelt. Numerische Objektdatenvektoren las­
sen sich zu Datenmatrizen zusammenfassen, die eine bequeme Darstellung und 
Handhabung ermoglichen, wahrend sich nichtnumerische Objektdaten in Form 
von Relationsmatrizen der rechnergestutzten Bearbeitung erschlieBen. Relatio­
nen spielen auch bei der Analyse von numerischen Objektdatensatzen eine groBe 
Rolle, denn die meisten Visualisierungs- und Mustererkennungsmethoden ba­
sieren auf AbstandsmaBen wie Matrixnormen (z.B. Euklid'sche, Diagonal- und 
Mahalanobis-Norm) oder Minkowsky-Normen. Textdaten, die besonders bei der 
Verarbeitung von Informationen aus dem Internet (Web-Mining) im Vorder­
grund stehen, lassen sich mit speziellen AbstandsmaBen wie dem Levenshtein­
Abstand in geeignete relationale Darstellungen uberfuhren und auf diese Weise 
numerisch weiterverarbeiten. Bei Daten, die durch Abtastung zeit- und wert­
kontinuierlicher Signale gewonnen wurden, mussen daruber hinaus Abtastungs­
und Quantisierungsfehler berucksichtigt werden. Urn die Information eines kon­
tinuierlichen Signals vollstandig in abgetasteten Daten zu erfassen, muss die 
Einhaltung der Nyquist-Bedingung sichergestellt und fur eine hinreichend klei­
ne (Wert-) Quantisierungsstufen gesorgt werden. 

Ziel der Datenvorverarbeitung ist die Erkennung und Behandlung von feh­
lerhaften Daten sowie die einheitliche Datendarstellung. Bei der Fehlerbetrach­
tung wird zwischen zufalligen und systematischen Fehlern unterschieden. Zufalli-

139 
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ge Fehler, die durch additives Rauschen modelliert werden konnen, lassen sich 
in vielen Datenanalyseaufgaben vernachlassigen. Ausreifier, Offsets, Drifteffekte 
und andere systematische Fehler mussen dagegen vor der Datenanalyse geeig­
net behandelt werden. Die 2-Sigma-Regel klassifiziert Daten als Ausreifier, die 
yom Mittelwert urn mehr als das doppelte der Standardabweichung abweichen. 
Bei dieser Methode ist zu beachten, dass auch fehlerfreie Exoten, die haufig 
gerade die wichtigste Information in Datensatzen tragen, als AusreiBer klassifi­
ziert werden konnen. Eine sicherere aber wesentlich weniger restriktive Methode 
klassifiziert Daten als AureiBer, wenn sie aufierhalb der zulassigen Wertebereiche 
liegen. Nach der Erkennung konnen Ausreifier, eventuell nach zusatzlicher ma­
nueller Klassifikation, markiert, korrigiert oder entfernt werden. Zur Korrektur 
eignet sich das Ersetzen des AusreiBers durch Maximal-, Minimal- oder Mittel­
werte sowie durch Kombinationen der Werte der nachsten Nachbarn. Speziell 
bei Zeitreihen (aber auch bei Bilddaten) lasst sich die Erkennung und Korrektur 
von fehlerhaften Daten mit Filtermethoden erreichen. Mit gleitenden Mittelwer­
ten lasst sich Rauschen gut herausfiltern, jedoch lassen sich AusreiBer besser mit 
gleitenden Medianwerten entfernen. Das exponentielle Filter (dummer Mann) 
hat einen geringen Rechenaufwand, beseitigt aber bei geringen Lernraten auch 
wesentliche Signalinformationen. Ahnliches gilt fur andere diskrete lineare Fil­
ter. Diskrete lineare Filter mit unendlicher Impulsantwort (IIR-Filter) wie z.B. 
Butterworth-Filter haben den geringsten Rechenaufwand, allerdings muss hier­
bei besonders auf die Stabilitat des Filters geachtet werden. Zur einheitlichen 
Darstellung der Daten ist es notwendig, Datenkomponenten mit unterschied­
lichen Wertebereichen zu standardisieren. Dies kann mit Hyperwurfeln oder 
statistischen MaBen (Mittelwert, Standardabweichung) erfolgen. Aufierdem ist 
es oft zweckmaBig, Daten, die verteilt in unterschiedlichen Dateien gespeichert 
sind, zu einem einzigen Datensatz zusammenzufassen (Data Warehousing). 

Der dritte Schritt des Data-Mining-Prozesses ist die eigentliche Erkennung 
von Merkmalen in den (vorverarbeiteten) Daten. Das beste bekannte Werkzeug 
zur Erkennung von Mustern ist das menschliche Auge. Zur Merkmalserken­
nung werden daher Visualisierungsmethoden eingesetzt, die es dem menschli­
chen Entwickler oder Anwender ermoglichen, interessante Strukturen zu erken­
nen. Der Mensch kann nur maximal drei raumliche Dimensionen wahrnehmen, 
und auf Papier oder Bildschirmen lassen sich nur zwei Dimensionen darstel­
len. Visualisierungsmethoden fur hoherdimensionale Daten sind daher Projek­
tionsmethoden. Zu den einfachsten Projektionsmethoden gehoren achsenparal­
lele Projektionen in Form von Diagrammen und Streudiagrammen. Liegen die 
Hauptachsen der Datenstrukturen nicht parallel zu den Koordinatenachsen, so 
liefert die Hauptachsentransformation (auch Hauptkomponentenanalyse, Prin­
cipal Component Analysis, Singularwertzerlegung, Singular Value Decompo­
sition, Karhunen-Loeve Transformation oder Eigenvektorprojektion genannt) 
eine geeignete Koordinatentransformation (Rotation und Translation), die zu 
einer Varianzmaximierung fuhrt. Komplexe, hochdimensionale Strukturen las­
sen sich mit solchen linearen Projektionsmethoden oft nur schwierig erkennen. 
Eine nichtlineare Projektionsmethode ist die mehrdimensionale Skalierung, die 
den absoluten, relativen oder Sammon-Fehler zwischen den Abstandsmatrizen 
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in Urbild- und Bildraum (z.B. durch Gradientenabstieg) minimiert. Eng mit 
der mehrdimensionalen Skalierung verwandt ist die Shepard-Methode, bei der 
versucht wird, die gleiche Ordnung der Abstande in Urbild- und Bildraum zu 
erreichen. Eine weitere nichtlineare Projektionsmethode liefert die selbstorga­
nisierende Karte, deren Knoten Koordinaten sowohl im Urbild- als auch im 
Bildraum besitzen. Wahrend des (Wettbewerbs-) Lernens werden die Bildraum­
koordinaten derjenigen Knoten am meisten verandert, deren Urbildkoordinaten 
sich am nachsten an dem jeweiligen Datenvektor befinden. Mit einem mehr­
schichtigen Perzeptron, das generell ein universeller Funktionsapproximator ist, 
lasst sich ebenfalls eine nichtlineare Projektion erreichen. Hierzu werden die Ur­
bilddaten zum Training gleichzeitig sowohl an die Eingangsschicht als auch an 
die Ausgangsschicht angelegt und versucht, die Information durch nur wenige 
Neuronen in der verdeckten Schicht hindurchzupropagieren (Autoassoziator). 
Dadurch wird in der linken Halfte des neuronalen Netzes eine Transformation 
von den hochdimensionalen Urbilddaten auf die niedrigdimensionalen Daten in 
der verdeckten Schicht so gelernt, dass sich mit der rechten Halfte des neurona­
len Netzes eine Rekonstruktion der hochdimensionalen Daten mit minimalem 
quadratischen Fehler erreichen lasst. Welche dieser nichtlinearen Projektions­
methoden die besten Ergebnisse liefert muss von Fall zu Fall nach Datenlage 
entschieden werden. Neben den Projektionen liefert die Spektralanalyse eine 
weitere Moglichkeit der Datenvisualisierung. Insbesondere fUr Zeitreihendaten 
lassen sich aus den Betrags- und Phasenspektren oft wesentliche Strukturele­
mente der Daten erkennen. 

Neben der Mustererkennung durch Visualisierung existieren zahlreiche Ver­
fahren der maschinellen Mustererkennung. Zu den wichtigsten statistischen Me­
tho den der Datenanalyse gehoren die Korrelations- und Regressionsanalyse. Mit 
Kovarianzen und Korrelationen wird der (lineare) Zusammenhang zwischen Da­
ten quantifiziert. Gruppen von zusammengehorigen Datenkomponenten lassen 
sich durch in Form von Korrelationsclustern bestimmen. Die gefundenen Er­
gebnisse sollten auf Scheinkorrelationen hin uberpruft werden, z.B. mit Hilfe 
von partiellen Korrelationskoeffizienten. Die Regressionsanalyse bestimmt eine 
Schatzung fUr den (linearen) funktionalen Zusammenhang zwischen Datenkom­
ponenten durch Minimierung des quadratischen Approximationsfehlers und ist 
damit eine Methode der Funktionsapproximation. Durch Substitution lasst sich 
die Regressionsanalyse auch auf bestimmte nichtlineare Funktionen erweitern. 
Mit allgemeinen nichtlinearen Funktionsapproximatoren lassen sich auch nicht­
lineare Korrelationen zwischen Datenkomponenten bestimmen. Hierzu wird ein 
Teil des Datensatzes zum Training und der Rest zur Validierung des Approxi­
mators verwendet. Die Auswahl von Trainings- und Validierungsmengen kann 
mit Leave-One-Out, Cross-Validierung oder Leave-m-Out erfolgen. Der Vali­
dierungsfehler ist ein MaB fur den (nichtlinearen) Zusammenhang zwischen den 
betrachteten Datenkomponenten. 

Sind die Daten bestimmten Klassen zugeordnet, so konnen aus dem Daten­
satz typische Vertreter der einzelnen Klassen (Referenzvektoren, Prototypen) 
mit Hilfe der lernenden Vektorquantisierung (LVQ) oder des Q*-Algorithmus' 
gefunden werden. Beide Algorithmen benutzen Prototypen, die durch Wettbe-
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werbslernen adaptiert werden. LVQ bestimmt je einen Prototypen pro KIas­
se, Q* bestimmt pro Klasse eine Menge von Prototypen. Solche Prototypen 
eignen sich zum einen zur Analyse der Daten in den einzelnen Klassen, zum 
anderen aber auch zum Aufbau von Klassifikatoren, die unbekannte Vektoren 
einer der Klassen zuordnen, z.B. der Klasse des nachsten Nachbarn (Nachster­
Nachbar-Klassifikator). Entscheidungsbaume sind Klassifikatoren mit hierarchi­
scher Struktur, die an jeder Verzweigung nur ein einziges Merkmal zur Klassen­
unterteilung verwenden. Die optimalen Verzweigungsbedingungen konnen auf 
der Basis von Daten durch Maximierung des Informationsgewinns (Entropie) 
bestimmt werden. Fur diskrete Daten dient hierzu der ID3-Algorithmus, fur 
kontinuierliche Daten CART (Classification and Regression Tree) oder C4.5. 

Sind die Klasseninformationen nicht in den Daten enthalten, so konnen die­
se mit Hilfe von Clusterverfahren geschatzt werden. Ein (gutes) Cluster ist ei­
ne Menge von Punkten, die nahe zusammen liegen und von anderen Clustern 
deutlich getrennt sind. Die sequenzielle agglomerative hierarchische nichtuber­
lappende (SAHN) Clusteranalyse definiert zunachst jeden einzelnen Punkt als 
Cluster und fasst dann sukzessive Clusterpaare mit dem geringsten Minimal-, 
Maximal- oder mittleren Abstand zusammen. Sequenzielle divisive hierarchische 
nichtuberlappende (SDHN) Clusteranalyse beginnt mit einem einzigen Clus­
ter, das sukzessive geteilt wird. Wahrend SAHN und SDHN lediglich Partitio­
nen bestimmen, liefert das c-Means (CM) Modell zu jedem Cluster zusatzlich 
einen Prototypen (Clusterzentrum). Hierzu wird die Summe der quadratischen 
Abstande zwischen allen Punkten und den zugehorigen Clusterzentren mini­
miert, meist durch alternierende Optimierung (AO), bei der abwechselnd Par­
titionen und Prototypen (z.B. mit Hilfe der notwendigen Bedingungen fUr Ex­
trema der Kostenfunktion) neu bestimmt werden. Unscharfe Cluster zeichnen 
sich dadurch aus, dass jeder Datenpunkt zu gewissen Graden zu mehreren Clus­
tern gehOren kann. Sie lassen sich z.B. durch das Fuzzy c-Means (FCM) Modell 
bestimmen, das die Summe der mit den Zugehorigkeiten gewichteten quadrati­
schen Abstande zwischen Punkten und Zentren minimiert. Die Form der mit AO 
bestimmten Zugehorigkeitsfunktionen ist durch das Clustermodell festgelegt; 
beliebige Formen lassen sich dagegen mit alternierender Clusterschatzung (al­
ternating cluster estimation, ACE) erzeugen, bei der Zugehorigkeits- und Pro­
totypfunktionen vom Benutzer frei gewahlt werden konnen. Prototypenbasierte 
Clustermodelle lassen sich leicht von Punktprototypen zu Prototypen hoher­
er Ordnung erweitern. Durch Verwendung einer Variante des Mahalanobis­
Abstands konnen fUr die einzelnen Cluster ellipsoide Prototypen gefunden wer­
den (Gustafson-Kessel-Modell). Mit anderen Abstandsmaf3en lassen sich auch 
Linien, (Hyper-) Ebenen oder Kreise in Daten finden. Ob in einem Datensatz 
uberhaupt Cluster enthalten sind, lasst sich mit dem Hopkins-Index bestimmen. 
Die Gute der gefundenen Cluster lasst sich mit Validitatsmaf3en (wie Partiti­
onskoeffizient, Klassifikationsentropie oder Proportionsexponent) quantifizieren. 
Neben der alternierenden Optimierung eignen sich auch Multiagentensysteme 
zur Minimierung von Clustermodellen. Allgemein konnen Strukturen in Daten 
gefunden werden, indem jeder Struktur ein oder mehrere Agenten zugeordnet 
werden, die im Laufe des Datenanalyseprozesses miteinander in Wettbewerb 



143 

treten. Auch fur unklassifizierte Daten lassen sich mit Hilfe von Clustermodel­
len Entscheidungsbaume erzeugen, die die Struktur der Daten widerspiegeln. 
1m Gegensatz zu ID3 oder CART werden die optimalen eindimensionalen Par­
titionen an jeder Verzweigung des Entsscheidungsbaums nicht aufgrund von 
Entropiemaximierung, sondern durch Maximierung bzw. Minimierung von Va­
liditatsmafien bestimmt. Die in Daten gefundenen Cluster lassen sich nicht nur 
in Form der Partitionen oder Prototypen interpretieren, sondern mit Hilfe von 
Projektionsmethoden auch in Wenn-Dann-Regeln (Mamdani-Assilian, Sugeno­
Yasukawa oder Takagi-Sugeno) konvertieren, die fUr den Menschen besonders 
leicht verstandlich sind. Weitere bekannte Clustermethoden basieren auf radia­
len Basisfunktionen oder Wettbewerbslernen (z.B. "neuronales Gas"). Neuro­
nale Netzwerke mit radialen Basisfunktionen entsprechen Sugeno-Yasukawa­
Systemen mit gaufiformigen ZugehOrigkeitsfunktionen, die z.B. mit Gradienten­
abstiegsverfahren trainiert werden. Das neuronale Gas und andere Methoden 
der Clusteranalyse mit Wettbewerbslernen arbeiten wie die selbstorganisierende 
Karte, LVQ, Q* oder Multiagentensysteme mit Prototypen, die in Abhangigkeit 
vom Abstand zu den Datenvektoren aktualisiert werden. Nicht nur in numeri­
schen Objektdaten, sondern auch in relationalen Daten lassen sich Cluster be­
stimmen. Hierzu dient die relationale alternierende Clusterschatzung (RACE), 
die sich z.B. zur automatischen Stichwortextraktion aus Texten (Text-Mining) 
eignet. 

Die Nachbereitung des Datenanalyse-Prozesses umfasst die Interpretation, 
Dokumentation und Auswertung der Analyseergebnisse. Da diese Schritte an­
wendungsspezifisch sehr unterschiedlich ablaufen, ist ihnen kein eigenes Kapitel 
gewidmet, sondern sie sind beispielhaft im Rahmen der Anwendungen darge­
stellt. In der Prozesstechnik konnen Datenanalysemethoden genutzt werden, 
urn die fUr die Produktqualitat relevant en Prozessparameter zu finden, die Art 
des Zusammenhangs zu bestimmen und entsprechende Prozessmodelle aufzu­
bauen. In vernetzten Systemen wie dem Strafienverkehr kann Datenanalyse 
zur Klassifikation und Prognose von Verkehrsstromen eingesetzt werden. Die 
Hauptaufgaben der Analyse von Bilddaten liegen in der Bildverbesserung, Kan­
tendetektion, Bildsegmentierung, Objekterkennung und im Bildverstandnis. Die 
Analyse von Marketingdaten umfasst die Segmentierung, Klassifikation, Kon­
zeptbeschreibung, Vorhersage, Abweichungs- und Abhangigkeitsanalyse. 



Ubungsaufgaben 

1. Was sind die Schritte des Datenanalyse-Prozesses? 

2. Was unterscheidet nominal-, ordinal-, intervall- und proportionalskalierte 
Daten? 

3. 1st die Abbildung f : IRP x IRP --t lR+ mit 

f(x,y) = ._min {Ix(j) - y(j)I}· 
J-l, ... ,p 

eine Norm? 

4. Bestimmen Sie 

(a) den Zeichenabstand zwischen 'a' und 'A' 

(b) den Hamming-Abstand zwischen 'Priifung' und 'Student' 

(c) den Levenshtein-Abstand zwischen 'Eis' und 'As' 

(7.1) 

5. Welche Bedingung muss gelten, damit aus einem abgetasteten Signal das 
kontiniuierliche Originalsignal rekonstruiert werden kann? 

6. Was ist der Unterschied zwischen Abtastung und Quantisierung? 

7. Was versteht man unter einem AusreiBer? 

8. Bestimmen Sie die AusreiBer in den Datensatzen 

{1, 1, 1, 1, -10,2,2,2, 2} 

{1,2,3,4,5,6,7,6,5,4,-3,2,1} 

{(1,1),(1,2),(1,3),(3,3),(1,1),(1,2)} 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 

Wie gehen Sie dabei vor? Wie behandeln Sie anschlieBend die AusreiBer? 

9. Welche Methoden kennen Sie zum Filtern von Zeitreihen? 

10. Wie unterscheiden sich der gleitende Mittelwert und der gleitende Median 
beziiglich der Beseitigung von Rauschen bzw. AusreiBern? 

11. Was ist der Unterschied zwischen FIR- und IIR-Filtern? 

145 
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12. Was ist ein Butterworth-Filter? 

13. Standardisieren Sie den Datensatz 

(7.5) 

14. Wie konnen verteilt gespeicherte Daten zu einem einzigen Datensatz zu­
sammengefasst werden? 

15. Wie kann man hochdimensionale Daten auf niedrigdimensionale Daten 
projizieren? 

16. Welche geometrischen Transformationen werden bei der Hauptachsentrans­
formation durchgefiihrt? 

17. Welche GroBe wird bei der Hauptachsentransformation optimiert? 

18. Welche Optimierungsmethode wird bei der Hauptachsentransformation 
eingesetzt? 

19. Wie lasst sich der Fehler der Hauptachsentransformation abschatzen? 

20. Wie lasst sich eine sinnvolle Projektionsdimension fUr die Hauptachsen­
transformation bestimmen? 

21. Welche GroBe wird bei der mehrdimensionalen Skalierung optimiert? 

22. Welche Optimierungsmethode wird bei der mehrdimensionalen Skalierung 
eingesetzt? 

23. Wie sieht eine selbstorganisierende Karte aus? 

24. Wie wird eine selbstorganisierende Karte trainiert? 

25. Wie konnen die Inhalte einer trainierten selbstorganisierenden Karte vi­
sualisiert werden? 

26. Skizzieren Sie ein mehrschichtiges Perzeptron und benennen Sie die ein­
zelnen Komponenten! 

27. Wie berechnet sich der Neuronenausgang beim mehrschichtigen Perzep­
tron? 

28. Wie wird ein mehrschichtiges Perzeptron trainiert? 

29. Wie kann ein mehrschichtiges Perzeptron zur Dimensionsreduktion einge­
setzt werden? 
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30. Skizzieren Sie die Betrags- und Phasenspektren der Funktionen 

11 (x) = cos(O.OOl· x) (7.6) 

12 (x) = cos(O.OOl· x) + 0.5 . cos(0.002 . x-I) (7.7) 

fg(x) = sin(O.OOl· x) + 0.5· sin(0.002 . x-I) (7.8) 

flir wT = 1O-4! 

31. Was ist der Unterschied zwischen Kovarianzen Cij und Korrelationen Sij = 
Ci' ? 

s(i)8W • 

32. ErUiutern Sie den Begriff "Scheinkorrelation"! 

33. Erlautern Sie den Unterschied zwischen Korrelation und Regression! 

34. Was versteht man unter der Optimierung mit getrimmten quadratischen 
Fehlern (least trimmed squares)? 

35. Wie konnen nichtlineare Modelle durch Regression gefunden werden? 

36. Erlautern Sie den Unterschied zwischen Modellierung und Validierung! 

37. Was versteht man unter Spezialisierung (over fitting)? 

38. Welche Teilmengen des Datensatzes werden bei den folgenden Methoden 
zur Modellierung und welche zur Validierung verwendet? 

• Leave-One-Out 

• m-fache Cross-Validierung 

• Leave-m-Out 

39. Gegeben sei ein Nachste-k-Nachbarn-Klassifikator mit den Prototypvek­
toren 

Vu = ( i ) , V12 = ( !1 ) , V21 = ( ~1 ), V22 = ( =i ), (7.9) 

Vu und V12 flir Klasse 1 und V21 und V22 fur Klasse 2. Wie wird der Vektor 

x = ( ~ ) klassifiziert flir k = 1 bzw. k = 3? 

40. Was versteht man unter Wettbewerbslernen? 

41. Was ist der Unterschied zwischen lernender Vektorquantisierung und dem 
Q* -Algorithmus? 

42. Skizzieren Sie die beiden strukturell verschiedenen Entscheidungsbaume 
zur Klassifikation von Transportmitteln in "Fahrrad", "Motorrad", "Auto" 
und "Rollschuh" aufgrund der Merkmale "Anzahl der Rader" und "Motor 
(jajnein)"! Welcher der beiden Entscheidungsbaume ist informationstheo­
retisch optimal, wenn der Datensatz ein Fahrrad, zwei Motorrader, drei 
Autos und vier Rollschuhe enthalt? 
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43. Was unterscheidet den ID3-Algorithmus von CART, CHAID, C4.5 und 
See5 / C5.0? 

44. Gegeben sei der Datensatz X = {10, 1, 5, 16, 12,4}. 

(a) Skizzieren Sie das Dendogramm, das der SAHN-Algorithmus mit Mi­
nimalabstand (single linkage) bestimmt! 

(b) Wie lautet die entsprechende Partitionsmatrix fUr c = 2 Cluster? 
(c) Welche Clusterzentren findet alternierende Optimierung des c-Means 

Modells bei Initialisierung mit dieser Partitionsmatrix? 

(d) Skizzieren Sie qualitativ die ZugehOrigkeitsfunktionen, die mit Opti­
mierung des FCM-Modells fUr c = 2 Cluster gefunden wurden! 

45. Mit welchem AbstandsmaB kOnnten mit einem FC*-Modell (geschlossene) 
EllipsenbOgen in Daten erkannt werden? 

46. Wie lasst sich feststellen, ob und wieviele Cluster in einem Datensatz 
enthalten sind? Was bedeutet es, wenn ein Datensatz nur ein einziges 
Cluster enthalt? 

47. Wie konnen verteilte Agentensysteme zur Datenanalyse verwendet wer­
den? 

48. Wie lassen sich Entscheidungsbaume auch mit unklassifizierten Daten auf­
bauen? 

49. Transformieren Sie die Klassifikatoren aus Aufgabe 44 in regelbasierte Sys­
teme! 

50. Wie lautet eine Mamdani-Assilian-Regel, wie eine Sugeno-Yasukawa­
Regel und wie eine Takagi-Sugeno-Regel? 

51. Skizzieren Sie ein neuronales Netzwerk mit radialen Basisfunktionen! Auf 
welche Weise konnen die radialen Basisfunktionen bestimmt werden? Wie 
konnen die Netzgewichte bestimmt werden? 

52. Zu welcher Klasse von Lernverfahren gehort das neuronale Gas? 

53. Wie lassen sich Cluster in nichtnumerischen Daten (z.B. Text) finden? 
Wie konnen die gefundenen Clusterzentren interpretiert werden? 

54. Welches Problem tritt bei der Interpolation mit (normalisierten) Takagi­
Sugeno-Modellen mit linearen Konklusionsfunktionen auf? Wie kann die­
ses Problem gelost werden? 

55. Wie konnen in die Clusteranalyse unterschiedliche Prototypen und Rand­
bedingungen integriert werden? 

56. Welche Moglichkeiten gibt es, Cluster in Daten aus einer relationalen 
Datenbank zu finden? Wie unterscheiden sich diese Methoden bezuglich 
Speicher- und Rechenaufwand? 
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fUr jedes X aus X 
es existiert ein X nicht aus X so, dass 
wenn ... , dann 
genau dann, wenn 

bestimmtes Integral fiber I von X = a bis X = b 

Differenzialquotient von I nach X 

Konjunktion 
Disjunktion 
Durchschnitt 
Vereinigung 
Komplement 
Mengendifferenz 
Inklusion 
kartesisches Produkt, Vektorprodukt 
leere Menge 
Menge der reellen Zahlen 
Menge der positiven reellen Zahlen 
abgeschlossenes Intervall von x bis y 
halboffene Intervalle von x bis y 
offenes Intervall von x bis y 
Absolutbetrag des Skalars x 
Betrag (Norm) des Vektors x 
Kardinalitat der Menge X 
kleinste gauze Zahl a 2: x 
grofite gauze Zahl a ::; x 
Vektor mit den Komponenten n und m, Binomialkoeffizient 
unendlich 
a ist vernachlassigbar klein gegenfiber b 
b ist vernachlassigbar klein gegenfiber a 
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a(t) 
argminX 
argmaxX 
arctan x 
artanhx 
Cij 
CE(U) 
covX 
d(a, b) 
8 
eigX 
Fc 
Fs 
h(X) 
H(a,b) 
H(X) 
H(X I b) 
infX 
A 
L(a, b) 
limx ---+g 

10gb (x) 
max X 
minX 
a mod b 
N(JL,a) 
NaN 

PC(U) 
PE(U) 
r 
Ri 

S 

Sij 

sup X 
tanh x 
Uik 

X 
x 
XT,xT 

Xk 
x(i) 

(i) 
X k 

X 

x(t) 
x(j21l"j) 
z(a, b) 

zeitlich vedinderliche Lernrate 
Index des Minimums von X 
Index des Maximums von X 
Arcus Tangens von x 

SYMBOLVERZEICHNIS 

Area Tangens Hyperbolicus von x 
Kovarianz zwischen den Merkmalen i und j 
Klassifikationsentropie von U 
Kovarianzmatrix der Menge X 
Abstand zwischen a und b 
Deltawert fill (generalisierte) Delta-Regel 
Eigenvektoren bzw. Eigenwerte der Matrix X 
Fouriercosinustransformierte 
Fouriersinustransformierte 
Hopkins-Index von X 
Hamming-Abstand zwischen a und b 
minimaler Hyperwfirfel oder Entropie von X 
Entropie von X unter der Bedingung b 
Infimum von X 
Eigenwert, Lagrange-Variable 
Levenshtein-Abstand zwischen a und b 
Grenzwert fur x gegen 9 
Logarithmus von x zur Basis b 
Maximum von X 
Minimum von X 
a Modulo b (a mod a = 0 ffir alle ganzzahligen Werte a) 
Normalverteilung mit Mittelwert JL und Standardabweichung a 
undefinierter Wert {not a number} 
Partitionskoeffizient von U 
Proportionsexponent von U 
Radius 
Regel N ummer i 
Standardabweichung 
Korrelation zwischen den Merkmalen i und j 
Supremum von X 
Tangens Hyperbolicus von x 
Zugehorigkeit des k-ten Vektors zum i-ten Cluster 
Menge oder Matrix X 
Mittelwert von X 
Transponierte der Matrix X oder des Vektors x 
k-ter Vektor aus X 
i-te Komponente aus X 
i-te Komponente des k-ten Vektors aus X 
Skalar oder Vektor x 
Zeitsignal 
Spektrum 
Zeichenabstand zwischen a und b 
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