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Teil A

Signale und Systeme



1. Determinierte Signale in linearen
zeitinvarianten Systemen

Die Mehrzahl der in allen folgenden Kapiteln behandelten Themen ldsst sich
auf die Frage zuriickfithren, wie sich ein Signal bei der Ubertragung iiber ein
System verhélt. Im ersten Kapitel wird dieses Problem unter zunéchst stark
idealisierten Bedingungen betrachtet. Einfache, in ihrem Verlauf vollstandig
bekannte Signale werden auf einfache Modellsysteme gegeben und der zeitli-
che Verlauf der Ausgangssignale wird ermittelt.

1.1 Elementarsignale

Ein Signal ist i. Allg. die Darstellung des Amplitudenverlaufs einer physikali-
schen Grofle, wie z. B. einer elektrische Spannung, Feldstérke oder auch eines
Schalldrucks, Helligkeitsverldufs, Lichtpegels usw. Haufig werden als Signale
Zeitfunktionen solcher Grofien benutzt, aber auch andere Abhéngigkeiten,
wie z.,B. Ortsabhéingigkeiten bei Bildsignalen, sind moglich. Speziell in der
Nachrichtentechnik hat das Signal als Tréger einer dem Empfiinger unbekann-
ten Information zumeist Zufallscharakter. Aufbauelemente (Elementarkom-
ponenten) solcher Zufallssignale sind aber hiaufig die determinierten Signa-
le, deren Verlauf zumindest im Prinzip durch einen geschlossenen Ausdruck
vollstéindig beschrieben werden kann. Von einem FElementarsignal spricht
man, wenn diese Beschreibung eine besonders einfache Form hat. Elemen-
tarsignale kénnen technisch oft recht einfach erzeugt werden und werden
vielfach auch zur Ermittlung der Eigenschaften von Systemen verwendet.

Viele Elementarsignale lassen sich durch einen algebraischen Ausdruck
beschreiben, wie beispielsweise das Sinussignal®

s(t) = sin(2mt) (1.1)
oder das Gaufl-Signal (Abb. 1.1)
s(t) =e ™ (1.2)

1 Auf die Besonderheiten der hier gewihlten normierten Darstellung wird auf der
néchsten Seite noch ndher eingegangen.

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014



4 1. Determinierte Signale in linearen zeitinvarianten Systemen

Andere wichtige Elementarsignale, wie z.B. ein Rechteckimpuls, miissen
zunichst etwas miihsamer stiickweise beschrieben werden. Um den forma-
len Umgang mit derartigen Signalen zu erleichtern, sind fiir eine Anzahl von
Elementarsignalen Sonderzeichen gebriuchlich.? Einfachstes Beispiel ist die

Te-ul2

-1 0 1 t—e

Abbildung 1.1. Gau$-Signal

Sprungfunktion mit der Bezeichnung e(¢), definiert durch?

e(t) =

0 firt<o
(1.3)

1 firt>0.
Die Sprungfunktion wird iiblicherweise in der in Abb. 1.2 gezeigten Weise

dargestellt.

et}

1

0 t—

Abbildung 1.2. Sprungfunktion ()

Anmerkung: Ein Beispiel fiir eine Sprungfunktion ist der Spannungsverlauf
an einem Ohm’schen Widerstand, der zur Zeit t = 0 an eine Gleichspannungs-
quelle geschaltet wird.

? Sonderzeichen fiir Elementarsignale wurden insbesondere von Woodward (1964)
und Bracewell (1965, 1986) in die Signaltheorie eingefiihrt.

3 Abweichend von (1.3) kann auch £(0) = 1/2 definiert werden. Die Differenz
zwischen diesen verschieden definierten Sprungfunktionen ist eine sogenann-
te Nullfunktion mit verschwindender Energie - Nullfunktionen diirfen fast im-
mer vernachlissigt werden. Eng verwandt mit der Sprungfunktion ist auch die
Vorzeichen- oder Signum-funktion sgn(z) = 2¢(x) — 1.
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Fiir den Rechteckimpuls wird das Zeichen rect(t) vereinbart und in normierter
Form definiert als*

1 fiir [t <1/2
rect(t) = (1.4)
0 fir [¢] >1/2.

Abb. 1.3 zeigt die rect-Funktion als Rechteckimpuls der Hohe und Dauer 1.
SchlieBlich wird héufig der Dreieckimpuls (Abb. 1.4) verwendet, fiir den gelten

rect(t) T

1 0 1 t—
2 2

Abbildung 1.3. Rechteckimpuls rect(t)

soll

1—1t| firlg <1
Ary = I Tt (1.5)
0 fiir |¢] > 1.

In der Signal- und Systemtheorie ist es iiblich, mit dimensionslosen Grofien zu

ALY

-1 0 1ot—

Abbildung 1.4. Dreieckimpuls A(¢)

rechnen, also beispielsweise Zeitgroflen auf 1s und Spannungsgrofen auf 1V
zu normieren. Dadurch werden Groéflengleichungen zu Zahlenwertgleichun-
gen. Die Rechnung wird nicht nur einfacher, sondern kann auch verschiedene
physikalische Sachverhalte, wie z. B. die Ubertragung elektrischer und akusti-
scher Signale, in iibereinstimmender Form beschreiben. Die Moglichkeit der
Dimensionskontrolle geht allerdings verloren.

4 In Analogie zur Bemerkung in FuBnote 3 kann auch hier rect(:l:%) = % definiert
werden.
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In diesem Sinn ist auch die normierte Darstellung der bisher vorgestellten
Elementarsignale zu verstehen. Aus diesen Signalen kénnen zeitlich gedehnte
und verschobene Signale durch einfache Koordinatentransformation der Zeit-
achse gebildet werden:

a) Eine zeitliche Verschiebung um to nach rechts ergibt sich, wenn die Zeit-
koordinate t durch t — ¢y ersetzt wird. Positive ty entsprechen also einer
Verzogerung des Signals.

b) Eine zeitliche Dehnung um den Faktor T resultiert, wenn die Zeitkoordi-
nate ¢ durch ¢/T ersetzt wird. Dabei wird fiir |T'| > 1 das Signal breiter,
fir 0 < |T| < 1 schmaler. Negative Dehnfaktoren spiegeln das Signal
zusétzlich an der Ordinate, solche Signale werden auch zeitgespiegelt ge-
nannt.

Beispiele: Das gedehnte Sinussignal (1.1) lautet
s(t) = sin(2nt/T) = sin(27 F't) . (1.6)

Der Dehnfaktor T" wird in diesem Beispiel Periodendauer, sein Reziprokwert
F = 1/T Frequenz genannt. Als zweites Beispiel sei der in Abb. 1.5 darge-
stellte Rechteckimpuls beschrieben. In der Kombination von Verschiebung

§sit) = arect (t}t°)

jo— T ——of

T

0 to t—

Abbildung 1.5. Verzogerter Rechteckimpuls der Dauer T'

und Dehnung auf der Zeitachse und Dehnung der Ordinate um den Ampli-
tudenfaktor a gilt fiir dieses Signal

s(t) = arect (t _Tt°> . (1.7)

Man iiberzeugt sich einfach von der Giiltigkeit dieses Ausdrucks, wenn man
das Argument (¢t — to)/T fiir ¢ in (1.4) einsetzt

t—ty\ [ fir|(t—to)/T|<1/2
areet( T )_{0 fiir | (£ — to)/T| > 1/2.. (18)

Die Sprungstellen dieser Funktion liegen genau bei to — T'/2 und ¢o + T'/2.
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Eine besondere Rolle spielt noch die komplexwertige, periodische Exponen-
tialfunktion, wiederum mit einer Frequenz F' oder Periodendauer T'=1/F

s(t) = 2™ = cos(2nFt) + jsin(27wFt) . (1.9)

Aus konjugiert-komplexen Paaren dieser Funktion konnen mittels der Fu-
ler’schen Formeln reine Kosinus- bzw. Sinusfunktionen gewonnen werden,
welche gleichzeitig Real- bzw. Imaginérteil der komplexen Funktion darstel-
len:

ej27rFt —j2nFt ej27‘rFt _ a—j27Ft
cos(2mF't) = e te T ; sin(2rFt) = —.e (1.10)
2 2j
Die Zeitverschiebung eines Kosinussignals der Frequenz F' um ¢, lésst sich
auch als Phasenverschiebung mit ¢ = —2wFty ausdriicken:
cos (27 F (t — tg)) = cos (27 Ft + @) = Re {el*™Foel¥} (1.11)

1.2 Analyse eines elektrischen Systems mittels
Elementarfunktionen

Als einfaches Beispiel einer Systemanalyse mittels Elementarfunktionen wird
der in Abb.1.6 dargestellte RC-Tiefpass verwendet. Es soll zunéichst die Aus-
gangsspannung us (t) ermittelt werden, wenn als Eingangsspannung u, () eine
komplexe Exponentialfunktion (1.9) anliegt. Unter Anwendung der Kirch-
hoff’schen Knotenregel ergibt sich

d 1

d
C- auQ(t) =5 (uy(t) —us(t)) = RCauQ(t) +us(t) =ur(t) . (1.12)

Es werde nun angenommen, dass das Ausgangssignal — da es sich um den

Uilf) C= Ual(f)

o- o
Abbildung 1.6. RC-Schaltung

eingeschwungenen Zustand handelt — denselben periodischen Verlauf wie das
Eingangssignal, jedoch moglicherweise eine andere Amplitude besitzt, und
zeitlich verschoben ist. Beides ldsst sich so darstellen, dass die Ausgangs-
spannung eine mit einer komplexen, von der Frequenz F' abhéngigen Funktion
H(F) multiplizierte Modifikation des Eingangsspannung ist®:

® Dieser Zusammenhang wird in (3.1)-(3.3) noch niher untersucht
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us(t) = H(F) - uy(t) = H(F) - &27F?
1

~ 1+j2rFRC
(1.13)

= H(F)- ¥ (1 +j2nFRC) = *™" = H(F)

Auf Grund der zu hohen Frequenzen hin stéirker werdenden Dampfung ergibt
sich ein Tiefpasscharakter der komplexen Funktion H(F).

Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man auch mit der Methode der Wech-
selspannungsrechnung mit komplexen Effektivwertzeigern. Der komplexe Ef-
fektivwertzeiger U (F') beschreibt eine reellwertige sinusoidale Spannung

u(t) = Re{V2|U(F)| JCTHEN} = VR |U(F)| cos (2nFt + o(F)) . (1.14)

Die Berechnung von Betrag und Phase erfolgt wie weiter unten in (1.21) und
(1.22) beschrieben. Die in Abb. 1.6 gezeigte RC-Schaltung teilt die komple-
xe Spannung U;(F) im Verhéltnis der Impedanzen. Damit ergibt sich die
Ausgangsspannung

Us(F) = —LU2TEC) g7, ) !

= R 1/G2F0 U, (F). (1.15)

T 1+j2rFRC !

Mit (1.13), (1.14) und (1.15) folgt als Ubertragungsfunktion der RC-
Schaltung dann wieder

U2(F) _ o 1

(1.16)

U.(F) (F) = 1+j27FRC

Mit der Methode der Wechselstromrechnung kénnen also Ubertragungs-
funktionen und damit auch Impulsantworten von Systemen dieser Art in
einfacher Weise berechnet werden; im Grunde steckt dahinter aber in Form
der frequenzabhingigen komplexen Widerstéinde wieder die Losung der Dif-
ferentialgleichung (1.12).

Die Aufspaltung der Ubertragungsfunktion H(F) in Real- und Ima-
ginérteil

H(F) = Re{H(F)} + jIm{H(F)} (1.17)

fiihrt hier zu

1

RelH(F)} = 75 FRo2

(1.18)

und

—2rFRC

W H(F)} = {5 rper

(1.19)

In Abb.1.7 sind der Real- und Imaginirteil von H(F'), aufgetragen iiber
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Re{H(F)}

0 1 2 2:FRC

Im{H(F)}

Abbildung 1.7. Real- und Imaginérteil von H(F') als Funktion von 2rF RC

27 FRC, wiedergegeben. Spaltet man H(F') entsprechend
H(F) = |H(F)|e’®) (1.20)

nach Betrag und Phase auf, so ergibt sich als Betrag der Ubertragungsfunk-
tion

[H(F)| = /[Re{H(F)}]? + Im{H(F)}]> = VH(F) - H*(F) .~ (1.21)
Im Beispiel der RC-Schaltung wird also
|H(F)| = ! (1.21a)

V1+ (2nFRC)?

Fiir die Phase der Ubertragungsfunktion gilt allgemein

@(F') = arctan (M) + k(F) -7+ 127 mit | ganzzahlig
0 Re{H(F)} >0 (1.22)
und k(F) = fiir
1 Re{H(F)} <0,

wobei arctan(-) den Hauptwert bezeichnet.® Damit ergibt sich fiir die Phasen-
Ubertragungsfunktion der RC-Schaltung

o(F) = —arctan(2r FRC) .

Der entsprechende Verlauf des Betrages bzw. des Phasenwinkels ist in Abb. 1.8
wiedergegeben. In der Analyse des Eingangs- und Ausgangssignalverhaltens

5 Die arctan-Funktion ist mehrdeutig und liefert ein mit 7 periodisches Ergebnis.
Der Hauptwert bezieht sich auf Winkel zwischen 47, d.h. den ersten und vier-
ten Quadranten der komplexen Ebene. Die Funktion k(F') erméglicht es, auch
Phasenwinkel zu bestimmen, die dem zweiten und dritten Quadranten zuzuord-
nen sind. Trotz dieser Mafinahme ist die Phase wegen tan(a) = tan(a + 1 - 27)
nicht eindeutig bestimmbar. Dies korrespondiert mit der Tatsache, dass die
tatséchliche Zeitverzogerung zwischen Eingangs- und Ausgangssignal eines Sy-
stems bei periodischer Anregung nicht eindeutig gemessen werden kann (s. hierzu
auch Abschn. 5.4.7).
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a HEN b o)}
1 o
/\ — B
2 4 0 1?2 e 2 9 O\ 1 2 jmrre
< T ) S

Abbildung 1.8. (a) Betrag und (b) Phasenwinkel von H(F') als Funktion
von 2rFRC

elektrischer Systeme ist nicht nur der bisher behandelte Fall einer stationédren
Wechselspannungsanregung, sondern besonders auch die Reaktion bei der
Ausfiihrung von Schaltvorgéingen interessant. Als Beispiel werde der Fall un-
tersucht, dass eine Sprungfunktion uq(t) = (¢) als Eingangsspannung an-
liegt, d.h. dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Spannung der Amplitude 1 einge-
schaltet wird. Es werde weiter angenommen, dass der Kondensator zunéchst
ungeladen sei, d.h. es sei ug(t) = 0 fiir ¢ < 0. Mit Anwendung der Kirch-
hoff’schen Maschenregel ergibt sich fiir ¢ > 0:

w(t) = 1= R-i(t) + %/i(T)dT . (1.23)
0

Hieraus ergibt sich durch Ableitung die Differentialgleichung

S T SR O N (1.24)

0=R-—3 & it) RC

Durch Integration wird (positiver Strom, daher Logarithmieren méglich)

t . t t
In (1)) = — s+ K = O] = (1) = oo K = A7 mit A = o

(1.25)

Die Konstanten A bzw. K ergeben sich wegen e =1 zu

A=i(0) = 5 (1.26)

Durch nochmalige Anwendung der Maschenregel erhilt man schliellich die
Ausgangsspannung

up(t) =1 —e 7o | (1.27)
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1.3 Zum Begriff des Systems

Ein nachrichtentechnisches Ubertragungssystem ist i. Allg. ein recht kom-
pliziertes Gebilde. Die Analyse der Eigenschaften des gesamten Ubertra-
gungssystems z. B. mittels eines entsprechenden Differentialgleichungsansat-
zes oder mit Hilfe der Wechselstromrechnung ist hédufig unanschaulich und
von der Berechnung her ausgesprochen miihsam. Man teilt daher das Uber-
tragungssystem in einzelne einfache Teilsysteme auf, zu deren Beschreibung
unter bestimmten idealisierenden Voraussetzungen nur noch die an ihren
Ein- und Ausgingen beobachtbaren Vorgidnge bendtigt werden. Abb. 1.9
zeigt ein RC-Zweitor als Beispiel fiir ein derartiges Teilsystem. Die Ver-

I, Ur_ I

Z, R

U U c

1t
it
C

~
N

~

Abbildung 1.9. Beispiel zur Netzwerkanalyse

kniipfungen, die zwischen den einzelnen Spannungen und Stréomen beste-
hen und die das Zweitor kennzeichnen, lassen sich mit Hilfe der Netzwerk-
analyse, einem Zweig der Netzwerktheorie, berechnen, wobei iiblicherweise
entsprechend der Wechselstromrechnung sinusférmige Anregung angenom-
men wird. Der Ansatz durch komplexe Drehzeiger fiihrt dann auch zur
Losung der Probleme der Leistungsanpassung, der Riickwirkungen bei
Serien-, Ketten- oder Parallelschaltungen usw.

In einem weiteren Schritt zur Abstraktion beschreibt man das Zweitor
schliefllich nur noch durch die Angabe eines Ausgangssignals g(t) als Reaktion
auf das Anlegen eines bestimmten Eingangssignals s(t).

Anmerkung: Als Beispiel zeigt Abb. 1.10 das Ausgangssignal des RC-Zweitors
aus Abb. 1.9 bei einem rechteckférmigen Eingangssignal unter der speziellen
Annahme, dass das Zweitor aus einer idealen Spannungsquelle gespeist wird
und am Ausgang leerlauft”.

Auf diesem Weg gelangt man schlielich zur eigentlichen Systemtheo-
rie, bei der einem idealisierten Eingangssignal ein ebenfalls idealisiertes
Ausgangssignal zugeordnet wird, ohne zunéchst auf die physikalische Rea-
lisierbarkeit eines so beschriebenen Systems Riicksicht zu nehmen. Ein Sys-

" Das Eingangssignal lisst sich als s(t) = £(t) — e(t — T) beschreiben. Damit kann
das Ausgangssignal mit dem Ergebnis von (1.27) als g(t) = u2(t) — u2(t — T)
berechnet werden.
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@ s(t) c% gty f
%

s(t)—

i
1
T t— T t—

Abbildung 1.10. Beispiel zur systemtheoretischen Betrachtungsweise

tem wird also definiert durch die mathematisch eindeutige Zuordnung eines
Ausgangssignals g(t) zu einem beliebigen Eingangssignal s(t)®

g(t) =Tr{s(t)} . (1.28)

Eine solche Zuordnung von Funktionen wird auch eine Transformationsglei-
chung oder kurz Transformation genannt.

Die Bedeutung dieser systemtheoretischen Betrachtungsweise liegt al-
so darin, die Vielfalt der Eigenschaften realer Systeme an Hand der gut
iibersehbaren Eigenschaften idealisierter Systeme einfacher iiberschauen zu
koénnen.

1.4 Lineare zeitinvariante Systeme

Unter den durch (1.28) beschriebenen Systemen sind die linearen zeitinvari-
anten Systeme besonders wichtig, da sie eine einfache Transformationsglei-
chung besitzen und sehr viele technische Systeme dieser Systemklasse an-
gehoren.

Lineare zeitinvariante Systeme, kurz auch LTI-Systeme® genannt, kénnen
ganz allgemein durch eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten beschrieben werden. Die Eigenschaften dieser Systeme haben folgende
Bedeutung:

a) Linear heifit ein System, wenn jede Linearkombination von Eingangssig-
nalen s;(t) (1 = 1,2,3,...) zu der entsprechenden Linearkombination vom
Ausgangssignalen g¢;(t) fithrt. Es muss daher fiir beliebige Konstanten a;
der Superpositionssatz erfiillt sein

8 Um mathematische Schwierigkeiten zu vermeiden, geniigt es i. Allg., als Signale
Zeitfunktionen anzunehmen, die wenigstens ndherungsweise physikalisch reali-
sierbar sind. Insbesondere miissen diese Funktionen fiir ¢ — —oo hinreichend
schnell gegen Null gehen. Weiter wird stets angenommen, dass sich das System
im Ruhezustand befindet, d.h. dass vor Anlegen des Eingangssignals alle Ener-
giespeicher entladen sind, bzw. dass bei digitalen Systemen alle Signalspeicher
den Wert Null haben.

9 Englisch: Linear Time-Invariant systems.
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Tr {Z aisi(t)} = Z a; Tr{s;(t)} = Z aigi(t) . (1.29)

Anmerkung: Schaltet man Zweitore oder gesteuerte Strom- oder Span-
nungsquellen, bei denen Spannungen und/oder Stréme entsprechend
(1.29) linear miteinander verkniipft sind, in beliebiger Weise zu einem
System zusammen, so ist auch dieses System linear.

b) Zeitinvariant heifit ein System, wenn fiir jede beliebige Zeitverschiebung
um to gilt

TI‘{S(t — to)} = g(t — to) . (130)

Mit anderen Worten, die Form des Ausgangssignals muss von einer zeit-
lichen Verschiebung des Eingangssignals unabhéngig sein.

Anmerkung: Zeitinvariant sind beispielsweise alle Systeme, die aus zeit-
unabhéngigen Bauelementen bestehen und keine zeitlich verdnderlichen
Strom- und Spannungsquellen enthalten.

Als Beispiel fiir die Reaktion eines LTI-Systems ist in Abb. 1.11 die Antwort
des RC-Zweitors auf einen doppelten Rechteckimpuls dargestellt. Das Ergeb-
nis folgt bei bekannter Antwort auf den einfachen Rechteckimpuls (Abb. 1.10)
sofort mit Hilfe der Uberlagerungseigenschaft (1.29) und der Verschiebungs-
eigenschaft (1.30).

tsit) tqlt)

I
o— +—»— :
R I
s(t) glt) (N
o—] 4 - L e =
0] Tty t
W\ [
[ S N—Y \\J
CI.;‘f' ——————————
s(tl=ay-sglt)+az-sglt-tg) gltl=ay-golt)+az-golt-tg)

Abbildung 1.11. Beispiele fiir die Reaktion eines LTI-Systems
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1.5 Das Faltungsintegral

Das Beispiel in Abb. 1.11 zeigt, wie bei LTI-Systemen die Ubertragung ei-
nes zusammengesetzten Signals durch die bekannte Antwort auf ein Elemen-
tarsignal beschrieben werden kann. Durch Erweitern dieser Methode gelingt
es, einen allgemeinen Ausdruck fiir die Transformationsgleichung von LTI-
Systemen abzuleiten.

Ein LTI-System reagiere auf einen Rechteckimpuls sq(t) der Dauer Ty
und der Hohe 1/T; mit dem Ausgangssignal go(t) (Abb. 1.12). Bei dieser

" TSo“]

1
E fg,(t)

spltlo— LTI }—ogplt)

0 1t—= 0 t—

Abbildung 1.12. Reaktion go(t) eines LTI-Systems auf einen Rechteckimpuls so(t)
der Fliche 1

Normierung auf konstante Fliche des Eingangssignals bleibt auch die Fléiche
des Ausgangssignals go(t) fiir beliebige Ty konstant (vgl. Aufgabe 1.16).
Von so(t) ausgehend, kann man die Reaktion g(¢) dieses Systems auf
ein beliebiges Eingangssignal s(t) zuniichst zwar nicht exakt, aber doch
naherungsweise bestimmen. Man approximiert dazu das vorgegebene Ein-
gangssignal s(t) durch eine Treppenfunktion s,(t), die sich, wie Abb. 1.13a
zeigt, aus entsprechend amplitudenbewerteten und zeitverschobenen Recht-
eckimpulsen zusammensetzt. Der verwendete Rechteckimpuls der Hohe 1/Tj

Abbildung 1.13a, b. Niherungsweise Bestimmung von g(t) durch Einfiihren einer
approximierenden Treppenfunktion sa(t)

muss, wenn er zum Zeitpunkt nTy die Amplitude s(nTp) der zu approximie-
renden Funktion annehmen soll, mit s(nTy)7y multipliziert werden. Damit
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ergibt sich als approximierende Treppenfunktion s, (t)

(o]

s(t) ~ sa(t) = > s(nTp)solt —nTo)T . (1.31)

n=—oo

Entsprechend (1.29) (Superpositionssatz) und (1.30) (Zeitinvarianz) reagiert
das LTI-System auf s,(¢) mit (Abb. 1.13b)

oo

ga(t) = D s(nTy)go(t — nTo)To =~ g(t) . (1.32)

n=—oo

Es ist unmittelbar einzusehen, dass s,(t) das Eingangssignal s(t) um so ge-
nauer approximiert, je geringer die Dauer Tj des Rechteckimpulses gewéhlt
wird. Entsprechend wird sich bei Verkleinerung von Tj auch das Ausgangs-
signal g,(t) mehr und mehr der zu bestimmenden Reaktion g(¢) nihern. Die
Besonderheiten des dazu erforderlichen Grenziiberganges Ty — 0 werden
zunichst an Hand von Abb. 1.14 veranschaulicht. Je geringer die Dauer T

So (t)f go(f)I
L . .
To t — T To t —
so(t)r go(t)T
= |
[ To t — T Tlo t —
So(t)T go(’f)T
o
To t — t —
5 (t) T h(t)T
t — t —

Abbildung 1.14. Reaktion go(t) eines RC-Systems (Zeitkonstante 7' = R - C') auf
einen schmaler werdenden Rechteckimpuls so(¢) konstanter Fliche

des Eingangssignals bei konstant gehaltener Fliache wird, desto mehr néahert
sich das Ausgangssignal einer Form an, die nur noch von den Eigenschaften
des Ubertragungssystems und nicht mehr von der Dauer des Eingangssignals
abhéngt. Im Grenziibergang Ty — 0 wird das Eingangssignal durch das ma-
thematische Modell des Dirac-Impulses 6(t) beschrieben.!® Das zugehérige

% Der Rechteckimpuls ist im RC-System schmal genug, wenn Ty < RC ist (vgl.
Aufgabe 5.4). Eine nihere Diskussion der mathematischen Eigenschaften des
Dirac-Impulses erfolgt in Abschn. 1.8.
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Ausgangssignal wird als Impulsantwort h(t) bezeichnet (s. untere Zeile in
Abb. 1.14).

Fithrt man jetzt den Grenziibergang fiir (1.31) und (1.32) durch, dann
gehen die Summen in Integrale iiber, und mit den nach dem Grenziibergang
giiltigen neuen Bezeichnungen

So(t) — (5(t) TLTO — T
go(t) — h(t) TO — dr

ergeben sich die Faltungsintegrale

(o)

s(t) = / s(r)o(t — )dr (1.33)

— 00

o0

g(t) = / s(T)h(t — 7)dT . (1.34)

— 00

Das erste Faltungsintegral (1.33) beschreibt die Darstellung eines Signal s(t)
durch eine nicht abzéhlbar unendliche Reihe von Dirac-Impulsen, anschaulich
als unendlich fein gestufte Treppenfunktion. Da (1.33) fiir beliebige Signale
gilt, definiert sie den Dirac-Impuls und kann, wie in Abschn. 1.8 gezeigt wird,
zur Ableitung seiner Eigenschaften benutzt werden.

Das zweite Faltungsintegral (1.34) beschreibt jetzt die exakte, in die-
sem Abschnitt gesuchte Antwort g(t) eines LTI-Systems auf ein Eingangs-
signal s(t). Das Faltungsintegral ist damit eine fiir LTT-Systeme allgemein
geltende Transformationsgleichung (s. aber Fufinote 8).

1.6 Beispiel zur Berechnung des Faltungsintegrals

Im vorigen Abschnitt wurde abgeleitet, wie man mit Hilfe des Faltungsinte-
grals das Ausgangssignal eines LTI-Systems aus dem Eingangssignal und der
Impulsantwort des Systems berechnen kann. Hierzu ein Beispiel. Gegeben sei
wieder das RC-System aus Abb. 1.10. Die Impulsantwort dieses Systems hat,
wie weiter unten noch gezeigt wird, die Form eines abfallenden Exponential-
impulses der Fliche 1

h(t) = %e(t)e’t/T mit T = RC. (1.35)
Durch h(t) ist das RC-System vollstéindig beschrieben. Gesucht sei die Re-
aktion des RC-Systems auf einen Rechteckimpuls der Dauer T und der Am-
plitude a. Ausgehend vom Faltungsintegral (1.34) ist zu beachten, dass als
Integrationsvariable die Zeit 7 lauft, wihrend die Zeit ¢ einen festen Para-
meter darstellt. Zur Berechnung des Faltungsintegrals sind daher die Funk-
tionen s(7) und h(t — 7) iiber der Zeit 7 darzustellen. Der Verlauf von s(7)
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bzw. h(7) iiber 7 folgt unmittelbar aus dem Verlauf von s(t) bzw. h(t) iiber ¢
und ist in Abb. 1.15a wiedergegeben. Den Verlauf der zeitgespiegelten Im-

.
T
a

t<0 0 t>0 T—

glty) = a-Flache Fy

glt) = a-Flache F,

O h To fz T

Abbildung 1.15a—d. Beispiel zur Berechnung des Faltungsintegrals

pulsantwort h(t—7) iiber 7 kann man sich iiber den folgenden Zwischenschritt
veranschaulichen:

— Zunichst wird die Funktion h(t — 7) fiir den Spezialfall t = 0, also die
Funktion h(—7) iiber 7 dargestellt. Man gewinnt h(—7), indem man den
Verlauf von h(7) an der Ordinate spiegelt.!* Abb. 1.15b zeigt den Verlauf
von h(—T).

— Den Verlauf von h(t — 7) iiber 7 fiir positive Zeiten erhélt man jetzt aus
h(—7) durch Verschieben der Kurve h(—7) um die entsprechende Zeit ¢

' Diese Spiegelung oder Faltung (englisch: convolution) der Funktion h(7) be-
griindet die Namensgebung Faltungsintegral fiir (1.34).
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nach rechts, wihrend fiir negative Zeiten h(—7) entsprechend nach links
verschoben werden muss (Abb. 1.15¢).

— Nachdem nun festliegt, wie s(7), h(t — 7) und damit auch ihr Produkt
iiber 7 verlaufen, soll als néichstes geklart werden, fiir welche Zeiten 7
und ¢ das Produkt s(7) - h(t — 7) dieser zeitbegrenzten Signale ungleich
Null ist und durch welche dementsprechenden Zeitwerte die allgemeinen
Integrationsgrenzen —oo bzw. +o0o des Faltungsintegrals ersetzt werden
koénnen.

Abb. 1.15d ldsst erkennen, dass in dem vorliegenden Beispiel das Produkt
s(7) - h(t — ) als Funktion von 7 fiir alle Zeiten ¢ < 0 gleich Null ist. Da
nach dem Faltungsintegral die Funktion g(¢) der Fliche unter dem Produkt
s(7) - h(t — 7) entspricht, folgt daraus

gt)=0 fir t<O0.

Weiter ist an Hand Abb. 1.15d zu erkennen, dass fiir Zeiten 0 < t < Ty das
Produkt s(7) - h(t — 7) nur in dem Intervall 0 < 7 < ¢ von Null verschieden
ist. Es gilt daher

t
g(t) = /S(T)h(t —7)dr fir 0<¢t<Ty,
0

oder s(7) und h(t — 7) eingesetzt

1

¢
g(t) = aTe’(t*T)/TdT = %e*t/T/eT/TdT :
0

o

Mit der Beziehung [ exp(kz)dz = exp(kz)/k errechnet man daraus
g(t) =a(l—eVT) fir 0<t<Ty.

Fiir Zeiten t > Ty ist das Produkt s(7) - h(t — 7) nur in dem festen Intervall
0 < 7 < Ty von Null verschieden. Daher gilt hier
To
g(t) = [ s(n)h(t —7)dr fir t>Ty.
0

Wiederum s(7) und h(t — 7) entsprechend eingesetzt, erhdlt man nach Aus-
rechnung

g(t) = a(e™/T —1)e /T fir t>1Ty.

Die gesuchte, auf die Konstante a bezogene Reaktion ¢(t) des Systems ist in
Abb. 1.16 wiedergegeben (vgl. auch wieder Abb. 1.14).
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Abbildung 1.16. Reaktion g(t) eines RC-Systems der Zeitkonstante T = RC auf
einen Rechteckimpuls der Dauer Ty

1.7 Faltungsalgebra

Das Faltungsintegral (1.34), das die zwischen der Reaktion ¢(¢) eines LTI-
Systems, seiner Impulsanwort h(¢) und dem Eingangssignal s(t) bestehenden
Verkniipfungen beschreibt, kann man in symbolischer Schreibweise abkiirzend
durch das folgende, sogenannte Faltungsprodukt? darstellen

g(t) = s(t) = h(t) . (1.36)

Dieser Gleichung entspricht das in Abb. 1.17 gezeigte Blockschaltbild des LT1T-
Systems. Ebenso lédsst sich das den Dirac-Impuls definierende Faltungsinte-

s(t) o hit) og(t) = s(t)xhl(t)

Abbildung 1.17. Allgemeine Darstellung eines durch seine Impulsantwort h(t)
charakterisierten LTI-Systems
gral (1.33) durch das entsprechende Faltungsprodukt ausdriicken

s(t) = s(t) *d(t) . (1.37)

Man kann (1.37) durch ein LTI-System veranschaulichen, dessen Impulsant-
wort wieder ein Dirac-Impuls §(¢) ist (Abb.1.18). Wird ein solches System

s(t) o 5(t) o s(t) = s(t)x6lt)

Abbildung 1.18. Beispiel fiir ein ideal verzerrungsfreies System

mit einem Eingangssignal s(¢) angeregt, erscheint an seinem Ausgang wie-
der s(t). Man nennt ein System mit einer derartigen Eigenschaft ein ideal
verzerrungsfreies System.

2 Lies: s(t) gefaltet mit h(t).
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Das in (1.36) und (1.37) benutzte Operationszeichen ,*“, der Faltungs-
stern, weist nicht ohne Grund eine grofie Ahnlichkeit mit dem Multiplika-
tionszeichen auf. Wie im Folgenden gezeigt, gestattet es namlich, Faltungs-
operationen nach dhnlichen Rechengesetzen abzuwickeln, wie sie bei der al-
gebraischen Multiplikation verwendet werden.

Die wichtigsten Regeln der entsprechenden Faltungsalgebra sollen an Hand
einiger Beispiele betrachtet werden:

a) Der Dirac-Impuls kann als das Einselement der Faltungsalgebra bezeich-
net werden. Dies zeigt unmittelbar die Gleichung (1.37), die der Multi-
plikation mit Eins entspricht.

b) Die Faktoren eines Faltungsproduktes diirfen vertauscht werden: Kom-
mutativgesetz der Faltung.

Anmerkung: Der Beweis hierfiir gelingt mit Hilfe des Faltungsintegrals
(1.34). Substituiert man in (1.34) 7 durch (¢ — 6), so erhilt man

— 0o —+o0
g(t) = / s(t —0)h(0)(—do) = / h(0)s(t — 6)de .
+oo —00
Es gilt also
g(t) = s(t) * h(t) = h(t) = s(t) . (1.38)

Abb. 1.19 gibt ein Beispiel hierzu. Die Antwort eines LTI-Systems mit der

slt) hit)  s(tixh(t) ht) s(t) h(thes(t)
‘ As
JL NP = X L\

Abbildung 1.19. Beispiel zum Kommutativgesetz der Faltung

Impulsantwort h(f) auf ein Signal s(¢) ist also immer identisch mit der
Antwort eines Systems mit der Impulsantwort s(¢) auf das Signal h(t).

¢) Sind drei Funktionen miteinander zu falten, so faltet man zunéchst zwei
von ihnen miteinander und dann das dabei entstehende Faltungsprodukt
mit der dritten Funktion. Dabei ist die Reihenfolge der Zusammenfassung
ohne Einfluss auf das Ergebnis: Assoziativgesetz der Faltung.'3

13°S. Aufgabe 1.18. Beziiglich der Kombination mit Addition/Subtraktion gelten
fiir die Faltung dieselben Regeln wie bei Multiplikation (,,Sternrechnung vor
Strichrechnung®). Man beachte allerdings, dass fiir die Bildung des Faltungs-
produktes in Kombination mit anderen Rechenoperationen (z. B. Multiplikati-
on zeitabhéngiger Signale) keine verbindliche Reihenfolge vereinbart ist. Daher
miissen in solchen Fillen stets Klammern gesetzt werden.
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f(t) = s(t) = h(t) = [f(t) * s(t)] = h(t)
= f(t) = [s(t) * h(t)] .

Abb. 1.20 zeigt wiederum ein entsprechendes Systembeispiel.

(1.39)

Blt i
GF:L fxs h —gg] = i f sxh _ng

Abbildung 1.20. Beispiel zum Assoziativgesetz der Faltung

d) Das Faltungsprodukt einer Funktion f(¢) mit der Summe der Funktio-
nen s(t) und h(t) ist gleich der Summe der beiden Faltungsprodukte
f(t) xs(t) und f(t) * h(t): Distributivgesetz der Faltung zur Addition!3.

F@) s [s(t) + h(B)] = [f () x s(8)] + [f () = h(t)] - (1.40)

Abb. 1.21 gibt diesen Zusammenhang wieder.

s f FH s
it { olt 62]{ glt
oo f =
h f — h

Abbildung 1.21. Beispiel zum Distributivgesetz der Faltung

e) Die Faltung eines komplexen Signals s(t) mit einer komplexen Impuls-
antwort h(t) folgt ebenfalls den Regeln der komplexen Multiplikation. Es
ergibt sich das ebenfalls komplexe Ausgangssignal

g(t) = s(t) * h(t) = Refs(t)} * Re{h(t)} — Im{s()} + Im{h(})}]
Re{g(t)}
+j[Re{s(t)} * Im{A(t)} + Im{s(t)} = Re{h(t)}] .
Im{g(t)}

(1.41)

1.8 Dirac-Impuls

In Abschn. 1.5 war gezeigt worden, wie eine beliebige Signalfunktion s(t)
niherungsweise als Summe von Rechteckimpulsen dargestellt werden kann.
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Es war plausibel einzusehen, dass die Approximation um so besser ist, je
schmaler die einzelnen Rechteckimpulse werden. Der Grenziibergang, formal
durchgefiihrt, ergab dann die Darstellung des Signals s(¢) durch eine nicht
abzéhlbar unendliche Reihe von Dirac-Impulsen in Form des Faltungsinte-
grals (1.33)

—+oo

s(t) = /s(r)é(t—r)dr.

— 00

Fiir messtechnische Zwecke kann der so eingefiihrte Dirac-Impuls 6(¢) als
geniigend kurzer Rechteckimpuls hoher Amplitude befriedigend gedeutet wer-
den. Mathematisch ist dagegen Vorsicht geboten, da ein Grenziibergang der
Form

li 1 t !
Tc}glo To ree (TO)
nicht als Funktion, sondern nur als sog. Distribution existiert.!*

Da der Dirac-Impuls in seinen Anwendungen als Signal immer in Inte-
gralausdriicken der Form (1.33) erscheint, wird dieses Integral zur Definition
des Dirac-Impulses benutzt. Alle im Folgenden benétigten Eigenschaften des
Dirac-Impulses koénnen aus (1.33) abgeleitet werden.

1.8.1 Gewicht und Linearkombination von Dirac-Impulsen

Die Faltung des mit einem Faktor a multiplizierten Dirac-Impulses ad(t) mit
einer Funktion s(t) ergibt entsprechend dem Faltungsintegral (1.33)

oo

[ad(t)] * s(t) = / s(r)ad(t — T)dr

— 00

. (1.42)
=a / s(T)o(t — 7)dr = as(t) .

Ein hierdurch definierter Faktor vor einem Dirac-Impuls wird als Gewicht des
Dirac-Impulses bezeichnet (Aufgabe 1.14). Symbolisch wird ein Dirac-Impuls
mit dem Gewicht a wie in Abb. 1.22 dargestellt. In gleicher Weise gilt fiir die

14 Mathematisch gehort der durch diesen Grenziibergang oder das Faltungsintegral
(1.33) definierte Dirac-Impuls zu den sog. verallgemeinerten Funktionen oder
Distributionen, die alle durch &hnliche Integralausdriicke definiert werden. Die
exakte Impulsantwort eines linearen Netzwerkes wurde erstmals 1855 von Wil-
liam Thomson, dem spéteren Lord Kelvin (1824-1907), in seiner Theorie des
Seekabels berechnet (Anhang zum Literaturverzeichnis). Der engl. Physiker Paul
AM. Dirac (1902-1984) fiihrte den ,Dirac-Impuls® 1927 in die Quantentheorie
ein. Die Theorie der Distributionen (Lighthill, 1966; Babovsky, 1987) wurde 1952
von Laurent Schwartz veroffentlicht.
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0 t—
Abbildung 1.22. Dirac-Impuls mit dem Gewicht a

Faltung einer Linearkombination von Dirac-Impulsen mit einer Funktion s(t)
[a16(t) + a2d(t)] = s(t) = (a1 + a2)s(t) .

Damit ldsst sich eine Linearkombination von Dirac-Impulsen auch schreiben
als

a15(t) + GQ(S(t) = ((11 -+ CLQ)(S(?f) .

1.8.2 Siebeigenschaft des Dirac-Impulses

Mit Hilfe des kommutativen Gesetzes der Faltungsalgebra (1.38) kann (1.33)
umgeschrieben werden, es gilt mit (1.37)

s(t) = s(t) «6(t) = 6(t) * s(t)

und damit auch als andere Form der Definitionsgleichung

o0

/ 5(r)s(t — 1) (1.43)

Die beiden Faltungsintegrale (1.33) und (1.43) machen die Interpretation des
Dirac-Impulses als sogenanntes Zeitsieb deutlich. Als Ergebnis der Integra-
tion erscheint ein diskreter Wert der Funktion s(7) mit dem Argument 7o,
fiir das das Argument des Dirac-Impulses Null ist: In (1.33) ist dies der Fall
fiir 7o = ¢, also erscheint als Ergebnis s(79) = s(t); ebenso wird in (1.43) das
Argument des Dirac-Impulses Null fiir 7y = 0, damit ergibt sich hier ebenfalls
s(t—10) = s(t).1?
Im Sonderfall ¢ = 0 folgt aus (1.33) und (1.43)

7 §(r)s(—7)dr = 7 5(— dr = s(0) . (1.44)

Es wird also hier der Wert der Funktion s(7) an der Stelle 7 = 0 , herausge-
siebt*.

!5 Diese Auswertung des Faltungsintegrals setzt voraus, dass das Signal s(t) an der
herausgesiebten Stelle stetig ist.
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Verallgemeinert lédsst sich die Siebeigenschaft des Dirac-Impulses auch in
Form eines Produktes des Dirac-Impulses mit einem Signal s(t) definieren.
Hierzu wird zunéchst das Faltungsprodukt von s(t)-d(t) mit einem beliebigen
Signal g(t) gebildet, also

wobei das letzte Integral wieder mit Hilfe der Siebeigenschaft berechnet wer-
den kann. Mit (1.37) ldsst sich dieses Ergebnis auch als Faltungsprodukt in
der Form schreiben

s(0)g(t) = [s(0)0(8)] * g(t) -

Durch Vergleich mit dem oben angesetzten Faltungsprodukt folgt dann als
Ergebnis

s(t)é(t) = s(0)d(t) , (1.45)
oder allgemeiner
s(t)o(t—T)=s(T)o(t—1T) .

Mit Hilfe dieses Zusammenhangs kann beispielsweise die Darstellung eines
kontinuierlichen Signals durch diskrete Werte, wie sie in Kap. 4 bei der Be-
handlung der Abtasttheoreme benutzt wird, sehr einfach beschrieben werden.

Die bei den Herleitungen zu (1.42) und (1.45) benutzte Methode, Ei-
genschaften des Dirac-Impulses iiber einen Ansatz in Form eines Faltungs-
integrals zu beschreiben, wird im Folgenden weiter ausgebaut, um wichtige
Aussagen iiber Dehnung, Verschiebung und Integration des Dirac-Impulses
zu erhalten. So folgt z.B. fiir den Sonderfall eines konstanten Signals s(t) =
s(t — 7) = a die Flidche unter dem Dirac-Impuls :

—+o0 —+oo

/ ad(t)dr = a/ o(tydr=a.
“0 oo

=1

Es ist aber zu beachten, dass viele Operationen, wie z. B. die Quadrierung,
fiir Dirac-Impulse nicht definiert sind.
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1.8.3 Dirac-Impuls mit Dehnungsfaktor

Zur Ableitung der Eigenschaften des , gedehnten“ Dirac-Impulses §(bt) wird
wieder ein Faltungsprodukt mit einem beliebigen Signal s(¢) gebildet

+oo
= / o(br)s(t — )dr . (1.46)

Die Substitution br = 0 ergibt fiir positive b

5(bt) b/5 <t—>d9:11)s(t),

wie mit der Siebeigenschaft folgt. In gleicher Weise ergibt sich fiir negative b
unter Beriicksichtigung der durch die Substitution umgekehrten Integrations-
richtung

a(bt) * s(t) = —%s(t) .

Da der vor diesen Ausdriicken stehende Faktor fiir positive b den positiven
Wert 1/b aufweist und fiir negative b ebenfalls den positiven Wert —1/b hat,
kann man fiir positive und negative b allgemein schreiben

L (1.47)

00 s(t) = o

Fiir die rechte Seite von (1.47) kann auch geschrieben werden

1 1
o0 = Lbla(t)} cs(t),

damit folgt fiir den gedehnten Dirac-Impuls

5(bt) = |2| 5(t) . (1.48)

Setzt man in dieser Gleichung b = —1 , dann ergibt sich auch die Symmetrie
des Dirac-Impulses

5(—t) = 8(t) . (1.49)

1.8.4 Verschiebung des Dirac-Impulses

Faltet man die Signalfunktion s(¢) mit dem um ¢y verschobenen Dirac-Impuls,
erhélt man, wiederum ausgehend von der Definitionsgleichung (1.43) und mit
Hilfe der Zeitsiebeigenschaft
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S(t —to) * s(t) = / O(1 —to)s(t —7)dr = s(t — to) . (1.50)
Fasst man s(t — to) als Ausgangssignal eines LTI-Systems auf, dann stellt
(1.50) die Beschreibungsgleichung fiir ein LTI-System dar, fiir dessen Impuls-
antwort h(t) gilt

h(t) = 6(t —to) - (1.51)

LTI-Systeme mit einer solchen Impulsantwort werden ideale Laufzeitglieder'®
genannt, da an ihrem Ausgang gemifl (1.50) beliebige Eingangssignale um
die Zeit to verzogert erscheinen (Abb.1.23).

s(t)o— 6(t-tg) F—o s(t-to)

Abbildung 1.23. Ideales Laufzeitglied

1.8.5 Integration des Dirac-Impulses

Die Eigenschaften eines Integrals iiber den Dirac-Impuls kénnen an Hand des
Faltungsproduktes e(t) * §(t) erklart werden. Es gilt

c(t) = 6(t) + () = / S(r)e(t — 7)dr | (1.52)

Da die Sprungfunktion (¢ —7) fiir 7 < t den Wert 1 und fiir 7 > ¢ den Wert 0
aufweist, kann das Faltungsintegral (1.52) vereinfacht geschrieben werden als

e(t) = /5(7’)d7’. (1.53)

Die Sprungfunktion ergibt sich in diesem Sinn aus der Integration des Dirac-
Impulses mit der Zeit ¢t als Obergrenze, auch laufende Integration genannt.
In Umkehrung von (1.53) kann man schreiben®”

%s(t) =5(t) . (1.54)

6 Auch Verzogerungsglieder, in der Regelungstechnik Totzeitglieder.

7 Der Differentiator ist ein bzgl. der Faltung inverses System zum Integrator, dies
setzt Signale s(t) gemif Fufinote 8 voraus (Aufgabe 1.15). Inverse Systeme sind
nur selten exakt realisierbar; technische Ndherungen werden als Entzerrer be-
zeichnet.
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Durch Einfithren des Dirac-Impulses lassen sich also auch Funktionen mit
Sprungstellen differenzieren, hierfiir ist die Bezeichnung verallgemeinerte Dif-
ferentiation gebriuchlich.

1.9 Integration und Differentiation von Signalen

Der folgende Abschnitt baut den zwischen Dirac-Impuls und Sprungfunktion
gefundenen Zusammenhang weiter aus und veranschaulicht die Ergebnisse an
Hand von Systembeispielen. Ersetzt man in (1.52) §(¢) durch s(t), so erhélt
man in gleicher Rechnung (vgl. Aufgabe 1.3)

t

s(t)xe(t) = / s(r)dr . (1.55)
Interpretiert man £(t) als Impulsantwort eines LTI-Systems, dann erscheint

am Ausgang das laufende Integral des Eingangssignals, ein solches System
nennt man Integrator (Abb. 1.24). Mit Hilfe des kommutativen Gesetzes der

s(t) o e(t) °

t
alt) = [ slt)dt

€(t) o—— slt) —o

Abbildung 1.24. Systembeispiele zu (1.55) und (1.56)

Faltungsalgebra lisst sich (1.55) umschreiben zu

t

e(t) * s(t) = / s(r)dr . (1.56)

— 00

Das heifit, die Antwort eines Systems mit Impulsantwort s(¢) auf einen
Sprung &(t), die sogenannte Sprungantwort, ergibt sich als laufendes Inte-
gral der Impulsantwort s(¢).

Als Gegenstiick zum Integrator, dessen Impulsantwort die Sprungfunkti-
on ist, kann man auch ein LTI-System definieren, dessen Sprungantwort der
Dirac-Impuls ist. In Ubereinstimmung mit (1.54) wird dieses System Diffe-
rentiator genannt. Die Kettenschaltung beider Systeme ergibt ein ideal ver-
zerrungsfreies System mit der Impulsantwort §(t), wie aus Abb. 1.25 sofort
verstédndlich wird. Offen blieb bisher noch die Frage nach der Impulsant-
wort des Differentiators. Auch dieses Problem soll mit Hilfe eines Systembei-
spiels behandelt werden: Die Zusammenschaltung des Systems aus Abb. 1.25
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t
(t) o— elt) o—tf 94, |—o 511

Abbildung 1.25. Kettenschaltung von Integrator und Differentiator als ideal
verzerrungsfreies System

a sit) d
5(t) o—] s(t) f—o— eft) Zat o st

v L st
6it) o— 934 F—o—{ sl —— elt) |—o s(t)

c elt) glt) q
6(t) o— elt) F—o— slt) F—— 44 o slt)

Abbildung 1.26a—c. Kettenschaltung des Systems s(t) mit Integrator und Diffe-
rentiator

mit einem beliebigen System s(¢) muss als Impulsantwort wieder s(t) er-
geben (Abb. 1.26a). Vertauscht man nun die Reihenfolge der Systeme, wie
Abb. 1.26b zeigt, dann muss wegen der Giiltigkeit des kommutativen Geset-
zes der Faltung am Ausgang des Gesamtsystems wieder s(t) erscheinen. Das
ist aber nur moglich, wenn am Eingang des Integrators das differenzierte Sig-
nal s'(t) liegt. Weiter erscheint jetzt am Ausgang des Differentiators seine
gesuchte Impulsantwort, die als ¢'(¢) bezeichnet wird. Es muss also fiir das
mittlere System in Abb. 1.26b gelten

8 (t) = s(t) =s'(t) . (1.57)

Gleichung (1.57) ist in gleicher Weise Definitionsgleichung fiir §'(t), wie es
(1.37) oder (1.33) fiir §(¢) war. Die Impulsantwort des Differentiators ist
demnach ebenfalls eine verallgemeinerte Funktion oder Distribution, sie wird
Doppelimpuls oder Dirac-Impuls 2. Ordnung genannt.

Anmerkung: Angendhert kann der Doppelimpuls durch einen geniigend
schmalen Doppelrechteckimpuls mit Héhen 1/77 dargestellt werden, wie er
zusammen mit dem grafischen Symbol fiir den Doppelimpuls in Abb. 1.27
dargestellt ist.

Sprungfunktion, Dirac-Impuls und Doppelimpuls werden zusammen mit
weiteren Signalen, die durch n-faches Integrieren oder Differenzieren aus dem
Dirac-Impuls ableitbar sind, mit dem Namen singulire Signale bezeichnet
(Aufgabe 1.10).

Eine weitere Umstellung der Systeme zeigt Abb. 1.26c. Am Ausgang des
Systems s(t) erscheint die Sprungantwort g(¢) nach (1.56). Durch Differen-
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Abbildung 1.27. Doppelrechteckfunktion als Approximation des Doppelimpulses
und grafische Darstellung von &' (¢)

tiation der Sprungantwort ergibt sich wieder die Impulsantwort s(¢). Diese
Methode ist besonders zur messtechnischen Bestimmung der Impulsantwort
geeignet, da sich ein Spannungssprung als Testfunktion gut und genau erzeu-
gen lisst. So ergibt sich beispielsweise durch Differentiation von (1.27) die
Impulsantwort des RC-Tiefpasses (1.35):

(e = o [1— e o] elt) = i (e ) el + [1 - o] 51
— Rilce Ree(t) . (1.58)

1.10 Kausale und stabile Systeme

Ein System ist kausal, wenn das Ausgangssignal nicht vor Beginn des Ein-
gangssignals erscheint. Dieser Bedingung, die alle physikalisch realisierbaren
Systeme erfiillen miissen, entspricht bei quellenfreien LTI-Systemen eine Im-
pulsantwort mit der Eigenschaft

h(t)=0 fir t<0. (1.59)

In der Systemtheorie wird aus Griinden der unbeschréinkten mathematischen
Behandlung auch gern mit nichtkausalen Systemen gerechnet. Da bei der
dimensionslosen Betrachtung kein konzeptioneller Unterschied zwischen Sig-
nalen und Impulsantworten besteht, nennt man dann auch beliebige Signale
mit der Eigenschaft s(t) = 0 fiir ¢ < 0 kausale Signale.

Ein System wird stabil genannt, genauer amplitudenstabil, wenn es auf
ein amplitudenbegrenztes Eingangssignal

fir alle ¢
A reell, positiv und endlich

Is(t)] < A (1.60)
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mit einem ebenfalls amplitudenbegrenzten Ausgangssignal antwortet.'® Fiir
das Ausgangssignal eines kausalen LTI-Systems gilt dann allgemein

()] = [h(t) * s(t)] < / ()| - [s(t = T)ldT
0
und wenn im Extremfall |s(t)| = A gesetzt wird

9(t)] < A / Ih(r)|dr (1.61)
0

Ein amplitudenstabiles kausales LTT-System muss also eine absolut integrier-
bare Impulsantwort besitzen, d.h.

/|h(7)\d7 <. (1.62)
0

Damit ist beispielsweise das RC-System amplitudenstabil, der ideale Integra-
tor dagegen nicht. Andere Stabilitidtsbegriffe beschreiben z. B. energie- oder
leistungsstabile Systeme (Marko, 1995).

1.11 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden erste Aussagen iiber Definition und Eigenschaften
von Signalen und Systemen zur Nachrichteniibertragung gemacht. Es zeig-
te sich, dass die Signaliibertragung iiber lineare, zeitinvariante Systeme mit
dem Faltungsintegral berechnet werden kann. Die Eigenschaften eines LTI-
Systems werden vollstdndig durch die Antwort auf einen Dirac-Impuls be-
schrieben. Der Dirac-Impuls wurde als verallgemeinerte Funktion vorgestellt
und seine wichtigsten Eigenschaften und seine Verwandschaft mit anderen
Elementarsignalen abgeleitet. Der Umgang mit dem Faltungsintegral konn-
te dabei durch eine Faltungsalgebra und veranschaulichende Systembeispiele
stark vereinfacht werden.

1.12 Aufgaben

1.1 Ein kausales LTI-System antwortet auf einen Rechteckimpuls s(t) =
rect(t) mit g(t) = A(2t).

'8 Engl.: BIBO-Eigenschaft (bounded input — bounded output)
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a) Wie ist die Antwort auf s;(t) = rect[(t — 1)/2]?
b) Wie lautet die Sprungantwort?
¢) Wie lautet die Impulsantwort?

1.2 Sind folgende Systeme g(t) = Tr{s(¢)} linear? Sind sie zeitinvariant?

a) g(t) = (d/dt)s(t)

g(t) = s*(t)

I RIR"S
NN
o o o
—~
o~
=
Il
»w » »

-m(t) [m(t) beliebige, von s(t) unabhingige Funktion]

1.3 Gegeben ist ein System , Integrator” mit der Transformationsgleichung

t

g(t) = /s(T)dT.
a) Ist der Integrator ein LTI-System?

b) Wie lautet die Impulsantwort h(t) des Integrators?
Hinweis: Welche Form muss h(t) annehmen, damit fiir alle ¢ gilt

7 s(r)h(t — T)dr = g(t) = j s(r)dr ?

c) Geben Sie eine Schaltung unter Verwendung eines Integrators und ei-
nes Laufzeitgliedes an, die die Impulsantwort hq(t) = rect(t/T — 1/2)
hat. Wie lautet die Transformationsgleichung g(¢) = Tr{s(t)} dieses sog.
,Kurzzeitintegrators“? Skizzieren Sie seine Sprungantwort.

1.4 Zwei RC-Systeme mit den Impulsantworten nach (1.35) sind riickwir-
kungsfrei in Kette geschaltet, wie lautet die Impulsantwort?

1.5 Falten Sie s(t) = rect(t) ein-, zwei- und dreimal mit rect(t), und skiz-
zieren Sie den Verlauf der Faltungsprodukte (vgl. Anhang 3.13.2).

1.6 Technisch reale Rechteckimpulse mit endlicher Flankensteilheit kénnen
beispielsweise beschrieben werden durch

a) s(t) = rect(t) * rect(t/T) oder
b) s(t) = rect(t) x A(t/T).

In beiden Fillen soll s(t) fiir |T'| < 1/2 berechnet und skizziert werden. Wie
hingen Gesamtdauer und Dauer der Anstiegsflanke von 7" ab?

1.7 Skizzieren Sie die folgenden Signale
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a) rect(t) - cos(t) h) e(t) xe(t)
b) rect(t) - cos(mt) i) / e(r)dr

c¢) rect(t) - sin(107t) j) e(=t)

d) e(t/T) - sin(t) k) e(1—-1¢)
e) A(2t) - cos(107t) 1) e(1—1t%)
£) A(t) = A(t) d

g) e(t) x rect(t) m) &A(t)

1.8 Skizzieren Sie s([t + b]/a) fiir einige Kombinationen von a = £2 und
b = +1 oder 0 am Beispiel des Signal s(t) = () exp(—t).

1.9 Beweisen Sie s'(t) x h(t) = h/(t) * s(t).

Hinweis: Die differenzierten Zeitfunktionen kénnen mit (1.57) als Faltungs-
produkte geschrieben werden.

1.10 Falten Sie e(¢) n-fach mit sich selbst und das Ergebnis mit §(¢). Skiz-
zieren Sie diese sog. singuldren Signalfunktionen fiir n = 1,2, 3.
Hinweis: Reihenfolge der Faltungen beliebig.

1.11 Berechnen und skizzieren Sie die Antwort eines Integrators und eines
Differentiators auf die Signale

s1(t) = arect(t/T +1/2) und so(t) = aA(t/T +1/2) .

1.12 Ein Signal in Form einer Treppenkurve der Stufenbreite 7' (Abb. 1.13)
wird zur Glattung iiber einen Kurzzeitintegrator mit der Impulsantwort
h(t) = rect(t/T) gegeben. Zeigen Sie, dass das geglittete Signal ein Poly-
gonzug ist (Skizze).

1.13 Berechnen Sie

o0

/ s()8(bt — to)dt .

— 00

1.14 Wie grof} ist die ,,Fldche® des Dirac-Impulses mit dem Gewicht a, also

o0

/ ad(t)dt ?

— 0o

1.15 Zeigen Sie die Giiltigkeit der Umformung

j Li_s( )] dT—jt /ts(T)dT — (1)

— 0o — 00
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a) fiir s(t) = rect(t),
b) mit Hilfe eines Systembeispiels. [Zu beachten ist, dass diese Umformung
t
nur fiir Funktionen erlaubt ist, fiir die [ s(7)dt existiert (vgl. Fufino-

te 8).]

1.16 Zwei beliecbige Signale s(t) mit der Fliche As; und ¢(¢) mit der
Fléche A, werden gefaltet. Zeigen Sie, dass das Faltungsprodukt die Fliche
A, - Ay hat.

1.17 Ein idealer Integrator der Impulsantwort () soll durch ein RC-Glied
mit der Impulsantwort (1.35) angenihert werden. Wie grofl muss die Zeitkon-
stante R - C gewihlt werden, damit in der Schaltung des Kurzzeitintegrators
nach Aufgabe 1.3¢ die Impulsantwort um max. 1% von der idealen Rechteck-
form abweicht? Skizzieren Sie die reale Impulsantwort.

1.18 Beweisen Sie das Distributivgesetz (zur Addition) und das Assoziativ-
gesetz der Faltung.

1.19 Ein ,iiberschwingfreies* System hat eine monoton steigende Sprung-
antwort. Zeigen Sie, dass seine Impulsantwort keine negativen Amplituden-
werte besitzt.

1.20 Welches amplitudenbegrenzte Signal s(t) mit |s(t)] < 1 erzeugt am
Ausgang eines stabilen, kausalen LTI-Systems der Impulsantwort h(t) zur
Zeit t = 0 die maximal mogliche Amplitude?

1.21 Zeigen Sie, dass die Faltung zweier skalierter Signale lautet

t—1 . t— 1o N |T| t—1t1 —to
@151 T @252 T = aiaz|1L|g 7 )

wobel s1(t) * so(t) = g(t) ist.
Hinweis: Das Ergebnis ist einfacher im Frequenzbereich zu finden (Kap. 3).

1.22 Ersetzt man in Abb. 1.11 die Kapazitit C' durch eine Induktivitéit L,
dann besitzt dieses RL-System die Impulsantwort

h(t) = 8(t) — %g(t)e*t/T mit T =L/R.

1. Berechnen Sie die Antwort des RL-Systems auf einem Rechteckimpuls
der Dauer Tj.
2. Wie lautet die Sprungantwort?

1.23 Bestimmen Sie durch Losen von Differentialgleichungen jeweils die
Sprungantwort und daraus durch Ableiten die Impulsantwort fiir den RC-
Tiefpass und den RL-Hochpass.
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2.1 Eigenfunktionen von LTI-Systemen

In Abschn. 1.5 war gezeigt worden, dass ein LTI-System, dessen Impulsant-
wort h(t) ist, auf das Eingangssignal s(t) mit

s(t) x h(t) = g(t)

antwortet. Es gibt nun Funktionen sg(t), fiir die bei Ubertragung iiber be-
liebige LTI-Systeme gilt

sp(t) «h(t) = H - sg(t) . (2.1)

Solche Funktionen werden also bei der Ubertragung iiber LTI-Systeme nicht
in ihrer Form geéndert, sondern nur mit einem vom System abhéngigen kom-
plexwertigen Amplitudenfaktor H multipliziert; sie sind wegen dieses sehr
einfachen Zusammenhangs zur Beschreibung von Signalen und LTI-Systemen
besonders geeignet. Ein Grundtyp derartiger Funktionen, die in der Theorie
der linearen Differentialgleichungen Eigenfunktionen genannt werden, lautet

sp(t) = e’ mit p = o+j2nf = sg(t) = e”"[cos(27m ft)+jsin(27 ft)] . (2.2)

Setzt man diese spezielle Eigenfunktion in (2.1) ein, so ergibt das fiir beliebige
komplexe Werte p

xePl = ePt=Tdr = Pt T)e PTdr
h(t) ZO h(r)ert=7d 4 h(r)e¥7d
S —

H(p) (2.3)

Vergleicht man (2.3) mit (2.1), so zeigt sich, dass sg(t) die durch (2.1) gege-
bene Bedingung erfiillt, solange das H (p) definierende Integral existiert. Ein
weiteres Resultat der Rechnung ist die Formel zur Berechnung des Eigenwer-

tes H(p) als Funktion des Parameters p aus der Impulsantwort des Systems;
der Ausdruck

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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+oo
Hp) = / h(t) e—P'dt (2.4)

wird in der Systemtheorie Laplace- Ubertragungsfunktion genannt.

Schaltet man zwei LTT-Systeme, deren Impulsantworten hy(t) bzw. ha(t)
sind, riickwirkungsfrei in Kette, so ergibt sich entsprechend (2.1) als Reaktion
auf die Eigenfunktion sg(¢)

[s(t) * hi(t)] * ha(t) = [H1(p) - su(t)] * ha(?)
= Hy(p) - Ha(p) - sE(t) . (2.5)

An Stelle des Faltungsproduktes von Impulsantworten geniigt es also bei An-
regung mit sg(t), das Produkt der Ubertragungsfunktionen zu bilden. Dieses
einfache Berechnungsverfahren ist allerdings zunichst auf die Ubertragung
von Signalen in Form der Eigenfunktionen beschrinkt. Die Anwendung auf
beliebige Signale ist jedoch ebenfalls moglich, sofern das (2.4) entsprechende
Integral konvergiert. Die hier beschriebene Ausfithrung entspricht der zwei-
seitigen Laplace-Transformierten:

—+oo

S(p) = Lo{s(t)} = / s(t)e Pidt . (2.6)

—00

Fiir Signale, die nicht vor ¢ = 0 beginnen, geniigt auch die einseitige Laplace-
Transformation

—+oo

S = L{s(t)} = [ se e, (2.7)

0

die in der Praxis der Analyse kausaler Signale und Systeme hiufig angewandt
wird. Beziiglich der grundlegenden Eigenschaften besteht kein konzeptionel-
ler Unterschied zwischen einseitiger und zweiseitiger Transformation. Eine
weitere einseitige Transformation ldsst sich fiir linksseitige (,antikausale®)
Signale definieren, die lediglich fiir ¢ < 0 Werte ungleich Null besitzen. Wie
in einigen der folgenden Beispiele deutlich wird, kann es ohnehin notwendig
sein, Signale in linksseitige und rechtsseitige Teilkomponenten zu zerlegen
und diese getrennt der Laplace-Transformation zu unterziehen.

2.2 Beispiele zur Laplace-Transformation

Beispiel 1: Transformation eines kausalen (rechtsseitigen) Exponentialimpul-
ses (z. B. Impulsantwort des RC-Tiefpasses)
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s1(t) =e b g(t)

+oo
1
Si(p) = / e e Ptdt = b fir o0 = Re{p} > — Re{b} . (2.8)
0

Die Bedingung, unter der das Integral 16sbar ist, Re{p} > — Re{b}, definiert
gleichzeitig den Konvergenzbereich dieser Laplace-Transformation.

Beispiel 2: Transformation eines antikausalen (linksseitigen) Exponentialim-
pulses

so(t) = e % - e(—1)
0

Sa(p) = / ot e”’tdt:—b_’l_

— 00

fiir o = Re{p} < —Re{d}. (2.9)

p

Hier konvergiert die Integration nun unter der Bedingung Re{p} < — Re{b}.

Im‘ Im‘

p-Ebene
p-Ebene

Re

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| = |
| “ |
| |
| |
| |
| |
| |

Re{b} -Re{b}

(@) (b)

Abbildung 2.1. Konvergenzbereich in der p-Ebene fiir den rechtseitigen (a) und
linksseitigen (b) Exponentialimpuls

Die Konvergenzbereiche in der komplexen p-Ebene sind fiir beide Beispiele
in Abb. 2.1 dargestellt. Die komplexe Position p = —b liegt irgendwo auf der
gestrichelten Linie —Re(b), die die Grenze des Konvergenzbereichs darstellt.

Beispiel 3: Transformation des zweiseitigen Exponentialimpulses

sg(t) = e 0l (2.10)
Mit den Ergebnissen aus Beispiel 1 sowie Beispiel 2 in etwas modifizierter
Form,
-1

Sg(t) = ebt . 5(—7(/') = SQ(p) = —b+p

fir o = Re{p} < Re{b}, (2.11)
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folgt

S3(t) = 37 (t) + Sg(t)

= Sa(p) = S10) + S2(p) = >~ 5 = s
fir — Re{b} < Re{p} < Re{b} . (2.12)

Der Konvergenzbereich ist nun also nach links und rechts begrenzt, eine
Laplace-Transformierte existiert nur, wenn Re{b} > 0. Der Grenzfall der
Konvergenz ist erreicht, wenn das Nennerpolynom b? — p? den Wert Null
annimmt; dies ist fiir p = +b der Fall. Diese Positionen der Singularitéiten
der Laplace-Transformierten werden als ,,Polstellen” bezeichnet. Abb.2.2a
zeigt den zweiseitigen Exponentialimpuls fiir die Félle reellwertiger b > 0
und b < 0. Im letzteren Fall wichst das Signal fiir |t — oo iiber alle Gren-
zen, d.h. es existiert kein gemeinsamer Konvergenzbereich und daher keine
geschlossene Losung der gesamten Laplace-Transformierten. Die Lage des
Konvergenzbereiches und der Polstellen fiir b > 0 ist in Abb. 2.2b dargestellt.

Beispiel 4: Summe aus einem reellwertigen und zwei komplexwertigen Expo-
nentialimpulsen (beide rechtsseitig):

s(t)=e'bm ‘
b>0

p-Ebene

Re

_______?k_______
|

(a) t (b)

Abbildung 2.2. (a) Zweiseitiger Exponentialimpuls eIt hier mit reellwertigen
b > 0 (oben) und b < 0 (unten) (b) Lage des Konvergenzbereichs in der p-Ebene
fir b> 0
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s(t) =e 2 . g(t) + e cos(3t) - e(t)
1 .. .
=e . g(t)+et- 3 [e% +e733] - (t)

S(p) = [e 2t e7Ptdt + L [t ot 4 L [ (430 =Pty
0

0 0
B 1 N 1/2 1/2
N p+2 p+(1—3j) p+ (1+3j)
N

wenn Re{p}>—2 wenn Re{p}>—1 wenn Re{p}>-—1
(2.13)

Auf Grund der strengeren Konvergenzbedingung fiir die beiden rechten In-
tegrale ergibt sich als gesamte Bedingung fiir den Konvergenzbereich in der
p-Ebene fiir Re{p} > —1. Das Gesamtergebnis lésst sich wie folgt auf einen
gemeinsamen Nenner bringen:

2p? + 5p + 12

(P2 +2p+10)(p+2)
(2.14)

s(t)=e 2. g(t) +e - cos(3t) - e(t) = S(p) =

Hiermit ergeben sich Polstellenlagen (Nullstellen des Nennerpolynoms) bei
pp, = —2 sowie pp,, = —1 £ 3j. Dariiber hinaus lésst sich aber feststel-

len, dass an den Positionen px,, = —2 + \/7‘] das Zihlerpolynom Null
wird. Da dann auch S(p) = 0 ist, werden diese Positionen als Nullstellen
der Laplace-Transformierten bezeichnet. Ublicherweise werden bei einer gra-
fischen Darstellung die Polstellen durch Kreuze (x) und die Nullstellen durch
Kreise (0) illustriert. Diese sind fiir das angegebene Beispiel ebenso wie der
Konvergenzbereich in Abb. 2.3 dargestellt.

Im(—f 3

p-Ebene

Re

Tl

Abbildung 2.3. Lage des Konvergenzbereichs in der p-Ebene sowie Pol- und Null-
stellenlagen fiir das Signal (2.13),Ho = 2
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2.3 Pole und Nullstellen in der komplexen p-Ebene

Die Darstellung durch Pol- und Nullstellenlagen, welche die Zahler- und Nen-
nerpolynome der Laplace-Transformierten bestimmen, ist eine alternative
und ebenso eindeutige Beschreibung. Sofern @ Nullstellen py, und R Polstel-
len pp, bekannt sind, ldsst sich die Laplace-Transformierte sofort beschreiben

lci?[ (p - pN,q)
H(p) = Ho"— (2.15)
1;[1 (p - pP,r)

Aus der Existenz von Pol- und Nullstellen ldsst sich unmittelbar auf vor-
handene Eigenfunktionen in einem Signal (bzw. in der Impulsantwort eines
Systems) schlieBen. Auf Grund des Vorhandenseins einer Nullstelle an der
Position py kann im Signal keinerlei Komponente ePN'e(+t) existieren. Bei
einer Polstelle an der Position pp = op +j27 fp existiert hingegen mindestens
eine Eigenfunktion ePP's(£t). Hierbei stellt

— die Projektion der Pollage auf die imaginére Achse den periodischen An-
teil ef27/rte(4t),

— die Projektion der Pollage auf die reelle Achse den aperiodischen Anteil
e7Ple(+t)

dar. Man beachte allerdings, dass zur exakten Charakterisierung der Signal-
eigenschaften noch die Kenntnis iiber die Lage des Konvergenzbereichs hin-
zukommen muss, um zu wissen, ob es sich um ein Signal handelt, das aus-
schlieBlich aus linksseitigen [mit e(—t)], aus rechtsseitigen [mit £(4¢)] oder
aus beiden Arten von Eigenfunktionen zusammengesetzt ist; letzteres wire
ein zweiseitiges Signal wie in (2.12).

Der Konvergenzbereich liegt

— im Falle rein rechtsseitiger (kausaler) Signale rechts von der am weitesten
rechts gelegenen Polstelle;

— im Falle rein linksseitiger (antikausaler) Signale links von der am weite-
sten links gelegenen Polstelle.

— im Falle zweiseitiger Signale zwischen der am weitesten rechts gelege-
nen Polstelle einer rechtsseitigen und der am weitesten links gelegenen
Polstelle einer linksseitigen Eigenfunktion.

1 Hy ist ein linearer Verstirkungsfaktor, der zusitzlich zu den Pol- und Nullstellen-
lagen erforderlich ist, um die Laplace-Ubertragungsfunktion zu charakterisieren
bzw. hieraus die tatsidchliche Amplitude der Filterimpulsantwort zu rekonstruie-
ren zu koénnen.
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Sofern keine analytisch berechenbaren Polstellen im Endlichen existieren,
iiberdeckt der Konvergenzbereich die gesamte p-Ebene. Dies ist z. B. gene-
rell bei Signalen endlicher Dauer der Fall. Bei Signalen mit endlicher Fliche
aller aperiodischen Eigenfunktionsanteile e??* miissen die zugehérigen Pol-
stellen bei op < 0 (fiir rechtsseitige Eigenfunktionen) bzw. op > 0 (fiir links-
seitige Eigenfunktionen) liegen. Der Konvergenzbereich selbst darf niemals
eine Polstelle enthalten, da die innerhalb desselben berechenbare Laplace-
Transformierte einen endlichen Wert annehmen muss. Er ist immer geschlos-
sen, die Grenzen verlaufen parallel zur imaginéiren Achse (ggf. im Unend-
lichen), da die aperiodische Komponente die Konvergenz nicht beeinflusst.
Sofern der Konvergenzbereich die imagindre Achse einschliefit, existiert auch
eine Fourier-Transformierte (Kapitel 3).

Hierzu ein Beispiel der Laplace-Transformierten eines Signals, welches aus
einer Uberlagerung zweier Exponentialimpulse besteht:

1 1 1
S(p) = = — . 2.16
) P+P+2) @+ (@+2) (310)
Offenbar befinden sich die Polstellen bei pp, = —1 und pp, = —2 (Abb. 2.4a).
Mogliche Signale, die alle dieselbe Laplace-Transformierte besitzen, lauten
wie folgt:

a) Das Signal ist rechtsseitig (kausal): Der Konvergenzbereich liegt rechts
des rechten Pols, d.h. bei Re{p} > —1 (Abb. 2.4b). Das Signal ist dann
mit (2.8) s5(t) = (e7" —e™%) - £(t).

b) Das Signal ist linksseitig (antikausal): Der Konvergenzbereich liegt links
des linken Pols, d.h. bei Re{p} < —2 (Abb.2.4c). Das Signal ist dann
mit (2.9) s(t) = — (e7" — e ") - g(—t).

¢) Das Signal ist zweiseitig: Der Konvergenzbereich liegt zwischen den bei-
den Polen, d.h. bei —2 < Re{p} < —1 (Abb.2.4d). Das Signal ist dann
mit (2.8) und (2.9) s(t) = —e~t-e(—t) —e 2 - £(2).

Man beachte, dass nur im Fall a) die imaginiire Achse im Konvergenzbe-
reich liegt. Haufig wird sich der Konvergenzbereich durch eine Verkniipfung
mehrerer Signale &ndern. So ist beispielsweise bei der Superposition von Sig-
nalen der Konvergenzbereich nach der Uberlagerung die Schnittmenge aus
den urspriinglichen Konvergenzbereichen. Fine ausfiihrliche Darstellung in
Zusammenhang mit den Abbildungstheoremen der Laplace-Transformation
wird am Ende dieses Kapitels in Tabelle 2.1 gegeben. Dabei sind die wich-
tigsten Theoreme der Laplace-Transformation &hnlich denen der Fourier-
Transformation, welche noch in Kap. 3 ausfiihrlicher hergeleitet werden. Es
sei hier insbesondere auf die fiir die Systemanalyse wichtigen Eigenschaften
der Faltung im Zeitbereich und Multiplikation im Laplace-Abbildungsbereich

(vel. (2.5))

L{s(t) xh(t)} = S(p) - H(p) (2.17)
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(c) (d)
Abbildung 2.4. (a) Lage der Polstellen fiir die Laplace-Représentation (2.16)

sowie Lage der Konvergenzbereiche fiir Félle eines (b) rechtsseitigen Signals (c)
linksseitigen Signals (d) zweiseitigen Signals

(bei welcher der Konvergenzbereich sich aus der Schnittmenge der beiden
einzelnen Konvergenzbereiche bildet), der Differentiation

ﬁ{is(“:s(t)*‘sl(t)}:P'S(P) = L{J®)}=p (2.18)

(bei welcher der Konvergenzbereich unveréindert bleibt) und der Integration

t

L _/ s(r)dr = s(t) xe(t) p = %S(p) = L{e(t)} = %,Re {p} >0

(2.19)

(bei welcher der Konvergenzbereich nur die bei Re{p} > 0 liegende Region
des urspriinglichen Konvergenzbereichs umfasst) hingewiesen. Weiter folgt
mit (2.17) und (1.34):

s(t) =s(t)x8(t) = L{t)} =1 (2.20)
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2.4 Losung von Differentialgleichungen mittels
L-Transformation

Generell lassen sich strom- oder spannungsbezogene Differentialgleichungen
beliebiger Ordnungen in folgender Weise (hier fiir Spannungssignale an Ein-
und Ausgingen) ausdriicken?:

i d"us( d%u
2 1
> o dtr Zﬂq dtq : (2.21)

r=0

Hierbei stehen die Ausgangsspannung sowie simtliche aus ihr zu bestimmen-
den Ableitungen auf der linken Seite, die Eingangsspannung sowie sdmtliche
aus ihr zu bestimmenden Ableitungen auf der rechten Seite. Es ergibt sich
unter Anwendung (2.18) die Laplace-Transformierte

R Q
(Z O‘TPT> Uz(p) = (Z qu"> Ur(p) (2.22)
r=0 q=0

und weiter die Laplace-Ubertragungsfunktion (Laplace-Transformierte der
Impulsantwort)

Q
> Bep?
Us(p) q=0
L{h(t)} = H(p) = = (2.23)
Ui(p) ij:o ap”

Hieraus ergeben sich deren Nullstellen als die () Losungen des Gleichungs-
systems

Q
> B =0, (2.24)
q=0
sowie deren Polstellen als die R Lésungen von
R
> " =0. (2.25)
r=0

Als Beispiel werde das in Abb.2.5 gezeigte RLC-System betrachtet. Man
erhéilt nach Anwendung der Kirchhoff’schen Maschenregel sowie der Bezie-
hung i(t) = C d"%p

2 In aller Regel wird hier entweder ap = 1 oder By = 1 gesetzt; die Wahl des
jeweils anderen Wertes g # 1 oder Sy # 1 beeinflusst dann den linearen
Verstarkungsfaktor des Systems.
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di(t)

R-i(t)+ L- 2 i

+ Ug(t) =LC

+ UQ(t) = Ul(t) .
(2.26)

Durch Anwendung von (2.21)-(2.25) auf (2.26) erhilt man

- i
R L
uy(t) ?C: C=  |uyt)

Abbildung 2.5. RLC-System mit stationdrer Wechselspannungs-Anregung

LC - p* - Us(p) + RC - p - Us(p) + Us(p) = Ui(p)
Us(p) 1 1/LC

W) =5 "o TR +1 - EFr®RDpryic 220
mit Polstellen bei
R rR2 1
. T . 2.9
PP1s or ~Varz " o (2.28)
~— —
a b

Die Positionen der Polstellen sind fiir die Falle % < % und % > % in
Abb. 2.6 dargestellt. Hierbei wird folgender alternativer Ausdruck verwendet:

1 R |C
Lo =— &wo Two/E2 — 1 mit wy = und £ = —1/ — . 2.29
PP, §wo TwoV/§ 0= Tt 3 2\ T (2.29)

a b

Das Zeitbereichs-Verhalten bei stationiren oder instationédren Vorgéngen
kann nun generell durch inverse Laplace-Transformation (s. Abschn. 3.11) er-
mittelt werden. Im vorliegenden Kapitel soll zunéchst nur der Fall betrachtet
werden, dass die Laplace-Transformierte aus Zéhler- und Nennerpolynomen
endlichen Grades (d.h. endliche Anzahl von Pol- und Nullstellen) darstellbar
ist. Die Verkniipfung einer Systemantwort mit einem Eingangssignal (z.B.
Sprungfunktion zur Ermittlung von Einschaltvorgingen) kann dabei als wei-
tere Randbedingung dienen und durch einfache Multiplikation der Laplace-
Transformierten von Signal und Filterimpulsantwort beriicksichtigt werden.
Die Bestimmung der zugehorigen Zeitbereichsfunktion wird besonders ein-
fach, wenn aus der tiblichen Polynomform (2.15) durch Partialbruchzerlegung
Einzelterme der Form m _f;;PT generiert werden konnen, die dann jeweils fiir
eine kausale Exponentialfunktion A,ePPrte(t) im Zeitbereich stehen:




2.4 Losung von Differentialgleichungen mittels £-Transformation 45

Im{ Im’
| ) | )
| 2 | 2
S w ' w
\ 20,87 1|
b —
-0, 6 =arccos¢ Re £,

e ———
P
)

(@) (b)

Abbildung 2.6. Laplace-Transformierte der Impulsantwort des RLC-Systems,
Ho = 1/vLC. Polpositionen in der p-Ebene fiir die Fille (a) % < 7= (b)

2
> 1o

Q

l_[1 (p—pxn,) Ry

q= T

H(p) = Hy =4+ Y P (2.30)

Hl (p—pp,) r=1 "

r=

mit folgender Berechnung der Vorfaktoren:

Ag = lim H(p) ; A.= lim [H(p)(p—pp,)] - (2.31)
p—o0 P—PP,r
Am Beispiel eines Systems mit 2 Pol- und 2 Nullstellen ergibt sich folgender
Losungsansatz:

_ _ A A
(p—px,) (p pNz):AO+ 1,2 (2.32)

(p—pp,) (p—pp,) pP—pp, P —Dp,

H(p) = Hy

In einem ersten Schritt erhdlt man hier mit (2.31) Ay = Hy. Danach wer-
den sukzessive beide Seiten des Gleichungssystems (2.32) mit den einzelnen
Termen (p — pp,) multipliziert, z.B. im ersten Schritt

_ _ Ao (p —
P TN) R =eNe) ey Az e (2.33)
(p—pp,) P —pp,
Die Grenzwertbildung p — pp, ergibt
A, = g, PP PN (s = N,) (2.34)

(ppl - ppz)

In vollkommen entsprechender Weise erhélt man
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A2 = H, (ppz _le) (ppz _pNz) ) (235)
(pP2 - pPl)

Im Falle des RLC-Systems (zwei Polstellen, jedoch keine Nullstellen im End-
lichen) ergibt sich aus (2.27) und (2.28)

Ho
—~
Hp) 1/LC 1/LC
p = =
p?+(R/L)p+1/LC — (p—pp,) (P~ pp,)
1 1 1
= . - . (2.36)
VR2C? —4LC P—=Ppy P~ Dps
R
Alzngzé
LC(pP1 ”’Pz’)
Hieraus folgt mit (2.8)
1
h(t) = === [eP"1! —ePP2!] . g(t) , 2.37
0 = [ J-<(t) (2.37)
bzw. mit Faktoren a und b wie in (2.28)
1 ot ebt _ e—bt

Es sind nun die folgenden 3 Félle zu unterscheiden [Fall b) ist Grenzfall
zwischen a) und c)]:

2
a) breell, & < -

h(t) = 5£i§e*atsinh(bt).s(t). (2.39)

b) b=0: 7= = %. Damit erhélt h(t) einen Ausdruck der Form ,0/0%,

welcher sich durch Anwendung der I’'Hospital-Regel wie folgt 16sen lésst:

1 <& sinh bt
h(t) = —e ot db _—_—_— e(t
0= goe Bagy| <0
= Le_c‘tﬁ cosh bt e(t) = Lte_“t -e(t) (2.40)
LC b=0 LC ' ’

. . . .. 2
¢) b=jp imaginér, ﬁ > 41%:

e “jsin(Bt) - e(2)

1
ht) =16
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"tha 025 h(t)
05 0 . —.
a) b)
0 10 T -0.25}

Abbildung 2.7. Impulsantwort des RLC-Systems.
—1 R?

15 4L2 -
(b) mit periodischer Komponente, a = 2,b = 4J, L=12% az <

(a) ohne periodische Komponente, a = 2,b = l , L=

M~
Q‘“ O‘H

Die Impulsantworten fiir die Félle a/b und c sind in Abb.2.7 dargestellt.
Wenn die Polstellen auf der reellen Achse liegen, ist keine periodische Kompo-
nente in der Impulsantwort enthalten (obige Fille a und b). Wenn periodische
Komponenten vorhanden sind, d. h. fiir ﬁ > IEQ, Abb. 2.7b, miisste den ein-
zelnen Polstellen nach der Partialbruchzerlegung eine komplexe Eigenfunkti-
on als Zeitfunktion zugeordnet sein. Sofern aber die Impulsantwort insgesamt
reellwertig ist, muss hierzu eine weitere konjugiert-komplexe Eigenfunktion
mit gleichem Amplitudenbetrag existieren. In solchen Féllen kann es sinnvoll
sein, bereits wihrend der Partialbruchzerlegung Paare konjugiert-komplexer
Polstellen zusammenzuhalten und die gemeinsame reelle Zeitfunktion zu er-
mitteln. Es sei z. B.

Ay . Ag*
bp—pp DP—Dp

H(p) = mit pp = —a — jwy , (2.42)

d. h. nach Ermittlung des gemeinsamen Nenners

Ay (p+ a— jwo) + A (p+ a+ jwo)
(p+ @)® + wp?

Hp) = (2.43)

Es werden nun speziell die folgenden Fille rechtsseitiger Zeitfunktionen be-
trachtet:

__ pta
(p + Ol)2 + w02

( (ma—gwolt 4 (= O‘ﬂ“’”)t) e(t) = e cos (wot) - £(t)

A=Ay

H(p) =

h N = N

h(t)

P+

" cos (wot) - (t)} = , (2.44)
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1 —jwo
A= -Ag=—=: H(p)=— 290
2 (p+ a)® + wo?

1 . )
h(t) = 5 (eI — ot () = —jo~ " sin (wot) - (1)
wo

> Ll ) =

(2.45)
Es kann weiterhin vorkommen, dass mehrere Polstellen zusammenfallen, z.B.
bei Hintereinanderschaltung mehrerer identischer Systeme. Man spricht dann
von einer ,,Polstelle des Grades k“. Die entsprechenden Polstellen werden im
Pol-Nullstellendiagramm mit der Wertigkeit in Klammern (k) markiert. So
tréite beispielsweise in Abb. 2.6 fiir 75 = % eine doppelte Polstelle (k = 2)
auf der reellen Achse bei p = —a auf. Unter der Annahme, dass der i-te Pol
den Grad k besitzt, ist der Ansatz (2.30) wie folgt zu modifizieren:

(p—pn) (P —pPNns) - (P — PNg)
(p_pP1)"'(p_pP')k"'(p_pPR k+1)
A Ap_
= Ay + ! +Z B S A
p— (p — pp, ) D= PPr it
(2.46)

H(p) = Hp

Sinngeméf} gilt dasselbe, wenn die mehrfache Beriicksichtigung eines Pols
an mehreren Stellen erforderlich ist. Dann werden nach wie vor neben Ag
eine Anzahl von P weiteren Partialbruchkoeffizienten bestimmt, was zunéchst
fiir die einfachen Polstellen wie in (2.31) dargelegt erfolgt. Die Bestimmung
der insgesamt k Zerlegungskoeffizienten an der mehrfachen Polstellenposition
kann dann z.B. nach der folgenden Formel erfolgen:

1 i d(k=9)
(k— ) p=pe, dpl—)

Ay = Hp)(p —pe,)"] - (2.47)

2.5 Stabilitdtsanalyse von Systemen

Héufig wird die Laplace-Transformation auch zur Stabilitdtsanalyse von Sy-
stemen angewandt. Hierzu muss geméf (1.62) die Impulsantwort absolut in-
tegrierbar sein, was im Prinzip der Forderung entspricht, dass die Laplace-
Transformierte ausschlieBlich auf Komponenten im Signal schlieflen lisst, die
fiir t — 400 nicht iiber alle Grenzen wachsen. Dies fiithrt auf die einfachen
Regeln, dass

— alle Polstellen, die zu einer rechtsseitigen (kausalen) Eigenfunktion in der
Impulsantwort gehoren, sich in der linken Halfte der p-Ebene befinden
miissen, d.h. bei op < 0, und somit die zugehérige Zeitfunktion e“"e(t)
fiir ¢ — 400 abklingt;
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— alle Polstellen, die zu einer linksseitigen (antikausalen) Eigenfunktion in
der Impulsantwort gehoren, sich in der rechten Héilfte der p-Ebene be-
finden miissen, d.h. bei op > 0, und somit die zugehorige Zeitfunktion
e“Ple(—t) fiir t — —oo abklingt.

Da der Konvergenzbereich rechtsseitiger Signale rechts der rechtesten Pol-
stelle(n), derjenige linksseitiger Signale links der linkesten Polstelle(n) liegen
muss, liisst sich insgesamt schlieBen, dass die Laplace-Ubertragungsfunktion
eines stabilen Systems einen Konvergenzbereich besitzen muss, der die ima-
gindre Achse der p-Ebene einschliefit.

Beispiel 1: Kausaler Exponentialimpuls mit Polstelle bei p = 2:
1
h(t) = e*e(t) = H(p) = ~— Wemn Re{p} > 2. (2.48)
p—

Dieses System ist instabil, die Impulsantwort wéchst fiir ¢ — +oo iiber alle
Grenzen.

Beispiel 2: System 2. Ordnung (2 Pole), instabil mit £ < 0:

h(t) = A- [eP"1" —ePPat] - g(t)

. wo
mit A = — 2 pp, = — Ewp Fwo/E2 — 1, 2.49
e R

2

W,

H(p) = 0

W)= oo —pe)
mit Re{p} > —€wo +wo/€2 —1, wenn [¢|>1 (2.50)
—E&wy, wenn ¢ < 1. )

Die Polpositionen und die Lage des Konvergenzbereichs sind in Abb. 2.6 dar-
gestellt. Formal entspricht dies exakt dem oben besprochenen RLC-System
mit der Parametrierung

1 R /C
_ oy iy 2.51
Wo= T E=5\71 (2.51)

2.6 Systemanalyse und -synthese mittels
L-Transformation

Wichtige Vorgiinge an vielen technischen oder natiirlichen Systemen (z.B.
elektrotechnisch, mechanisch, akustisch) lassen sich durch lineare Differenti-
algleichungen beschreiben oder zumindest approximieren und damit im Sin-
ne der Systemtheorie als Eingangs-/Ausgangsbeziehungen von LTI-Systemen
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darstellen. In Hinsicht auf eine weitere Abstraktion des Systemverhaltens, die
sich besonders anschaulich in der Abbildung auf die Laplace-Transformierte
deuten lésst, soll nun eine Blockdiagramm-Repréasentation eingefiihrt werden,
die direkte Systemrealisierungen nach bestimmten Vorgaben ermoglicht. Be-
trachtet wird zunéchst ein System, das aus einer hin- und riickgekoppelten
Verbindung zweier LTI-Systeme besteht (Abb.2.8) mit der Gleichung des
Ausgangssignals

G(p) = Hi(p) - [S(p) — Ha(p) - G(p)] , (2.52)

woraus als Gesamt-Ubertragungsfunktion des Systems folgt

_Gp) Hiy(p) B 1
H) = §0) = T4 ) Bp) ~ Y+ B0 (2.53)

Man betrachte nun die bekannte Laplace-Systemfunktion (2.8) H(p) = ——

p+b’
Abbildung 2.8. Hin- und riickgekoppelte Verbindung zweier LTI-Systeme
welche bei einem kausalen System mit g = b und a3 = [y = 1 geméf
(2.22)-(2.24) auf folgende Differentialgleichung bezogen ist:
dg(t
% +beg(t) =s(t). (2.54)

Ein Vergleich mit (2.53) zeigt, dass sich dieses System ohne Weiteres als
Verbindung entsprechender hin- und riickgekoppelter Systeme mit Hq(p) =
1/p (Integrator) und Ha(p) = b (Proportionalelement) interpretieren lisst (s.
Abb. 2.9a). Alternativ wére auch eine Wahl Hy (p) = 3 (Proportionalelement)
und Hs(p) = p (Differentiator) moglich (Abb.2.9b). Als weiteres Beispiel
diene ein System zweiter Ordnung mit der Laplace-Ubertragungsfunktion
(2.36) in verschiedenen Darstellungsformen

Hip) = 1 1 11 1 1
Pr= p2+(a+b)p+ab (p+a) (p+b) b—a|pt+a p+b
Polynomform Produktform Parallelform
(2.55)

welche gemifl (2.22)-(2.24) mit der folgenden Differentialgleichung zweiter
Ordnung dquivalent ist:
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Sk) ’ 1p ap) P ' @ G(p)
(a) ° (b)
p

Abbildung 2.9. Realisierung eines Systems mit rechtsseitigem Exponentialimpuls
als Impulsantwort durch riickgekoppelte Verbindung (a) eines Integrators und ei-
nes Proportionalelements (b) eines Proportionalelements und eines Differentiators

TIO a4y Y g =) (2.56)

Hieraus ist es nun moglich, mehrere vollkommen &quivalente Blockdia-

G(p)

G(p)

Abbildung 2.10. Blockdiagramm eines LTI-Systems 2. Ordnung (a) in direkter
Darstellung (b) in Kaskadendarstellung (c) in Paralleldarstellung

grammformen des Systems darzustellen (vgl. Abb.2.10):

a) Polynomform: Bei direkter Abbildung des Nennerpolynoms aus (2.55)
bzw. der Differentialgleichung (2.56) ergibt sich eine Systemrealisierung,
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bei der am Ausgang des links liegenden Summenpunktes die hochste Ab-
leitung des Ausgangssignals liegt, aus welcher sich durch die anschlie3en-
den Integrationen die Ableitung(en) geringerer Ordnung und schliellich
das Ausgangssignal selbst ergeben;

b) Produktform: Hintereinanderschaltung zweier Systeme 1. Ordnung aus
Abb.2.9a mit den Ubertragungsfunktionen Ha(p) = 1/(p + a) und
Hg(p) =1/(p+b), so dass H(p) = Ha(p) - He(p);

c¢) Parallelform: Mittels Partialbruchzerlegung wird es moglich, das Sy-
stem als eine Parallelschaltung von Systemen 1. Ordnung Ha(p) =
1/(p + a) und Hp(p) = 1/(p + b) mit entsprechenden zusitzlichen
Verstiarkungsfaktoren A = 1/(b — a) = —B zu interpretieren, so dass
H(p) = A-Ha(p) + B - Hs(p).

Als letztes soll noch die Implementierung einer verallgemeinerten , direkten
Form* gezeigt werden, die sich unmittelbar aus den Faktoren des Polynoms
H (p) konstruieren ldsst und fiir ein System mit begrenzter Anzahl von Polen
und Nullstellen eine Realisierung ausschliefllich aus Integratoren, Summen-
und Proportionalelementen erlaubt. Man betrachte als Beispiel das Polynom

asp? + a1p + ap _ Hi(p)
P2 +bip+bo Hy(p)

H(p) = (2.57)

Dieses lésst sich zuniichst in der Form realisieren, dass ein System H;(p), wel-
ches eine zweifache gewichtete Differentiation des Eingangssignals durchfiihrt
und ein System 1/Hs(p), welches das Ausgangssignal zweimal gewichtet dif-
ferenziert und riickkoppelt, hintereinander geschaltet werden. Auf Grund des
LTI-Prinzips kénnen diese Systeme in beliebiger Reihenfolge geschaltet wer-
den (s. Abb. 2.11a). Da nun in beiden so hintereinander geschalteten Systemen
das ein- bzw. zweifach differenzierte Signal g, (¢) benétigt wird, lassen sich
die beiden Systeme auch in der direkten Form integrieren, die in Abb.2.11b
dargestellt ist. Man beachte, dass man die Multiplikationsfaktoren direkt aus
dem Zahlerpolynom (oberer Zweig) und dem Nennerpolynom (unterer Zweig)
ablesen kann. In entsprechender Weise lisst sich ein Polynom mit @ Nullstel-
len und P Polstellen mit einer Anzahl aus P + @ + 1 Proportionalelementen,
P + @ Summierern und max(P, Q) Integratoren realisieren. Die Elemente p
(Differentiator), 1/p (Integrator) und a bzw. b (Proportionalelement) lassen
sich z. B. als Wirkungen elektrischer Bauelemente interpretieren und auch so
realisieren. Hierbei erfolgt dann die Anwendung der Beziehungen zwischen
Stromen und Spannungen mit entsprechender Abbildung auf deren Laplace-
Transformierte. So gilt beispielsweise an einem Ohm’schen Widerstand auf
Grund der Linearitatseigenschaft

ut)=R-i(t) = Up) = R- I(p) (2.58)

An einer Kapazitiit gilt die Integrationseigenschaft der Spannung beziiglich
des Stromes
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Abbildung 2.11. (a) Hintereinanderschaltung der Systeme 1/H>(p) und Hi(p)
(b) ,,Direkte Form“-Realisierung von H(p) = H1(p)/H2(p) ohne Verwendung von
Differentiatoren

1 [ 1 I(p)
t)=— tydt=U(p) = - - —== 2.59
ut) = & [0t =v) = (259)
und an einer Induktivitdt umgekehrt die Differentiationseigenschaft
di(t
u(t) =L d(t) =U(p)=p-L-I(p) (2.60)

Mit diesen Eigenschaften konnen dann entsprechende Integrations-, Differen-
tiations- und Proportional-Elemente realisiert werden.? Somit er6ffnet sich
die Moglichkeit zum systematischen Entwurf und der systematischen schal-
tungstechnischen Realisierung von LTI-Systemen.

2.7 Zusammenfassung

Es wurde gezeigt, dass fiir Signale und Systeme mit durch rationale Polynome
beschriebenen Laplace-Transformierten (z. B. RLC-Systeme)

— die Lagen der Pol- und Nullstellen sowie der Konvergenzbereich in der
p-Ebene vollsténdig die Systemeigenschaften charakterisieren;

3 Moglich ist auch der Einsatz aktiver elektronischer Schaltungen, z. B. von Opera-
tionsverstarkern, die dann auch Verstdrkungen mit Proportionalfaktoren grofier
1 oder direkte Spannungs-Spannungs-Abbildungen erlauben. Diese weisen aller-
dings bei Ubersteuerung nichtlineares Systemverhalten auf.
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— hieraus unmittelbar eine Stabilitdtsanalyse abgeleitet werden kann;

— die Losung der Differentialgleichungen im Laplace-Bereich, ggf. Ermitt-
lung des Zeitverhaltens durch inverse Laplace-Transformation auf einfa-
che Weise erfolgen kann;

— der Entwurf der Systeme selbst sich besonders elegant aus den Pol- und
Nullstellenlagen ableiten lésst.

Dabher ist die Laplace-Transformation ein fiir Analyse, Synthese und Stabi-
litdtsbetrachtungen von linearen Systemen gern benutztes Werkzeug.

2.8 Anhang: Tabellen zur Laplace-Transformation

Tabelle 2.1. Theoreme der Laplace-Transformation

Theorem s(t) S(p) GL
—+oo

L-Transformation s(t) [ s(t)e rtde (2.6)

inverse oot ot S(p) mit beliebigem g

L — Transformation  2mj o [oo S(p)e”dp im Konvergenzbereich (3.122)

Superposition > aisi(t) >~ aiSi(p) Aufg. 2.3

Verschiebung in t* s(t —to) S(p)e Pto Aufg. 2.5

Verschiebung in p s(t) - ePot S (p—po) Aufg. 2.5

Konjugation s*(t) S*(p*)

Zeitspiegelung® s(—t) S(—p)

Zeitdehnung® 5 (%) |T|S (pT) Aufg. 2.6

Faltung ot) = s(t) xhlt)  G(p) = S) - H(p) (2.17)

Differentiation %s(t) p" - S(p) (2.18)
t

Integration [ s(r)dr >S(p) (2.19)

* Bei einseitiger L£-Transformation nur tg > 0 oder s(t) = 0 fiir ¢ < to.
b Bei einseitiger £-Transformation nicht anwendbar.

¢ T # 0; bei einseitiger £-Transformation nur fiir 7' > 0 anwendbar.
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Tabelle 2.2. Elementare Laplace-Transformationspaare
s(t) S(p) Konvergenzbereich Gl
o(t) 1 alle p (2.20)
o(t —to) e Pt alle p Aufg. 2.5
e(t) % Re{p} >0 (2.8)
—e(—t) % Re{p} <0 (2.9)
ety =e(t) + ... xe(t) & Re {p} >0
——— ——
n Funktionen R { } R { }
—at 1 e1py > —Req«
e”"e(t) o (c reell oder komplex) (2:8)
—at 1 Re {p} < —Re{a}
—e () o (c reell oder komplex) 2.9)
e” ' coswot - £(t) mﬁiﬁwoz Re{p} > —a (a reell) 2.44)
e “'sinwot - e(2) it ror Re{p} > —a (a reell) 2.45)

2.9 Aufgaben

2.1 Berechnen Sie die Laplace-Transformierten der Signale () exp(—t/T)

und rect(t/T — 1/2) sowie ihres Faltungsproduktes.

2.2 Berechnen Sie die Laplace-Transformierten S(p), sofern sie existieren.
Ermitteln Sie den Konvergenzbereich der Laplace-Transformierten, indem Sie

jeweils die Bedingung fiir p bestimmen, so dass (2.6) konvergiert.

2.3 Beweisen Sie die Linearitét der Laplace-Transformation

s(t) =ays1 (t) + azsz (t) =S (p) = a151 (p) + a252 (p)

Geben Sie den Konvergenzbereich R von S(p) an, wenn Ri bzw. Ry die

Konvergenzbereiche bzgl. S1(p) und Sz(p) sind.

2.4 Es seien Sy (p) = 22 und Sy (p) = 2 die Laplace-Transfor-

p?+3p+2

. . o . . p2 +4p+3
mierten zweier rechtsseitiger Signale.

a) Berechnen Sie die Pole von S;(p) und geben Sie den Konvergenzbereich

an.
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b) Berechnen Sie die Pole von Sa(p) und geben Sie den Konvergenzbereich
an.

¢) Berechnen Sie die Pole und Nullstellen von Si(p) + S2(p) und geben Sie
den Konvergenzbereich an.

2.5 Beweisen Sie den Verschiebungssatz s(t —to) = S (p)e P % und den
Modulationssatz s (t) - ePot =S (p — po) fiir die zweiseitige Laplace-Trans-
formation. Wie dndert sich der Konvergenzbereich?

2.6 Beweisen Sie die Zeitdehnung s (%) = |T'| S (pT') . Wie éndert sich der
Konvergenzbereich?

2—2p
(p+1)(p+2)(p+5)°
der Konvergenzbereich Re {p} > —1 ist, mit Hilfe der Partialbruchzerlegung
(2.31).
2.8 Berechnen Sie das Zeitsignal s(t) zu S (p) = (Hf)”gﬁ,
bereich Re {p} > —1, mit Hilfe der Partialbruchzerlegung (2.46) (mehrfache
Polstelle).

2.7 Berechnen sie das Zeitsignal s(t) zu S(p) = wobei

Konvergenz-

2.9 Eine sinusformige Wechselspannungsquelle u; (t) = Asin (27 fot) wird
zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf einen RL-Hochpass mit Zeitkonstante 7" = %

geschaltet.

a) Geben Sie die Laplace-Ubertragungsfunktion H(p) des Systems an.

b) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte U; (p) der Anregungsfunktion
uy (t) fiir ¢ > 0.

¢) Berechnen Sie die Laplace-Transformierte Us(p) der Ausgangsspannung
u9 (t)

d) Berechnen Sie damit den Spannungsverlauf us(t) am Ausgang.

2.10 Man betrachte das RLC-System aus Abb. 2.5 bzw. sein Pol-/Nullstel-
lendiagramm Abb. 2.6.

a) Zeigen Sie, dass das System fiir positive Werte R, L und C immer stabil
ist.

b) Geben Sie Beziehungen zwischen R, L und C an, so dass sich ein
Butterworth-Tiefpassfilter der Grenzfrequenz f, ergibt.

2.11 Zeigen Sie, dass sich ein System mit der Laplace-Ubertragungsfunk-
tion

H(p)

_pta
p+b

ohne Differentiator realisieren lasst.



3. Fourier-Beschreibung von Signalen und
Systemen

Das folgende Kapitel beschéftigt sich weiter mit dem Problem der Signal-
iibertragung iiber LTI-Systeme, benutzt aber einen anderen Weg. In den vo-
rigen Kapiteln erforderte die Berechnung der Signaliibertragung zunéchst die
Losung eines Faltungsproduktes bzw. von Differentialgleichungen, die sich bei
Abbildung auf die Laplace-Ebene in sehr effizienter Form durch algebraische
Produkte (Multiplikation) 16sen lieflen. Keine der genannten Methoden ist der
anderen prinzipiell {iberlegen, es héngt vielmehr von dem jeweiligen Problem
ab, ob z.B. die Losung des Faltungsintegrals oder der bei der Transformation
auftauchenden Integrale einfacher ist. Im Folgenden wird ein dhnlicher An-
satz verwendet, bei dem das Signal der Fourier-Transformation unterzogen
wird, die im Grunde einen Sonderfall der Laplace-Transformation darstellt.
Sie erlaubt jedoch zusétzlich eine sehr anschauliche Deutung in Form eines
Frequenzverhaltens von Signalen und Systemen.

3.1 Periodische Eigenfunktionen

Eigenfunktionen werden bei der Ubertragung iiber LTI-Systeme nicht in ihrer
Form geéindert, sondern nur mit einem vom System abhéngigen komplexwer-
tigen Amplitudenfaktor H multipliziert. Der Grundtyp derartiger Eigenfunk-
tionen lautete gemiB (2.2) sg(t) = eP! mit p = o + j27 f. Fiir den Spezialfall
einer rein imagindren Variablen p wird

s (t) = 2™t = cos (27 ft) + jsin (27 ft) (3.1)

Dieser Funktionstyp spielt die zentrale Rolle bei der Fourier-Analyse, die
eine Beziehung zwischen Zeit- und Frequenzbereichsdarstellungen herstellt.
Zunéchst wird gezeigt, dass sich beliebige periodische Signale durch eine Rei-
he solcher Funktionen darstellen lassen, spéter erfolgt eine Erweiterung auf
aperiodische Signale. In Analogie zu (2.3) wird insbesondere

ed2 Ity h(t) = H(f) - el 2™/ (3.2)
mit
H(f) = / h(t) - o270t (3.3)

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Bei Hintereinanderschaltung von LTI-Systemen mit Impulsantworten hq(t)
und ho(t) gilt entsprechend (2.5) wiederum die Abbildung des Faltungspro-
duktes hi(t) * ho(t) auf das algebraische Produkt Hy(f) - Ha(f):

su(t) * hy(t) * ha(t) = Hy(f) - Ha(f) - sp(t) . (3.4)

3.2 Fourier-Reihenanalyse

Gegeben sei ein Signal, welches sich als gewichtete Uberlagerung einer endli-
chen oder unendlichen Anzahl von komplexwertigen periodischen Eigenfunk-
tionen mit Frequenzen fi und Amplituden S, (k) beschreiben lésst,

sp(t) = 3 Splk) 2kt (3.5)
k

Wird dieses Signal auf den Eingang eines LTIT-Systems gegeben, ergibt sich
das Ausgangssignal

gp(t) = Z Sp(k)H(fk)ej%fkt . (3.6)
k

Es wird nun der spezielle Fall angenommen, dass die einzelnen iiberlagerten
Eigenfunktionen mit fr = kF harmonisch aufeinander bezogen sind und sich
alle auf eine gemeinsame Grundfrequenz F' bzw. gemeinsame Periodendauer
T = 1/F beziehen lassen. Es gilt dann:
I2mkFL _ oi2mky _ oI 2mh S it | € 7 = sp(t) = sp(t+nT).
(3.7)

Das Ergebnis der Uberlagerung sp(t) ist ebenfalls mit T" periodisch. Die Ko-
effizienten S, (k) konnen das periodische Signal s, () eindeutig beschreiben
bzw. als Amplitudengewichte bei dessen systematischer Rekonstruktion aus
den Funktionen e/27*¥* verwendet werden:

sp(t) = D Sp(k)el 2™t = 3" g (k)el 2T (3.8)

k=—o00 k=—o00

Es soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen das periodische
Signal reellwertig wird. Wegen sy, () = s7(t) bei reellwertigen Signalen gilt

sp(t) = s3(t) = i Si (ke 2RI — f: S (—k)el 27RFE (3.9)

k=—o00 k=—o00

Ein Vergleich mit (3.8) zeigt, dass diese Bedingung erfiillt ist, wenn S, (—k) =
Sy (k); lediglich der Koeffizient S;,(0) muss noch reellwertig sein. Man erhélt
dann fiir reellwertige sp(t)
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sp(t) = S, (0) + i [Sp(k)ed 2T+t 4+ 8% (k)e™ 27H ] (3.10)
k=1

und mit der Rechenregel fiir komplexe Zahlen z + z* = 2Re {z} folgt
sp(t) = Sp(0) + 2 Re{S,(k)- e} (3.11)

Der komplexe Koeffizient S, (k) wird nun in Polarkoordinaten durch einen
Amplitudenbetrag |S, (k)| und eine Winkellage (Phase) ¢, (k) ausgedriickt,

Sp(k) = |Sp(k)| €772 mit IS | = \/(Re{Sp(k)})%r(Im{Sp(’f)})2

k)
und k)= arctan + k(k)-m+1-2m, | ganzzahlig
(

. _ O,Re{S k)} >0
sowie r(k) = { 1,Re {5, (k)} < 0. (3.12)
Damit ergibt sich!
5p(t) = Sp(0) +2 3 Re { |8, (k)| - el -t (0}
k=1
)+ 22 o (k)] - cos (2mk Pt + o, (k)) (3.13)

Das reellwertige Signal wird hier also als eine Superposition von Kosinus-
schwingungen interpretiert, deren jede durch den Amplitudenbetrag |Sy,(k)|,
die Frequenz fi, = k/T = kF sowie die Phasenverschiebung ¢, (k) charakte-
risiert ist. Man beachte allerdings, dass sich ¢, (k) nicht unmittelbar in eine
Zeitverzogerung umdeuten lidsst, da sich derselbe Funktionsverlauf fiir jede
Phase k + n - 27 ergeben wiirde, was sich u.a. auch in der Mehrdeutigkeit
der arctan-Funktion zeigt. Alternativ kann eine Deutung der komplexen Ko-
effizienten S;(k) in kartesischen Koordinaten, d.h. getrennt nach Real- und
Imaginérteil erfolgen?:

! Man beachte, dass der Koeffizient Sp,(0) (Gleichanteil) bei reellwertigen Signalen
ebenfalls reellwertig ist. Sofern er jedoch negativ ist, muss ihm formal eine Phase
¢p(0) = £7 zugeordnet werden, da |S,(0)| nach (3.12) immer nur den positiv-
wertigen Betrag darstellen kann. Im Sinne einer einfacheren Beschreibung wird
in den folgenden Formeln daher der ggf. vorzeichenbehaftete Ausdruck S;(0)
gewdahlt.

2 In der Literatur ist in diesem Zusammenhang auch die Bezeichnung ap =
Re{Sp(k)} und b = Im {S,(k)} oder by, = —Im {S,(k)} gebriuchlich.
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o0
5p + Z J27T]€Ft + S;(k)efj 27rkFt]

)+ Zi Re {Sp(k)} cos (2nkFt) —Im {S,(k)} sin (2nkFt)].
- (3.14)

Die Interpretation ist hier eine gemischte Uberlagerung aus Kosinus- und Si-
nusfunktionen, wobei die Amplituden der ersteren durch den Realteil, die
Amplituden der letzteren durch den Imaginirteil von S,(k) représentiert
sind. Der Wert S;,(0) bewirkt die Addition einer zeitunabhéngigen Konstan-
ten und reprisentiert den Gleichanteil des Signals. Es sei nun die Aufgabe ge-
stellt, aus einem gegebenen beliebigen, aber mit 7" periodischen Signal sy (t)
die Koeffizienten S,(k) so zu bestimmen, dass sich dieses Signal wie oben
beschrieben aus den Koeffizienten rekonstruieren lidsst. Eine Multiplikation
beider Seiten der Synthesegleichung (3.5) mit einer beliebigen Eigenfunktion
sowie anschliefende Integration iiber eine Periode ergibt

Sp(t) *J 2nnFt _ Z S J27Tk‘Ft 73 27rnFt’ (315)
k=—o00
T T -
= /sp(t) Lo i2mnFt gy / Z Sp(k)ej27rkFt .ei2mnFt gy

0 o k=—oo
T
/ej27rk nFtdt (316)

szoo )

Fiir das auf der rechten Seite stehende Integral gilt fiir den Fall k = n

T T
/ei%(’f—")”dt = /1dt =T, (3.17)
0 0
und fiir den Fall k #£n
. el2m(k—n)FT _
O/QJ 2m(k-n)Ft gy _ S = (3.18)

insgesamt also

T
/ejQTF(kfn)Ftdt — {g);#: (319)
0
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Da das links in (3.16) stehende Integral alle Werte k # n aus der Summe aus
der rechten Seite ,,ausblendet®, folgt
T

1

Sy (k) = 7 / sp(t) - e 2Ry (3.20)
0

Die Werte S;, (k) werden als die Fourier-Reihe eines mit T periodischen Sig-
nals, die Beziehung (3.20) als die Fourier-Reihenanalyse und die bereits oben
gegebene Beziehung

> Sp(k)ed 2R mit F = % (3.21)

k=—o00

als Fourier-Reithenentwicklung oder Fourier-Reihensynthese dieses Signals
bezeichnet. Man beachte, dass auf Grund der Periodizitéit des Signals die
Integration bei der Analyse iiber einen beliebigen Abschnitt der Dauer T
erfolgen kann, d.h. allgemeiner fiir beliebige ¢;
t1+T
Sp(k) = = / sp(t) e 12k gy, (3.22)
ty
Beispiel einer endlichen Fourier-Rethe: Ein Signal sei charakterisiert als die

Uberlagerung einer Konstanten mit drei Sinusoiden verschiedener Phasenla-
gen:

sp(t) =14 sin (2nF't) + 2 cos (2nF't) + cos (dnF't + 7/4)

=14+ = 1 ( j2nFt 7j27rFt) + (ej27rFt+efj27rFt)

_](471'Ft+7l’/4 + efj(47rFt+7r/4)>

2
JQTrFt 1 —j2nFt
=1+ +(1——)e™!
2j

—jm/4
_|_ 5 eJ47TFt + € 5 e—J47rFt ) (323)
Durch die hier erfolgte geschickte Zerlegung in harmonische Exponentialfunk-

tionen folgen ohne weitere Berechnung die Koeffizienten der Fourier-Reihe:

1. 1,
Sp(0) =1;5,(1) =1~ §J;Sp(—1) =1+7j

2
52 = L4182 = LS -0k 2. (320

Beispiel einer unendlichen Fourier-Rethe: Periodische Rechteckfunktion (s.
Abb.3.1)
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sp(t) = rect <;1) * i S(t—nT) mitT) <T. (3.25)

n—=—oo

Die Losung erfolgt hier separat fiir den Koeffizienten S}, (0):

s

T

2T T T2 0 T2 T 2T ¢

Abbildung 3.1. Periodische Rechteckfunktion

T1/2 T
1
50(0) = = / ldt:%, (3.26)
7T1/2

sowie die {ibrigen Koeffizienten?

Ty /2
1 .
Sp(k) = 7 / e IR
—T1 /2
eiTRFTy _ o—jmkFTi  gip (kﬂ%)
= = it k . 2
%rkFT e (3.27)
Speziell fiir den Fall T} = T'/2 ergibt sich z. B.
sin(km/2
S, (k) = % k0. (3.28)

Beispiele dieser Fourier-Reihe fiir verschiedene Werte von 77 sind in Abb. 3.2
dargestellt.
Fiir die Leistung eines periodischen Signals s, () ergibt sich:

3 Die Losung fiir Sp,(0) lisst sich auch aus der allgemeinen Losung entwickeln, wenn
bei der Division ,,0/0% entweder der I’'Hospital-Satz oder die Regel sinx ~ z fiir
z — 0 angewandt wird; sinz/z wird spéter als , si-Funktion“ definiert, s. (3.77)
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[ S5(K)
172 ¢
(a)
0 Tk
8500
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(b)
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5409
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k
Abbildung 3.2. Fourier-Reihenkoeffizienten der periodischen Rechteckfunktion
mit
(a) T= 2T1 (b) T = 4T]_ (C) T = 8T1

Nl

T T
L= %/|sp(t)|2dt: /sp(t)-s;;(t) dt
0 0

1 - j2m - * —j2m
= T/ D Sp(k)ed 2N g (1)e i lFt} dt
0 k=—o0 l=—00
1] &= 0o s 0o
—7 2 X sms0- [err e = 3 s, mP
k=—o00l=—00 0 k=—o0
—_————
=T fiir k=Il; = 0 sonst

(3.29)

Die Leistung des periodischen Signals kann also alternativ durch Summation
der Betragsquadrate aus den Fourier-Reihenkoeffizienten bestimmt werden.
Dieser Zusammenhang wird als das Parseval-Theorem bezeichnet (vgl. Kap.
6). Es sei nun die Frage gestellt, welcher Fehler entsteht, wenn nicht die un-
endliche Reihe der Koeffizienten zur Rekonstruktion verwendet wird, sondern
zusétzlich zum Koeffizienten S;,(0) lediglich N weitere (speziell bei reellen
Signalen dann konjugiert-komplexe) Koeffizientenpaare. Es ergeben sich das
approximierte Signal
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VA VAN /
\V ! VARV I VARV T Vi—
| Soart)
1 ponn —— !

Abbildung 3.3. Illustration der Approximation sp n(t) einer Rechteckfunktion
durch zunehmende Anzahl N = 3;9;27 von Fourier-Reihenkoeffizienten-Paaren,
sowie Auftreten des Gibbs-Phidnomens

N
sp,n (1) = Z Sp(k)ej%kFt (3.30)
k=—N

und das Fehlersignal (Differenzsignal)

ep, N (t) = sp(t)—sp,n (1) Z Sp(k)ed 2™t L N8 (k)el 2™ (3.31)
k=—o00 k=N+1

Letzteres besitzt eine Fehlerleistung

Leyw = /lep, t*de . (3.32)

Sofern das periodische Signal eine endliche Leistung besitzt, ist auch garan-
tiert, dass die Fourier-Reihenentwicklung konvergiert:

1/|sp()\ dt < oo = Z k)| < oo . (3.33)

T k=—oc0

In diesem Fall konvergiert die Leistung des Approximationsfehlers mit wach-
sendem N beliebig nahe gegen Null, da auf jeden Fall aus der unendlichen
Reihe das Signal rekonstruiert werden kann:
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N —oc0

1
epoo(t) = lim e, N(t) = Le, . = 7 / lep.oo (H)[?dt =0 . (3.34)
T

Dies impliziert allerdings nicht, dass auch die tatséichliche maximale Abwei-
chung, d.h die Maximalamplitude des Signals e, n () fiir sehr grofle NV immer
kleiner wird. Vielmehr lisst sich beobachten, dass an den Stellen von Diskon-
tinuitdten des Signals bei einer Rekonstruktion aus einer begrenzten Fourier-
Reihe Schwingungen entstehen, die zwar in der Dauer mit wachsendem N
immer kiirzer werden, jedoch in der Maximalamplitude konstant bleiben.
Dieses Verhalten ist aus der Literatur als das Gibbs-Phdnomen bekannt; es
ist fiir den Fall der Rekonstruktion eines periodischen Rechtecksignals aus
einer begrenzten Fourier-Reihe in Abb. 3.3 dargestellt. Eine weitere Interpre-
tation in Hinblick auf das Schwingungsverhalten bei Anwendung einer harten
Frequenzbandbegrenzung an diskontinuierlichen Signalen erfolgt in Abschn.
5.2.1.

Die Fourier-Reihenanalyse soll nun angewandt werden, um die Ubertra-
gung eines periodischen Signals in einem LTI-System zu untersuchen, d.h.
es soll ein periodisches Signal eingespeist und das Ausgangssignal ermittelt
werden. Da sich das Eingangssignal durch eine Superposition harmonischer
Eigenfunktionen darstellen ldsst, welche durch das System nicht in der Fre-
quenz verdindert werden kénnen, folgt im Falle H(#) # 0, dass auch das
Ausgangssignal mit demselben 1" periodisch sein muss:

sp(t) = D Sp(k)e! ™ = g (1) = sp(t) x h(t) = D Gp(k)ed 2™
— oo :700%/—’
= : go.1 (1)
ngc(t) _ ej27rkFt / h(T)Sp(k)eij 27rkF'rd7_ _ ej27rkFtSp(k)H(kF)
= gp(t) = Y Sp(k)H(KF) el ™It (3.35)
N T

Der jeweilige Fourier-Reihenkoeffizient des Ausgangssignals G}, (k) ergibt sich
also durch Multiplikation des Eingangssignal-Koeffizienten Sj,(k) mit dem
Wert der Fourier-Ubertragungsfunktion bei der zugehérigen Frequenz kF.
Es folgt implizit, dass ein G, (k) Null sein muss, wenn entweder S, (k) oder
H(kF) den Wert Null besitzen.
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3.3 Das Fourier-Integral

Die durch (2.4) gegebene Beziehung zwischen dem zeitlichen Verlauf der Im-
pulsantwort h(t) eines Systems und der Ubertragungsfunktion H(f) stellt ei-
ne Transformationsgleichung dar, die Fourier- Transformation* genannt wird.

Die Fourier-Reihenentwicklung ist in der bisherigen Herleitung auf pe-
riodische Signale eingeschréankt; es wére daher wiinschenswert, die Methode
der Fourier-Analyse auf beliebige aperiodische Signale auszudehnen. Dies soll
nun erfolgen, indem eine einzelne Periode eines periodischen Signals s, (t) als
aperiodisches Signal s(t) gedeutet wird, welches auflerhalb dieser Periode die
Amplitude Null besitze (s. Abb. 3.4). Prinzipiell lassen sich dann die Fourier-

0 t
s,()]
O =% -T 0 T 2Tt

Abbildung 3.4. (a) Endliches aperiodisches Signal (b) sein periodisches
Aquivalent

Reihenkoeffizienten durch begrenzte Zeitanalyse sowohl aus s,(t) als auch
aus s(t) bestimmen, wobei aber bei Bestimmung aus letzterem auch eine
unendlich ausgedehnte Integration moglich ist:

sp(t) = Z Sp(k)ejQﬂkFt
k=—o00
1 —j2rkFt 1 i —jorkFt
= Sp(k) = T sp(t) -e dt = T s(t) - e dt .
T —00

(3.36)

Formal besitzt das Integral auf der rechten Seite eine grofie Ahnlichkeit mit
der Berechnung der bereits eingefiihrten Fourier-Ubertragungsfunktion (3.3).
Man definiert daher als Verallgemeinerung zunéchst diese Formel fiir beliebige
Signale,

4 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), franz. Physiker.
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S(f) = / s(t) - et = S (k) = %S(kF)

— 00

= sp(t) = Y Sp(k)el™ = N S(kF)eI>™HIE . (3.37)

k=—o00 k=—o0

Es wird dann der Grenziibergang fiir 7' — oo durchgefiihrt, so dass die
Grundfrequenz F' gegen Null strebt, und die harmonischen Frequenzen belie-
big dicht gepackt (d.h. auf einer quasi kontinuierlichen Frequenzachse) neben-
einander liegen. Damit wird dann auch eine Analyse unendlich ausgedehnter
aperiodischer Signale moglich, und es ergibt sich (s. Abb. 3.5)

T—o0 =sp(t)—=s(t) ;F—df ;kF—f

oo
oo

= s(t) = lim S(kF)el 2™kt — / S(f)el ¥ Itaf . (3.38)

=T —00

Damit lassen sich die beiden Fourier-Transformationsgleichungen (Abbildung

j2mkFt

S(kF)e

Abbildung 3.5. Grafische Interpretation des Grenziiberganges (3.38)

eines Signals auf sein Fourier-Spektrum und umgekehrt) wie folgt beschrei-
ben:

o

S(f) = / s(t) - e=i2mltqy (3.39)
s(t) = / S(f)el2mrtdf . (3.40)

Die inverse Fourier-Transformation (3.40) stellt das Signal s(¢) als nicht
abzéhlbar unendliche Reihe komplexer periodischer Exponentialfunktionen
dar, ebenso wie das Faltungsintegral (1.33) ein Signal als nicht abzihlbar
unendliche Reihe von Dirac-Impulsen darstellte. Die Fourier-Transformierte
des Signals wird auch Fourier-Spektrum genannt. Da S(f) nach (3.39) die
Dimension ,, Amplitude - Zeit“ oder gleichbedeutend ,,Amplitude / Frequenz*
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hat, spricht man genauer vom Amplitudendichtespektrum. Zur Berechnung
der Antwort eines LTI-Systems mit der Ubertragungsfunktion H(f) auf ein
Signal mit dem Fourier-Spektrum S(f) geniigt es also geméf (2.5), S(f) und
H(f) fiir jede Frequenz f miteinander zu multiplizieren, um das Fourier-
Spektrum G(f) des Ausgangssignals zu erhalten. Es gilt damit alternativ
zum Faltungsprodukt

Zeitbereich
Fourier- s(t) « h(t) = g(t) inverse Fourier- (3.41)
Transformation |S(f) - H(f) = G(f) Transformation ’

v I

Frequenzbereich

Damit bestehen zwei Moglichkeiten, die Eigenschaften eines Systems oder
eines Signals zu beschreiben, ndmlich entweder direkt im Zeitbereich, oder
im Frequenzbereich durch die zugeordneten Fourier-Transformierten.

In einer abkiirzenden symbolischen Schreibweise stellt man die Fourier-
Transformierte eines Signals dem Signal wie folgt gegeniiber:

S(f) @—o s(t) oder S(f)=F{s(t)}. (3.42)
In dieser symbolischen Schreibweise lautet (3.3)
h(t) o—e H(f), (3.43)

das heift, die Fourier-Ubertragungsfunktion eines Systems ist die Fourier-
Transformierte seiner Impulsantwort.
Entsprechend lésst sich fiir (3.41) schreiben

s(t) x h(t) o—e S(f) - H(f) . (3.44)

Kurz ausgedriickt: Das Faltungsprodukt im Zeitbereich wird in das algebrai-
sche Produkt im Frequenzbereich transformiert. Wendet man in diesem Sinn
die Fourier-Transformation auf die Sétze der Faltungsalgebra in Abschn. 1.7
an, dann wird sofort einsichtig, warum die Faltungsalgebra viele Eigenschaf-
ten der normalen Algebra zeigt. Speziell folgt aus der Transformation von
(1.37)

s(t) = s(t) x6(t) o—e S(f) = S(f) - F{6()}
sofort
F{o(t)} =1 oder 4(t) o—e 1. (3.45)

Der Dirac-Impuls, das Einselement der Faltungsalgebra, wird also in die
Konstante Eins, das Einselement der Multiplikation, transformiert. Fasst
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man 0(t) gemi Abschn. 1.7 als Impulsantwort eines ideal verzerrungsfrei-
en Systems auf, dann bedeutet (3.45) in Verbindung mit (3.43) auch, dass
die Ubertragungsfunktion dieses Systems fiir alle Frequenzen eine Konstan-
te H(f) = 1 ist. Somit ist der Dirac-Impuls als Eingangssignal an einem
LTI-System ein ideales Testsignal, da er alle nur moglichen Frequenzkompo-
nenten (periodische Eigenfunktionen) mit gleichen Amplituden und zudem
ohne Phasenverschiebung enthélt.

3.4 Beispiel Fourier-Transformation
des Exponentialimpulses

Die in Abb. 3.6 gezeigte RC-Schaltung reagiert bei Anregung durch einen
Dirac-Impuls 6(¢) mit dem Exponentialimpuls h(t). Der Zeitverlauf dieses

6(t) R
6(t hit)
(t) 0—(_28?
o t— R-C =T

Abbildung 3.6. Das RC-System und seine Impulsantwort h(t)

Exponentialimpulses wurde in (1.35) durch h(t) = (1/T)e(t) exp(—t/T) mit
T = RC beschrieben. Da h(t) kausal ist, kann beim Einsetzen von h(t) in
das Fourier-Integral (2.4) die untere Grenze dieses Integrals zu Null gesetzt
werden. Es ergibt sich

el

1 7 1 I
H(f) = T/e*t/Te*ﬂ”ftdt = /ef<1/T+j2wf)tdt
0 0

o0

-1 [ef(l/Tﬂ%f)t]

T 1+j2aTf 0

Einsetzen der Grenzen fiithrt zu

1

H(f)= T+i2nTf (3.46)

Dieses entspricht vollstdndig dem Ergebnis aus Abschn. 1.2, welches mit Hilfe
der Losung von Differentialgleichungen bzw. der komplexen Wechselstrom-
rechnung erzielt wurde.
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3.5 Symmetrien im Signal und im Fourier-Spektrum

Betrachtet man (1.18), die den Realteil von H(f) als Funktion der Frequenz
wiedergibt, sowie die den Imaginirteil beschreibende Gleichung (1.19), so
stellt man fest, dass die Ubertragungsfunktion eine konjugiert-komplexe Sym-
metrie um f = 0 aufweist, d.h. H(—f) = H*(f). Dieses Ergebnis gilt fiir
reelle Zeitfunktionen ganz allgemein, wie im Folgenden noch gezeigt wird.
Zunéchst wird eine komplexe Funktion ¢(x) als ,gerade“ definiert, wenn sie
die Bedingung ¢(x) = ¢*(—x) erfiillt; eine Funktion heifit ,ungerade®, wenn
p(x) = —p*(—x) gilt. Im Sinne dieser Definition ist also H(f) aus (1.18) und
(1.19) eine gerade Funktion.

Jede komplexe Zeitfunktion s(t) = sy(t) + jsi(t) kann nun ebenfalls ein-
deutig in eine gerade und eine ungerade Komponente zerlegt werden:

s(t) = sg(t) + sult) . (3.47)

Fiir die gerade Komponente sq(t) gilt

sg(t) =
Slsi(t) = si(=1)] = s3(—1) | (3.48)

Sgr(t) jsgi(t)

[Sr(t) + Sr(_t)] +

und die ungerade Komponente s,(t) ergibt sich als

sul(t) = =s(t) — =s*(—t)
J

— s (=) + 5[Si(t) +si(=t)] = —si(~t) . (3.49)

Sur(t) jsui(t)

N = DN =
»
&
—~
~
~—

Die gerade Komponente besitzt also einen um ¢ = 0 symmetrisch gespie-
gelten Realteil sg,(t) sowie einen antisymmetrisch gespiegelten Imaginérteil
Sgi(t), bei der ungeraden Komponente ist es genau umgekehrt. In Abb. 3.7
ist eine entsprechende Aufspaltung des betrachteten reellwertigen, kausalen
Exponentialimpulses veranschaulicht®. Abb. 3.8 zeigt die Aufspaltung eines
komplexwertigen Signals. Gleichung (3.47), in die Fourier-Transformation
(3.40) eingesetzt, ergibt nach Anwendung der Euler’schen Beziehung

—+oo

S(f) = / I (1) + su ()] [cos(2 ft) — jsin(2m f))dt (3.50)

— 00

® Fiir reellwertige Signale vereinfachen sich die Definitionen zu sg(t) = $[s(t) +
s(—t)] und su(t) = $[s(t) — s(—t)] .
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sattl] sut)!

-
Nl_.
=

= o+

0 t— 0 t—
.
27

Abbildung 3.7. Aufspaltung eines Exponentialimpulses in seine geraden und un-
geraden Komponenten

adt s(t) t Sq(t)

Abbildung 3.8. Aufspaltung eines komplexwertigen Signals s(t) = aA(%) —
ajA(%) in seine geraden und ungeraden Komponenten

und nach Ausmultiplizieren des Integranden

“+oo —+o0

S(f) = /sgr(t)cos(%rft)dt—i— / Sgi(t) sin(2m ft)dt
—o0 - —o0 .
—l—j/sgi(t)cos(Qﬂ'ft)dt—j/sgr(t)sin(Qﬂft)dt
oo roo
+/sur(t)cos(2ﬂ'ft)dt—|—/sui(t)sin(27rft)dt
70—7—00 700—1—00
+i / sui(t) cos(2r fH)dt — | / sur(t) sin(2r f1)dt - (3.51)

Da alle Integranden in der zweiten und dritten Zeile dieser Gleichung anti-
symmetrisch gespiegelt um ¢ = 0 sind, ist der Wert dieser vier Integrale Null.
Bei getrennter Betrachtung der Real- und Imaginirteile des Spektrums (erste
bzw. vierte Zeile) folgt hieraus
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+oo +oo
Re{S(f)} = /sgr(t)cos(Zﬁft)dt—i— /jsgi(t)[—jsin(27rft)]dt
= .
= /sg(t)e*ﬂ”ftdt, (3.52)
+o0 +oo
m{S(f)} = —j / isui(t) cos(2n f)dt — | / sur()[jsin(2 fo)dt
= .
_ / su(t)e 927t (3.53)

oder in symbolischer Schreibweise
s(t) = sg(t) +su(t)
f f f (3.54)
S(f) = Re{S(f)} +j Im{S(f)} .

Speziell fiir reellwertige Signale vereinfacht sich diese Beziehung wie folgt:

—+oo —+oo
S(f) = /sg(t)cos(27rft)dt+j —/su(t)sin(27rft)dt . (3.55)
Re{S(f)} Im{S(f)}

Der Gleichung (3.55) ist wegen cos(—x) = cos(x) zu entnehmen, dass die
Realteilfunktion Re{S(f)} eines reellwertigen Signals eine um f = 0 spie-
gelsymmetrische Funktion ist. Die Imaginérteilfunktion Im{S(f)} ist hin-
gegen wegen sin(—x) = —sin(z) antisymmetrisch gespiegelt um f = 0, so
dass fiir reellwertige Signale das Spektrum S(—f) = S*(f) eine im Sinne
der oben gegebenen Definitionen gerade komplexe Funktion ist. Bei Betrags-
/Phasendarstellung des Spektrums ist die Betragsfunktion |S(f)| der Fourier-
Transformierten eines reellwertigen Signals s(t) eine um f = 0 spiegelsym-
metrische Funktion, wihrend die Phasenfunktion ¢(f) antisymmetrisch ge-
spiegelt um f = 0 ist. Die Fourier-Transformierte einer reellen und gera-
den Zeitfunktion ist eine reelle, um f = 0 symmetrische Funktion (s. hierzu
Abb. 3.9), withrend die Fourier-Transformierte einer reellen, ungeraden Zeit-
funktion rein imaginir und um f = 0 antisymmetrisch ist.

SchlieBlich sei noch auf die nun evidente Dualitét der Zeit- und Frequenz-
bereichsbeziechungen hinwiesen: Eine in einem der beiden Bereiche gerade
Funktion wird im jeweils anderen Bereich reellwertig; eine in einem der beiden
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Bereiche ungerade Funktion wird im jeweils anderen Bereich imaginidrwertig.
Demnach wird z.B. ein rein imagindrwertiges Signal eine spektrale Symmetrie
S(—f) = —=S*(f) besitzen (s. Aufgabe 3.22c).

Isqlt) 1 S4lf)=Re (SIF)

0 t— 0 f—
Abbildung 3.9. Beispiel fiir eine gerade Zeitfunktion und ihre Fourier-

Transformierte. [Die Funktion s4(t) stellt hier die gerade Komponente des Expo-
nentialimpulses dar]

3.6 Theoreme zur Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt werden in Ergénzung zu den bereits vorgestellten Be-
ziehungen, die zwischen dem Signal s(¢) und seiner Fourier-Transformierten
bestehen, weitere wichtige Theoreme abgeleitet, die den Umgang mit der
Fourier-Transformation vereinfachen.

3.6.1 Superpositionssatz

Fiir eine Summe von Zeitfunktionen gilt

“+00
a151(t) + azs2(t) o—e@ / [as1(t) + a282(t)]e—j 2rft gy

Hieraus folgt
alsl(t) + GQSQ(t) o—e alSl(f) + GQSQ(f)

oder allgemein

Dieser Superpositionssatz besagt, dass die Fourier-Transformierte einer Sum-
me von Zeitfunktionen gleich der Summe der Fourier-Transformierten der
einzelnen Zeitfunktionen ist.
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Als Beispiel fiir die Anwendung des Superpositionssatzes soll im Folgenden
die Fourier-Transformierte des konjugiert komplexen Signals s*(¢) bestimmt
werden. Gegeben sei eine komplexe Zeitfunktion s(¢) mit

s(t) = s1(t) + jsa(t) .

Spaltet man die reellwertigen Funktionen s;(t) = Re{s(t)} und ss(t) =
Im{s(t)} in ihre geraden und ungeraden Komponenten auf, so erhdlt man
nach Fourier-Transformation der Komponenten [s. (3.55)]

s(t) = sig(t) +51u(t) +is2g(t) +jsau(t)
i E i i (3.57)
S(f) = Re{S1(f)} +iIm{S1(f)} +jRe{Sa2(f)} —Im{Sa(f)} .

Da Re{S1(f)} und Re{S2(f)} nach (3.55) um f = 0 spiegelsymmetrische,
Im{S1(f)} und Im{S>(f)} dagegen um f = 0 antisymmetrisch gespiegelte
Funktionen darstellen, gilt fiir S(—f)8

S(=f) = Re{S1(f)} —iIm{S1(f)} +jRe{S2(f)} +Im{S2(f)} .
Bildet man S*(—f), so ergibt das

S*(=f) = Re{S1(f)} +jIm{S1(f)} —jRe{S2(f)} + Im{S2(f)}. (3.58)
Fiir s*(t) gilt

s (t) = sigt) +s1u(t) —Jsag(t) —Jsau(t)

IS S S S S

F{s* )} = Re{S1(f)} +iIm{S1(f)} —jRe{S2(f)} +Im{S2(f)} -
Der Vergleich von (3.59) mit (3.58) ergibt schlielich

s*(t) o—e S*(—f) . (3.60)

3.6.2 Ahnlichkeitssatz

Wichtig fiir die Behandlung aller Aufgaben, bei denen eine Zeitnormierung
der Signale vorgenommen werden muss, ist der Zusammenhang, der zwischen
dem gedehnten Signal s(bt) und der Fourier-Transformierten von s(t) besteht.
Der Ansatz

51In den folgenden Beziehungen wird auch deutlich, dass die Real- und Ima-
ginérteile der Spektren komplexwertiger Signale allgemein keine Wertesymme-
trien zwischen positiven und negativen Frequenzachsen aufweisen.
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+oo
s(bt) o—e / s(bt)e—1 27t dy (3.61)

fithrt nach der Substitution bt = 6 fiir zunéchst positive b zu

+oo
s0t) o—e / s(0)e 000 = 1 8 ({) .

Fiir negative b gilt

—+oo

s(bt) o—e — % / s(0)e=1270F /b — —%S ({) .

— 00

Hieraus folgt zusammengefasst fiir positive und negative, reelle b # 0 der
Ahnlichkeitssatz

1
s(bt) o—e mS (i) . (3.62)
Mit b = —1 ergibt sich fiir die Fourier-Transformierte zeitgespiegelter Signale

die Beziehung
s(—t) o—e S(=f)
oder speziell bei reellen Signalen (Aufgabe 3.17)
s(—t) o—e S*(f) . (3.63)

Veréndert man in (3.62) den Dehnungsfaktor b, so werden die Zeitfunktio-
nen bzw. die Real- und Imaginérteilfunktionen der zugeordneten Fourier-
Transformierten bzgl. der Zeit bzw. Frequenz gestaucht oder gedehnt. Ist
der Parameter |b| beispielsweise grofer als 1, so wird die Zeitfunktion s(t)
gestaucht, die Realteil-, Imaginérteil-, Betrags- und Phasenwinkelfunktionen
dagegen erscheinen gegeniiber S(f) gedehnt. Je kiirzer also ein Signal im Zeit-
bereich ist, desto breiter ist das Fourier-Spektrum dieses Signals. In direktem
Zusammenhang hiermit steht das sogenannte ,,Zeitgesetz der Nachrichten-
technik“. Dieses besagt, dass bei gegebenem Nachrichtenkanal das Produkt
aus der Ubertragungsbandbreite und der Zeit, die fiir die Ubertragung einer
Nachrichtenmenge aufzuwenden ist, konstant ist (s. auch Abschn. 5.2).

3.6.3 Verschiebungssatz

Wird ein Signal s(t) auf der Zeitachse um eine feste Zeit to verzogert, so gilt
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+oo
s(t —tg) o—e / s(t —to)e V2 tdt .

— 0o

Die Substitution ¢ — ty = 6 ergibt

+oo —+oo
s(t—ty) o—e / 5(0)e™I 2 tot0) g — =i 2mfto / s(0)e 12040 .
Damit gilt e -
s(t —tg) o—e S(f)e iz fto (3.64)

Der Ausdruck exp(—j2mftg) wird Verschiebungsfaktor genannt. Mit (1.51)
lisst sich der Verschiebungsfaktor auch als Ubertragungsfunktion eines idea-
len Laufzeitgliedes deuten, d.h. wegen s(t — tg) = s(t) * 6(t — to) folgt unter
Beriicksichtigung von (3.44) die verallgemeinerte Form von (3.45)

5(t —tg) o—e eI 2t (3.65)

Gleichung (3.64) zeigt, dass eine Verzogerung des Signals s(¢) nur zum Pha-
senspektrum die Grole —27 fty addiert, wiahrend das Betragsspektrum un-
verandert bleibt. Diese Invarianz des Betragsspektrums gegentiiber einer zeit-
lichen Verschiebung des Signals ist eine sehr wichtige und vorteilhafte Eigen-
schaft der Fourier-Transformation.

3.6.4 Differentiation

Das inverse Fourier-Integral (3.40) lautet
+oo
s(t) = / S(f)e>Itdf .
— 00
Die Ableitung nach der Zeit ¢ ergibt (Aufgabe 1.15)

“+o0 “+o0
Csit) = / Ds(neimras = / S(f)j2m fem Ity .

Hieraus folgt als Differentiationstheorem
d
&s(t) o—e i2n fS(f) (3.66)
oder verallgemeinert auf die n-fache Ableitung
dn

@s(t) o—e (2 f)"S(f) (3.67)
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3.6.5 Symmetrie der Fourier-Transformation

Das Fourier-Integral (3.39)

—+oo

S(f) = / s(t)e 2™ tdt

— 00

unterscheidet sich im Aufbau vom inversen Fourier-Integral (3.40)

+oo
)= [ S(peerag

nur durch das Vorzeichen des Exponenten. Substituiert man in (3.39) ¢ durch
—t, so ergibt das

+oo
s(—t) = / S(f)e 2 rtaf (3.68)

Vertauscht man in dieser Gleichung noch formal die Variable f mit der Va-
riablen ¢, so fiihrt das zu

+oo
s(—f) = / S(t)e 32 tdt (3.69)

Die sich aus dem Vergleich des Fourier-Integrals (3.40) mit (3.69) ergebenden
Symmetriebeziehungen lassen sich wie folgt darstellen

s(t) o—e S(f) < S(t)o—e s(—f). (3.70)

Wird also das urspriingliche Spektrum S(f) des Signals s(t) als neue Zeit-
funktion S(t) aufgefasst, so hat dessen Fourier-Transformierte die gespie-
gelte Form s(—f) des urspriinglichen Signals. Zu beachten ist, dass nur bei
s(=f) = s*(f) die Zeitfunktion S(t) reell ist. Sofern wiederum S*(t) = S(—t),
wird s(f) reell.

Sind beide Funktionen reell, so sind sie auch spiegelsymmetrisch um ¢ = 0

bzw. f = 0 und werden identisch mit ihren dann ebenfalls reellwertigen
geraden Komponenten. Es gilt dann also
5(t) = Re{sg(t)} o—e S(f) = Re{S(f)} - (3.71)

In Abb.3.10 ist dieser Zusammenhang an Hand des Beispiels aus Abb. 3.9
veranschaulicht (vgl. Aufgabe 3.8). Die Beziehung (3.66) gibt an, wie sich
die Fourier-Transformierte &dndert, wenn das Signal s(t) differenziert wird.
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/SMK /sma\
0 t— o 0 T —-
0 t— 0 f—
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Abbildung 3.10. Der Zusammenhang zwischen s(t), S(f), S(t) und s(—f) fiir den
Fall, dass s(t) eine gerade, reelle Funktion ist

Wendet man nun die Operation der Differentiation im Frequenz- statt im
Zeitbereich an, so ergibt sich mit (3.70) unter Beachtung des Vorzeichen-
wechsels

—j2nt - s(t) o—e %S(f) (3.72)

Ein weiteres Beispiel ist der (Zeit-)Verschiebungssatz (3.64). Wendet man
stattdessen die Verschiebung im Frequenzbereich um F' an, so ergibt sich im
Zeitbereich eine Multiplikation (Modulation) mit einer komplexen, periodi-
schen Exponentialfunktion,

2™t 5(t) o—e S(f — F). (3.73)

Hinweis: Durch die in (3.72) und (3.73) beschriebenen Operationen kénnen
auch urspriinglich reellwertige Zeitsignale s(t) komplexwertig werden. Dies
ldsst sich dadurch erkliaren, dass nach der Anwendung der zugehérigen Ope-
rationen im Frequenzbereich die Beziehung der konjugiert-komplexen Spie-
gelung des Spektrums nicht mehr gilt.

3.6.6 Faltung und Multiplikation

Nach (3.41) wird das Faltungsprodukt zweier Zeitfunktionen s (¢) und sq(t)
in das algebraische Produkt der beiden zugeordneten Fourier-Transformier-
ten S1(f) und Sa(f) transformiert. Es gilt

Sl(t) * Sz(t) o—e S1(f)52(f) .
Nach der Symmetriebeziehung (3.70) gilt damit auch”
" Die Gleichheit auf der rechten Seite von (3.74) folgt, weil bei der Losung des

Faltungsintegrals in der Flidchenbildung des Produktes S1(0)S2(f — 6) die Inte-
grationsrichtung unerheblich ist.
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S1(t)S2(t) o—@ s1(—f) * s2(—f) = s1(f) * s2(f) (3.74)

Da Si(t) o—e s1(f) und S2(t) 0—@ s2(f) beliebige Paare von Zeit- und
Frequenzfunktionen darstellen, kénnen noch ihre Benennungen vertauscht
werden, es gilt also ganz allgemein

Sl(t)SQ(t) o—e Sl(f) * Sg(f) . (375)

Diese Beziehung wird Multiplikationstheorem oder Modulationstheorem ge-
nannt. Der Multiplikation im Zeitbereich entspricht also die Faltung im Fre-
quenzbereich.

Anmerkung: Die in diesem Kapitel bisher abgeleiteten Theoreme der Fourier-
Transformation sind in einer Tabelle (Abschn. 3.13.3) zusammengefasst.

3.7 Beispiele zur Anwendung der Theoreme

3.7.1 Die Fourier-Transformierte des Rechteckimpulses

Einsetzen von s(t) = rect(t) in das Fourier-Integral (3.40) ergibt

+o0 +1/2
S(f) = /rect(t)e_jz’rftdtz / e 12t gy
—00 —-1/2
1

=0 (e=im/ — eimf)

Mit der Umformung

sin(z) = "J;Je” (3.76)
folgt®
5(0) = 220 < sigap)

oder in Kurzschreibweise
rect(t) o—e si(mwf) . (3.77)

Mit dem Ahnlichkeitstheorem (3.62) folgt hieraus weiter fiir einen gedehnten
Rechteckimpuls der Breite T’

8 Fiir die im Folgenden hiufig benutzte Funktion sin(z)/z ist die Abkiirzung si(x)
gebriuchlich. Die si-Funktion ist auch als Spaltfunktion bekannt, da in optischen
Systemen und Antennensystemen ein Spalt als rdumliche rect-Funktion beschrie-
ben werden kann (Bracewell, 1986). Gebrauchlich ist auch sinc(z) = si(mz).
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rect (;) o—e |T[si(xTf) . (3.78)

Der Rechteckimpuls rect(¢/7T") und sein Spektrum sind in Abb.3.11 wieder-
gegeben. Wendet man auf (3.77) das Symmetrietheorem (3.70) an, so ergibt

s(t)t Sifit

b o e LN\ \ NS
3
T

DA 0 N2 3

T T

'
STE ]

(=]
rol—

Abbildung 3.11. Rechteckimpuls s(t) = rect(¢/7T") und Fourier-Transformierte

das
si(mt) o—e rect(—f) = rect(f). (3.79)

Mit dem Ahnlichkeitstheorem (3.62) folgt

i (ﬁ) o—e |T|rect(TS) . (3.80)

Abb. 3.12 zeigt die Funktion s(¢) = si(nt/T") und ihre Fourier-Transformierte.
Die Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich auch als Systembeispiele auffas-

si ] sin'

1
\ }
N o . f—

N
3T N N_/2T 37 &0 L

Z

Abbildung 3.12. Funktion s(t) = si(7t/T) und Fourier-Transformierte

sen. Dann beschreibt Abb. 3.11 Impulsantwort und Ubertragungsfunktion ei-
nes Kurzzeitintegrators, Abb. 3.12 die entsprechenden Funktionen eines idea-
len Tiefpassfilters der Grenzfrequenz 1/(2T).
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3.7.2 Die Fourier-Transformierte des Dreieckimpulses

Faltet man die Funktion rect(¢) mit sich selbst, so ist das Ergebnis der in
Abb. 3.13 gezeigte Dreieckimpuls A(t) (Aufgabe 1.5). Mit dem Faltungstheo-

st =Alt) Sif)t

-1 0 13 2 a4 0 1

Abbildung 3.13. Dreieckimpuls A(¢) und Fourier-Transformierte

rem (3.44) folgt dann
A(t) = rect(t) * rect(t) o—e si*(7f) . (3.81)

Die Fourier-Transformierte S(f) des Dreieckimpulses ist in Abb. 3.13 wieder-
gegeben.

3.7.3 Berechnung des Faltungsproduktes der si-Funktion mit sich
selbst

Nach dem Faltungstheorem (3.44) gilt
si(t) = si(wt) o—e@ rect(f) - rect(f) = rect(f) @—o si(nt) (3.82a)

oder mit dem Ahnlichkeitssatz (3.62) allgemeiner

i (ﬁ) csi (w;) — | Tsi (ﬁ) . (3.82b)

Diese Zusammenhénge zeigen die besondere FEigenschaft der si-Funktion, sich
bei Faltung mit sich selbst wieder zu reproduzieren.

3.8 Transformation singuldrer Signalfunktionen

3.8.1 Transformation von Dirac-Impulsen

Die Fourier-Transformation des Dirac-Impulses war bereits in Abschn. 3.3
abgeleitet worden (s. auch Abschn.3.11). Es gilt nach (3.45) 6(t) o—e 1.
Die Abb. 3.14 zeigt den Dirac-Impuls §(¢) und sein Fourier-Spektrum in der
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5t) st
) 1

+ o—=e
0 t— 0 f—

Abbildung 3.14. Dirac-Impuls §(¢) und zugeordnete Fourier-Transformierte

iiblichen grafischen Darstellung (Aufgabe 3.19). Wendet man auf (3.45) das
Symmetrietheorem (3.70) an und beriicksichtigt aufierdem die Symmetrie des
Dirac-Impulses (1.49), so folgt

1o—e d(—f) = d(f) . (3.83)
bzw. allgemeiner
co—ec-i(f). (3.84)

Dieses Ergebnis besagt, dass das Fourier-Spektrum eines Gleichvorgangs
s(t) = ¢ ein mit ¢ gewichteter Dirac-Impuls im Frequenzbereich bei f = 0
ist. Auf Grund des Superpositionssatzes ist damit die Zerlegung eines Signals
s(t) in einen Gleichanteil ¢ und einen Wechselanteil s (¢) moglich:?

s(t) = ¢+ 51(t) o—@ S(f) = ed(f) + S1(f) . (3.85)

Ausgehend von der Transformation des Dirac-Impulses lassen sich auch die
wichtigen Transformationsbeziehungen fiir cos- und sin-Signale gewinnen.
Fiir das Spektrum des zeitverschobenen Dirac-Impulses gilt mit (3.65)

5(t+T) o—e ™1 = cos(2nTf) + jsin(27Tf) . (3.86)

Spaltet man §(t+7T'), wie in Abb. 3.15 gezeigt, in gerade und ungerade Kom-
ponenten auf, ergibt sich fiir die gerade Komponente mit (3.54)

1 1
55(25 -T)+ 55(1? +T) o—e cos(2rTf)
und fiir die ungerade Komponente
1 1
—id(t—T)+§5(t+T) o—e jsin(2nTf) . (3.87)

Diese Dirac-Impulspaare haben also periodische, cos- bzw. sin-formig verlau-
fende Spektren. Wendet man auf (3.86) das Symmetrietheorem (3.70) an, so

9 In diesem Sinne gleichanteilbehaftet kénnen nur unendlich ausgedehnte Signale
sein; der Gleichanteil ergibt sich dann formal als Mittelwert

. 1
c—Tll_{r;oﬁ/s(t)dt.

-T
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Abbildung 3.15. Aufspaltung des Dirac-Impulses 6(¢ + T') in eine gerade und
ungerade Komponente

erhilt man'®

e o @ §(f + F) baw. ¥ o—@ §(f — F) . (3.88)

Nach Anwendung der Euler’schen Formeln ergeben sich dann die Transfor-
mationsbeziehungen fiir Kosinus- bzw. Sinussignale

1 1
cos(2nFt) o—e =6(f+F)+ z0(f - F)
2 2 (3.89)
sin(2rFt) o—e %w Y F) - ‘]550‘ —F).
In Abb. 3.16 ist als Beispiel die cos-Funktion und ihre Fourier-Transformierte

dargestellt. Als weiterer Spezialfall ergibt sich aus (3.88) fiir F' = 0 wieder die

s(*):cos(ZnFt)Y st
(5)]

Abbildung 3.16. Die cos-Funktion und ihre Fourier-Transformierte

nt——a
N|—

Beziehung (3.84). Im Sinne von (3.85) gleichanteilbehaftet konnen allerdings
nur unendlich ausgedehnte Signale sein, die nicht gegen Null konvergieren;
dies sind also grundsitzlich Leistungssignale (vgl. Kap. 6). Zur selben Klasse
von Signalen gehoren auch die Sinus- und Kosinusfunktionen, die ebenfalls
keine endliche Energie besitzen. Man sieht jedoch, dass mittels eines Dirac-
Impulses, der den unendlichen Energiegehalt bei einer speziellen Frequenz F'

10 Da der Dehnfaktor T' nach dem Variablentausch ¢ mit f jetzt die Bedeutung
einer Frequenz hat, wird er in F' umbenannt.
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ausdriickt, die Fourier-Transformierte von Leistungssignalen ausnahmsweise
beschrieben werden kann, die dann allerdings bei der entsprechenden Fre-
quenz (im Falle des Gleichanteils bei der Frequenz Null) eine Singularitéit
aufweist. Man spricht daher bei dieser Klasse von Funktionen auch von sin-
guldren Funktionen. Man beachte, dass sich fiir diese Funktionen die Berech-
nung des Fourierintegrals nicht mit Methoden der klassischen Integralrech-
nung lésen ldsst, sondern nur mittels der Faltungs- und daraus abgeleitet der
Siebeigenschaft des Dirac-Impulses. Weiterhin ist bereits aus der Fourier-
Reihenanalyse bekannt, dass sich beliebige periodische Funktionen als eine
Uberlagerung komplexer periodischer Exponentialfunktionen mit gemeinsa-
mer Grundfrequenz und bestimmter Phasenlage deuten lassen. Auch diese
werden nun als eine Superposition einer endlichen oder unendlichen Reihe von
Dirac-Impulsen beschreibbar. Tatséchlich ldsst sich hiermit der Zusammen-
hang zwischen der Fourier-Reihenentwicklung eines periodischen Signals und
der Fourier-Transformation desselben Signals im Sinne des Fourier-Integrals
beschreiben. Mit (3.5), (3.56) und (3.88) folgt:

o oo

sp(t) = D Sp(k)e>™ " o—@ S, (f) = > Sp(k)s (f —kF) (3.90)

k=—o0 k=—o0

Die Koeffizienten der Fourier-Reihe gewichten also Dirac-Impulse, welche sich
an den diskreten Positionen der harmonischen Frequenzen kI befinden.

3.8.2 Transformation der Dirac-Impulsfolge

Grundlegend fiir die Beschreibung von periodisch wiederholten Signalen, Ab-
tastsystemen, Linienspektren, Methoden zur numerischen Fourier-Transfor-
mation u. &. ist die Fourier-Transformation einer periodischen Dirac-Impuls-
folge. Fiir die in Abb.3.17 oben gezeigte periodische Dirac-Impulsfolge der
normierten Periodendauer 1 wird im Folgenden die kurze Bezeichnung I11 (¢)
benutzt!!, es gilt also

I (t) = i 8(t—n). (3.91)

n=—oo

Die Fourier-Transformation von III (¢) ergibt mit Superpositions- und Ver-
schiebungstheorem

HI(t)= Y o(t—n)o—e » ei2mf, (3.92)
n=—oo n=—oo
Fasst man die Dirac-Impulse der I1I-Funktion paarweise zusammen, so folgt

1 Als anschauliches Symbol von Bracewell (1965, 1986) eingefiihrt, IIT kann als

russischer Buchstabe ,;scha“ ausgesprochen werden.
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sitt| =1(n) sifit| = w(H
DT P
40 1 27 4 0 2 1

Abbildung 3.17. Aquidistante Dirac-Impulsfolge 11 (¢) und zugeordnete Fourier-

Transformierte

Fa\ AN
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Abbildung 3.18. Approximation der Dirac-Impulsfolge > 72 6(f —n) durch
die Teilsumme S(f) = 1+ 3> _, cos(2mnf)

mit (3.87) sofort auch folgende Form des Spektrums

III(t) o—e 1+2 i cos(2mnf) . (3.93)

n=1

In Abb.3.18 sind oben die ersten vier Terme dieses Ausdrucks dargestellt.
Thre unten in der Abb. wiedergegebene Summe deutet bereits das Ergebnis
an: Das Fourier-Spektrum ist wieder eine dquidistante Dirac-Impulsfolge. Mit
der Ableitung in Anhang 3.13 gilt

1+22cos omnf) = Z 5(f —n) (3.94)

n=1 n=—o0

Damit erhélt man als Ergebnis

II(t)= Y 6(t—n)o—e II(f)= Y 6(f—k). (3.95)

n=-—oo k=—0oc0
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Die Fourier-Transformierte einer Dirac-Impulsfolge mit Einheitsabstand im
Zeitbereich ist also wieder eine Dirac-Impulsfolge mit Einheitsabstand im
Frequenzbereich (Abb.3.17).12 Mit Hilfe des Ahnlichkeitstheorems folgt fiir
die gedehnte Dirac-Impulsfolge

(oo}

- 1 k
> 6(t—nT)o—e le_zoo5<f_T) . (3.96)

n=—oo

In Abb. 3.19 ist dieser Zusammenhang veranschaulicht. Alternativ kann, da

sit)t

SHUNAENERN)

1 4 o—-=a
2T T 0 T 2T

Abbildung 3.19. Funktion s(t) = > _ 6(t — nT) und ihre Fourier-
Transformierte

die Dirac-Impulsfolge selbst ein periodisches Signal ist, das Fourier-Spektrum
auch mittels einer Fourier-Reihenanalyse ermittelt werden:

T/2
kad 1 , 1
solt) = D0 8l — KT) = Sy(k) = / St = (397
k=—oc -T/2

Mit (3.90) folgt wieder

Sp(f)%k_z 5(fko):% > 6(]’;). (3.98)

k=—o0

3.8.3 Transformation der Sprungfunktion

Es soll nun das Spektrum S.(f) der Sprungfunktion e(¢) mit Hilfe des Diffe-
rentiationstheorems abgeleitet werden. Es gilt nach (1.54)

d

—e(t) =0(t) .

Se(t) = 300

2 Funktionen mit dieser Eigenschaft s(t) O—@ s(f) werden ,selbstreziprok bzgl.
der Fourier-Transformation® genannt. Selbstreziprok sind z. B. auch der Gauf}-
Impuls nach (1.2) (Aufgabe 3.10), sowie allgemeiner Funktionen, die nach dem
Verfahren in Aufgabe 3.25 gebildet werden kénnen.
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Allgemein gilt diese Beziehung auch noch, wenn zu (t) ein beliebiger Gleich-
anteil b addiert wird, also

d
— [e(t) +b] = 4(¢t) . (3.99)
dt
Transformiert man (1.54) mit Hilfe des Differentiationstheorems (3.66) in den
Frequenzbereich, dann gilt mit (t) o—e S.(f) und 6(t) o—e 1:

jemf-S.(f)=1.

Im allgemeinen Fall ist aber S.(f) # (j27f)~!, da ja ein in £(¢) enthaltener
Gleichanteil auf Grund der Differentiation verloren gegangen sein kann. Es
muss daher allgemein gelten

Zur Bestimmung des Faktors ¢ wird das Ergebnis in (3.54) benutzt, nach dem
der Realteil des Spektrums die Fourier-Transformierte der geraden Kompo-
nente des Signals ist; also muss gelten
1 1 1
o —e(t —e(—t) == .
D(f) #—0 5o() + 3e(~1) = 5
Damit ist ¢ = 1/2 und als Fourier-Transformierte der Sprungfunktion ergibt
sich

S.(f) = 28(f) — j

20 —ig7 (3.100)

Abb. 3.20 zeigt den Verlauf des Real- und Imaginérteils der Fourier-Transfor-
mierten von £(t), sie stellt damit ebenfalls die Ubertragungsfunktion des
idealen Integrators dar. Als Anwendungsbeispiel soll das Spektrum des in

0 %5 (f) = Re (S (f)}
Im{S,

f —

Im{Se(f)}

Abbildung 3.20. Real- und Imaginérteil von S (f)

Abb. 3.21 dargestellten eingeschalteten cos-Signals berechnet werden. Aus der
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folgenden Produktdarstellung fiir das Signal s(t) ergibt sich mit dem Multi-
plikationstheorem und der Fourier-Transformierten der cos-Funktion (3.89)

s(t) = e(t) . cos(2nF't)
! Il !
S() = [3800) —isks| « [30(/ + F) + 3o(f = P)] .

Mit dem Distributivgesetz der Faltungsalgebra und (1.50) wird

S(f) = [6(f+F)+6(f—F)]—'1{ 1 } (3.101)

Y | FrF T FF

[ =

Den Verlauf dieses Spektrums nach Real- und Imaginérteil zeigt Abb. 3.22.

sf?l?

ANANA
VARV

Abbildung 3.21. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 eingeschaltete cos-Funktion s(t)
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Abbildung 3.22. Real- und Imaginérteil der Fourier-Transformierten des zum
Zeitpunkt ¢t = 0 beginnenden cos-Signals s(t)

Als weiteres Anwendungsbeispiel kann das Integrationstheorem der Fourier-
Transformation abgeleitet werden. Nach (1.55) ist
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— 00

Die Fourier-Transformation ergibt mit (3.100)

1 o1
s(0) (1) o—e () [ 300 iz -
Mit der Siebeigenschaft des Dirac-Impulses nach (1.45) lautet das Integrati-
onstheorem dann'?

S(f)

oaf (3.102)

[ stryar o—e 35)5() +

Mit der Sprungfunktion eng verwandt ist die Vorzeichen- oder Signum-
Funktion

1 t>0
sgn(t) =2e¢(t)—1=< 0 fir =0 (3.103)
-1 t<0

Sie besitzt das Spektrum (s. Aufgabe 3.28)

1

sgn(t) o—e —jﬂ—f. (3.104)

3.9 Hilbert-Transformation

Fiir rechtsseitige (kausale) Signale mit s(¢) = 0 fiir ¢ < 0 lassen sich folgende
Beziehungen zwischen den geraden und ungeraden Komponenten bzw. deren
Fourier-Transformierten herleiten'?:

sg(t) = sul) - sgn()

I S

Re(S(f)} = iIm{s(N)} = (~i)

13 Dieses ist nur anwendbar bei Signalen, die keinen Gleichanteil besitzen, d.h. S(f)
darf selbst keine Komponente ¢d(f) enthalten.

14 Man beachte allerdings, dass se(0) hier wegen s,(0) = sgn(0) = 0 undefiniert
bleibt.



90 3. Fourier-Beschreibung von Signalen und Systemen

suf) = sg(t) - sgn(d)

i I L
JIm{S(N} = Re(S(N} = (=izy) -

Hiermit erhélt man die Beziehungen der Hilbert-Transformation zwischen
Real- und Imaginirteil des Fourier-Spektrums eines kausalen Signals'®

Re{S(f)} = Im{S(f)} * ;1f ; Im{S(f)} = —Re{S(f)} * % - (3.105)
Es wird deutlich, dass bei Beschrankung der Funktion s(t) auf den positiven
bzw. negativen Teil der Zeitachse die Kenntnis entweder der reellen oder
der imagindren Komponente ihrer komplexwertigen Fourier-Transformierten
S(f) ausreichend ist; die jeweils andere Komponente ldsst sich dann mittels
der Hilbert-Transformation analytisch bestimmen.

Auf Grund des Symmetrietheorems (3.70) ergibt sich mit (3.100) zu ei-
ner Sprungfunktion im Frequenzbereich das folgende komplexwertige Zeitbe-
reichssignal:

c(f) @0 5.(t) = %5(75) + jﬁ . (3.106)

Die Funktion e(f) kann nun verwendet werden, um ein ausschlieflich aus po-
sitiven (rechtsseitigen) Frequenzanteilen bestehendes Fourier-Spektrum eines
Signals s(t) zu erzeugen:

Si(f) =5(f)-e(f) -

Durch Anwendung der inversen Fourier-Transformation erhilt man das zu-
gehorige Zeitsignal s, (t), welches als analytische Komponente des Signals
s(t) bezeichnet wird:

Se(f) =50 )

si(t) = s(t) * [30(t) +izr] -
Bei Ausfithrung der Faltung ergibt sich
1 j 1
si(t) = is(t) + is(t) e (3.107)
Fiir den speziellen Fall eines reellwertigen Signals s(t) folgt

s(t) = 2Re{s+(t)} (3.108)

5 Fiir linksseitige (antikausale) Signale gelten dieselben Beziehungen jeweils mit
umgekehrten Vorzeichen.
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und weiter in Analogie zu (3.105)

Tm{s. (£)} = Re{sy (1)} * % . Re{ss (1)} = — Im{s, (1))} # % . (3.100)

Real- und Imaginérteil der analytischen Komponente sind also wiederum
Hilbert-Transformierte zueinander!6.

Das linksseitige Spektrum S_(f) sei ausschliefllich fiir negative Werte in
f von Null verschieden, und ergibt nach Ausfithrung der inversen Fourier-
Transformation die komplementére analytische Komponente s_ (¢). Auch hier
sind Real- und Imaginérteil mittels der Hilbert-Transformation aufeinander
bezogen, jedoch sind gegeniiber den beiden Beziehungen in (3.109) die Vorzei-
chen umzukehren (vgl. Tab. 3.4). Auf Grund des Superpositionssatzes (3.56)
folgt weiter

S(f) = S+(f) + S_(f) @—o0 s(t) = s4(t) +s_(1) . (3.110)

Wegen der Spektraleigenschaft S(—f) = S*(f) und daher S_(f) = S%(—f)
folgt mit (3.60) speziell fiir reellwertige Signale
N 1 j 1

s_(t)=s(t) = §S(t) ~3 s(t) * - (3.111)
Einsetzen von (3.111) in (3.110) zeigt, dass sich die Imaginérteile der beiden
analytischen Komponenten gegenseitig kompensieren. Fiir komplexwertige
Signale gilt (3.110) ebenfalls, jedoch sind wegen S(—f) # S*(f) die rechts-
und linksseitigen Spektren Sy (f) und S_(f) nicht konjugiert-symmetrisch
zueinander, sondern linear unabhéngig. Damit wird dann auch s_(t) un-
abhéngig von s ().

Mit (3.106) und der Beziehung £(f) = % sgn(f)+ 3 folgt auch die Fourier-
Ubertragungsfunktion des Hilbert-Transformators, der ein LTI-System mit
konstantem Betragsspektrum darstellt:

% o—e —jsgun(f). (3.112)

Als Beispiel sei hier die Wirkung auf ein Kosinussignal beliebiger Frequenz F
dargestellt, aus dem am Ausgang des Hilbert-Transformators ein Sinussignal
derselben Frequenz entsteht:

cos(2mF't) * % o—e %[5(f—|—F)—|—5(f—F)] - [—jsen(f)]
- % 6(f + F) = 5(f — F)] e—o sin(2F) .

16(3.109) gilt allgemein auch fiir komplexwertige Signale s(t), denn deren rechts-
seitiges Spektrum S;(f) ist von demjenigen eines reellwertigen Signals nicht
unterscheidbar (s. Aufg. 3.22).
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3.10 Kurzzeit-Fourier-Transformation

Bei den bisherigen Betrachtungen zur Fourier-Transformation wurde stets
angenommen, dass sich die Integration iiber einen unendlich langen Zeitraum
erstreckt. Sofern das Signal jedoch eine endliche Dauer besa$}, geniigte wieder-
um die Integration iiber einen endlichen Zeitraum. Speziell bei der Messung
von Spektraleigenschaften eines Signals wird es jedoch hdufig vorkommen,
dass aus einem ldnger andauernden Signal nur kurze Ausschnitte fiir die
Analyse zur Verfligung stehen. Im einfachsten Fall kann dies charakterisiert
werden durch Multiplikation des (unendlich ausgedehnten) Signals s(7) mit
einer um den Messzeitpunkt ¢ zentrierten Rechteckfunktion der Breite T}

sT(r,t) = s(7) rect (TT_ t) , (3.113)

0

dessen Fourier-Transformierte formal lautet
ST(f,t) = S(f) * [Tosi(nTo f)e I27] (3.114)

Diese Funktion weist eine Abhéngigkeit von f und t auf. In (3.114) wirkt
sich allerdings die Faltung mit der si-Funktion ungiinstig aus, da sie ge-
gebenenfalls — insbesondere bei starken spektralen Amplitudenvariationen
und Diskontinuitéten in S(f) — zu unerwiinschten Abweichungen des gemes-
senen Spektrums ST(f,t) vom tatsichlichen Signalspektrum fiihren kann.
Dem kann teilweise durch Ersetzen der den Signalausschnitt ausblenden-
den Funktion rect(7) in (3.113) durch andere , Fensterfunktionen® w(7) ent-
gegengewirkt werden. Besonders geeignet sind Funktionen, deren Fourier-
Transformierte geringe Welligkeit aufweisen'”. Ein Beispiel ist die ,raised
cosine“-Fensterfunktion, ebenfalls mit Breite Ty (vgl. Aufgabe 3.15)

w(r) = % [1 + cos (2;07” rect (&) = cos? <g) rect (TZ) . (3.115)

Als Kurzzeit-Fourier- Transformierte (engl. Short Time Fourier Transform,
STFT) wird nun allgemein das zeitabhéngige Spektrum eines Signals bezeich-
net, welches unter einer beliebigen um ¢ zentrierten Fensterfunktion berechnet
wird:

ST(ft) = / s(T)w(r — t)e 1 *7dr
—_———
T ST

Sofern die Fensterfunktion w(7) auf einen Bereich —T;/2 <t < Tp/2 zeitbe-
grenzt ist, gilt weiter

17 Ein #hnliches Problem hinsichtlich der Approximation idealer Tiefpasssysteme
durch Systeme mit endlicher Impulsantwort wird in Abschn. 5.2.2 beschrieben.
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t+To/2
ST(f7 t) = / S(T)’w('r — t)e_jzﬂf‘l'd,r )

t—To/2

Erfiilllt auferdem die mit Abstinden T wiederholte Uberlagerung der Fen-
sterfunktion die Bedingung'®

oo

Z w(r —nT) =c, (3.116)

n=—oo

so ist es moglich, das unendliche Signal als Superposition von gefensterten
Signalausschnitten gemé8 (3.113) zu beschreiben:
1 oo
T
s(r)=— T).
(=2 3 "1
n=—oo

Da die einzelnen Ausschnittsignale sT(7,nT) mittels der inversen Fourier-
Transformation aus den zugeordneten Kurzzeitspektren S™(f,nT) rekon-
struierbar sind, andererseits aber auch das gesamte Signal aus seinem Spek-
trum S(f) gewonnen werden kann, folgt

5(7)2% i /ST(f,nT)ep”def: /S(f)eﬂ”def. (3.117)

n=—oo
— 00

Durch Vertauschen von Integral und Summe in (3.117) ergibt sich, dass unter
der Voraussetzung (3.116) das Fourier-Spektrum aus einer unendlichen Reihe
von Kurzzeit-Fourier-Spektren bestimmt werden kann:

S(f):% > ST(f,nT) . (3.118)

n=—oo

3.11 Fourier- und Laplace-Transformation

Fiir die Existenz einer Fourier-Transformierten sind notwendige Bedingun-
gen nicht bekannt. Hinreichend im klassischen Sinn sind die Dirichlet’schen
Bedingungen (Papoulis, 1962), insbesondere die Bedingung der absoluten In-
tegrierbarkeit

o0
/ Is(0)|dt < oo . (3.119)
—00
'8 Dies ist z.B. fiir das Rechteckfenster gem#fl (3.113) bei Tp = T, sowie fiir das

Raised-Cosine-Fenster (3.115) bei Ty = 27T erfiillt. Das Verhéltnis To /T wird
auch als Rolloff-Faktor des Fensters bezeichnet.
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Diese Eigenschaft wird beispielsweise von vielen Energiesignalen (Abschn. 6.1)
oder von den Impulsantworten stabiler Systeme erfiillt. Léisst man aber, wie
in den vorhergehenden Abschnitten gezeigt, Polstellen, Dirac-Impulse und
Dirac-Impulse hoherer Ordnung im Spektralbereich zu, dann konnen die
Existenzbedingungen der Fourier-Transformation bereits auf einige Signale
erweitert werden, die keine endliche Energie besitzen, insbesondere periodi-
sche Signale und Signale, die einen Gleichanteil besitzen.

Bei der in (2.6) beschriebenen Laplace-Transformation konnte die Kon-
vergenz im Sinn von (3.119) fiir eine grofere Klasse von Signalfunktionen
durch eine zusitzliche exponentielle Wichtung mit e~?? erreicht werden. So
ergibt die Fourier-Transformierte mit dieser Wichtung dann die Laplace-
Transformation:

oo

e~ 5(t) o—e S(p) = / [s(t)e™ ] e 2 dt
_ / s()ePtdt = £ {s()} (3.120)

Damit analysiert die Laplace-Transformation ein Signal in Hinblick auf

— das Vorhandensein bestimmter Frequenzanteile (endliche oder unendliche
Anzahl sinusoidaler Komponenten mit Frequenzen f, wie bei Fourier-
Transformation);

— exponentiell ansteigendes oder abfallendes Verhalten (mit dem Term
Cfcrt)'

Fiir die zweidimensional (reell + imaginér) parametrierte Laplace-Abbildung
wére die bei der Fourier-Transformation gebrauchliche Ordinaten/Abszissen-
Darstellung nicht mehr ausreichend. Vielmehr miissen in der komplexen Ebe-
ne zwei Achsen o = Re{p} und j27f = jIm{p} gezeichnet werden. Das
Laplace-Spektrum ldsst sich damit in der komplexen p-Ebene so interpre-
tieren, dass iiber jeder Parallelen zur imaginiren Achse an einer Position o
das Fourier-Spektrum des mit e gewichteten Signals s(t) aufgetragen ist.

Der allgemein streifenformige Bereich parallel zur imagindren Achse, in
dem diese exponentiell gewichteten Fourier-Spektren im klassischen Sinn kon-
vergieren, also mit (3.119)

/ |s(t)e P dt < oo (3.121)
— 00
bildet den Konvergenzbereich der Laplace-Transformation. Wenn der Kon-
vergenzbereich die imaginéire Achse bei ¢ = 0 enthélt, dann sind Fourier-

Transformierte und Laplace-Transformierte durch die einfache Substitution
p = j2rf in beiden Richtungen miteinander verkniipft. Dies ist bei allen
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absolut integrierbaren Signalen erfiillt und entsprechend bei den Ubertra-
gungsfunktionen stabiler LTT-Systeme.

Sofern ausschlieBlich kausale Signale betrachtet werden, wie bei der ein-
seitigen Laplace-Transformation, ist die Abbildung von Pol-/Nullstellenlagen
auf das Signal bereits eindeutig. Da die Laplace-Transformation nun auch
als generalisierter Fall der Fourier-Transformation betrachtet werden kann,
muss — bei bekanntem Konvergenzbereich, innerhalb dessen eine Laplace-
Transformierte existiert — auch allgemein eine Rekonstruktion des Signals
aus derselben moglich sein. Hierzu werde weiterhin angenommen, dass die
Laplace-Transformierte der Fourier-Transformierten eines exponentiell ge-
wichteten Signals entspricht, und zwar fiir irgendeinen Wert ¢ innerhalb des
Konvergenzbereichs:

S(J +j27Tf) = f{s(t) . e—Ut} _ / S(t) Ce—ot . e—i2mftyy

—00

Hiermit ergibt sich die inverse Laplace-Transformation:

s(t)-e 9t = F 1 {S(oc+j2nf)} = / S(o +j2nf) -2ty

= s(t) = / S(o +j2nf)-elotiznhiqy

o+4joo
1 .odp dp
- . Pt - =32 = — 122
o / S(p) - e’dp mit i P2rf = df o (3.122)
o—joo

Unter weiterreichenden Annahmen gentigt als hinreichende Existenzbedin-
gung des resultierenden Fourier-Integrals sogar die Integrierbarkeit des mit
einer zweiseitigen Exponentialfunktion gewichteten Betrages der Zeitfunktion
(Lighthill, 1966; Marko, 1995; Babovsky 1987), also

o0

/ |s(t)[e"Mldt < 0o fiir beliebige reelle ¢ >0 . (3.123)

Damit sind beispielsweise zweiseitige Signale s(t) = at™, die mit einer be-
liebigen Potenz von t, aber nicht exponentiell anwachsen, innerhalb eines
gegebenen Konvergenzbereichs transformierbar.

Da die Fourier-Transformierte als Funktion einer einzigen reellen Ver-
dnderlichen, der Frequenz, zur Beschreibung des Frequenzverhaltens in der
Signaliibertragung in der Regel ausreichend, dariiber hinaus physikalisch an-
schaulicher und auch einfach messbar ist, wird sie in den folgenden Kapiteln
fast ausschliefllich benutzt.
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3.12 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Fourier-Transformation als Hilfsmethode zur
Berechnung von Faltungsprodukten an periodischen Eigenfunktionen durch
Multiplikation mit dem Eigenwert H(f) e—o h(t) eingefithrt. Es wurde ge-
zeigt, dass die Synthese beliebiger periodischer Signale mittels der Fourier-
Reihenentwicklung erfolgen kann, dann wurde die Verallgemeinerung fiir ape-
riodische Signale im Sinne der inversen Fourier-Transformation betrachtet.
Die hierdurch definierte eindeutige Abbildung von Funktionen aus dem Zeit-
in den Frequenzbereich und umgekehrt bietet vielfiltige Moglichkeiten. Bil-
det man beispielsweise durch Transformation der Impulsanwort die Fourier-
Ubertragungsfunktion eines Systems und aus einem Signal sein Fourier-
Spektrum, so ergibt das Produkt dieser beiden Frequenzfunktionen das Spek-
trum des Ausgangssignals. Das Ausgangssignal selbst kann dann durch in-
verse Fourier-Transformation wieder zuriickgewonnen werden.

Die mathematischen Vorteile dieses Verfahrens haben dazu gefiihrt, dass
die Behandlung von Systemaufgaben im Frequenzbereich ein Eigenleben ent-
wickelt hat. Haufig beschreibt man Signale und Systeme nur durch ihre
Fourier-Transformierten und fragt erst an zweiter Stelle nach ihrer Form im
Zeitbereich.

Der praktische Umgang mit der Methode der Fourier-Transformation wird
sehr erleichtert durch die Kenntnis der Spektren einiger elementarer Funk-
tionen und die Kenntnis einiger Theoreme iiber elementare Operationen mit
Signalen und ihren Spektren. Die Theoreme und einige Transformationspaare
sind daher am Schluss dieses Kapitels in mehreren Tabellen zusammengefasst
dargestellt. Starker Wert wurde auch der Bedeutung verallgemeinerter Funk-
tionen im Zeit- und Frequenzbereich beigelegt, durch deren Einfiihrung viele
Schwierigkeiten der klassischen Theorie der Fourier-Transformation entfallen.

In allen folgenden Kapiteln wird das Werkzeug ,,Fourier-Transformation*
ausgiebig angewandt. Besonders deutlich werden die Vorteile dieser Methode
bei der folgenden Behandlung der Abtasttheoreme.

3.13 Anhang

3.13.1 Transformation der Dirac-Impulsfolge

Die Fourier-Transformierte der periodischen Dirac-Impulsfolge lautet nach
(3.92)

LI(t)= Y d(t—n)o—eS(f)= > e 2™/,

n=—oo n=—oo

oder als Grenziibergang geschrieben
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M

— i _ —j2nnf
S(f) = Jim Sy(f) = lim_ ;Me . (3.124)

Eine dieser Teilsummen Sy, (f) zeigt Abb.3.18 (fir M = 3). Mit der Sum-
menformel fiir die geometrische Reihe

M M _  M+1 —(M+1/2) _  M+1/2
S =1 ¢ _49 T ‘11/2 (3.125)
W l—q q/F—q

1/2

(wobei der rechte Ausdruck mit ¢~'/¢ erweitert wurde), erhdlt man fiir die

Teilsumme in (3.124)

Sul(f) = explj2nf(M +1/2)] — exp[—j2nf(M + 1/2)]
M exp(j 21 f/2) — exp(—j 2n f/2)
_osin2rf(M 4+ 1/2)]  2(M + 1/2)si[2n f(M +1/2)] .

(3.126)

B sin(w f) N si(mf)
Da nach (3.93) das Spektrum S(f) und auch alle Teilsummen Sp/(f) pe-
riodisch mit der Periode 1 sind, geniigt es, den Grenziibergang (3.124) im
Intervall |f| < 1/2 auszufiihren. Die Teilsummen (3.126) lauten dann nach
Begrenzung mit rect(f)

Snt (f)rect = r;zfr(f)) -2(M + 1/2)si[2n f(M + 1/2)]
fiir [f| < 1/2. (3.127)

Die ,Fensterfunktion® rect(f)/si(nf) enthélt im Intervall |f| < 1/2 kei-
ne Polstellen, sie darf daher bei Einsetzen von (3.127) in (3.124) vor den
Grenziibergang gezogen werden. Also ist

S(Frees = 2US) { lim 2(M + 1/2)si[2rf(M + 1/2)]}

Sl(’]'('f) M — 00
fiir [ f] < 1/2. (3.128)

Der Grenziibergang wird nun im Zeitbereich betrachtet, mit (3.78) ist

2(M +1/2)si2n f(M + 1/2)] @—o0 rect {2(]\/./—&—1/2)] .

Im Zeitbereich erhélt man im Grenziibergang

t
li t | ———— 1
s [2(M+1/2)} ’
also einen Rechteckimpuls der Hohe 1 mit iiber alle Grenzen wachsender

Breite. Im Frequenzbereich entspricht dieser Konstanten aber nach (3.83) der
Dirac-Impuls §(f). Damit folgt iiber die Siebeigenschaft (1.45) aus (3.128)
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rect(f)
si(mf)

Schliellich ergibt sich iiber den gesamten Frequenzbereich durch periodische
Wiederholung

S(f)rect = o(f) =o(f) fir[f[<1/2.

S(f)y= > o(f—n)=1I(f)

n=-—oo

und damit (3.95)

I (t) o—e III(f) .

3.13.2 Mehrfache Faltung des Rechteckimpulses
Betrachtet wird das M-fache Faltungsprodukt
sy (t) = rect(t) x rect(t) x rect(t) % ..., (3.129)
im Frequenzbereich ist dann mit dem Faltungstheorem (3.44) (Abb. 3.23)
Su(f) = [ (3.130)
Mit Entwicklung der sin-Funktion in eine Taylor-Reihe um f =0
siny =2 —2%/3! +2°/5! — ...

und Logarithmieren ergibt sich aus (3.130) fiir M gerade

_ sinmf\ _ (rf)*  (vf)*
lnSM(f)M1n< 7 )Mln(16+120...>.

Beschrankt man sich fiir |f| < 1 auf die ersten beiden Glieder und benutzt
weiter die Ndherung

In(l+w)~w firw<l
so erhélt man
n Sy (f) ~ —M(wf)?/6
oder nach Entlogarithmieren
Sum(f) ~exp [-M(rf)?/6] fir [f| < 1. (3.131)

Die inverse Fourier-Transformation von Sps(f) zuriick in den Zeitbereich ist
nur fiir groBe M erlaubt, da sie sich iiber den gesamten Frequenzbereich
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S

Abbildung 3.23. Spektrum des M-fach gefalteten Rechteckimpulses

erstrecken muss und die Ndherung geméfi Abb. 3.23 nur im Fall groer M die
wesentlichen Anteile von Sy, (f) beschreibt. Dies fiithrt zu

6
sp(t) =/ me_6t2/M fiir grofie M . (3.132)

Die mehrfache Faltung des Rechteckimpulses mit sich selbst tendiert also
gegen einen GauB-Impuls (Aufgabe 1.5). Ein praktisches Beispiel ist die Im-
pulsantwort einer Kette von Kurzzeitintegratoren. Dieses Ergebnis gilt recht
allgemein fiir die mehrfache Faltung positivwertiger Impulse beschrinkter
Fléche und spielt verallgemeinert als ,,zentraler Grenzwertsatz“ in der Stati-
stik eine wichtige Rolle (Abschn. 7.4). (Allgemeine und exaktere Ableitung:
Davenport und Root, 1968.)
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3.13.3 Tabellen zur Fourier-Transformation

Tabelle 3.1. Signalfunktionen im Zeit- und Frequenzbereich

s(t) S(f) /S(f)]
N i I S N
Exponen - 1+)2%Tf
" t/al/mpuls
L o=ltI/T !
172T 1
Vid
— — Doppelex- 700 | T ./\
ponent/al/mpuls
1721
1\ Lsqn(tje-lti/T | _j_2nlf__
2T
N (7>0) 1+(2nTf)
! rect (t) . J
__.I:l Rechteckimpuls si (xf) Aaélm
1/2 1
1
) si(nt)
_p\,élvc»f — Funktion rect (f) —E
1 1/2
+n) 5(t) I —_
} Dirac-Impuls
—_— ! *(7)
Gleichstrom 6(f) |
(1) 1 (t) 4{1)
- * ‘ t t Dirac=Impuls-""T1" m(f) ""f f f“
T2 folge 12
1 2 1
-7t
_/\ y . et _/\

GauB-Impuls«

2 (1)
/\ /‘\ /\ 2cos (2nFt)
AAVALVARV cos - Funktion 6(f+F)+b (f~F) f 1
F -F F
11 e(t) I{\
Sprungfunktion | 2 7 & (1)~ I} oxf 27rf
4 4€(t)-cos(2wFt)

geschaltete
cos-Funktion

S (F+F)+6 (f=F)
i 2f

-1
T f2-F2
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Tabelle 3.2. Theoreme der Fourier-Transformation
Theorem s(t) o—e S(f) Gl
+o0 .

F-Transformation s(t) [ s(t)e i tae (3.40)
. 400 e

inverse j 2m ft

F-Transformation —L S(f)e’ s S(f) (3.41)
Zeitspiegelung s(—t) S(—f) (3.63)
Konjugation s*(t) S*(—f) (3.60)
Symmetrie S(t) s(=1) (3.70)
Faltung s(t) = h(t) S(f)-H(f) (3.44)
Multiplikation s(t) - h(t) S(f)y*H(f) (3.75)
Superposition a1s(t) + a2h(t) arS(f) +a2H(f) (3.56)
Ahnlichkeit s(bt), b#0 =S ($) (3.62)
Verschiebung s(t —to) S(f)ei2m/to (3.64)
Differentiation %s(t) Garf)"-S(f) (3.67)

¢

Integration J s(r)dr jsz(f:} + 15(0)8(f) (3.102)
Frequenzverschiebung s(t)ed 2t S(f—F) (Aufgabe 3.9)
Fldche J s(t)dt=50) [ S(f)df=s(0) (Aufgabe 3.26)
Parseval’sches Theorem [ |s(t)|*d¢ [ 1S(H)IPdf ((6.22) u. Aufg. 3.20)

Tabelle 3.3. Theoreme der Fourier-Reihenentwicklung mit F' = %

Theorem sp(t) =sp(t+1T) Sp (k) Gl.
o i 1 t1tT .
Transformation S Sp(k)elrTRT T [ sp(t)e 2™ Ftar  (3.5)/(3.22)
k=—o0 t1
Faltung gp(t) = sp(t) = h(t) Gp(k) = Sp(k)H(EF) (3.35)
Multiplikation — sp(t) - fp(t) > Sp(m)Fp(k—m)
Verschiebung sp(t)el2mmIt p_( —m)
Parseval’sches By >
vl L=} f lm@la= 5 S0P (3.20)

(m, k ganzzahlig)
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Tabelle 3.4. Komponentenzerlegungen von Zeitfunktionen

gerade/ungerade

(1) = selt) + su(t) S(f) = Re{S(/)} +iIm{S(/)} (3.54)
sg(t) = 3s(t) + 35" (=) Re{S(f)} (3.48)
salt) = 3s(t) - 157(=1) JIm{S() (3.49)
reell /imaginér

s(t) = Re{s(t)} +jIm{s(t)} S(f) = Sa(f) + Su()

Re{s(t)} Se(f) = 38() +35°(=f) (3.55)
jIm{s(t)} Su(f) =3S5(f) — 35" (—f) Aufg. 3.22¢
analytisch 4/—

s(t) = 54.(8) + 5_(1) S() = S+(f) + S-(f) (3.110)
s+(t) = gs(t) + s(t) * 7 S+(f) =5(f) (/) (3.107)
s_(t) = Ls(t) — ds(t) + & S_(f) = S(f) - e(f) 5
Refs (0} = —Im{si (0} ¢ & Im{se(@} =Refss @} & 9%
Re{s—(t)} =Im{s_(¢)} = % Im{s_(t)} = —Re{s—(t)} * %
kausal/antikausal

s(t) = sk(t) + sk—(t) vgl. (3.105)

Re{Sk(f)} = Im{Si(f)} *

Re{Si—(f)} = —Im{Si— ()} * 75

S(f) = Sk(f) + Sk-(f)

3.14 Aufgaben

3.1 Die in Abb. 3.24 dargestellten, mit 7" periodischen Funktionen s(t) sol-
len durch die reelle Fourier-Reihe (3.14) beschrieben werden, wobei aj =
Re {Sp(k)} und by, = Im {S,(k)} definiert seien.

a) Berechnen Sie die aj und by, fiir s(¢) in Abb. 3.24a. Beweisen Sie, dass im
Fall gerader reellwertiger Funktionen, also fiir s(—t) = s(t), die Koeffizi-

enten by generell verschwinden.

b) Skizzieren Sie zu Abb.3.24a die um I verschobene Funktion s; (t) =
s(t —T/2). Berechnen Sie mit Hilfe des Verschiebesatzes deren komplexe
Fourier-Reihenkoeffizienten Sy , (k) und skizzieren Sie das Ergebnis nach
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Betrag und Phase. Ermitteln Sie aus den S, (k) die Koeffizienten a4 5 und
b1, und skizzieren Sie diese ebenfalls.

¢) Wie b), jedoch fiir die um £ verschobene Funktion s, (t) = s (t — T/4).

d) Berechnen Sie die aj und by fiir s(¢) in Abb. 3.24b (Ségezahnfunktion).
Beweisen Sie dann, dass im Fall reeller ungerader Funktionen, also fiir
s(—t) = —s(t), die Koeffizienten ay = Re {S,(k)} generell verschwinden.

e) Berechnen Sie die aj und by fiir s(¢) in Abb. 3.24c. Beweisen Sie dann,
dass fiir s (t + T//2) = —s (1), alle geraden Koeffizienten der Fourier-Reihe
verschwinden.

f) Bestimmen Sie den Gleichanteil S, (0) von s(t) in Abb. 3.24d. Ermitteln
und vergleichen Sie die Symmetrien der Funktionen s(¢) und (s (t) — S, (0)).
Berechnen Sie dann auf Basis der ermittelten Symmetrien die Fourier-
Reihenkoeffizienten von s(t).

T T2 | T2 T t
Ts(t) TS(t)
1 | 1
T2
" — "
b) 0 T/2| T © o | Tt
1 -1
)‘Fsmv\
)= | T 1 °©

Abbildung 3.24. Periodische Funktionen zu Aufg. 3.1

3.2 Diein Abb. 3.25a dargestellte, mit 1" = 27 periodische Funktion besteht
stiickweise aus Parabeln. Im Intervall —7 < t < 7 gilt: s(t) = t2. Fiir die
Funktion s(t) ist die folgende Reihenentwicklung bekannt:

s(t)A4<

cost cos2t cos3t
E — 92 + 32 — e

Die Grole A stellt den Gleichanteil von s(t) dar. Es soll nun das in Abb.
Abb. 3.25b dargestellte, in seinem zeitlichen Verlauf der Funktion s(¢) d&hnliche
Spannungssignal u(t) betrachtet werden.

a) Durch welche Parabel wird w(t) im Intervall —7/2 < 1 < T'/2 beschrie-
ben?
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b) Wie grof} ist der Gleichanteil @ = ¢y von u(t) ?

¢) Bestimmen Sie durch geeignete Substitution anhand der Reihenentwick-
lung von s(t) eine Fourier-Reihe fiir u(t).

d) Geben Sie die Fourier-Reihenkoeffizienten a;, = Re{S,(k)} und b, =
Im {S,(k)} von u(t) an.

e) Bestimmen Sie aus den a; und by die komplexen Fourier-Reihenkoeffi-
zienten Sp, (k).

f) Berechnen Sie aus den komplexen Fourier-Koeffizienten Sy, (k) den (Wech-
&)
selanteil-) Effektivwert Ueg von u(t) [Hinweis: L =1

a)

t T2 | TR t

Abbildung 3.25. Periodische Parabelfunktionen zu Aufg. 3.1

3.3 Ein Signal wird folgendermaflen aus insgesamt 7 Eigenfunktionen mit
zugehorigen Gewichten S, (k) rekonstruiert:

3
s(t) = Y Sy(k)el >
k=—3

Sp(£3) =

mit S, (0) = 15 Sp(£1) = .

;1 Sp(£2) =

=
DN | =

a) Bestimmen und skizzieren Sie den Zeitverlauf als Uberlagerung von Ko-
sinusfunktionen.

b) Bestimmen und skizzieren Sie den Zeitverlauf am Ausgang eines RC-
Tiefpasses, wenn das Signal am Eingang eingespeist wird.

3.4 Versuchen Sie, die Faltungsprodukte
rect(t) x rect(t) und si(wt) * si(mt)

sowohl direkt im Zeitbereich als auch mit Hilfe des Faltungstheorems der
Fourier-Transformation zu losen, und vergleichen Sie die Schwierigkeit der
Losungswege.

3.5 Skizzieren Sie Realteil, Betrag und Phase des Spektrums des Signals
rect(t — to) fiir to =0 und ¢ty = 0, 1.

3.6 Wie lautet die Fourier-Transformierte des Signals
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t—1o
. ?
oo (155

3.7 Berechnen Sie die Fourier-Transformierten Sp(f) der Doppelsignale
sp(t) = s(t + to) £ s(t — to), und skizzieren Sie Sp(f) fir s(t) = rect(t)
und ¢y = 1/2.

3.8 Bilden Sie die Fourier-Transformierte S, (f) der ungeraden Komponente
des Exponentialimpulses s(t) = (1/T)e(t) exp(—t/T). Skizzieren Sie Sy(t)
und bilden seine Fourier-Transformierte mit Hilfe des Symmetrietheorems
(Skizze entsprechend Abb. 3.10).

3.9 Beweisen Sie die Giiltigkeit des Verschiebungstheorems im Frequenzbe-
reich

S(f —F) @—o s(t)ed? 't

3.10 Transformieren Sie den GauB-Impuls nach (1.2).
Hinweis: Benutzen Sie (3.55) und das bestimmte Integral

/exp(—anQ) cos(br)dz = Z—ﬁ exp(—b*/4a?) (fiir a > 0) .
a
0

3.11 Berechnen Sie das n-fache Faltungsprodukt des Gauf-Impulses (1.2)
mit sich selbst.

3.12 Eine reale Sprungfunktion mit endlicher Anstiegszeit t, = 1 us werde
durch das Faltungsprodukt e(t) x rect(¢/T) beschrieben. Skizzieren Sie das
Spektrum.

3.13 Transformieren Sie s(t) = e(t) exp(—t/T) cos(2n F't).

3.14 Berechnen und skizzieren Sie die Fourier-Transformierte der endlichen
Dirac-Impulsfolge fiir K =1 und K = 10

K
s(t)y= Y 6(t—nT).
n=—K

Hinweis: Schreiben Sie s(t) als Produkt von III () mit einer rect-Funktion

geeigneter Dauer.

3.15 Berechnen und skizzieren Sie die Fourier-Transformierte des ,raised
cosine“-Impulses %rect (%) [1 + cos (277%)} = rect (%) cos? (TF%)

3.16 Ein Mittelwellensender iibertragt einen Tonfrequenzimpuls in der
Form
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st}

m (\ 2
| (\ m
4 3 2 a4 0 1 2 3 4

Abbildung 3.26. Zu Aufgabe 3.18

s(t) = rect(f1t){[1 + 0,5 cos(27 fat)] cos(2m f3t)}
mit f; = 1Hz, fo = 103 Hz und f3 = 10° Hz. Skizzieren Sie s(t) und |S(f)|
so, dass der Einfluss der Dehnfaktoren 10% und 10° deutlich wird.
3.17 Zeigen Sie, dass fiir die Spektren reeller Signale S(—f) = S*(f) gilt.

3.18 Transformieren Sie die in Abb.3.26 dargestellte, aus vier Impulsen
bestehende Zeitfunktion.

3.19 Berechnen Sie die Fourier-Transformierte des Dirac-Impulses mit (3.40).

3.20 Beweisen Sie die Giiltigkeit des Parseval’schen Theorems fiir reell-
wertige Signale in der Form

[ si@sstt= [ Su0)S505 (s1a(0) reet)
Hinweis: In S1(f)xSa2(f) = 70 s51(t)sa(t)e 27 tdt (warum?) f = 0 einsetzen.

3.21 Ein physikalisch realisierbarer Spektralanalysator bildet als Betrag des
, Kurzzeitspektrums*

T
1Se(Hl =1 [ s(t)e™I2" dt .
/

a) Berechnen und skizzieren Sie das Kurzzeitspektrum der Signale
s1(t) = acos(2nFt) und so(t) = asin(2nF't) fix T =1/F, 100/ F.
b) Entwerfen Sie eine mogliche Schaltung zur Bildung von [St(f)|.

3.22 Zeigen Sie

a) dass bei Zerlegung komplezwertiger Signale in gerade und ungerade Kom-
ponenten geméf der Definition in (3.48) und (3.49) folgende Zusam-
menhénge bestehen:

sg(t) o—@ Re{S(f)} und s,(t) o—e jIm{S(f)}.
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b) dass bei den analytischen Komponenten komplexwertiger Signale Real-
und Imaginérteile iiber die Hilbert-Transformation miteinander verkniipft
sind.

c¢) dass bei einem Spektrum S(f) = —S*(—f) das Signal rein imaginérwertig
ist.

3.23 Man kann zeigen, dass das Betragsspektrum des Signals s(t) be-
schrinkt ist durch (Burdic, 1968)

1 o0
SN < g 4

a) Berechnen Sie die Schranken, die sich mit n» = 0 und n = 1 fiir das
Signal s(t) = rect(t) ergeben, und skizzieren Sie ihren Verlauf zusammen
mit [S(f)[.

b) Die Differentiation kann i. Allg. so lange fortgesetzt werden, bis zum er-
sten Male Dirac-Impulse in (d"/dt")s(t) auftreten. Berechnen Sie ent-
sprechend die Schranken fiir s(t) = A(t).

dn
—s(t)|dt .
o)

3.24 Der Ausdruck (3.40) fiir die inverse Fourier-Transformation kann fiir
kontinuierliche Frequenzfunktionen wie folgt bewiesen werden (Papoulis,
1962): Nach Einsetzen von (2.4) in (3.40) muss gelten

hmé / /hwmﬂ%ﬂw ei2nltqy .

Vertauschen der Integrationsreihenfolge ergibt

:/h@ /@%Wﬂw dg
= / h(0)o(t —0)d0 = h(t), was zu beweisen war.

Vollziehen Sie diesen Beweis mit den Ergebnissen der Kapitel 1 und 3 nach.

3.25 Zeigen Sie, dass man aus jeder geraden, reellen Funktion s(¢) mit dem
Spektrum S(f) eine selbstreziproke Funktion s(¢) + S(¢) bilden kann (Fuf-
note 12). Skizzieren Sie die so aus s(t) = rect(¢/10) gebildete selbstreziproke
Funktion und ihr Spektrum.

3.26 Zeigen Sie, dass fiir die Flichen eines Signals bzw. eines Spektrums
gilt
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/ s(t)dt = S(0) / S(f)df = s(0) .

3.27 Losen Sie Aufgabe 1.21 im Frequenzbereich.
3.28 Bestimmen Sie das Spektrum der Signum-Funktion s(¢) = sgn(t).

3.29 Berechnen und skizzieren Sie die Ubertragungsfunktion des RL-Sy-
stems aus Aufgabe 1.22.

3.30 Welche Eigenschaften (Realteil, Imaginirteil, Symmetrie) besitzen die
Signale mit Fourier-Spektren Sy (f) = S1(—f) und Sa(f) = —So(—f) fiir die
Félle

a) dass die Realteile der Spektren Null sind;
b) dass die Imaginirteile der Spektren Null sind;
¢) dass sowohl Real- als auch Imaginérteile der Spektren ungleich Null sind?

Es gelte weiter fiir die analytischen Komponenten der beiden Signale s1 1 (t) =
s2.4(t). Wie unterscheiden sich die Signale dann hinsichtlich ihrer komple-
mentéren analytischen Komponenten sy _(t) bzw. so _ ()7 Welcher Zusam-
menhang besteht zwischen s1 4 (¢) und s1,_(¢)?

3.31 Ist ein Signal kausal, fiir das folgende Beziehungen zwischen Real- und
Imaginérteil gelten:

1

=i (SN} =Re(S()} < 7 ?

Re{S(f)} = —Im{S(f)} = Tf

3.32 Bestimmen Sie Real- und Imaginérteile der analytischen Komponen-
ten s (t) fiir die Signale

a) s(t) = rect(t);
b) s(t) = si(nt).
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In der Nachrichtentechnik wie auch in vielen anderen Disziplinen sind Metho-
den der numerischen Verarbeitung von Signalen von grofler Bedeutung. Diese
Methoden setzen voraus, dass ein Signal in Form einer endlichen oder auch
abzéhlbar unendlichen Folge von Zahlen mit endlicher Stellenzahl beschrie-
ben werden kann. Die Angabe, in welchem Maf} ein Signal diese Forderung
erfiillt, ist ein wichtiges Klassifizierungsmerkmal.

Ein Signal kann sowohl in Bezug auf seinen Wertebereich als auch in
Bezug auf seinen Definitionsbereich auf der Zeitachse kontinuierlich (= nicht
abzdhlbar) oder diskret (= abz#hlbar) sein. Entsprechend wird ein Signal
wertkontinuierlich genannt, wenn es beliebige Werte! annehmen kann. Im
anderen Fall ist das Signal wertdiskret. Sind beispielsweise nur zwei Werte
moglich, dann wird ein solches wertdiskretes Signal zweiwertig oder bindr
genannt.

In gleicher Weise ist ein Signal zeitkontinuierlich, wenn die Kenntnis seines
Wertes zu jedem beliebigen Zeitpunkt erforderlich ist. Bei einem zeitdiskreten
Signal ist diese Kenntnis nur zu bestimmten Zeitpunkten notwendig. Ent-
sprechend sind z. B. Bildsignale, die {iber einer Ortskoordinate definiert sind,
ortskontinuierlich oder ortsdiskret.

Anmerkung: Gebrauchlich sind in diesem Zusammenhang auch die Bezeich-
nungen analoges und digitales Signal. Ein analoges Signal bildet einen wert-
und zeitkontinuierlichen Vorgang kontinuierlich ab, hdufig wird diese Bezeich-
nung aber auch zur Bezeichnung eines beliebigen wert- und zeitkontinuierli-
chen Signals gebraucht. Ein digitales Signal bildet die Zeichen eines endlichen
Zeichenvorrates auf einen stellenwertigen Code ab, bezeichnet aber auch all-
gemein ein beliebiges wert- und zeitdiskretes Signal.

Beispiele fiir die verschiedenen Moglichkeiten, Signale in dieser Art zu
klassifizieren, zeigt Abb.4.1. Die Umwandlung eines zeitkontinuierlichen in
ein zeitdiskretes Signal erfolgt durch Abtastung, die Umwandlung eines wert-

! Hiufig wird unter dem Wert eines Signals die Signalamplitude in dem betrach-
teten Zeitpunkt verstanden. Allgemeiner kann aber auch ein anderer relevanter
Signalparameter als Wert definiert werden, beispielsweise ein Effektivwert oder
eine Augenblicksfrequenz (Abschn. 10.2). Siehe auch DIN 40146 , Begriffe der
Nachrichteniibertragung® (s. Anhang zum Literaturverzeichnis).

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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s(t)t
wert-und zeitkontinuierlich
(analog)

/

0T U\ ©
Abtastung
sqlt)t salt)t sqlt): wertdiskret und
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sq(t): wertkontinuierlich
l und zeitdiskret

0T L7 o I+
Abtastung] |- .- - - [Cuantisierung]
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0 t—

—
—

Abbildung 4.1. Klassifizierung von Signalen

kontinuierlichen in ein wertdiskretes Signal durch Quantisierung und schlief3-
lich die Umwandlung eines wert- und zeitdiskreten Signals in ein anderes digi-
tales, hier binéres Signal durch Codierung. Diese Umwandlungsmoglichkeiten
sind ebenfalls in Abb. 4.1 dargestellt. Quantisierung und Abtastung sind nor-
malerweise nicht ohne Fehler moglich. Wihrend der Quantisierungsvorgang
erst in den Kap. 7 und 8 betrachtet wird, beschéftigt sich das folgende Kapi-
tel zundchst mit dem Problem der Abtastung. In Form eines Abtasttheorems
werden Bedingungen angegeben, unter denen bestimmte zeitkontinuierliche
Signale ohne Fehler in zeitdiskrete Signale und umgekehrt abgebildet wer-
den konnen. Ein zweites Abtasttheorem macht die entsprechende Aussage
fiir Frequenzfunktionen. Aufbauend auf den Abtasttheoremen konnen dann
grundlegende Verfahren der Ubertragung zeitdiskreter Signale iiber zeitdis-
krete (digitale) Systeme abgeleitet werden.

4.1 Abtastung im Zeitbereich

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist eine reale Abtast- oder Torschaltung,
deren Arbeitsweise in Abb. 4.2 dargestellt ist. Dieses Abtastsystem kann ein
mechanischer oder elektronischer Schalter sein, der zu Aquidistanten Zeit-
punkten nT fiir eine Zeit Ty geschlossen wird und in diesen Zeitabschnitten
das Signal s(t) mit dem Ausgang verbindet. Das entstehende abgetastete Si-
gnal hat die Form
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s(t)!

/X

0 Nt — T

Abbildung 4.2. Signal s(¢) und Ausgangssignal so(t) des Abtasters

o0

solt) = s(t) S rect(t_TnT> ,

n=—oo 0

oder, als Faltungsprodukt geschrieben

rect (12)* S (- 1)

n=—oo

so(t) = s(t) (4.1)

Zu einer zeitdiskreten Darstellung des Signals gelangt man durch Verkiirzen
der Abtastzeit Ty, bis im Grenzfall nur noch die Funktionswerte s(nT’) zu
den Zeitpunkten n7T im abgetasteten Signal enthalten sind.

Ein derartiger idealer Abtaster wird so beschrieben, dass in (4.1) der Ab-
tastimpuls rect(t/Ty) durch einen Dirac-Impuls ersetzt wird. Damit ergibt
sich fiir ein ideal abgetastetes Signal s,(t) aus (4.1)

sa(t) =s(t) Y 6(t—nT). (4.2)

n—=—oo

Mit Beriicksichtigung der Siebeigenschaft des Dirac-Impulses (1.45) ldsst sich
dafiir auch schreiben

oo

sa(t) = Z s(nT)o(t —nT) ; (4.3)

n=—oo

dieses Ausgangssignal eines idealen Abtastsystems ist in Abb. 4.3 dargestellt.
Der ideale Abtaster erzeugt also aus der zeitkontinuierlichen Zeitfunktion s(t)
eine zeitdiskrete dquidistante Dirac-Impulsfolge der Abtastperiode T. Die ein-
zelnen Dirac-Impulse sind mit den Funktionswerten oder Abtastwerten s(nT')
bewertet. Der Ubergang von der so definierten idealen Abtastung auf eine
reale Abtastung ist recht einfach (s. hierzu Aufgabe 4.3).

Einen tieferen Einblick in die Eigenschaften des abgetasteten Signals ge-
winnt man durch Bildung der Fourier-Transformierten. Mit (3.96) folgt die
Fourier-Transformierte von (4.2)

2 Ideale Abtaster mit gewichteten Dirac-Impulsen als Ausgangssignal werden im
Folgenden zur Unterscheidung von normalen Schaltern durch ein § gekennzeich-
net.
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st salt)t
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Abbildung 4.3. Ausgangssignal s, (t) eines idealen Abtasters?

o0

sa(t)= s(t) - > 6(t—nT)

n—=——oo

fir T >0

* —
T k=—oc0

(4.4)

Die Fourier-Transformierte S,(f) des abgetasteten Signals ergibt sich also
als Faltungsprodukt des Signalspektrums S(f) mit der um den Faktor T ge-
stauchten Dirac-Impulsfolge im Frequenzbereich, das Signalspektrum wird
periodisch mit 1/7 wiederholt. Dabei wird die Amplitude der periodisch
fortgesetzten Spektren auf den Faktor 1/T skaliert. Abb. 4.4 zeigt diesen
Zusammenhang fiir ein Tiefpasssignal mit der Grenzfrequenz f,, d.h. ein
Signal, dessen Spektrum fiir |f| > f, verschwindet. Wird nun ein derartiges

sif)t

Abbildung 4.4. Periodisch wiederholte Komponenten der Fourier-Transformierten
des abgetasteten Signals sa(t)

Tiefpasssignal mit einer Abtastperiode

r< b
2fs

abgetastet, dann {iberlappen sich die periodisch wiederholten Spektralanteile
in S,(f) nicht mehr und S(f) kann mit einem idealen Tiefpass aus S, (f)

(4.5)
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fehlerfrei wiedergewonnen werden® (s. aber Aufgabe 4.10). Dieser Grundge-
danke des Abtasttheorems ist in Abb. 4.5 verdeutlicht. Der zur Rekonstruk-

Tiefpass Hyplf)
Z

fq

1 f—

T

Abbildung 4.5. Die Riickgewinnung von S(f) aus S,(f) mit einem idealen Tief-
pass der Grenzfrequenz f,

tion notwendige Tiefpass muss also im Bereich |f| < f; eine konstante reelle
Ubertragungsfunktion haben und darf die auflerhalb dieses Bereiches liegen-
den Anteile von S, (f) nicht mehr passieren lassen. Ein solcher idealer Tiefpass
hat die Ubertragungsfunktion

() =rect (5 (16)

Fiir die Riickgewinnung des abgetasteten Signals gilt dann gemé&fi Abb. 4.5
im Frequenz- und entsprechend im Zeitbereich

S(f) = Salf) - Trect (5

1]

s(t) = sa(t) x [2fTsi(n2fyt)]

[fir die Transformation in den Zeitbereich werden das Faltungstheorem und
(3.80) benutzt].
Hat man mit der groftmoglichen Abtastperiode T' = 1/(2f,) abgetastet,

dann ergibt sich mit (4.3)
* sl 71'1
T

l Z s(nT)o(t —nT)
= 3 s(nT)si <7rtT”T) . (4.8)

n=—oo
n—=—oo

s(t)

3 Ein idealer Tiefpass ist ein System, dessen Ubertragungsfunktion in einem be-
grenzten Frequenzintervall |f| < f, die Spektralanteile eines Signals unveréndert
lasst, auBerhalb dieses Intervalls jedoch zu Null setzt (Abschn.3.7.1 und 5.2.1).
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Diese Form des Abtasttheorems zeigt, dass jedes Tiefpasssignal der Grenz-
frequenz f, fehlerfrei als Reihe von &dquidistanten si-Funktionen dargestellt
werden kann, wobei deren Amplitudenkoeffizienten direkt den in Abstdnden
von T = 1/(2f,) entnommenen Abtastwerten gleich sind.* Abb. 4.6 stellt die-
sen Zusammenhang grafisch dar. Ein Systembeispiel zum Abtasttheorem ist

sit) = Zs(nn si @__I)

/

’
/ v \ \ \
',-\,__ VL \&’,\\ N

- Sy

AL

S~

CENT=T N N-- "\\_,,, \ S / DS

ST T 2T

Abbildung 4.6. Signal s(t) als Uberlagerung verschobener si-Funktionen mit
Abstidnden T =1/(2f¢)

in Abb. 4.7 dargestellt. Das linke System besteht aus der Kettenschaltung ei-
nes beliebigen Tiefpasses (TP) der Ubertragungsfunktion H(f) = 0 fiir |f| >
fe, einem idealen Abtaster der Abtastzeit T < 1/(2f;) und einem idealen
Tiefpass der Grenzirequenz f; nach (4.6) mit einem Verstiarkungsfaktor 7.
Dieses System hat dieselben Ubertragungseigenschaften wie der Tiefpass TP
der Ubertragungsfunktion H(f) allein. Beide Systeme kénnen also beliebig
ausgetauscht werden; hiervon wird in den folgenden Kapiteln noch mehr-
fach Gebrauch gemacht. Bei Abtastung mit 7' = 1/(2fy) nennt man die
Abtastrate r = 1/T = 2f, auch Nyquist-Rate (Aufgabe 4.10). Abtastung
mit einer héheren Abtastrate 1/7" > 2f, ist zuléssig. Im Gegensatz zu dieser
Uberabtastung ist bei einer Unterabtastung mit einer Abtastrate 1/T < 2 fe
durch Uberlappen der periodisch wiederholten Signalspektren keine fehler-
freie Riickgewinnung des Signals moglich, sondern das interpolierte Signal ist
verzerrt (Aufgabe 4.9). Die Verldufe der Spektren S, (f), wie sie aus (4.4) so-
fort folgen, sind bei Uber- und Unterabtastung in Abb. 4.8 gegeniibergestellt.
Die Uberlappung der periodisch wiederholten Anteile von S, (f) bei Unterab-

* Der Grundgedanke des Abtasttheorems (Sampling Theorem) lisst sich bis auf
J. L. Lagrange (1736-1813) zuriickfiihren. Lagrange zeigte, dass zur Darstellung
einer periodischen Funktion durch eine trigonometrische Reihe mit je n cos- und
sin-Gliedern die Kenntnis von 2n dquidistanten Funktionswerten einer Periode
genugt.

In der (4.8) entsprechenden Form der sogenannten Kardinalserie wurde das
Abtasttheorem von E. T. Whittaker (1915) angegeben. In der Nachrichtentech-
nik wurde es in groflerer Breite erst durch Claude E. Shannon (1948) bekannt,
es wird deshalb auch Shannons Abtasttheorem genannt. Weitere in diesem Zu-
sammenhang zu nennende Namen sind V. A. Kotelnikov (1933) und H. Raabe
(1939), s. Anhang zum Literaturverzeichnis.
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Abbildung  4.7. Aquivalente  Systeme, die durch Messungen ihrer
Ubertragungseigenschaften nicht unterschieden werden kénnen (s. Aufgabe 4.2)

tastung fithrt nach der Interpolation zu (,,Aliasing“)-Verzerrungen (Auftreten
von ,fremden“ Frequenzanteilen), wie sie bei LTI-Systemen nicht auftreten
kénnten 5. Die hier diskutierte Darstellung der idealisierten Abtastung mit

Uberabtastung_

R R 7 Tiefpass

4

0 fq 1T >2fg

Unterabtastung_

1 Tiefpass

fg 1

F<2f

Abbildung 4.8. Spektren der abgetasteten Signale bei Uber- und Unterabtastung.

® LTI-Systeme bilden jede Eigenfunktion 2™/t exakt auf eine Ausgangs-

Eigenfunktion derselben Frequenz ab. Auftreten anderer Frequenzen im Aus-
gangssignal eines Systems weist entweder auf nichtlineares oder zeitvariantes
Verhalten (oder beides) hin. Derartige Verzerrungen konnen fiir Eingangssignale
mit bestimmten Eigenschaften (in der Regel band- und amplitudenbegrenzt) wie-
der beseitigt werden, z.B. durch Anwendung einer inversen nichtlinearen Funk-
tion (s. Abschn. 7.7.1), durch Ubertragung iiber ein weiteres LTI- oder zeit-
variantes System. Die Beseitigung der Verzerrung ist allerdings in der Regel
nicht méglich, wenn sie zu einer mehrdeutigen Amplitudenabbildung fiihrte (z.B.
Amplituden-Clipping, Gleichrichtung, Quantisierung), oder wenn es zu mehrdeu-
tigen Frequenzabbildungen (z.B. bei spektralen Uberlappungen) gekommen war.
Ublicherweise muss das Auftreten solcher Verzerrungen nicht iiber die gesamte
Frequenzbandbreite und den gesamten Amplitudenbereich, sondern lediglich im
Nutzfrequenz- und Nutzamplitudenbereich des Signals vermieden werden.
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Dirac-Impulsen zeigt das Abtasttheorem in seiner iibersichtlichsten Form.
Der Ubergang zu den Eigenschaften realer Abtaster mit endlicher Abtast-
dauer wie auch zu realen Interpolationsfiltern mit endlicher Flankensteilheit
der Ubertragungsfunktion ist ohne Schwierigkeiten moglich, hierzu mégen die
Aufgaben 4.2-4.5 Hinweise geben.

4.2 Abtastung im Frequenzbereich

In &hnlicher Weise wie eine Zeitfunktion s(¢) ldsst sich auch eine Frequenz-
funktion S(f) durch frequenzdiskrete Werte darstellen. Die Formulierung ei-
nes Abtasttheorems im Frequenzbereich fithrt dabei auf Grund des Symme-
trietheorems der Fourier-Transformation auf ganz #hnlich aufgebaute Aus-
driicke wie im vorhergehenden Abschnitt.

Entsprechend (4.3) und (4.4) lisst sich der Frequenzfunktion S(f) folgen-
de diskrete Form zuordnen.

SolN) = Y SF)S(f — kF). (4.9)

k=—o00

Durch inverse Fourier-Transformation folgt dann entsprechend (4.4)

So(f) = S(f)- > 8(f — kF)

k=—o00

IS S aw

wo= g 8 o(-3) -5 8 4 (3).

Dem frequenzdiskreten Spektrum S,(f) entspricht also eine periodisch im
Abstand 1/F wiederholte Zeitfunktion. Abb. 4.9 zeigt diesen Zusammen-
hang. Ist die zeitliche Dauer des Signals s(¢) kleiner als 1/F', dann iiberlappen
sich die periodisch wiederholten Kopien von s, (t) nicht gegenseitig, und s(t)
kann aus sp(t) durch Ausblenden mit einem einmalig fiir die Zeitdauer 1/F
durchschaltenden Schalter (Torschaltung) sowie Multiplikation mit F' fehler-
frei zuriickgewonnen werden. Dieser Fall ist in Abb.4.9 dargestellt. Vollig
entsprechend zu (4.7) lidsst sich dieser Ausblendvorgang im Zeit- und Fre-
quenzbereich schreiben als

s(t) = sp(t) - Frect(Ft)

I a



4.2 Abtastung im Frequenzbereich 117

fa st}
: Torschaltung

Fl s
r sm:

1
]
]
1
1
1 '
h \
1
'
1
A +

|
]
|
I
&)  FO0 F 2F "} o 1L 1
'y A ALt

Abbildung 4.9. Periodische Wiederholung der Zeitfunktion s(¢) durch
dquidistante Abtastung von S(f) fiir den Fall, dass die Dauer von s(t) kleiner

als 1/F ist

Mit (4.9) ergibt dieses Faltungsprodukt dann

i S(kF)si <7rf *FkF ) . (4.12)

k=—o00

Abb. 4.10 zeigt die Fourier-Transformierte S(f) entsprechend (4.12) als Sum-
me von si-Funktionen mit den Amplituden S(kF'). Hieraus folgt zuniichst die

sif)- z S(KF).- 5|( f- kF)

Abbildung 4.10. Fourier-Spektrum S(f) eines zeitbegrenzten Signals als Summe
von si-Funktionen

wichtige Aussage, dass bei endlichen Signalen das Wissen iiber diskrete Werte
des Spektrums vollkommen ausreichend fiir eine Rekonstruktion ist.

Da die si-Funktion unendlich ausgedehnt ist und man auflerdem zeigen
kann, dass eine beliebige Summe von si-Funktionen in der Form (4.12) nur
an einzelnen Punkten verschwinden kann®, folgt aus dieser Darstellung auch,
dass jedes zeitbegrenzte Signal ein unendlich ausgedehntes Spektrum besitzt.
In gleicher Weise folgt aus (4.8), dass ein Tiefpasssignal, also ein frequenz-
bandbeschrinktes Signal, zeitlich unendlich ausgedehnt sein muss. Es kann

5 Temes (1973), ausgenommen ist der triviale Fall, dass die Summe iiberall iden-
tisch Null ist.
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also kein Signal geben, das im strengen Sinne sowohl im Zeit- als auch im
Frequenzbereich begrenzt ist.

Praktisch ist jedes Signal aus physikalischen Griinden zeitbeschrankt. Die
Fourier-Transformation liefert dann zwar ein unbegrenztes Spektrum, fiir
praktische Belange sind dessen Werte aber regelméflig oberhalb einer entspre-
chend gewéhlten ,,Grenzfrequenz* so gering, dass sie vernachléssigt werden
diirfen.

Das Gleichungspaar (4.10), das die Abtastung im Frequenzbereich be-
schreibt, enthélt schliefllich noch eine weitere Aussage:

Die Fourier-Transformierte S,(f) einer periodischen Zeitfunktion sy (t)
besteht aus einer #dquidistanten Folge von Dirac-Impulsen. Die einzelnen
Dirac-Impulse oder Linien 0(f — kF') dieses Linienspektrums treten im Ab-
stand F auf und sind mit S, (k) = F\S(kF) bewertet, wobei S(f) die Fourier-
Transformierte der bei n = 0 liegenden Periode von s, (t) ist.” Dieser Zusam-
menhang ist in Abb.4.11 verdeutlicht und fiihrt nochmals auf den bereits in
(3.37) gezeigten Zusammenhang zwischen dem Fourier-Spektrum eines end-
lichen Signals und der Fourier-Reihe seines periodischen Aquivalents.

splt)?t Splf)t

=
i

sit)! sif!t

o—0
0 t— 0 f—

Abbildung 4.11. Zusammenhang zwischen den Spektren eines einmaligen Signals
und seiner periodischen Wiederholung

" Diese Aussage gilt auch, wenn s(t) breiter als 1/F ist, die periodisch wiederholten
Teilsignale sich also iiberlappen. Nur ist dann eine Darstellung in Form von (4.10)
nicht mehr in beiden Richtungen eindeutig.
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4.3 Zeitdiskrete Signale und Systeme

4.3.1 Diskrete Faltung

Nach Aussage des in Abschn. 4.1 abgeleiteten Abtasttheorems kann ein fre-
quenzbeschrinktes Signal vollstdndig durch seine Abtastwerte beschrieben
werden. Diese Beschreibung lésst sich in einfacher Weise auch auf das Ver-
halten solcher Signale bei der Ubertragung iiber frequenzbeschrinkte LTI-
Systeme erweitern (Abb.4.12). Es stellt sich die Frage, wie g,(¢) direkt

s(t)/{-/\ hit) V\ glt L/\

t—- 0! t— 0!

o—— hit), holt) |——

Sqlt) halt) galt)

Hl A et

0 T2T ¢ t——’ o T2T t—— o T2T t— e

Abbildung 4.12. Ubertragung ecines Tiefpasssignals s(t) iiber ein Tiefpasssy-
stem h(t). Im unteren Teil die bei Beriicksichtigung des Abtasttheorems gewon-
nenen abgetasteten Signale s,(t), ha(t) und ga(t)

aus $,(t) und h,(t) berechnet werden kann. Diese Frage beschreibt eine
Grundaufgabe sowohl der zeitdiskreten (digitalen) Simulation dieser Uber-
tragungsaufgabe als auch der Signaliibertragung und Signalfilterung selbst
mit zeitdiskreten (z. B. digitalen) Systemen. Aus g(t) = s(t) x h(t) folgt bei
Abtastung mit der Nyquist-Rate nach (4.8)

> A wt
l Z g(nT)o(t —nT')| *si <T>

n=—oo
e
81| —
T

Die Faltung der beiden unteren si-Funktionen ergibt nach (3.82) wieder eine
si-Funktion mit der Amplitude 7', demgeméf; muss fiir die Abtastfolgen allein
gelten (mit 7" > 0)

Z h(nT)é(t — nT)

n——oo

_l > s(nT)s(t —nT)

n——oo

Tt
! T

(4.13)

v
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(oo}

a®) = 3 g(nT)s(t—nT)

n—=—oo

T i s(nT)6(t —nT)

n=-—oo

Z h(nT)é(t —nT)| ,

n=—oo

woraus sich nach Ausschreiben des Faltungsintegrals (sowie Umbenennung
der Summationsvariablen)

(oo}

/ Z (mT)S(r —mT)- Y h(iT)s(t — 7 —iT)dr

m=—00 1=—00

und mit der Siebeigenschaft des Dirac-Impulses weiter

=T Z Z T)6(t — [i +m|T)

Mm=—00 1=—00

ergibt. Substituiert man ¢ +m = n, so folgt (nach Vertauschen der Sum-
menreihenfolge sowie unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass wegen der
Summation von jeweils —oo bis 400 die Summationsgrenzen von ¢ und n

gleich sind)

ga(t) = Z g(nTYo(t—nT)=T Z Z m]|T)§(t—nT) .
Also gilt allein fiir die Abtastwertfolgen
nT)=T > s(mT)h([n—mT). (4.14)

Diese Verkniipfung von Abtastwertfolgen wird diskrete Faltung genannt, sie
16st also die in Abb.4.12 gestellte Grundaufgabe der zeitdiskreten Signal-
iibertragung. Der Abtastzeitparameter T ist bei der Gewinnung wie auch bei
der Interpolation der Abtastwertfolgen wichtig. Betrachtet man jedoch (4.14)
als Rechenvorschrift der digitalen Signalverarbeitung, dann kann normaler-
weise T' = 1 gesetzt werden. Bei der Interpolation zum Ausgangssignal g(t)
kann T wieder entsprechend beriicksichtigt werden. Es ist daher iiblich, die
diskrete Faltung mit 7" =1 zu schreiben als

o0

gn) = > s(m)h(n—m). (4.15)

m=—0o0

Dieser Ausdruck wird ebenfalls mit dem Faltungssymbol abkiirzend
g(n) = s(n) x h(n) bezeichnet. Wegen ihrer Ableitung als Sonderfall der all-
gemeinen Faltung ist auch die diskrete Faltung assoziativ, kommutativ und
distributiv zur Addition.
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Hier und im Folgenden muss dabei immer sorgfiltig unterschieden werden
zwischen dem abgetasteten Signal s, (¢) und der Folge der Abtastwerte s(nT').
Unter einem zeitdiskreten Signal soll daher hier ausschliefllich die Folge s(nT")
bzw. s(n) verstanden werden. Abgetastete Signale s, (t) sind als z.B. gewichte-
te Dirac-Impulsfolgen eine besondere Klasse zeitkontinuierlicher Signale und
kénnen nur iiber zeitkontinuierliche LTI-Systeme iibertragen werden (ein-
schlielich solcher Systeme, bei denen die Impulsantwort ebenfalls aus einer
gewichteten Folge von Dirac-Impulsen besteht). Zeitdiskrete Signale s(n) sind
dagegen reine Zahlenwertfolgen, eine analoge Filterung dieser Folgen ist nicht
definiert. Nach entsprechender Quantisierung kénnen diese Zahlenwertfolgen
als digitale Signale in digitalen Schaltungen und Prozessoren verarbeitet wer-
den.®

4.3.2 Zeitdiskrete Elementarsignale

Entsprechend den zeitkontinuierlichen Elementarsignalen in Abschn. 1.1 ist
es sinnvoll, auch zeitdiskrete Elementarsignale festzulegen.

Der Einheitsimpuls §(n)° wird als Einselement der diskreten Faltung de-
finiert

s(n) =d(n) * s(n) = Z s(m)d(n —m) . (4.16)
Daraus folgt (Abb.4.13a)

1 fiir n=0
o(n) = {O fir n#0. (4.17)

Der Einheitsimpuls §(n) bendtigt also im Gegensatz zum Dirac-Impuls §(t)
keine besondere mathematische Definition, er ist ein normales zeitdiskretes
Signal, keine Distribution. Der FEinheitssprung €(n) (Abb.4.13b) ergibt sich
analog zu (1.53) als laufende Summe (Akkumulation) iiber den Einheitsim-
puls

g(n) = Z o(m) (4.18)

m=—o0
zu

8 Diese digitale Signalverarbeitung wird heute in nachrichtentechnischen Systemen
in grofem Mafistab angewandt. Insbesondere lassen sich hiermit flexibel adap-
tierbare Systeme (z.B. zur Anpassung an Kanaleigenschaften) und Systeme mit
einer hohen Prézision und Stabilitét realisieren, die mittels analoger Schaltungs-
technik nicht verwirklicht werden kénnten.

9 §(n) wird auch als Delta-Impuls oder Kronecker-Delta bezeichnet.
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Abbildung 4.13. Zeitdiskrete Elementarsignale

(4.19)

0 fir n<O
1 fir n>0.

Der einseitige zeitdiskrete Exponentialimpuls lautet damit (Abb. 4.13c)
s(n) =e(n)a” . (4.20)

Ein zeitdiskreter Rechteckimpuls, bestehend aus 2M + 1 Abtastwerten der
Amplitude 1 mit gerader Symmetrie um n = 0 (Abb. 4.13d), ldsst sich bilden
durch!?

s(n)=en+M)—e(n—M—-1). (4.21)
FEin Beispiel fiir ein komplexwertiges zeitdiskretes Signal ist die Folge

s(n) = 2™ = cos(2nFn) + jsin(2nFn) . (4.22)

4.3.3 Lineare verschiebungsinvariante Systeme

Ein zeitdiskretes System oder Abtastsystem wird definiert durch die eindeu-
tige Zuordnung eines zeitdiskreten Ausgangssignals g(n) zu einem beliebi-
gen Eingangssignal s(n). Unter diesen Systemen zeichnen sich wieder linea-
re verschiebungsinvariante Systeme durch eine einfache Transformationsglei-
chung g(n) = Tr{s(n)} aus.

Ein zeitdiskretes System heifit linear, wenn fiir beliebige Signale s;(n) und
beliebige Konstanten a; gilt (vgl. (1.29))

Tr {Z aisi(n)} = Z a;Tr{s;(n)} = Z a;gi(n) . (4.23)

10" Als Fourier-Spektrum der so definierten zeitdiskreten Rechteckfunktion ergibt
sich So(f) = sin [7f(2M + 1)] /sin(x f). Dies entspricht einer mit der Abtastrate
periodischen Uberlagerung von si-Funktionen mit dem Wert 2M + 1 fiir f = 0
(vgl. auch Aufgabe 4.16b).
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Weiter heifit ein zeitdiskretes System verschiebungsinvariant, wenn fiir belie-
bige ganzzahlige m gilt (vgl. (1.30))

Tr{s(n —m)} = g(n —m) . (4.24)

Damit ergibt sich fiir die gesuchte Transformationsgleichung mit Hilfe von
(4.16) und (4.23) zunéchst

g(n) = Tr{s(n)} = Tr { Z s(m)o(n — m)}

m=—0o0

o0

= Y s(m)Tr{s(n—m)}.

m=—0o0

Definiert man nun als Impulsantwort des zeitdiskreten Systems die Antwort
auf den Einheitsimpuls

h(n) = Tr{d(n)} , (4.25)

dann erhédlt man mit (4.24) schlieilich

o0

g(n) = Z s(m)h(n —m) = s(n) * h(n). (4.26)

m=—0o0

Die Transformationsvorschrift eines zeitdiskreten, linearen, verschiebungsin-
varianten Systems'! entspricht also dem Algorithmus (4.15) der diskreten
Faltung.

Im Falle der zeitkontinuierlichen Systeme erfolgt hiufig eine Analyse mit
Hilfe von Differentialgleichungen, wobei sich die Ordnung der Gleichungssys-
teme z. B. bei elektrischen Schaltungen unmittelbar aus der Anzahl der dif-
ferenzierenden bzw. integrierenden , Speicherelemente®, d.h. der Kapazitéiten
und Induktivititen ergab. Das diskrete Aquivalent zur Ableitung ergibt sich
durch die Bildung der Differenz zweier benachbarter Abtastwerte!'?,

g(n) =s(n) —s(n—1) =s(n)*[6(n) — d(n —1)] (4.27)
h(n)

Die rechts gezeigte Impulsantwort h(n) stellt dabei die bestmogliche zeit-
diskrete Approximation des Doppelimpulses (1.57) dar. In dhnlicher Weise
ist das diskrete Aquivalent zur Integration die laufende Akkumulation des
Signals!3,

' Englisch: (Linear Shift-Invariant system). Fiir LSI-Systeme gilt Fufinote 8 aus
Kap. 1 entsprechend.

12 Bei Beriicksichtigung des Abtastabstandes entspricht dies einer linearen Appro-
ximation der Steigung dsd(:) ~ +[s(nT) — s(nT — T)].

13 Bei Multiplikation mit T ergibt dies die Fliche unter dem Signal s.(t) aus
Abb. 1.13a, was dem Prinzip einer numerischen Integration entspricht.
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gn) = > s(m)=s(n)*e(n), (4.28)

m=—0o0

womit die diskrete Sprungfunktion, als Impulsantwort eines Systems betrach-
tet, diese Aufgabe iibernimmt. Ebenso wie Integration und Differentiation
zueinander inverse Operationen sind, heben sich diskrete Differenzenbildung
und Akkumulation gegenseitig auf:

[0(n) —d(n—1)]*e(n) =¢e(n) —e(n—1) =d(n). (4.29)

Die Arbeitsweise von LSI-Systemen l&sst sich tatsédchlich durch Differenzen-
gleichungen interpretieren. Diese stellen ein dquivalentes Prinzip dar wie die
Differentialgleichungen fiir den Fall der zeitkontinuierlichen LTI-Systeme. Ei-
ne allgemeine Form lautet wie folgt:

P Q
g(n) — Z bpg(n — p) = aps(n) + Z ags(n —q) . (4.30)

Hierbei entspricht die linke Seite der Gleichung einer Differenzenbildung bis
zur Ordnung P des Ausgangssignals, wihrend die rechte Seite als gewich-
tete Kurzzeit-Akkumulation iiber eine Anzahl von @ + 1 Signalwerten des
Eingangssignals interpretiert werden kann. Durch Umstellung ergibt sich

Q P
gn) = ag-s(n—q)+> b, gn—p). (4.31)
q=0 p=1

FIR—Teil ITR—Teil

Diese System-Ubertragungsgleichung lisst sich direkt in Blockschaltbilder
zeitdiskreter Filter abbilden (vgl. Abb.4.14). Hierbei entspricht der obere
Teil (FIR = Finite Impulse Response) einer linearen Uberlagerung des ak-
tuellen sowie ) vorangegangener FKingangs-Signalwerte, und der untere Teil
(ITR = Infinite Impulse Response) einer Riickkopplung von P zuvor berech-
neten Ausgangswerten g(n — p),p > 0. Die Bezeichnung ,FIR driickt aus,
dass bei Anregung des ersten Teilsystems mit einem Einheitsimpuls die Wir-
kung im Ausgangssignal spétestens nach ) weiteren Zeittakten beendet ist.
Hingegen kann sich durch die Riickkopplung aus dem ,,ITR“-Teil im Prinzip
eine unendlich lange Impulsantwort ergeben. In den Blockdiagrammen stel-
len die mit 7" = 1 bezeichneten Glieder jeweils Verzogerungsglieder um einen
Abtasttakt (d.h. Abtastwertspeicher) dar.

4.3.4 Beispiel zur diskreten Faltung

Betrachtet werde das einfache rekursive (riickgekoppelte) System in Abb. 4.15.
Eingangs- und Ausgangssignal sind bei diesem System verkniipft durch
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f(n)

Abbildung 4.14. Strukturen zeitdiskreter Filter: (a) nichtrekursives FIR-Filter
(b) rekursives IIR-Filter

s g(n)
+
8(n) h(n)

o= Ib]<

Abbildung 4.15. Rekursives, zeitdiskretes LSI-System

g(n) =s(n)+bg(n—1). (4.32)
Damit lautet die Impulsantwort

h(n) = 6(n) 4+ bh(n — 1) = §(n) + bd(n — 1) + b?5(n — 2) +. ..

i bP5(n — k) = e(n)b™ . (4.33)
k=0

Das System ist also kausal. Es ist weiter fiir [b| < 1 amplitudenstabil
(Aufgabe 4.14) und hat dann eine exponentiell abklingende Impulsantwort
(Abb.4.16). Mit Hilfe der diskreten Faltung wird jetzt die Antwort auf ein
zeitdiskretes Rechtecksignal der Lange M, s(n) = e(n) —e(n— M) berechnet.
Zunichst gilt im Bereich 0 < n < M mit (4.33) und der diskreten Faltung
(4.15)

g(n) = Z s(m)h(n —m) = Z prm
m=—oo m=0

und als Summe dieser exponentiellen Reihe'*

1_qn+1

' Reihenentwicklung: > p_ ¢" = o

(¢ # 1), vgl. auch (3.125)
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Abbildung 4.16. Antwort des zeitdiskreten Systems Abb. 4.15 auf eine Rechteck-
folge der Breite M = 3

1—pt
9n) = ———- (4.34)

Entsprechend wird im Bereich n > M

M-—1
e bnfiv[+1 o bn+1

Fiir n < 0 schliefllich ist g(n) = 0. Dieses Ergebnis ist in Abb.4.16 rechts
dargestellt; man beachte die sehr &hnliche Systemantwort des RC-Tiefpasses
auf einen Rechteckimpuls in Abb. 1.16.

4.3.5 Fourier-Transformation zeitdiskreter Signale

Fiir die Beschreibung der Beziehungen zwischen zeitdiskreten Signalen und
Systemen hat die Fourier-Transformation die gleiche Bedeutung wie im zeit-
kontinuierlichen Fall.

Die Fourier-Transformierte abgetasteter Signale war in Abschn.4.1 be-
trachtet worden. Nach (4.3) und (4.4) gilt

o0

sa(t) = Z s(nT)o(t —nT)

n=—oo

i (4.36)

1 & k

S =7 D S(f—T) .
k=—o00

Das Fourier-Spektrum S, (f) kann auch in direkter Weise aus den Abtastwer-

ten berechnet werden. Setzt man (4.36) in das Fourier-Integral (3.40) ein, so

folgt
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Sa(f) = / Z s(nT)o(t — nT)e 2™tdt
und mit der Siebeigenschaft des Dirac-Impulses (1.43) ist

o0

Salf) = Y s(nT)e 2T/ (4.37)

n=—oo

In Abb.4.17 ist der Zusammenhang (4.36) zwischen abgetastetem Signal und
dem zugeordneten periodischen Spektrum am Beispiel eines Dreieckimpul-
ses dargestellt.'®> Wie (4.37) zeigt, ist das periodische Spektrum S, (f) nur

S(f)T

I |

—_
1S
-~
o
S=
-

012 n

Abbildung 4.17. Fourier-Transformation abgetasteter Signale s,(t) und zeitdis-
kreter Signale s(n)

noch von den Abtastwerten s(nT’) abhiingig, es kann daher formal auch dem
zeitdiskreten Signal s(nT') zugeordnet werden. Setzt man wieder in (4.37)
vereinfachend T' = 1, dann kann das Spektrum des zeitdiskreten Signals s(n)
iiber die Fourier-Summe definiert werden:

o0

Salf)= > s(n)e ™/ (4.38)

n—=—oo

Die normierte Frequenz f = 1 entspricht hier also der Abtastrate 1/7T. Aus
diesem mit der Periode 1 periodischen, frequenzkontinuierlichen Spektrum

15 Man beachte allerdings, dass das Spektrum des zeitkontinuierlichen Dreieckim-
pulses unendlich ausgedehnt ist, so dass hier eine Verletzung des Abtasttheo-
rems stattfindet. Der zeitdiskrete Dreieckimpuls mit ungeradzahliger Linge N

ergibt sich auch durch Faltung zweier zeitdiskreter Rechteckimpulse mit jewei-
ligen Léngen &% + 1. Das Spektrum des zeitdiskreten Dreieckimpulses ergibt

sich dann durch Quadrierung der in Fufinote 10 angegebenen Funktion.
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lasst sich s(n) durch eine inverse Fourier-Transformation iiber eine Periode
wieder zuriickgewinnen, man vergleiche die Symmetrie mit (3.20):

1/2

s(n) = / Sa(f)ez™ldf . (4.39)

—1/2

Fasst man s(n) als Impulsantwort eines zeitdiskreten Systems auf, dann de-
finiert (4.38) dessen periodische Ubertragungsfunktion. Die durch (4.38) und
(4.39) definierte Fourier-Transformation zeitdiskreter Signale ist aber nur ein
Sonderfall der normalen Fourier-Transformation. Insbesondere gelten daher
auch alle in Kap. 3 abgeleiteten Theoreme vollig entsprechend. In Tabelle 4.1
(Abschn. 4.5) sind diese Theoreme in ihrer hier geltenden, speziellen Form
zusammengestellt.

Beispiel 1 — Spektrum des zeitdiskreten Exponentialimpulses: Das Spektrum
des zeitdiskreten Exponentialimpulses (4.20) ergibt sich mit (4.38) zu

s(n) =e(n)b"™

i o0 oo

Sa(f) = Z €(n)b”e7j2””f = Z (beijwf)n

n=-—oo n=0
und mit der Summenformel einer unendlichen geometrischen Reihe!S

1 .

Den Betrag dieser Frequenzfunktion zeigt Abb. 4.18 fiir a = 1/2.

Beispiel 2 — Ubertragungsaufgabe: In gleicher Rechnung erhilt man die
Ubertragungsfunktion H,(f) des rekursiven Systems nach Abb.4.15 durch
Fourier-Transformation von (4.33) mit (4.38) zu

> . 1
H.(f) = Z h(n)e 32/ = R fir b <1. (4.41)

n=-—oo

Abb. 4.18 zeigt diese ebenfalls periodische Ubertragungsfunktion.'” Die
Ubertragung eines zeitdiskreten Signals iiber ein zeitdiskretes System ist dann

16 > oreo P %_q fir  |g| < 1 als Sonderfall der in Fufinote 14 angegebenen
Beziehung: Fiir |g| > 1 konvergiert die unendliche Summe nicht.

17 Man beachte, dass der zeitkontinuierliche Exponentialimpuls ein unendlich aus-
gedehntes Spektrum besitzt, und bei seiner Abtastung das Abtasttheorem ver-
letzt wird. Das periodische Spektrum des zeitdiskreten Exponentialimpulses lésst
sich daher auch als Uberlagerung des Spektrums des zeitkontinuierlichen Impul-
ses mit seinen periodischen Kopien deuten.
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H1S,(f) 1=1/y/1 + b*- 2bcos(2nf)’

Abbildung 4.18. Spektrum des zeitdiskreten Exponentialimpulses bzw.
Ubertragungsfunktion des rekursiven Systems Abb.4.15 (gestrichelt das Betrags-
spektrum des zeitkontinuierlichen Exponentialimpulses aus Abb. 1.8 bei gleicher
Zeitkonstante)

entsprechend zum zeitkontinuierlichen Fall (3.41) gegeben durch (Tabelle 4.1)

g(n) = s(n)xh(n)
(4.42)

®—O

Die Ubertragung einer zeitdiskreten si-Funktion iiber das rekursive Sys-
tem wird damit im Zeit- und Frequenzbereich durch Abb.4.19 dargestellt.
Vertauscht man in Abb.4.19 die Rollen von s(n) und h(n), dann wird ent-

s(n) ISa(f)l} I

- 2 AN |

' [ e |

I I n. |
RS 012 % 0 112 1 T

hin) * Half)11 ° [

|
—o Y T - ; -
012 o 0 1/2 1 T

o) | 7 1Ga(tNt - ,
. PR N -
012 0 1/2 1 f

Abbildung 4.19. Ubertragung der zeitdiskreten si-Funktion iiber das zeitdiskrete
rekursive System nach Abb. 4.15 (rechts: Betragsspektren)

sprechend die Ubertragung des zeitdiskreten Exponentialimpulses iiber einen
idealen, zeitdiskreten Tiefpass (s. Abschn. 5.3) beschrieben.
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Bei Multiplikation zweier abgetasteter Signale ergibt sich wieder eine Fal-
tung der Spektren im Frequenzbereich. Allerdings erfolgt hier die Faltungs-
integration nur iiber eine Periode des Spektrums:*®

g(n) = s(n) - hin)

T (4.43)

1/2

Ga(f) = [ Sa(0)Ha(f — 0)d0 = [Sa(f) - rect(f)] * Ha(f) -

—1/2

4.3.6 Die diskrete Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation zeitdiskreter Signale s(n) ergibt ein frequenzkon-
tinuierliches Spektrum S,(f). Dieses Spektrum kann bei einer numerischen
Berechnung aber nur fiir endlich viele diskrete Frequenzen berechnet wer-
den. Konsequenterweise wurde daher in der numerischen Mathematik be-
reits von Runge!? die diskrete Fourier-Transformation (DFT) eingefiihrt, die
von vornherein einem zeitdiskreten Signal ein frequenzdiskretes Spektrum
zuordnet. Diese DFT ist in der Signalverarbeitung besonders bedeutungs-
voll geworden, weil fiir ihre Berechnung in Form der ,schnellen Fourier-
Transformation“?? sehr effiziente Algorithmen zur Verfiigung stehen. Die
diskrete Fourier-Transformation kombiniert die Abtastung im Zeit- und im
Frequenzbereich. Im Grunde genommen ist die DFT aber das zeitdiskrete
Aquivalent zur Fourier-Reihenentwicklung, d. h. die analysierten abgetasteten
Signale werden implizit so interpretiert, als seien sie periodisch fortgesetzt.

Ein zeitdiskretes Signal s(n) sei auf maximal M diskrete Werte be-
schriinkt. Dann geniigt nach dem Abtasttheorem im Frequenzbereich (Ab-
schn. 4.2) die Berechnung spektraler Abtastwerte im Abstand der rezipro-
ken Dauer F' = 1/M. Diesem abgetasteten Spektrum Sq(k) ist aber, eben-
falls nach Abschn. 4.2, das mit der Periode M periodische, zeitdiskrete Sig-
nal sq(n) zugeordnet (Abb.4.20). Da das Spektrum Sq(k) ebenfalls peri-
odisch ist, reicht die Berechnung der M Spektralwerte einer Periode aus.
Damit erhélt man durch Einsetzen von f(k) = kF = k/M in (4.38) als
frequenzdiskrete, periodische Fourier-Transformierte Sg(k) des zeitdiskreten,
periodischen Signals sq(n) im Bereich einer Periode

M—-1
Sa(k) =Y sa(n)e ™ k=0, M-1. (4.44)

n=0

'8 In den periodischen Spektren zeitdiskreter Signale erfolgen Berechnungen, die
eine Integration erfordern, grundsétzlich nur iiber eine Periode. Dies gilt insbe-
sondere auch fiir Berechnungen der Energie oder der Leistung im Spektralbereich,
vgl. z.B. (6.38) und (7.122).

19 Carl D.T. Runge (1856-1927), dt. Mathematiker.

20 Fast Fourier Transform FFT (z.B. Oppenheim und Schafer, 1995; Brigham,
1995); s. folg. Abschn.
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In Abb. 4.20 sind diese Zusammenhénge fiir das Beispiel eines zeitdiskreten
Dreieckimpulses dargestellt. Der Frequenzabstand F' = 1/M entspricht der
Grundfrequenz bei der Fourier-Reihenanalyse, wobei M wieder die Perioden-
dauer in Anzahl von Abtastwerten ist. Der Ausdruck fiir die inverse DFT

0123 n— 0 13 1 f—

—
periodische

Wiederholung Abtastung

)Ti <5
] LT,
0

12

Sa(n
/
,

1

M k=Mf —

Abbildung 4.20. Zusammenhénge zwischen dem zeitbegrenzten, zeitdiskreten Si-
gnal s(n) und seinem Spektrum S,(f) sowie dem periodischen, zeitdiskreten Signal
sda(n) und der DFT Sq(k)

lautet, vgl. (3.5)

M—
> Sa(k)el ™ p =0, M-1. (4.45)
k=0

—

1
sa(n) = 47
Durch die beiden Runge-Formeln (4.44) und (4.45) werden also den M Zah-
lenwerten einer Periode der diskreten Zeitfunktion sq(n) die ebenfalls
M (i. Allg. komplexen) Zahlenwerte?! einer Periode der diskreten Frequenz-
funktion Sq(k) zugeordnet.

Auch die so definierte diskrete Fourier-Transformation ist also nur ein
Sonderfall der allgemeinen Fourier-Transformation, eben fiir diskrete und pe-
riodische Funktionen. Alle Theoreme gelten auch hier entsprechend. So lautet
beispielsweise das Verschiebungstheorem

sa(n —m) o—e Sq(k)e I2mmkE (4.46)
Weitere Theoreme der DFT sind in Tabelle 4.2 (Abschn. 4.5) zusammenge-
stellt.

2! Fiir reellwertige Signale gilt in Analogie zu (3.63) die Beziehung konjugiert kom-
plexer Spektralwerte Sq(—k) = S}(k) bzw. weiter unter Beriicksichtigung der
Periodizitit Sq(M — k) = Sj(k).
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4.3.7 Schnelle Fourier-Transformation und schnelle Faltung

Die DFT ist in der Signalverarbeitung besonders bedeutungsvoll geworden,
weil fiir ihre Berechnung in Form der schnellen Fourier-Transformation (Fast
Fourier Transform, FFT) sehr effiziente Algorithmen zur Verfiigung stehen.
Zu ihrer Herleitung wird zunichst die folgende alternative Schreibweise der
DFT eingefiihrt:

M—-1
Sa(k) = > sa(m)Wy™ k=0,..,M =1 mit Wy, =e 7" (4.47)

n=0

Bei geradzahligem M kann nun folgende Zerlegung in Folgen geradzahlig
und ungeradzahlig adressierter Abtastwerte (sog. Polyphasenkomponenten)
erfolgen, auf denen separate Transformationen iiber jeweils M /2 Abtastwerte
ausgefiihrt werden:

M-1 M/2-1
Sa(k) =Y sam)Wy™™ = > | sa(@n) +sa(2n+1) W™ | W >"
= = |~ —— ~—
=s4,1(n) =sq,2(n) :W%’m
M/2-1 M/2—1
= Z Sd’l(n)W% ken —I—WMk Z Sd’g(n)W% fen (4.48)
n=0 n=0
Sd’l(k?) Sd,Q(k)

Fiir die Ausfithrung in zwei Teil-Transformationen sind nun statt M? Multi-
plikationen nur noch 2(M/2)?+ M Multiplikationen (einschliefilich der Multi-
plikation des rechten Terms mit W¥,) notwendig. Dies ergibt sich aus der Tat-
sache, dass die DFT-Spektralwerte Sq 1(k) und Sq2(k) mit M /2 periodisch
sind, und daher bei der Generierung der Werte fiir Sq(k),k = M/2..M — 1
nicht nochmals berechnet werden miissen; lediglich der rechte Term in fol-
gender Gleichung muss fiir diese Fille mit einem anderen Faktor W§, multi-
pliziert werden:

M—-1
Sa(k) = > sa(m)Wa*" = Sa1(k)+War*Saa(k) k=0,..,M—1 (4.49)

n=0

Ist nun nach der Aufteilung in geradzahlige und ungeradzahlige Abtastwerte
M /2 immer noch eine gerade Zahl, so kann dasselbe Prinzip nochmals auf
die beiden Polyphasenfolgen angewandt werden. Sofern das urspriingliche M
eine Zweierpotenz ist, kann der ganze Vorgang insgesamt sogar N = 1b(M)
mal wiederholt werden. Die Einsparungen im 1., 2., 3. Schritt usw. ergeben
sich wie folgt:
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statt M2

statt( 2)?

—_——
(M) M
8 4

M? M?

2

M
+M/2 | +M = +3M

3. Schritt: 2 [ 2

Es wird offensichtlich, dass die Anzahl der Multiplikationen nicht mehr qua-
dratisch mit der Blockldnge M der FFT steigt, sondern linear-logarithmisch,
wodurch insbesondere bei grofien M die Einsparung gegeniiber der direkten
DFT-Ausfiihrung erheblich ist. Fiir die Anwendung der DF'T besonders wich-

sd(n)T 1 : Sd(k)T 7 j
I S ,
l ' 1
; I\.‘ NS SUY: N 'l !
0 M Tn o M K
* °
hd(n)T 1 } Hd(k)T 7 :
| - 1
l“ : o [l\ ,,/l:
! |
A Y
0 M T 0o~ M K
gd(n)T 7 ] Gd(k)[ 49 |
6 1 ‘ Iy
[ | O
1|
h[l '1[ ! T S ST Y] 1
0 M T 0 M K

Abbildung 4.21. Periodische Faltung und DFT

tig ist das Faltungstheorem. Faltet man zwei auf die maximale Dauer M zeit-
begrenzte, diskrete Signale s(n) und h(n) miteinander und wiederholt dann
dieses Faltungsprodukt g(n) mit der Periode M, dann ldsst sich das ent-
stehende Signal gq(n) auch aus den periodisch wiederholten Signalen sq(n)



134 4. Diskrete Signale und Systeme

und hq(n) direkt iiber die folgende Beziehung berechnen (Aufgabe 4.23);

ga(n) weist dann dieselbe Periodizitit mit M auf:?2
M—1
ga(n) =Y sa(m)ha(n—m) fir n=0,...,M—1. (4.50)
m=0

Dieser Zusammenhang wird periodische Faltung genannt (Abb.4.21). Das
Faltungstheorem der DFT lautet damit

ga(n) = sq(n) * ha(n) o—e Gq(k) = Sq(k) - Ha(k) . (4.51)

Berechnet man die in (4.51) erforderlichen Fourier-Transformationen und in-
versen Fourier-Transformationen mit der ,,schnellen“ Fourier-Transformation,
dann lésst sich diese Operation durch Multiplikation im Frequenzbereich mit
geringerem Aufwand berechnen als bei direkter Bestimmung der Faltungs-
summe im Zeitbereich (,schnelle Faltung®).

Der Hauptanwendungsbereich der periodischen Faltung ist die numerische
Berechnung des Faltungsproduktes nichtperiodischer, zeitbegrenzter Signale.
Wie Abb. 4.21 oben deutlich macht, muss hierzu durch Einfiigen von Nullen
die DFT-Blocklinge M so gewihlt werden, dass sich die periodisch wieder-
holten Faltungsprodukte g(n) in gq(n) nicht mehr iiberlappen. Bei Faltung
zweier zeitlich begrenzter Signale der Lingen M; und M, ist dies allgemein
erfiillt, wenn M > M;+Ms—1. Auch die praktisch besonders wichtige Faltung
eines Signals s(n) beliebiger Dauer mit einer Impulsantwort h(n) endlicher
Dauer My ist dann moglich. Hierzu werden lediglich aus s(n) Teilsignale s;(n)
mit jeweils endlicher Dauer M; entnommen. Aus der Distributivitéit der Fal-
tung folgt

Die Teilsignale konnen also iiber den periodischen (,,schnellen*) Faltungsalgo-
rithmus einzeln mit h(n) gefaltet und daraus durch Summation das Gesamt-
ergebnis gebildet werden. Dieses Verfahren wird segmentierte Faltung oder
soverlap-add“-Faltung genannt (,,overlap-add“ weist darauf hin, dass sich die
aufzuaddierenden Teilfaltungsprodukte in (4.52) jeweils um My — 1 zeitlich
iiberlappen).

4.3.8 Dezimation und Interpolation

Die Vorgiinge einer Stauchung oder Dehnung der diskreten Zeitachse n wur-
den bisher nicht betrachtet, da diese notwendigerweise mit einer Abtastraten-

22 Das entstehende Signal g4(n) ist also eine mit M periodische Uberlagerung von
Kopien des Signals g(n), welches aber normalerweise ldnger als M ist. Um dassel-
be Ergebnis wie bei direkter Berechnung der Faltungssumme (4.15) zu erhalten,
ist das weiter unten beschriebene Einfiigen von Nullwerten erforderlich.



4.3 Zeitdiskrete Signale und Systeme 135

konversion verbunden sein miissen. Die bisherigen Betrachtungen zur Ab-
tastung zeitkontinuierlicher Signale lassen sich jedoch ohne weiteres auf den
Fall einer Nachabtastung (Herabtastung, Dezimation) zeitdiskreter Signale
verallgemeinern. Die Erzeugung eines um den Faktor ¢ heruntergetasteten
Signals s,(n) aus einem Signal s(n) erfolgt prinzipiell durch Eliminieren
von Abtastwerten. Dies kann in einem ersten Schritt, d.h. zun#chst ohne
Verénderung der Abtastrate, als Multiplikation (Modulation) des Signals mit
einer c-periodischen Folge von Einheitsimpulsen beschrieben werden:

Sep(n Z d(n —me) (4.53)
Bei anschlieSendem Ersatz durch
su(n) = s(ne) = scy(ne), (4.54)

wird nur jeder c-te Wert von s(n) dargestellt. Die Signale s(n), s.;(n) und
su(n) sind fiir den Fall ¢ = 2 in Abb. 4.22 links gezeigt. Das Fourier-Spektrum
der diskreten Einheitsimpulsfolge ist in Analogie zu (3.96) eine Folge von
Dirac-Impulsen im Frequenzbereich mit Abstand %,

i 5(n—mc)o—0ﬁ i 6(]“—]2). (4.55)

m=—o0 k=—00

Mit (4.43) ergibt sich dann das Spektrum des mit f = % diskret nachabgeta-

i .

B S%A A/
012345678 A lefofe 1=
(=0c) (=1c) (=2c) (=3c) (=4c)

SU(n)Ih [ (&/ﬁ/\
01234 of, 1

>y

T

Abbildung 4.22. Signale s(n), sc;(n), su(n) und ihre Spektren, Beispiel einer
Herabtastung mit ¢ = 2



136 4. Diskrete Signale und Systeme

steten Signals s.| (n) mit dem auf die Abtastrate f = 1 bezogenen Spektrum
Sa(f) des Signals s(n) wie folgt:

1 & k
Sepa(f) sa<f>*ﬂ§j (f==)
k=0
:iisa A i s(r-"). (4.56)
|C| k=0 ¢ ‘C| k=—o0 ¢

Ein Vergleich von (4.56) mit (4.36) zeigt, dass das Spektrum von s. (n)
demjenigen nach Abtastung des urspriinglichen Signals mit einer Abtastrate
% vollkommen entspricht. Sofern das Signal bereits auf f, = 2% bandbegrenzt
war, entsteht hierbei kein Aliasing. Vor der Nachabtastung eines diskreten
Signals kann aber, soweit erforderlich, eine weitergehende Bandbegrenzung
auch mittels eines zeitdiskreten Filters realisiert werden.?3

Bei Normierung auf die Abtastperiode (T' = 1) konnte geméif3 (4.38) eine
direkte Berechnung des periodischen Fourier-Spektrums aus dem Signal s(n)
erfolgen. Dies gilt auch fiir die Signale sy(n) bzw. sq|(n):

(oo} o0

Su,a(f): Z su(n)e*j%mf: Z Sci(cn)efj%mf'

n=—oo n=-—oo

Da s.;(m) = 0 fiir alle m # cn, folgt

Sualf) = i sci(m)e_j%m% =Sa <Jcc> , (4.57)

m=—0oo

und weiter mit (4.56)

Sualh =17 2 S<fck> . (4.58)

k=—o0

23 Zeitdiskrete Filter hoher Giite lassen sich mit Methoden der digitalen Signal-
verarbeitung leicht realisieren. In sogenannten Owersampling-Systemen werden
daher zeitkontinuierliche Filter relativ geringer Flankensteilheit vor der Analog-
Digital-Umsetzung des zeitkontinuierlichen Signals verwendet, wobei die Ab-
tastrate jedoch zun#chst ausreichend hoch gewé&hlt werden muss, damit die
Sperrddmpfung des Filters zur Vermeidung von Aliasing ausreicht. Anschlieflend
wird eine zeitdiskrete Filterung mit einem digitalen Tiefpassfilter hoher Giite
durchgefiihrt, dann erfolgt die Heruntertastung des zeitdiskreten Signals auf die
fiir die weitere Verarbeitung gewiinschte Abtastrate. Vor der Rekonstruktion er-
folgt wieder eine Interpolation auf die hohe Abtastrate, welche deutlich gréfer
sein wird als die doppelte Grenzfrequenz f, des Nutzsignals. Es geniigt dann
aber wiederum ein zeitkontinuierliches Tiefpassfilter relativ geringer Giite zur
weitgehend aliasfreien Rekonstruktion eines zeitkontinuierlichen Signals bei der
Digital-Analog-Umsetzung (s. Aufgabe 5.25).
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Beim Ubergang zum Signal su(n) wird eine Normierung auf die neue, um
den Faktor ¢ verringerte Abtastrate vorgenommen, das Spektrum Sy »(f) er-
scheint daher gegeniiber S¢| »(f) um den Faktor ¢ gedehnt, wéhrend s,(n)
gegeniiber s(n) um denselben Faktor gestaucht wird. Sy..(f) ist jedoch ge-
geniiber S, ,(f) nicht in der Amplitude skaliert.?* Abb. 4.22 stellt die Spek-
tren Sa(f), Seya(f) und Sy a(f) rechts neben den jeweiligen Signalen dar.
Das zur Dezimation (Herabtastung) inverse Prinzip ist die Hochtastung eines

"1 Sa(f)\ﬂA\/
0123 - 4 4 0 f 1
sq(n)] S.,.

012345678+

SN

(=00) (=1c) (=2¢) (=3c) (=4c) "
S‘”WHH M A /N f
012345678 = FJc 0 flc

Abbildung 4.23. Signale s(n), se+(n), si(n) und ihre Spektren, Beispiel einer
Hochtastung mit ¢ = 2

abgetasteten Signals um den Faktor ¢, bei der die Vergroflerung der Anzahl
von Abtastwerten zunédchst durch Einfiigen von ¢ — 1 Nullwerten zwischen
den vorhandenen Werten erfolgt (Abb. 4.23):

4.59
0 sonst. ( )

s(%) fiir m = % ganzzahlig
Sep(n) = { )
Es ergibt sich ein Spektrum S¢t o(f), welches gegeniiber dem urspriinglichen
Spektrum S,(f) um den Faktor ¢ gestaucht erscheint, jedoch nicht in der
Amplitude skaliert ist (Abb. 4.23 Mitte):

21 Betrachtet man bzgl. der idealen Abtastung in (4.3) das Signal
Sep(nT) - §(t — nT) auf der zeitkontinuierlichen Achse, besteht keinerlei
Unterschied zum Signal s(ncT’) - 6(t — neT’). Daher tritt hier nicht nochmals die
Amplitudenskalierung nach dem Ahnlichkeitssatz (3.62) ein, die bereits beim
Ubergang von s(n) zu sy (n) (4.56) stattgefunden hatte.
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(oo}

Seralf) = Y ser(n)e ™/ (4.60)

n—=—oo

und weiter mit (4.59)

oo o0

SCT,a(f): Z ScT(mC)e_j?”mcf: Z s(m)e—j27rmcf
= Sa(cf) = Z S(cf —k) Z S[ (f—i)} . (4.61)
k=—o0 [

Bezogen auf die neue (auf den Wert ¢ normierte) Abtastrate ergeben sich
c—1 Aliasspektren bei ganzzahligen Vielfachen Von = Um diese zu beseitigen,
muss eine Tiefpassfilterung mit Grenzfrequenz f, = % erfolgen, um schlie3-
lich das interpolierte Signal s;(n) zu erzeugen (Abb. 4.23 unten). Gleichzeitig
muss die Amplitude um den Faktor ¢ verstirkt werden, um dasselbe Spek-
trum zu erhalten wie bei unmittelbarer Abtastung mit der Rate c:

Sia(f) = Seral(f) - Ha(f) mit Hy(f) = crect(cf) + Y o(f — k).
(4.62)

Dem entspricht im Zeitbereich das Beseitigen der Nullwerte durch eine Inter-
polationsfilterung, wobei die Amplitudenwerte sq+(cn) = si(cn) bei Faltung
mit der folgenden zeitdiskreten si-Funktion unveréndert bleiben:

ha(t) = si (”j) i 5(t —n) = i (X)) se-m. @)

n=—oo n=—oo

Damit ergibt sich das gestauchte Spektrum des hochgetasteten Signals s;(n)

fy=lel > S[f—k)=lcS(cf) * Z 5(f — k) (4.64)

k=—o0 k=—o0

bzw. nach inverser Fourier-Transformation das interpolierte Signal im Zeit-
bereich in der Darstellungsweise der idealen Abtastung

sialt) = s(t Z ) (t - 7) bzw. si(n) = s (%) . (4.65)

n=—oo

Die beschriebenen Operationen der Herabtastung und Hochtastung sind
Grundoperationen zur Konversion von Abtastraten zeitdiskreter Signale. Je-
doch gestatten sie zunéichst nur eine Herab- bzw. Hochtastung der Rate um
ganzzahlige Faktoren. Durch Kombination beider Operationen lassen sich
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n
Scﬂ(n)
0123456789 -+ -2/, 11\ 0] e, 2lc, 1 +
-fj/c, flc,
Si(n)I H I Si,a<f)& /-c1A
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Abbildung 4.24. Hochtastung eines Signals um den Faktor 3/2 durch Interpola-
tion um Faktor ¢; = 3, gefolgt von Dezimation um Faktor ¢y = 2

aber auch Abtastratenkonversionen um beliebige rationale Faktoren i—l er-

reichen. Hierzu sei als Beispiel in Abb. 4.24 die Konversion der Abtastra-
te um den Faktor 32 5 betrachtet, was einer Modifikation der Abtastabsténde
auf T = % entspricht. Der erste Schritt ist eine Hochtastung um den Fak-
tor ¢; = 3, gefolgt von einer diskreten Tiefpassfilterung der Grenzfrequenz
fo = i zur Beseitigung der Aliasspektren. Eine anschlieBende Herabtas-
tung um den Faktor co = 2 bringt schliefllich das gewiinschte Ergebnis. Das
konvertierte Signal und sein Spektrum lassen sich dann beschreiben durch

se1(n) =s (n62> : (4.66)
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oo

3 s[(fk)Z;] . (4.67)

k=—o0

C1

C2

S:—;,a(f) -

4.3.9 z-Transformation

Bei zeitdiskreten Signalen, die nicht absolut summierbar sind, fiir die also
der Ausdruck > |s(n)| nicht endlich ist, existiert gegebenenfalls dennoch eine
Fourier-Transformierte, insbesondere wenn Dirac-Impulse im Spektrum S(f)
auftreten, welche i. Allg. periodische Komponenten in s(n) représentieren.
Vollig entsprechend zur Laplace-Transformation kann auch fiir eine noch
groflere Klasse von Signalen die Konvergenz im klassischen Sinn durch ei-
ne exponentielle Wichtungsfunktion e~ 7" (o reell) erweitert werden. Es folgt
mit (4.38)
(o] o0

e 7"s(n) o—e Z (s(n)e=") e i2min — Z s(n)e~(oFi2nfin

n—=—oo n—=—oo

(4.68)

Mit der Substitution z = e(®+i27f) bzw. in Polarkoordinaten-Darstellung
z=p-el?™f mit p=e” >0 (p und o reell, daher p — 0 fiir ¢ — —00) ergibt
sich schlieflich als ,,zweiseitige® z-Transformation des Signals s(n):

S(z)= Y s(n)z". (4.69)

n—=——oo

Eine andere Herleitung hierzu ist wieder analog zu (2.3) die Anregung eines
Systems mit einer komplexen diskreten Eigenfunktion z". Nach Ausfithrung
der diskreten Faltung ergibt sich als Antwort des Systems 2" H(z), d.h. eine
lineare Gewichtung der Eigenfunktion mit dem zugehorigen Eigenwert H(z):

sgp(n) =2" = g(n) = Z h(k)-sg(n—k)= Z h(k) - z"F

k=—o0 k=—o0
=" Z h(k)-z7F =2" H(2). (4.70)
k=—oc0
H(z)

Als Spezialfall fiir 0 = 0 wird die Eigenfunktion sg(n) = e2™/™ und H(z)
wird identisch mit der periodischen Fourier-Ubertragungsfunktion H.(f).
Die Verallgemeinerung fiir beliebige Signale s(n) erfolgt wie bei der Fourier-
Transformation und ergibt die Beziehung (4.69).

Fiir kausale Signale beschreibt (4.69) auch die ,einseitige“ z-Transforma-
tion. Dann errechnet sich beispielsweise die z-Transformierte des einseitigen
zeitdiskreten Exponentialimpulses s(n) = e(n)b™ zu
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S(z) =Y bz =" (ba"")", (4.71)
n=0 n=0

und mit dem Summenausdruck fiir die geometrische Reihe (s. Fufinote 16)
ergibt sich ein konvergierendes Ergebnis unter der Bedingung |bz 1| < 1,
1 z
S = =

() 1—bz"t  z-b
In entsprechender Weise lésst sich bei einem nur fiir negative n existierenden
zeitdiskreten Exponentialimpuls s(n) = e(—n — 1) unter der Bedingung
|b=1z] < 1 bestimmen:

fiir |2] > [b]. (4.72)

—1 0 oo
S= 3 = =Y ()
n=Tee n=1 n=0
1 —1 Z ..
:m—lzl_sz:—Z_bfur|z\<\b|, (4.73)

Die z-Transformierte lisst sich wegen z = ped?™f in der komplexen z-Ebene
so interpretieren, dass iiber jedem Kreis mit konstantem Radius |z] = e = p
eine Periode des Fourier-Spektrums S, (f) des jeweiligen gewichteten, zeitdis-
kreten Signals s(n)e™" = s(n)p~ ™ aufgetragen ist (Abb. 4.25). Der allgemein

Im’
j2nf
z=e

2nf 1
Re

z-Ebene

Abbildung 4.25. Grafische Darstellung der komplexen z-Ebene. Die z-
Transformierte wird identisch mit der Fourier-Transformierten fiir Werte auf dem
Einheitskreis z = e/

kreisringférmige Bereich, in dem diese Fourier-Spektren im klassischen Sinn
konvergieren, also

oo

Z |s(n)p™"| < o0 (4.74)

n=—oo

bildet den Konvergenzbereich der z-Transformation. Im Beispiel des rechts-
seitigen (kausalen) Signals (4.72) liegt dieser Bereich aufierhalb des Kreises
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|z| = |b|, dieses Gebiet ist also der Konvergenzbereich der z-Transformierten
dieses Exponentialimpulses. Im Beispiel des linksseitigen (antikausalen) Sig-
nals (4.73) ist dagegen der Bereich innerhalb des Kreises |z| = |b| der Konver-
genzbereich. Die Konvergenzbereiche beider Beispiele sind in Abb. 4.26 grau
schraffiert dargestellt. Wenn der Konvergenzbereich den Einheitskreis |z| = 1
einschlieBt, dann existiert auch eine Fourier-Transformierte S, ( f), welche mit
der z-Transformierten durch die einfache Substitution z = eI 27f verkniipft
ist. Dieses ist bei absolut summierbaren Signalen immer gegeben. Im Beispiel
des einseitigen Exponentialimpulses ldsst sich also fiir [b| < 1 sofort S(z) nach
(4.69) in S,(f) nach (4.38) iiberfithren und umgekehrt.

Dieser Zusammenhang macht auch deutlich, dass die grundlegenden
Theoreme der Fourier-Transformation fiir die z-Transformation entsprechend
gelten miissen. Besonders wichtig ist das Faltungstheorem mit der (4.42) ent-
sprechenden Aussage

g(n) = s(n)«h(n) & G(z) = S(z)- H(z). (4.75)

Die z-Transformierte (4.72) beschreibt also auch die Ubertragungsfunktion
H(z) des rekursiven Systems nach Abb.4.15 mit

1 ;

In der Anwendung ist die z-Transformation besonders bei der Analyse
und Synthese von zeitdiskreten Systemen mit in Polynomform darstellba-
rer Ubertragungsfunktion H(z) ein sehr niitzliches Werkzeug.

h(n) = e(n)b" & H(z) =

Einheits-
/ kreis

Einheits-

/ kreis

z-Ebene

Abbildung 4.26. Pol-/Nullstellendiagramme und Konvergenzbereiche in der z-
Ebene (a) fiir das rechtsseitige Exponentialsignal (4.72) mit 0 < b < 1 (b) fiir
das linksseitige Exponentialsignal (4.73) mit 0 < b < 1

Beispiel 1: Reellwertige Exponentialfunktion mit iiberlagertem diskretem Si-
nusoid
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s(n) = (;)n - sin (%”) -e(n) = 2% [(;M)n - (;ew)n] ce(n).

(4.77)
Die z-Transformierte ergibt sich wie folgt:
1 — L =\" /1 _«\" .,
-5 £ () () oo
1| /1 A" I /1 = \"
52|67 ek G
n=0 n=0
a b
BN B DU
R R e . %e_“z_1
—_——— (S
a b
1
: (4.78)

T2 (o) (o deh)

Die Losung der Summe existiert, wenn |a| < 1 und |b| < 1, d. h. der Konver-
genzbereich ist |z| > 1/3.

Es ist wie bei der Laplace-Transformation vorteilhaft, die z-Transformierte
wie in der hier gezeigten Form als Quotient aus einem Zahler- und ei-
nem Nenner-Polynom darzustellen. Derartige Polynome sind durch ihre
Nullwert-Losungen eindeutig beschrieben. Da die Nullwert-Losungen des
Zahlerpolynoms dann gleichzeitig die Fille darstellen, bei denen die z-
Transformierte insgesamt Null ist, werden sie auch einfach als Nullstellen
bezeichnet. Die Nullwert-Losungen des Nennerpolynoms fithren dagegen zu
einer unendlichen z-Transformierten und werden daher als Polstellen charak-
terisiert. Im vorliegenden Beispiel besitzt die z-Transformierte eine Nullstelle
bei zy = 0 und zwei konjugiert-komplexe Polstellen bei zp, , = et 7.

Man kann also beobachten, dass H(z) bis auf einen Faktor bereits
vollsténdig durch die Lage der Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion
beschrieben ist. Die Lage der Nullstelle und der beiden Polstellen ist in
Abb. 4.27 gezeigt.

Ublicherweise werden wieder wie bei der Laplace-Transformation Null-
stellen in einem solchen Diagramm in der komplexen z-Ebene durch einen
Kreis ,,0“, die Polstellen durch ein Kreuz ,,x“ markiert. Man bemerkt sofort,
dass der Absolutbetrag (Radialabstand vom Ursprung) der Pole exakt der
Konvergenzbedingung entspricht, dass also der Konvergenzbereich hier au-
Berhalb eines Kreises liegt, der durch den Polradius definiert ist. Dies wird
auch sofort anschaulich, weil

— ein Pol als Unendlichkeitsstelle niemals zum Konvergenzbereich gehéren
kann;
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— der Konvergenzbereich stets eine einzige geschlossene Fliche bildet.

Hieraus léasst sich weiter der Schluss ziehen, dass der Konvergenzbereich der
z-Transformierten bei rechtsseitigen (kausalen) Signalen stets aufierhalb des
Kreises liegt, der durch den grofiten Polradius gegeben ist.

Im Einheits-
kreis
~ 7,
\ 1
- 1/3 Re
3 Ze,
Q
[iN)
N

Abbildung 4.27. Pol-/Nullstellendiagramm und Konvergenzbereiche in der z-
Ebene fiir das Beispiel (4.78), Ho = (3v/2)*

Beispiel 2: z-Transformierte eines endlichen Signals. Gegeben sei das endliche
Exponentialsignal

a" fir0<n<M-1
s(n) = (4.79)
0  sonst.
Hieraus ergibt sich die z-Transformierte
M—-1 M—1 _\M
n 1-— (az 1)
_ n_,—n __ —1 _
S(z)—Zaz —Z(az ) g
n=0 n=0
M—1
_ ol BE
L e B (4.80)
M-l z—a 2M-1 z—a’ ’

Die Lage der Pol- und Nullstellen ist in Abb. 4.28 dargestellt. Aus der Um-
formung ergibt sich, dass das Zdhlerpolynom M Nullstellen zy bei

ZN,k:aejz%Ik;k:O,l,...,M—l (4~81)

besitzt. Ferner treten M — 1 Polstellen bei z = 0 sowie eine Polstelle bei
z = a auf. Man beachte allerdings, dass bei z = a ebenfalls eine Nullstelle
liegt, welche die letztere Polstelle aufhebt, denn die Polynomanteile z — a
im Zahler und Nenner kénnen gegeneinander gekiirzt werden. Im Endeffekt
bleibt also der (M —1)-fache Pol bei z = 0 sowie M — 1 Nullstellen, welche im
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Winkelabstand von 27k/M auf einem Kreis mit Radius ¢ um den Ursprung
der z-Ebene liegen. Nach den oben genannten Regeln umfasst damit der
Konvergenzbereich die gesamte z-Ebene mit Ausnahme des Punktes z = 0.
Diese Aussage lisst sich ohne weiteres auf jedes begrenzte Signal erweitern?®.

Abbildung 4.28. Pol-/Nullstellendiagramm fiir das Beispiel (4.80) mit M = 16
und 0 < a < 1. Der Konvergenzbereich umfasst die gesamte z-Ebene aufler z = 0

Beispiel 3: z-Transformierte eines zweiseitigen Signals. Gegeben sei die zwei-
seitige Exponentialfunktion

s(n) =" =b" - e(n) + b e(—n—1). (4.82)

Auf Grund der Linearitédtsbedingung (Superpositionsprinzip) ldsst sich dies
als Uberlagerung eines linksseitigen (antikausalen) und eines rechtsseiti-
gen (kausalen) Exponentialimpulses deuten, womit sich die z-Transformierte
durch einfache Addition der Komponenten aus (4.72) und (4.73) ergibt:

z 1 z -1 1
. B Ne(—=n — P — _
b" - e(n) 1—bz‘1’|z| >bund b " - e(—n —1) 1—b—1z—1"z| < 2
(4.83)
und somit
s(n) € S(z) = L ! b< |z <1 (4.84)
S 1—bz"l  1—blzl b’ '
FEine weitere Umformung ergibt
b2 -1 1
S(z) = : b< 2l < -, (4.85)

b (z—b)-(z—b"1) b

25 Die Aussage, dass alle Pole bei z = 0 liegen, gilt allerdings wieder nur fiir be-
grenzte rechtsseitige (kausale) Signale. Bei linksseitigen (antikausalen) begrenz-
ten Signalen liegen alle Pole im Unendlichen, so dass konzeptionell wiederum der
Konvergenzbereich praktisch die gesamte z-Ebene erfasst.
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womit sich neben der Nullstelle bei z = 0 zwei Polstellen bei z = b und
z = 1/b ergeben. Allerdings ldsst sich hier eindeutig der Pol bei z = b der
kausalen Komponente, der Pol bei z = % der antikausalen Komponente zu-
ordnen. Insgesamt kann ein Konvergenzbereich nur existieren, wenn |b| < 1,
weil nur dann die Bedingung b < |z| < 1/b erfiillbar ist. Der Konvergenzbe-
reich ergibt sich als Ring mit innerem Radius b und duBerem Radius 1/b, d. h.
als Schnittmenge der Konvergenzbereiche aus den beiden (links- und rechts-
seitigen) Einzelsignalen. Diese Konstruktion ist in Abb. 4.29 veranschaulicht;
das Signal selbst ist in Abb.4.30a gezeigt. Der Fall eines Signals, bei dem
kein Konvergenzbereich und somit keine z-Transformierte existiert, ist dage-
gen in Abb. 4.30b dargestellt. Mit b > 1 wéchst hier das Signal fiir |n| — oo
iiber alle Grenzen, wihrend es fiir den Fall b < 1 gegen Null konvergiert.

m Einheits- Einheits-
o A kreis kreis
4 A
4 N\

z-Ebene

Lug Einheits- BLLTIN _ Einheits- _IMI_ _  Einheits-
kreis - % kreis S kreis
N N\

z-Ebene

Abbildung 4.29. Pol-/Nullstellendiagramme und Konvergenzbereiche fiir ver-
schiedene Exponentialsignale:

(a) Rechtsseitiges Signal (4.72) mit b > 1 (b) Linksseitiges Signal (4.73) mit b > 1
(c) Rechtsseitiges Signal (4.72) mit 0 < b < 1 (d) Linksseitiges Signal (4.73) mit
0<b<1 (e) Zweiseitiges Signal (4.82) mit 0 < b < 1

Aus dem Gesagten wird deutlich, dass die Kenntnis der z-Transformierten
oder der Pol- und Nullstellenlagen allein nicht ausreichend ist, um die volle
Kenntnis {iber das Signal zu erhalten; vielmehr ist zusétzlich die Informati-
on iiber die Lage des Konvergenzbereichs notwendig. Prinzipiell kénnte ein
und dieselbe z-Transformierte sich auf ein linksseitiges, ein rechtsseitiges oder
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s(n)
Lo !
il
-6-5-4-3-2-10123456 — -6-5-4-3-2-10123456 —
a) n (a) n

Abbildung 4.30. Zweiseitiges Exponentialsignal s(n) = b fiir die Fille (a)
b=0,8und (b)b=1,25

auch ein zweiseitiges Signal beziehen?®. Diese Information ist daher notwen-
dig, wenn das Signal aus der z-Transformierten rekonstruiert werden soll.
Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist wieder die Tatsache, dass
die z-Transformierte mit der Fourier-Transformierten eines exponentiell ge-
wichteten Signals identisch ist:

S(z) = S (pe*™1) = F {s(n)p™"} (4.86)

Damit ist auf jeden Fall das exponentiell gewichtete Signal durch inverse
Fourier-Transformation rekonstruierbar, sofern seine Fourier-Transformierte
existiert, d.h. sofern der Wert p so gewéahlt wird, dass man sich im Konver-
genzbereich der z-Transformation befindet. Es ergibt sich

s(n)p™" = F {8 (pe*™ )} = s(n) = p"F 1 {S (pe* 1)} . (4.87)
Mit der Formel fiir inverse Fourier-Transformation (4.39) ergibt sich

1/2

s(n) = / S (pe-jzﬂf) . (pejg’rf)ndf, (4.88)

—1/2

und weiter mit den Beziehungen

dz : 1
—_— = '2 27Tf = .2 == — _1 4.
i j2mpe’ 2mz = df j27rz dz (4.89)

erhélt man die geschlossene Konturintegration

z = pejzﬁf =

26 ygl. einen entsprechenden Fall fiir die Laplace-Transformation zeitkontinuierli-
cher Signale in Abb. 2.4, sowie Aufgabe 4.26.
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2 dr=— 21 4,
=5 7{5 dz o] ]{S dz. (4.90)

2mp 2mp

Die Integration erfolgt entlang einer Kreiskontur der Linge 27p mit einem
beliebigen Kreisradius p, der lediglich so zu wihlen ist, dass die Kontur im
Konvergenzbereich liegt.

Es war bereits frither gezeigt worden, dass die Bedingung der Systemstabi-
litdt tiber die absolute Integrierbarkeit des Absolutwertes der Impulsantwort
(1.62)27 im Prinzip mit der Bedingung gleichgesetzt werden kann, dass eine
Fourier-Transformierte der Impulsantwort existiert und keine Dirac-Impulse
enthélt, dass also die Impulsantwort in ihren Eigenschaften einem Energie-
signal gleichzusetzen ist. Unter Verkniipfung der Bedingungen,

- dass bei kausalen Signalen der Konvergenzbereich durch einen Kreis be-
schrieben wird, dessen Radius dem grofiten Radialabstand der Pole ent-
spricht und

- dass eine Fouriertransformierte existiert, sofern der Einheitskreis in der
komplexen Ebene zum Konvergenzbereich gehort,

ldasst sich die einfache Regel ableiten, dass ein zeitdiskretes lineares kausa-
les System stabil ist, wenn alle seine Pole innerhalb des Einheitskreises der
z-Ebene liegen. Dies ist besonders hilfreich, weil sich bei den iiblichen diskre-
ten kausalen Filterstrukturen gemifl Abb.4.14 die z-Transformierte nahezu
direkt aus der Differenzengleichung der Form (4.31) bestimmen l&sst, und
somit die Frage nach der Systemstabilitdt unmittelbar beantwortet werden
kann.

In Differenzengleichungen spielen Zeitverschiebungen eine entscheidende
Rolle. Fiir ein um ny Abtastwerte verzogertes Signal s(n — ng) ergibt sich

oo o

Z s(n—mnp)z™" = Z s(m)z= M0 = 270 G(2) . (4.91)

n—=—oo m=—0oQ

Beispiel: FIR /TIR-System erster Ordnung. Dieses ist charakterisiert durch die
Systemgleichung, welche der Faltungsbeziehung g(n) = s(n)*h(n) entspricht

g(n) = aps(n) +a1s(n —1) + big(n — 1), (4.92)
bzw. die Differenzengleichung
g(n) —big(n —1) = aps(n) + ars(n — 1). (4.93)

Deren z-Transformierte ist

2T Bei diskreten Signalen gilt entsprechend die Bedingung einer absoluten Sum-
mierbarkeit > |h(n)| < co.
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G(2) —b1G(2)- 27 = apS(2) + a18(2) - 271, (4.94)

woraus sich mit G(z) = S(z) - H(z) die z-Ubertragungsfunktion des Systems
ergibt:

G(z)- (1—biz7') =5(2) - (ap + a1z ")
G(z)  ag+ajz™?

S(z)  1—bz !’

Fiir ein Filter mit @ + 1 Koeffizienten des FIR-Anteils und P Koeffizien-

ten des IIR-Anteils lautet entsprechend die Systemgleichung beziiglich der
Verkniipfung von Eingangs- und Ausgangssignal

= H(z) = (4.95)

Q P
=D ag-s(n—a)+ Y by-g(n—p), (4.96)
q=0 p=1

bzw. die Differenzengleichung

P Q
—prg(nfp):Zams(nfq). (4.97)
p=1 q=0

Durch separate Anwendung der z-Transformation auf die Summen der linken
und rechten Seite (die beide garantiert konvergieren, da die Reihen endlich
sind) ergibt sich

Q ; Q
Zaq~s(nfq)<—>5(z)~A( ) mit A(z Zaq 271

q=0 q=0

P P

qu g(n—p) & G(2) - B(z) mit B(z Z L (4.98)

und folglich
G(z)-[1=B(2)] = 5(2) - A(2)

Q
> ag- 271
G(z Az a=
= Hiz) = S((z)) 1 (Bzz) N 1— ij b -z—P. (499

Somit lassen sich die Filterkoeffizienten des FIR-Anteils unmittelbar auf die
Koeffizienten des Zéhlerpolynoms, die Filterkoeffizienten des ITR-Anteils auf
die Koeffizienten des Nennerpolynoms der z-Ubertragungsfunktion abbilden.
Damit erlaubt die z-Transformation eine elegante Analyse von Differenzen-
gleichungen bzw. der Eigenschaften von zeitdiskreten Filtern. Letzten En-
des liegt dem wieder die Beschreibung der Faltung im Zeitbereich durch
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eine Multiplikation in der komplexen z-Ebene zugrunde. Ahnlich wie bei
der ,direkten Form“-Implementierung einer Laplace-Ubertragungsfunktion
(Abb. 2.11) ist hier nun eine direkte Abbildung der z-Ubertragungsfunktion
auf eine FIR /TIR-Filterstruktur moglich.

4.4 Zusammenfassung

Die Aussage der Abtasttheoreme lésst sich auf zwei Fourier-Transformations-
paare zuriickfithren, die in normierter Form lauten

s(t) - TL(t) o—e S(f) * LI(f)
s(t) = I (t) o—e S(f) - IIL(f) .

Diese Transformationen enthalten die zur Beschreibung von Signalen wichti-
gen Aussagen:

ein abgetastetes Signal besitzt ein periodisches Spektrum und
ein periodisches Signal besitzt ein Linienspektrum.

Sind die durch Faltung mit der Dirac-Impulsfolge III(x) entstandenen pe-
riodischen Frequenz- oder Zeitfunktionen iiberlappungsfrei, dann lisst sich
die durch Fourier-Transformation zugeordnete abgetastete Funktion wieder
fehlerfrei interpolieren. Das ist der Inhalt der beiden besprochenen Abtast-
theoreme. Die theoretischen und praktischen Anwendungen der hier abgelei-
teten Beziehungen zwischen kontinuierlichen und diskreten Signalen waren
dann Grundlage fiir eine Betrachtung der Probleme, die bei der Ubertragung
zeitdiskreter Signale iiber zeitdiskrete (digitale) Systeme auftauchen. Insbe-
sondere wurden hieraus die Beziehungen zur diskreten Faltung sowie zur
Fourier-Transformation zeitdiskreter Signale abgeleitet, einschlief8lich der fiir
die digitale Signalverarbeitung wichtigen Diskreten Fourier-Transformation,
die das zeitdiskrete Aquivalent zur Fourier-Reihenentwicklung periodischer
Signale darstellt. Schliefllich wurde gezeigt, dass weitere Abtastungen sowie
Abtastratenkonversionen auch auf bereits abgetastete Signale anwendbar sind
und mit Mitteln der digitalen Signalverarbeitung realisiert werden kénnen.
SchlieBllich wurde ausfiihrlich die z-Transformation behandelt, die in der Ana-
lyse und Synthese zeitdiskreter Systeme eine dhnlich bedeutende Rolle spielt
wie die Laplace-Transformation beziiglich zeitkontinuierlicher Systeme.
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4.5 Anhang: Tabellen zu Transformationen
Tabelle 4.1. Theoreme der Fourier-Transformation diskreter Signale
Theorem s(n) o—e Sa(f) Gl.
Transformation  s(n) > s(n)e izt (4.38)
. 1/2
inverse j2mn f Sa(f)
Transformation 71f/2 Sa(f)e’ df (Periode 1) (4.39)
Zerlegung 54(n) Re{S4(/)}
von s(n) su(n) JIm{Sa(f)}
Zeitumkehr s(—n) Sa(=f)
Konjugation s*(n) Sa(—f)
Faltung s(n) * g(n) Sa(f) - Ga(f) (4.42)
Multiplikation s(n) - g(n) Sa(f) * [Ga(f) - rect(f)] (4.43)
(period. Faltung)
Superposition ars(n) + azg(n) a1Sa(f) + a2Ga(f)
lezl k
Herabtastung su(n) = s(ne) Ekgo Sa (f B E> (4.56)
(¢ pos., ganz)
Hochtastung ser(n)
_ Js(n/c), n/cganz Sa(cf) (4.59)
0, sonst (c pos., ganz)
Verschiebung s(n —m) Sa(f)e iz ms Aufgabe
Modulation s(n)ed*™nt Sa(f — F) 4.17
Diff - o
bdune s = stn—1) (1 e )80 (f)

. 7 Sa(f) Sa(0) Aufgabe
Akkumulation mzw s(m) o2 T 3 III(f) 44188§
Fliche i s(n) S.(0)

n=-—oo 12
s(0) [ Sa(fHdf
—1/2
Parseval’sches >, 5 1/2 2
Theorem bE= n:Z_OO ls(m)I* = 71[/2 1Sa(f)IFdf (6.38)

(n, m ganzzahlig)
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Tabelle 4.2. Theoreme der diskreten Fourier-Transformation (DFT) mit F = ﬁ

Theorem sa(n),n=0...M —1 Sa(k),k=0...M —1 Gl
M-1 )
Transformation  sq(n) = sa(n+ M) S sq(n)e iR (4.44)
n=0
iverse LN Gak)e Sy (k) = Salk + M 445
Transformation  )f = a(k)e a(k) = Sa(k + M) (4.45)
Zerlegung Sd,g(n) Re{Sa(k)}
von s4(n) Sd,u(n) JIm{Sa(k)}
Zeitumkehr sa(—n) = sa(N —n) Sa(—k) = Sa(N — k)
Konjugation sg(n) Si(=k)
Symmetrie Sa(n) Msq(—k)
eriodische M1 4.51
s T sa(mhatn—m)  Sa(k)Ha(k) (20)
1 M—1
Multiplikation sa(n) - fa(n) i > Sa(m)Fa(k —m)
m=0
(periodische Faltung)
Superposition a154(n) + az fa(n) a1Sa(k) + a2 Fa(k)
periodische sa(n —m) Sq(k)ei2mmkr (4.46)
Verschiebung sa(n)edzmmnt Sa(k —m)
M—1
Fléche > sa(n) Sa(0)
e LY Salh)
54(0 — Sa(k
" =
Parseval’sches =! 1Mt
Theorem Z:O [sa(m)* - M kZ:O |Sa(k)[*

(n, m, k ganzzahlig)
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Tabelle 4.3. Theoreme der z-Transformation

Theorem s(n) S(z) Gl
z-Transformation %’“zfp S(2)z""dz niw s(n)z™" (4.69)/(4.90)
Zeitverschiebung s(n —mno) S(z) - z7"0 (4.91)
Superposition a1s1(n) + azs2(n)  a151(z) + a252(z)
Faltung s(n) * h(n) S(z) - H(z) (4.95)
Frequenzverschiebung  s(n) - el?™ ™" S (z-e?7F) Aufgabe 4.31a
konjugiertes Signal s*(n) S*(2") Aufgabe 4.31b
Zeitumkehr s(—n) S(z™h) Aufgabe 4.31¢c
Differenzenbildung s(n) —s(n—1) (1—2718(2) Aufgabe 4.30a
Akkumulation Zn: s(m) 7 ﬁ(j)q Aufgabe 4.30b

Tabelle 4.4. Transformationspaare der Fourier-Transformation zeitdiskreter Si-

gnale

s(n) Sa(f)

o(n) 1

(n) et ty S 6 k)
kij 5 (n — kN) %ki 5(f— %)

b*e(n) [[b] <1] o7

ejQWFn

cos (2Fn)

sin (27 F'n)

(1-b)2

2b cos(27 f)+b2

S (- F-1)

l=—0o0

S B -F—1) +6(f+F—1)]

1—

1
2

1
2j

l=—o0

o=}

X 6(f-F-)—-0(f+F-1)

l=—c0

Anmerkung: Durch Einsetzen z = 2"/ konnen aus Tab. 4.5 — sofern der
Konvergenzbereich den Einheitskreis enthédlt — auch weitere Transformati-
onspaare der Fourier-Transformation zeitdiskreter Signale ermittelt werden.
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Tabelle 4.5. Transformationspaare der z-Transformation

s(n) S(z) Konvergenzbereich
o(n) 1 alle z

e(n) —— 2] > 1
—e(-n—1) Tt |z] <1

5(n — no) z~ ™o alle z

b"e(n) ey 2| > [b]

—b"e(—n —1) — |z| < |b|

nb"e(n) % |2 > 0]

b" cos (2w Fn) e(n) 1_2;;2((:20:%7;{)12;;22_2 |z| > (0]

b" sin (2w F'n) e(n) 1,21,;;?(2572;)?72111%*2 |2 > [b]

4.6 Aufgaben

4.1 TIst das ideale Abtastsystem nach (4.2) linear? Ist es zeitinvariant?

4.2 Ein Fernsprechsignal kann als Tiefpasssignal der Grenzfrequenz
fe = 4kHz aufgefasst werden.

a) Wie grof} ist die Nyquist-Rate bei Abtastung?

b) Das abgetastete Signal soll durch einen (realitéitsniiheren) Tiefpass endli-
cher Flankensteilheit zuriickgewonnen werden (Abb. 4.31). Wie gro8 sind
Abtastrate und f; mindestens zu wihlen, damit eine fehlerfreie Interpo-
lation moglich ist?

Hg(f) ]

-f, -fy 0 fi b F
Abbildung 4.31. Tiefpass zu Aufgabe 4.2

4.3 Ein reales Abtastsystem benutzt Abtastimpulse endlicher Breite ¢y. Be-
schreiben Sie den Abtastvorgang im Zeit- und Frequenzbereich [entsprechend
(4.4)]. Diskutieren Sie mit Hilfe einer Skizze des Spektrums des abgetasteten
Signals, ob das Signal fehlerfrei zuriickgewonnen werden kann. Nehmen Sie
hierzu die beiden Abtastmodelle in Abb. 4.32 an.

4.4 Das Signal s(t) = si(nt) wird
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. - St
” o I( 5 \s(t}
jHj

I[tll U t— o

i
.

- t_.

Abbildung 4.32. (a) Modell 1 (lineare Torschaltung); (b) Modell 2 (Abtast-
Halteschaltung)

a) mit der Nyquist-Rate 1/7 und
b) der doppelten Nyquist-Rate abgetastet.

Skizzieren Sie den Interpolationsvorgang qualitativ (wie Abb. 4.6). Wie ver-
dndert sich die Skizze bei Abtastung des verschobenen Signals s(t — 0,2)?
4.5 Ein Tiefpasssignal der Grenzfrequenz f, wird mit der Rate 1/T = 2f,
abgetastet und in Form einer Treppenkurve sty (t) ndherungsweise rekon-
struiert (Abb. 4.33a).

a) Beschreiben Sie die Treppenkurve stye(t) im Zeit- und Frequenzbereich
(Aufgabe 4.3).

b) Geben Sie die Ubertragungsfunktion eines Filters an, mit dem s(t)
aus ste(t) ohne Beriicksichtigung einer Verzégerung fehlerfrei rekon-
struiert werden kann.

c) Zeigen Sie, dass ein derartiger Entzerrer durch eine wie in Abb. 4.33b
gezeigte Schaltung realisiert werden kann. Wie lautet Hg(f)?

o

id
e

\

|
1
'
' ]
| [
1 1

Hr(f)

]
1
|
!
0 T AToshT) e t—e

Abbildung 4.33a, b. Zu Aufgabe 4.5

4.6 Wiederholen und Abtasten einer Funktion werden haufig mit den von
Woodward (1964) eingefiihrten Operatoren rep und comb beschrieben:

(oo}

repps(t) = Z s(t —nT)

combrs(t) = i s(nT)o(t —nT)

n=—oo
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a) Beschreiben Sie den Zusammenhang dieser Operatoren mit ITT (¢).

b) Wie lauten die Fourier-Transformierten dieser Ausdriicke?

4.7 Gegeben ist eine periodische Rechteckfunktion (Abb.4.34). Berechnen
und skizzieren Sie S(f) fiir

a)T2:6T1, b)T2:4T1, C)T2:2T1.

fs(t)
1

--[] ' ] ---
J foln__J L

Abbildung 4.34. Zu Aufgabe 4.7

t—

4.8 Ein Signal, dessen Spektrum nur in einem Bereich fy < [f|] < 2fp
von Null verschieden ist, wird mit der Rate 2fy abgetastet. Wie kann dieses
,Bandpasssignal“ aus den Abtastwerten fehlerfrei zuriickgewonnen werden?

4.9 Das Signal cos(27F't) wird mit der Abtastrate 1 abgetastet und in einem
idealen Tiefpass der Grenzfrequenz f, = 1/2 interpoliert. Zeigen Sie, dass
am Ausgang wieder ein cos-formiges Signal erscheint, und tragen Sie dessen
Frequenz F, als Funktion von F auf (Aliasing).

4.10 Ein cos- und ein sin-Signal der Frequenz f, werden mit der Nyquist-
Rate r = 2f, abgetastet. Skizzieren Sie Abtastwerte und Spektren der ab-
getasteten Signale. (Abtasten mit der Nyquist-Rate setzt also voraus, dass
die Tiefpasssignale bei der Grenzfrequenz zumindest keine Dirac-Impulse im
Spektrum enthalten.)

4.11 Gegeben ist der zeitdiskrete Rampenimpuls
s(n) =nle(n) —e(n—5)] .

Skizzieren Sie damit die folgenden Signale:

a) s(n) h) s(n) + s(—n+9)

b) s(n+2) ' n

&) s(-n) PR

d) s(1 —n) j) s(n)-d(n—2)

e) 2s(n)e(n —2) k) gerader und ungerader Anteil

sg(n), su(n).

—
~—
VAl
N~
DO
S
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4.12 Falten Sie den Rampenimpuls s(n) aus Aufgabe 4.11 mit sich selbst.

Hinweis: Skizzieren Sie den zeitgespiegelten Impuls s(—n) (oder seine Zah-
lenwerte) auf einen Papierstreifen und verschieben Sie ihn unterhalb einer
Skizze von s(n) (Abb. 4.16).

4.13 Skizzieren Sie mit Hilfe der ,Papierstreifenfaltung® aus Aufgabe 4.12
fiir den Rampenimpuls aus Aufgabe 4.11 das Faltungsprodukt s(n) x s(—n).

4.14 Zeigen Sie (entsprechend dem Vorgehen in Abschn. 1.10), dass ein kau-
sales, zeitdiskretes LSI-System der Impulsantwort h(n) amplitudenstabil ist
flir

> |h(n)] < oo
n=0

Welche der folgenden Systeme sind amplitudenstabil?

a) h(n) =e(n)cos(mn)
b) h(n) =¢e(n)a™
c) h(n) =¢e(n)si[r(n —5)/2] .

4.15 Ein Filter soll iiber eine Zahlenfolge s(n) folgenden gleitenden Mittel-

wert bilden

g(n) = 31s(m) + s(n — 1) + s(n — 2)].

Ist das Filter ein LSI-System?

Wie lautet seine Impulsantwort h(n)?

Ist das Filter kausal und amplitudenstabil?

Berechnen Sie den gleitenden Mittelwert iiber die zeitbegrenzte Folge

{...,0,0,2,1,5,—1,0,0,...}

e) Leiten Sie ein faltungsinverses Filter der Impulsantwort A=) (n) ab, so
dass gilt

2)
b)
0
Q)

h(n)« h=Y(n) = é(n) .
(Hinweis: Papierstreifenmethode nach Aufgabe 4.12 benutzen.)

f) Zeigen Sie mit Hilfe der Papierstreifenmethode, dass aus den gleitenden
Mittelwerten nach (d) die urspriingliche Folge durch Faltung mit A~ (n)
zuriickgewonnen werden kann.

g) Ist das faltungsinverse Filter amplitudenstabil?

h) Wie lautet das faltungsinverse Filter zu h(n) = d(n) +d(n —1)?

4.16 Berechnen und skizzieren Sie die Fourier-Transformierten folgender
zeitdiskreter Signale
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a) s(n) = 4cos(mn/4)

1 [n| < M
b) s(n) = fiir
0 |n| > M
¢) s(n) =b" mit b <1
Hinweis: s(—n) 0—@ Sa(—f)
d) s(n) = si*(7n/4) .
4.17 Berechnen Sie die Fourier-Transformierte des zeitdiskreten Signals
d(n —m). Zeigen Sie damit die Giiltigkeit des Verschiebungstheorems
s(n—m) o—e e 32T G, (f) .

4.18 Das Summationstheorem der Fourier-Transformation diskreter Signale
lautet (Oppenheim und Willsky, 1989)

- 5.(9)
2 ) O e

m=—00

+ SO T

Berechnen und skizzieren Sie das Spektrum der zeitdiskreten Sprungfunk-
tion e(n).

4.19 Zerlegen Sie das diskrete System aus Abb.4.35 in einen rein rekursi-
ven und einen nichtrekursiven Teil. Berechnen Sie dann Impulsantwort und
Betrag der Ubertragungsfunktion (fiir by = bs).

by

a

Abbildung 4.35. Filter zu Aufgabe 4.19

4.20 Skizzieren Sie s(n) = ¢(n)b™ und sein Spektrum fiir b = —1/2. Ver-
gleichen Sie das Ergebnis mit den Abb. 4.13 und 4.18.

4.21 Berechnen Sie die diskrete Fourier-Transformierte (DFT) der zeitdis-
kreten Signale (angegeben fiir 0 < n < M)

a) sq(n) = d(n)

b) sq(n) = d(n) —ad(n —m) fir |m|< M.

4.22 Betrachtet wird das Signal s(t) = rect(t/16) cos(27 fot) mit fo1 = 8/32
und f02 = 9/32
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a) Skizzieren Sie s(¢) und S(f) fiir beide fo.

b) Skizzieren Sie das mit der Periode 16 periodisch wiederholte Signal s, (%)
und sein Spektrum fiir beide fj.

c) Tasten Sie sp(¢) mit der Rate r = 1 ab und skizzieren Sie mit den Er-
gebnissen aus (b) das periodische, diskrete Signal sq(n) und sein Spek-
trum Sq (k).

Hinweis: Das Ergebnis zeigt, dass die DFT sin-férmiger Signale nur dann
eine scharfe Spektrallinie liefert, wenn die Periode der Transformation ein
ganzzahliges Vielfaches der Signalperiode ist. Der Verschmierungseffekt wird
im englischen ,leakage“ genannt.

4.23 Zur Ableitung der periodischen Faltung (4.50) wird das Faltungspro-
dukt g(n) = s(n)xh(n) betrachtet. Durch periodische Wiederholung von g(n)
mit der Periode M erhélt man fiir Signale im Bereich 0 < n < M

ga(n) = [s(n) * h(n)] * Z o(n — Mm)

= s(n) * | h(n) * Z d(n— Mm)

= s(n) * ha(n)
M—1

= Z s(m)ha(n —m) ,

m=0
damit ergibt sich die periodische Faltung auch zu

M—1
ga(n) = Z sa(m)hg(n —m) fir n=0,....M—1.

m=0

Vollziehen Sie diese Ableitung am Beispiel der zeitdiskreten Rechtecksignale
aus Abb. 4.21 nach (Skizzen!).

4.24 Ein LSI-System wird durch folgende Differenzengleichung beschrieben:
g(n)—2g(n—1)=s(n)+2s(n—2).

a) Skizzieren Sie die Struktur des diskreten Filters.

b) Bestimmen Sie die Impulsantwort h(n).

c¢) Bestimmen Sie durch Anwendung der z-Transformation die Ubertra-
gungsfunktion H(z).

d) Begriinden Sie an Hand der Lage der Pole und Nullstellen in der z-Ebene,
ob das System stabil und kausal ist.

4.25 Gegeben ist ein zeitdiskreter Rechteckimpuls s (n) = § (n 4+ 1)+ (n)+
d(n—1).
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a) Bestimmen Sie seine Fourier-Transformation S,(f). Skizzieren Sie S,(f)
und geben Sie die Lage der Nullstellen in der ersten Periode |f| < % an.

b) Berechnen Sie die z-Transformation S(z) und skizzieren Sie die Pole und
Nullstellen in der komplexen z-Ebene.

¢) Verifizieren Sie S,(f), indem Sie S (z = €/?™/) bilden. Vergleichen Sie die
Lage der Nullstellen von S(z) mit den Nullstellen von S, (f).

Z—l

1,1
1—3z

3—

21

4.26 Gegeben ist die z-Transformierte S (z) =

) mit Kon-

e 2

-

ENE

vergenzbereich |z| > %.

a) Bestimmen Sie iiber eine Partialbruchzerlegung und mit Tabellenbenut-
zung s(n).

b) Der Konvergenzbereich sei nun 1 < |z| < 4. Bestimmen Sie s(n).

¢) Der Konvergenzbereich sei nun |z| < 1. Bestimmen Sie s(n).

d) Geben Sie fiir den Konvergenzbereich |z| > 1 eine Schaltung zur Erzeu-
gung von s(n) aus einem Einheitsimpuls d(n) an.

4.27 Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktionen H(z) der in Abb. 4.36 dar-
gestellten Systeme jeweils als Funktion von H;(z) und Ha(z).

o) o—[RE}-+-{Fi) o
.
@ :
c)

2

Abbildung 4.36. System zu Aufg. 4.27

4.28 Ein IIR-Filter ist gegeben in Abb. 4.37.

a) Bestimmen Sie seine Ubertragungsfunktion H (z) = g((j)) .

b) Skizzieren Sie das Pol-Nullstellendiagramm in der z-Ebene und kenn-
zeichnen Sie den Konvergenzbereich.

¢) Bestimmen Sie h(n) nach Partialbruchzerlegung von H(z) mittels An-
wendung der Tabelle 6.2.

4.29 Gegeben sind hq(n) und hg(n) wie in Abb. 4.38 dargestellt. Gesucht
wird ho(n), fiir das gilt: hs (n) = hy (n) * ha (n).

a) Bestimmen Sie zunéchst H;(z) mit Angabe des Konvergenzbereichs.

b) Skizzieren Sie das Pol-Nullstellen-Diagramm und kennzeichnen Sie den
Konvergenzbereich.

c¢) Bestimmen Sie ha(n) durch Ausnutzung der Faltungseigenschaft der z-
Transformation. Welchen Konvergenzbereich hat Hs(z)?
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Abbildung 4.38. Signale zu Aufg. 4.29

4.30 Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktionen von LSI-Systemen, die fol-
gende Operationen ausfiithren:

a) Differenzenbildung g(n) = s(n) — s(n — 1)
b) Akkumulation g(n) = Y, s(m)

m=—00

4.31 Beweisen Sie die folgenden Beziehungen der z-Transformation:
a) Frequenzverschiebung (Modulation) s(n) - €277 & 8 (z-e732m)
b) Konjugation s*(n) < S*(z*)
¢) Zeitumkehr s(—n) < S(z71)



5. Systemtheorie der Tiefpass-
und Bandpasssysteme

In der Systemtheorie werden die Eigenschaften idealisierter LTT-Systeme mit
dem Ziel betrachtet, die Vielfalt der Eigenschaften realer Systeme besser
iiberschauen zu konnen. Kiipfmiiller, der diese Methode in die Nachrich-
tentechnik eingefiihrt hat, schreibt hierzu ,jes werden willkiirlich bestimmte
Wechselstromeigenschaften der Ubertragungssysteme angenommen; es wird
dann gefragt, wie sich ein so gekennzeichnetes System bei der Ubertragung
von Nachrichten verhélt* (Kiipfmiiller, 1949).!

Im Folgenden werden als die wichtigsten idealisierten LTI-Systeme das
verzerrungsfreie System, der Tiefpass und der Bandpass vorgestellt und in
ihren Eigenschaften im Zeit- und Frequenzbereich diskutiert. Ebenso werden
idealisierte zeitdiskrete (digitale) Systeme behandelt.

5.1 Das verzerrungsfreie System

Ein System wird dann ein verzerrungsfreies System genannt, wenn das Fin-
gangssignal s(¢) und das Ausgangssignal g(t) der Gleichung

g(t) = hos(t — to) = s(t) * [hod(t — to)], ho, to reell konstant (5.1)

geniigen, wenn also das Eingangssignal, abgesehen von einem Amplitudenfak-
tor hg und einer Zeitverschiebung tg, formgetreu zum Ausgang des Systems
iibertragen wird (Abb. 5.1). Danach gilt fiir die Impulsantwort h(t) sowie fiir

glt)t

Mo

hit) —o

Abbildung 5.1. Ein- und Ausgangssignal eines verzerrungsfreien Systems

! Karl Kiipfmiiller (1897-1977), dt. Ingenieur.

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_5, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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die Ubertragungsfunktion H (f) eines verzerrungsfreien Systems
h(t) = hod(t — to)
(5.2)
H(f hoe —j2rtof

Betrag |H(f)| = ho und Phase o(f) = —2ntof der Ubertragungsfunktion
des verzerrungsfreien Systems sind in Abb. 5.2 wiedergegeben. LTI-Systeme,

a il b olf)}
- hD _— AN
ffffff 21
0 f— 1 0 f—
t0 \P(f)=—21'[tof
-2n N
\\

Abbildung 5.2. Ubertragungsfunktion eines verzerrungsfreien Systems nach
a Betrag und b Phase

deren Ubertragungseigenschaften von diesen idealen Eigenschaften eines ver-
zerrungsireien Systems abweichen, iibertragen Signale nicht formgetreu, es
entstehen lineare Verzerrungen. Diese sind iiber die Faltungsgleichung be-
schrieben, und kénnen ausschlieBlich in einer Anderung von Betrag und Phase
der Frequenzkomponenten des Eingangssignals resultieren.?

Ein System mit der Eigenschaft |[H(f)| = const. bei beliebigem Phasen-
verlauf wird Allpass genannt.

Anmerkung: Neben Betrag und Phase oder Real- und Imaginérteil der Uber-
tragungsfunktion werden hiufig zur Charakterisierung der Eigenschaften all-
gemeiner LTI-Systeme noch folgende Mafle herangezogen:

a) Déampfungsmaf?

2 Andere, bei Ubertragung oder Verarbeitung im Nutzfrequenzbereich eines Sig-
nals entstehende signalabhingige Komponenten werden nichtlineare Verzerrun-
gen genannt. Sie lassen sich nicht durch die Faltungsoperation beschreiben (vgl.
Kap. 4 Fuinote 5).

3 Die Pseudoeinheiten dB (Dezibel) und das nur noch selten verwendete Np (Ne-
per) kennzeichnen die Basis 10 bzw. e des benutzten Logarithmus (DIN 5493 s.
Anhang zum Literaturverzeichnis: DIN Taschenbuch 22). Die Einheit B ist nach
Alexander Graham Bell benannt.



5.2 Tiefpasssysteme 165

a(f) = —201g|H(f)| dB  bzw. (5.3)
a(f)=—-In|H(f)| Np,

b) Dimpfungswinkel

b(f) =—»(f), (5.5)
¢) Phasenlaufzeit
to(f) = —ig}c) : (5.6)

d) Gruppenlaufzeit

_1de(f)

ta(f) = 2 df

(5.7)
Demnach hat also ein verzerrungsfreies System ein iiber f konstantes Damp-
fungsmafl sowie eine konstante Phasen- und Gruppenlaufzeit (t9 = t, = tg).
Die Begriffe Gruppen- und Phasenlaufzeit und die Bedingung fiir verzerrungs-
freie Ubertragung werden in Abschn. 5.4.7 eingehend diskutiert.

5.2 Tiefpasssysteme

5.2.1 Der ideale Tiefpass

a) Ubertragungsfunktion und Impulsantwort. Der ideale Tiefpass be-
sitzt eine Ubertragungsfunktion, die fiir Frequenzen unterhalb einer Grenz-
frequenz f, die Bedingung fiir ein verzerrungsfreies System erfiillt. Dieser
Bereich heifit Durchlassbereich. Oberhalb der Grenzfrequenz erstreckt sich
der Sperrbereich, in dem die Ubertragungsfunktion zu Null wird.

Die Ubertragungsfunktion des idealen Tiefpasses lautet also, wenn die
Verzogerungszeit des idealisierten Systems als Null angenommen wird,

H() = rect (;})
I (5.8)
h(t) = 2f, si(n2f,t).

Die Ubertragungsfunktion und die durch Fourier-Transformation mit (3.79)
gewonnene Impulsantwort sind in Abb. 5.3 aufgetragen. Der Verlauf der Im-
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Hin! hit)

Abbildung 5.3. Ubertragungsfunktion und Impulsantwort des idealen Tiefpasses
der Grenzfrequenz fg

pulsantwort zeigt, dass der ideale Tiefpass kein kausales System ist: Die Ant-
wort auf den bei ¢ = 0 erregenden Dirac-Impuls ist bereits fiir negative Zeiten
vorhanden.*

Trotzdem lassen sich im Sinn der Systemtheorie gerade an diesem ideali-
sierten Tiefpass mehrere wichtige und auch fiir reale Tiefpasssysteme giiltige
Beziehungen zwischen dem Verhalten im Zeit- und Frequenzbereich {iber-
sichtlich ableiten. Hierzu werden zunichst die Dauer und das Uberschwingen
der Impulsantwort betrachtet.

Die Impulsantwort h(t) ist gegeniiber dem erregenden Dirac-Impuls ver-
breitert. Als ihre Signaldauer t,, wird die Breite eines Rechtecks definiert,
dessen Hohe der maximalen Hohe hy,ax von A(t) entspricht und dessen Fliche
gleich der unter h(t) liegenden Fléche ist (in Abb. 5.3 rechter Teil gestrichelt
eingetragen).

Es gilt (Aufgabe 3.26)

A / T )t = H(0) /s (5.9)

hmax —0c0
Damit ergibt sich fiir den idealen Tiefpass (Abb. 5.3)

t—l
m 2fg.

Die Signaldauer ¢, der Impulsantwort h(t) eines idealen Tiefpasses ist also
umgekehrt proportional der Bandbreite des Tiefpasses. Es gilt hier

(5.10)

fotm==. (5.11)

Dieser Zusammenhang gilt in der Form

4 Wie sich Kausalitét als Mindestforderung physikalischer Realisierbarkeit auf die
Ubertragungsfunktion auswirkt, wird in Abschn. 5.2.1c an einem Beispiel behan-
delt.
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fo - tm = const. (5.12)

allgemein fiir beliebige Tiefpasssysteme (abgekiirzt TP-Systeme), wobei die
Konstante, das sogenannte Zeit-Bandbreite- Produkt, je nach Tiefpasssystem
und spezieller Definition der Signaldauer und Bandbreite verschiedene Werte
annehmen kann (Aufgabe 7.23).

Gleichung (5.12), die auch mit , Unschérferelation oder Zeitgesetz der
Nachrichtentechnik“ bezeichnet wird, driickt aus, dass die Dauer und die
Bandbreite einer Zeitfunktion nicht gleichzeitig beliebig klein werden kénnen:
Will man eine geringe Impulsdauer erhalten, so ist das nur durch eine Ver-
groflerung der Bandbreite zu erreichen. Umgekehrt fiihrt eine Verringerung
der Bandbreite zu einer Verldngerung des Ausgangsimpulses, ein Sachverhalt,
der bereits aus dem Ahnlichkeitstheorem (3.62)

s(bt) o—e ﬁS (i)

und aus der Diskussion der Abtasttheoreme bekannt ist. Als Maf fiir das
Uberschwingen der Impulsantwort kann das Verhéltnis der Amplitude a; des
dem Betrage nach grofiten Nebenmaximums von h(t) zur Amplitude ag des
Hauptmaximums definiert werden (Abb. 5.4). Fiir den idealen Tiefpass folgt
aus den Eigenschaften der si-Funktion i = |a;/ag| = 21,72%.° Das Uber-
schwingen 4 des idealen Tiefpasses ist also unabhéngig von der Grenzfre-
quenz.

hit)!

Abbildung 5.4. Uberschwingen der Impulsantwort h(t) eines idealen Tiefpasses

b) Sprungantwort des idealen Tiefpasses. Entsprechend (1.56) gilt fiir
die Sprungantwort h.(t) des betrachteten idealen Tiefpasses

t t
he(t) :/_ h(r)dr :/_ 2fesi2m for)dr
0 t
=2fs {/ si(27 feT)dT —l—/o Si(27rfg7')d7] )

— 00

® §. Diagramme im Anhang zu diesem Kapitel.
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Hieraus ergibt sich durch Einfiithren der Integralsinusfunktion Si(x)

Si(z) = /O si(€)de (5.13)
mit den Eigenschaften

Si(—z) = — Si(x)
und

Si(o0) = 7/2

als Ergebnis

he(t) = 2f, Si(2r ft) | = % + %Si(% ful) - (5.14)

1
4 fg 27 fg

Abb. 5.5 zeigt den Verlauf von h.(¢) (s. Fulnote 5). Fiir t — oo verlduft diese
Sprungantwort asymptotisch gegen he(oc) = 1. Ebenso wie fiir die Impuls-

he(t) !

00_
1_

I —
PHTQ

Abbildung 5.5. Antwort h.(t) des idealen Tiefpasses auf die Sprungfunktion &(¢)

Nl_.

antwort konnen auch fiir die Sprungantwort h(t) entsprechende Kennwer-
te angegeben werden: Die Finschwingzeit t, wird definiert als Anstiegszeit
der in Abb.5.5 gestrichelt eingetragenen begrenzten Rampenfunktion, de-
ren Steigung gleich der maximalen Steigung von h.(t) ist und deren Hohe
den Wert h.(co) aufweist. Diese Definition, angewandt auf die Sprungant-
wort h.(t) des idealen Tiefpasses, ergibt mit (5.14)

hs(t)} = max[h(t)] = h(0) = 2f,. (5.15)

Mit (5.13) und (5.14) ist
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he(o0) =1. (5.16)

Damit betragt die Anstiegszeit der begrenzten Rampenfunktion und die Ein-
schwingzeit des idealen Tiefpasssystems

B he(00) b
fo = — 7 @] o (5.17)

Der Vergleich mit (5.10) zeigt, dass beim idealen Tiefpass die Signaldauer t,,
der Impulsantwort h(t) mit der Einschwingzeit ¢, der Sprungantwort h.(t)
iibereinstimmt t,, = t, = 1/(2f,). Als MaB . fiir das Uberschwingen der
Sprungantwort von Tiefpasssystemen wird das Verhéltnis der Abweichung
des Maximums ag von h.(t) zur Hohe h.(co) definiert, es ist (s. Fufinote 5)

ag — he(00)
he(00)

Us =

’ ~ 8,95% .

Bemerkenswert ist, dass beim idealen Tiefpass die Grofle 4. wiederum unab-
héngig von der endlichen Bandbreite des Tiefpasses und nur eine Eigenschaft
der Integralsinusfunktion ist. Der Vergleich zwischen den Abb.5.5 und 5.6
lasst erkennen, dass durch eine Vergréflerung der Grenzfrequenz f, eines
idealen Tiefpasses zwar die Einschwingzeit t. verkleinert werden kann, der
Wert . des Uberschwingens jedoch nicht zu beeinflussen ist. Im Grenz-

helt) ]

Qo

—_

1
2

0 t—

Abbildung 5.6. Sprungantwort h.(t) eines idealen Tiefpasses mit relativ grofier
Grenzfrequenz f; bei gleichem Zeitmafstab wie in Abb. 5.5

5 Diese Konstanz des Uberschwingens ist analog dem Gibbs’schen Phinomen (vgl.
Abb. 3.3). Es wurde an einem mechanischen Fourier-Synthetisator entdeckt und
zunéchst fiir einen Geritefehler gehalten, dann aber 1899 von dem amer. Physi-
ker J. W. Gibbs theoretisch geklart. Es tritt grundsétzlich auf, wenn eine Zeit-
funktion, die eine Diskontinuitét (Amplitudensprung) enthilt, durch ein bandbe-
grenztes Spektrum approximiert werden soll. Entsprechend der Symmetrie von
Zeit- und Frequenzbeziehungen treten aber auch - wie im Folgenden behandelt
- Uberschwinger an den Frequenzbandgrenzen auf, wenn eine begrenzte Zeit-
funktion zur Approximation der Impulsantwort eines idealen Filters verwendet
wird.
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fall f; — oo ist die Differenz zwischen h.(t) und £(¢) eine Nullfunktion (Fuf-
note 3 in Kap. 1).

¢) Approximation desidealen Tiefpasses durch kausale LTI-Systeme.
Der Verlauf sowohl der Impulsantwort h(t) als auch der Sprungantwort h.(t)
eines idealen Tiefpasses zeigt, dass h(t) und h.(t) fiir negative ¢ nicht ver-
schwinden und daher die Impuls- bzw. Sprungantwort eines nichtkausalen
und also auch nicht realisierbaren LTI-Systems darstellen.

Man kann aber ein kausales LTI-System angeben, dessen Impulsant-
wort, abgesehen von einer konstanten zeitlichen Verschiebung ¢y, zumindest
ndherungsweise mit der Impulsantwort des idealen Tiefpasses iibereinstimmt.
Hierzu verschiebt man, wie das in Abb.5.7 dargestellt ist, die Impulsant-
wort des idealen Tiefpasses um eine Zeit tg, so dass die im Bereich ¢ < 0
liegenden Anteile der verschobenen Impulsantwort nach Mafligabe einer vor-
gegebenen Fehlerschranke vernachléssigbar sind. Multipliziert man die um ¢

hklt)}

2t t—

Abbildung 5.7. Impulsantwort hx(t) eines kausalen Tiefpasssystems

verschobene Impulsantwort des idealen Tiefpasses mit der in Abb.5.7 ge-
strichelten rechteckformigen Fensterfunktion w(t) = rect[(t — to)/(2to)], so
erhélt man die kausale, zu t; symmetrische Impulsantwort hy(t), der durch
Fourier-Transformation die Ubertragungsfunktion Hy(f ) zugeordnet werden
kann.

hk(t):[ 2f, si(2mfyt) - rect (%)} % 0(t — to)

IS SR D S A o

H(f) = [ rect (i) * 2tg Si(?ﬂ'tof)} - eTi2mtof

Es zeigt sich, dass die eigentlich gewiinschte Ubertragungsfunktion
rect[f/(2fs)] mit einer si-Funktion gefaltet wird. Spaltet man die Rechteck-
funktion in zwei Sprungfunktionen auf, dann zeigt sich, dass Hy(f) aus der
Uberlagerung zweier im Frequenzbereich bei =+ fq in ungerader Symmetrie
angeordneter Si-Funktionen (5.13) besteht.

In Abb.5.8 sind der prinzipielle Verlauf des Betrages von Hy(f), des
Dampfungsmafles a(f) nach (5.3) sowie des Phasenwinkels ¢(f) wiederge-
geben. Der Phasenwinkel hat also hier einen linearen Verlauf, es treten kei-
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Abbildung 5.8. a Betrag, Phasenwinkel und b Ddmpfungsmafl der kausalen
Ubertragungsfunktion Hy(f)

ne Phasenverzerrungen auf. Bedingung hierfiir ist, dass die Ubertragungs-
funktion Hy(f), abgesehen vom Verschiebungsfaktor exp(—j27to f), eine ver-
schwindende Phasenfunktion ¢(f) = 0 besitzt. Dies ist nach (1.22) erfiillt,
wenn Hy(f) (ohne den Verschiebungsfaktor) rein reell ist. Im Zeitbereich
bedeutet dies allgemein, dass die Impulsantwort linearphasiger Systeme zu
einem Verschiebungszeitpunkt ¢y symmetrisch verlaufen muss.

Dieses Beispiel veranschaulicht weiter die Aussage aus Abschn. 4.2, nach
der ein Signal nicht im Zeit- und Frequenzbereich begrenzt sein kann. Die
Fourier-Transformierte des jetzt zeitbegrenzten Signals hy(t) ist unendlich
ausgedehnt. Die Ubertragungsfunktion Hy(f) kann nur an einzelnen Punkten
der Frequenzachse verschwinden, entsprechend kénnen im Démpfungsverlauf
diskrete Polstellen auftreten.”

Dariiber hinaus ist zu bemerken, dass auch Real- und Imaginérteil der
Ubertragungsfunktion kausaler Systeme wegen der Beziehung iiber die Hil-
bert-Transformation (3.105) nicht mehr unabhéngig voneinander festgelegt
werden konnen.

5.2.2 Tiefpasssysteme mit nichtidealer Ubertragungsfunktion

Wie das Beispiel im vorangegangenen Abschn. 5.2.1c zeigt, muss die Ubertra-
gungsfunktion realer Tiefpdsse von der Rechteckform des idealen Tiefpasses
abweichen. Eine andere Form der Ubertragungsfunktion kann fiir bestimm-
te Anwendungsfille sogar durchaus erwiinscht sein, beispielsweise um das
recht starke Uberschwingen der Impulsantwort des idealisierten Tiefpasses
zu vermindern. In diesem Abschnitt wird die Echomethode als ein bekann-
tes Verfahren der Systemtheorie vorgestellt, mit dem von der Rechteckform
abweichende Tiefpassiibertragungsfunktionen im Frequenz- und Zeitbereich
iibersichtlich dargestellt und ndherungsweise auch realisiert werden kénnen.

" In allgemeiner Form ist diese Aussage in der Paley-Wiener-Bezichung fiir die
Amplitudeniibertragungsfunktionen physikalisch realisierbarer Filter enthalten
(Papoulis, 1962).
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a) Echomethode. Nach dem Abtasttheorem lisst sich jedes Tiefpasssignal
und also auch jede Impulsantwort eines Tiefpasssystems als Reihe von si-
Funktionen darstellen, die im Abstand 7' = 1/(2f,) (fs: Grenzfrequenz) auf-
einander folgen. Es gilt also mit (4.8) fiir eine beliebige Tiefpassimpulsantwort

oo

W)= 3 h(nT)si <7rtT”T) . (5.19)

n—=—oo

Abb. 5.9 stellt als Beispiel fiinf si-Funktionen als Komponenten einer geraden
Impulsantwort dar (vgl. Abb.4.6). Diese Darstellung zeigt, dass die Impul-

h(—zT)‘ si (1! —T—

Abbildung 5.9. Komponenten der Tiefpassimpulsantwort h(t) nach (5.19)

santwort eines allgemeinen Tiefpasssystems im Vergleich mit der Impulsant-
wort des idealen Tiefpasses durch zusétzlich auftretende vor- und nacheilende
si-Funktionen gekennzeichnet ist, die in diesem Zusammenhang auch Fchos
genannt werden. Die Zusammenhénge zwischen den Abtastwerten oder Echo-
amplituden h(nT) und der Ubertragungsfunktion H(f) des Tiefpasssystems
konnen nach diesen Vorbemerkungen in einfacher Weise aufgestellt werden.
Durch Fourier-Transformation von h(t) aus (5.19) folgt

h(t) = i h(nT)si (# _T”T>

= si (77;) * n;w h(nT)é(t —nT)
H(f) = Trect(Tf) - i h(nT)e 32mnTI (5.20)

Ist umgekehrt H(f) gegeben, so ergibt die inverse Fourier-Transformation
die Echoamplituden h(nT'): Da H(f) auf den Bereich |f| < f; begrenzt ist,
gilt mit der inversen Fourier-Transformation (3.40)
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fe
h(t) = H(f)e?™tdf
e

und da zur Berechnung der Echoamplituden h(nT') dieses Integral nur an den
Stellen ¢t = nT ausgewertet werden muss (vgl. (4.39))

fe
h(nT) = H(f)e?™TIqf . (5.21)
_fg

Ist im Sonderfall die Impulsantwort reell und gerade, also h(—nT) = h(nT)
und damit die Ubertragungsfunktion reell und gerade, dann ergibt (5.20) mit
der Euler’schen Beziehung exp(jz) + exp(—jz) = 2 cos(z)

H(f)=Trect(Tf)[h(0)+2 i h(nT) cos(2mnT f)] (5.22)

n=1
und (5.21) entsprechend®

fa
h(nT) =2 H(f)cos(2mnT f)df . (5.23)
0
Im Folgenden werden die Moglichkeiten der Echomethode an drei Beispielen
néher erldutert.

b) Pulsformfilter. Als Pulsformfilter soll hier ein Tiefpasssystem bezeich-
net werden, dessen Impulsantwort bei gegebener Bandbreite moglichst schmal
ist und ohne stiirkeres Uberschwingen abfiillt. Impulse dieser Form werden
beispielsweise in der Ubertragungstechnik benétigt, wo es gilt, iiber einen
Tiefpasskanal gegebener Bandbreite eine Folge von Impulsen in geringem
Abstand, aber ohne gegenseitige Uberlappung zu iibertragen (Kap. 8). Die
Echomethode ist ein einfaches, iibersichtliches Hilfsmittel zur Konstruktion
geeigneter Ubertragungsfunktionen. Abb. 5.10 zeigt ein mégliches Verfahren,
bei dem das starke Uberschwingen der Impulsantwort hg(t) des idealen Tief-
passes durch Addition von zwei Echos h_1(t) und hy(t), die symmetrisch
zu ho(t) im Abstand T liegen, betrichtlich vermindert werden kann. Ent-
sprechend (5.19) lautet die Impulsantwort des Pulsformfilters also
h(t) = ho(t) + h—1(t) + ha(?)

Ot L t+T L t=T
=si <7rT>+a51(7r >—|—a51 <7r T ) (5.24)

Zur moglichst guten Kompensation des Uberschwingens werden jetzt die
Echoamplituden a so bestimmt, dass zum Zeitpunkt t = 27 die Steigung

8 Nach dieser Beziehung kénnen die Echoamplituden auch als Koeffizienten einer
Fourier-Reihenentwicklung der Ubertragungsfunktion H(f) im Bereich |f]| < f
interpretiert werden (Abschn. 4.2).
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Abbildung 5.10. Kompensation des Uberschwingens der Impulsantwort eines
idealen Tiefpasses durch Uberlagerung je einer zusétzlichen vor- und nacheilenden
si-Funktion

des nacheilenden Echos hq(t) entgegengesetzt zur Steigung der Hauptkompo-
nente ho(t) ist und dass entsprechend zum Zeitpunkt t = —27 die Steigungen
von h_1(t) und ho(t) entgegengesetzt gleich sind. Als Ergebnis folgt a = 1/2
(Aufgabe 5.10). Die Ubertragungsfunktion des Pulsformfilters ist dann mit
(5.22)

H(f) = Trect(Tf)[1+ cos(2nTf)] . (5.25)

Impulsantwort und Ubertragungsfunktion dieses sogenannten ,cosine roll-
off “-Filters sind in Abb. 5.11 dargestellt. Das Uberschwingen der Impulsant-

Hif) 1 hit)
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Abbildung 5.11. , Cosine rolloff“-Ubertragungsfunktion H(f) und zugehérige Im-
pulsantwort h(t)

wort dieses Filters ist mit it = 2% wesentlich geringer als das Uberschwingen
i = 21,7% des idealen Tiefpasses. Abb. 5.11 lidsst aber auch erkennen, dass
durch das Kompensationsverfahren die mittlere Breite von h(t), verglichen
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mit der Signaldauer der Impulsantwort eines idealen Tiefpasses, vergrofert
wird. Dieses Ergebnis gilt auch in der Umkehrung: Vergréfiert man durch Vor-
zeichenumkehr der Echos in (5.24) das Uberschwingen, so wird die Signaldau-
er der Impulsantwort vermindert. Diese beiden Fille werden in Abb. 5.12 fiir
die verringerten Echoamplituden von a = £+1/4 noch einmal miteinander und
mit dem idealen Tiefpass verglichen. Das Verhalten dieser Tiefpasssysteme

tHI)

hit)

-ZT\/T 0 N\.2Tt -t 0 fg 1

fhit
a=-025

N\ ,
N\ T o \T /2T ¢ s
-0,253

Abbildung 5.12. Vergleich von Tiefpasssystemen mit der Impulsantwort nach
(5.24) fiir unterschiedliche Echoamplituden a

zeigt einen fiir alle Tiefpisse mit linearer Phase giiltigen Zusammenhang:®
a) Ein zur Grenzfrequenz hin abfallender Betrag der Ubertragungsfunk-
tion vermindert das Uberschwingen und vergroBert die Signaldauer der Im-
pulsantwort sowie die Einschwingzeit.
b) Ein zur Grenzfrequenz hin ansteigender Betrag der Ubertragungsfunk-
tion vergrofert das Uberschwingen und vermindert die Signaldauer der Im-
pulsantwort sowie die Einschwingzeit.

c) Transversalfilter. Prinzipiell kann eine Tiefpassimpulsantwort nach der
Echo- oder Pulsformmethode durch die in Abb. 5.13 dargestellte Struktur

9 Vergleiche Aufgabe 5.8. In dhnlicher Weise kénnen auch Tiefpasssysteme mit
Phasenverzerrungen diskutiert werden, indem man unsymmetrische Echopaare
zufiigt (Aufgabe 5.9).
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verwirklicht werden. Diese Schaltung besteht aus einem Tiefpass, an des-
sen Ausgang Laufzeitglieder mit den Verzogerungszeiten T' liegen. Die an
den Ausgingen der Laufzeitglieder erscheinenden verzogerten Impulsantwor-
ten hrp|[(t—nT)/T] werden mit den konstanten Echoamplituden h(nT') mul-
tipliziert und zu h(t) aufsummiert. Eine derartige Schaltung wird Transver-
salfilter genannt. Um nichtkausale Verzogerungsglieder zu vermeiden, wird
eine gemeinsame Grundverzogerung des gesamten Systems eingefiihrt.

6(t) -
o— TP T o4+ T T T T2fg

hi-2T) h(-T) h(0) h(T) h(2T)

I: hit-to-2T)
+

Abbildung 5.13. Realisierbares Transversalfilter

Anmerkung: Diese Transversalfilterstruktur entspricht dem Aufbau zeitdis-
kreter Filter mit begrenzter Impulsantwort (FIR-Filter, s. Abb. 4.14).

5.3 Zeitdiskrete Tiefpasssysteme

Der ideale zeitdiskrete Tiefpass besitzt die rechteckférmige Ubertragungs-
funktion des analogen Tiefpasses in periodischer Wiederholung, seine Impuls-
antwort bildet entsprechend eine zeitdiskrete si-Funktion (Abb. 5.14). Ein rea-
lisierbarer Tiefpass kann entsprechend dem Vorgehen in Abschn. 5.2.1¢ durch
Verschieben und Wichten der Impulsantwort mit einer zeitbegrenzten Fen-
sterfunktion w(n) synthetisiert werden. Die eigentliche Realisierung erfolgt
dann wieder durch ein FIR-Filter.

Bei rechteckformiger Fensterfunktion erhélt man die in Abb.5.15 ge-
zeigten Filterfunktionen hy(n) und Hay(f), die den Funktionen in Abb.5.7
und 5.8 entsprechen. Bei dieser rechteckformigen Fensterfunktion setzt sich
die Ubertragungsfunktion entsprechend (5.18) aus einer unendlichen Reihe
von jeweils bei f = k £ f; positionierten, symmetrischen Paaren von Si-
Funktionen zusammen. Aus dem starken Uberschwingen der Si-Funktion von
etwa 9% folgt eine minimale Sperrddmpfung des Filters von nur —201g 0,09 =
21dB. Durch weniger steilflankig verlaufende Fensterfunktionen kann das
Uberschwingen vermindert werden. Dies geht allerdings auf Kosten der Flan-
kensteilheit der Ubertragungsfunktion. Geeignete Fensterfunktionen sind in
der Regel symmetrisch, so dass sich die zumeist erwiinschten symmetrischen
Impulsantworten linearphasiger Filter (Abschn.5.2.1c) ergeben. Zwei Fen-
sterfunktionen sind zusammen mit den Dampfungsverldufen der zugehorigen
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Abbildung 5.14. Ubertragungsfunktion, Impuls- und Sprungantwort des idealen

zeitdiskreten Tiefpasses (vgl. Abb. 4.19)
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Abbildung 5.15. Impulsantwort und Ubertragungsfunktion des kausalen, linear-
phasigen, diskreten Tiefpasses bei rechteckformiger Fensterfunktion w(n)

Tiefpésse in Abb. 5.16 dargestellt. Die so gefundenen Filterverldufe konnen

alfly b
w(n)T 7 rect-Fenster a d8
80
Hamming Fenster —
60 4
40 rect-Fenster—} §
Hamming-Fenster: M =51 2
201
008 [ Wn)=054-0.46 cos (3E2) ) A -
0 n— M-1 0 14 =14 12

Abbildung 5.16. a Fensterfunktionen und b Dampfungsverldufe von Tiefpassfil-
tern

direkt durch zeitdiskrete Transversalfilterstrukturen (entsprechend Abb. 5.13)
realisiert werden. Diese werden meist in rein digitaler Technik aufgebaut.
Die Laufzeitelemente konnen dann z. B. durch Schieberegister oder Speicher
mit wahlfreiem Zugriff (RAM) realisiert werden. Werden die Berechnungen
auf Prozessoren (Universelle Mikroprozessoren oder spezielle Signalprozes-
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soren) durchgefiihrt, so wird ein flexibler Gesamtaufbau mit einfacher Ad-
aptierbarkeit an spezielle Anforderungen ermdoglicht. Die Filterung analoger
Signale setzt eine vorhergehende Abtastung und Quantisierung voraus. Die
Quantisierung erzeugt dabei zusétzlich Rundungsfehler; die sich dem gefil-
terten Signal als eine Art Rauschen iiberlagern (s. Abschn. 12.1.1 iiber PCM-
Verfahren).

Die Realisierung durch eine Transversalfilterstruktur (Abb.5.13) ist bei
Impulsantworten endlicher Dauer immer moglich und fithrt stets zu stabi-
len Filtern. Eine andere Art des Filteraufbaues benutzt rekursive Strukturen
(Abb.4.15). Rekursive Filter erfordern z.B. bei Tiefpassfiltern mit vorge-
gebenem, steilflankigem Dampfungsverlauf i. Allg. geringeren Aufwand an
Laufzeitgliedern und Koeffizientenmultiplikatoren, dafiir kann mit ihnen Li-
nearphasigkeit nur ndherungsweise erreicht werden, weiter ist ihre Stabilitét,
z.B. bei Verarbeitung mit begrenzter Wortlinge (Integer-Arithmetik) unter
Umstédnden problematisch. Fiir eine genauere Behandlung dieser Filtertypen
und passender Entwurfsverfahren muss hier auf die Literatur verwiesen wer-
den (Oppenheim und Schafer, 1995; Hamming, 1988; Lacroix, 1996).

5.4 Bandpasssysteme und Bandpasssignale

5.4.1 Der ideale Bandpass

Der ideale Bandpass erfiillt die Bedingungen eines verzerrungsfreien Systems
nur innerhalb eines endlichen Durchlassbereiches der Bandbreite fa, der die
Frequenz Null nicht enthélt. Aulerhalb dieses Durchlassbereiches wird die
Ubertragungsfunktion zu Null. Als Ubertragungsfunktion wird entsprechend
Abb. 5.17 definiert

H(f) =rect (f—i—fo) + rect (f _ fo) mit  fo > fa/2. (5.26)
i) fa

A

Schreibt man die Verschiebung der rect-Funktionen um die Mittenfrequenz fy
als Faltungsprodukt, dann lautet die Impulsantwort des idealen Bandpasses
(Abb. 5.17)

H(f) = vect (£ ) #16 (f = fo) +6(F + fo)]
I (5.27)

(t) = fasi(wfat) - 2cos(2m fot).

In der Schreibweise (5.27) kann ein idealer Bandpass also im Frequenzbe-
reich durch Verschieben der Ubertragungsfunktion eines idealen Tiefpasses
der Grenzfrequenz fA /2 um die Mittenfrequenz fy in positiver und negativer
Richtung auf der Frequenzachse dargestellt werden. Entsprechend ist die Im-
pulsantwort das Produkt der Impulsantwort des idealen Tiefpasses mit einer

(%
!

h
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cos-Funktion der Frequenz fy und der Amplitude 2. Diese Moglichkeit, ein
Bandpasssystem durch ein sogenanntes dquivalentes Tiefpasssystem zu be-
schreiben, wird im folgenden Abschnitt auf den allgemeinen Fall erweitert.
Der Umgang mit Bandpasssignalen und Bandpasssystemen kann dadurch
erheblich vereinfacht werden. An das allgemeine Bandpasssystem wird da-
bei im Folgenden nur die Bedingung H(0) = 0 gestellt, ansonsten kann die
Ubertragungsfunktion einen beliebigen Verlauf annehmen.

hit) |
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Abbildung 5.17. Ubertragungsfunktion H(f) und Impulsantwort h(t) eines idea-
len Bandpasses

5.4.2 Bandpasssystem und dquivalentes Tiefpasssystem

Gegeben sei ein beliebiges Bandpasssystem H(f) mit reeller Impulsant-
wort h(t). Nach Abschn. 3.5 muss also Re{H(f)} eine um f = 0 symmetri-
sche, und Im{H (f)} eine um f = 0 antisymmetrische Funktion der Frequenz
sein, wie es in Abb.5.18 oben dargestellt ist. Entsprechend der Darstellung
des idealen Bandpasses kann nun auch die Ubertragungsfunktion des belie-
bigen Bandpasssystems H(f) durch die Ubertragungsfunktion Hr(f) eines
dquivalenten Tiefpasses zusammen mit einer Frequenz f beschrieben werden.
Hierzu wird zunichst die Ubertragungsfunktion H (f) auf positive Frequen-
zen begrenzt, mit dem Faktor 2 multipliziert und zur Bildung von Hr(f) um
eine geeignete Frequenz, die im Folgenden Trigerfrequenz fo genannt wird,
in Richtung negativer Frequenzen verschoben.

Wie das in Abb. 5.18 dargestellte Beispiel zeigt, gilt dann fiir die Uber-
tragungsfunktion H(f) des Bandpasssystems, getrennt fiir Real- und Ima-
ginérteil geschrieben,
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Abbildung 5.18. Real- und Imaginiirteil der Ubertragungsfunktion eines
Bandpasssystems H(f) und seines dquivalenten Tiefpasssystems Hr(f)

Re(H(f)} = 3 Re(Hx(f — fo)} + 5 Re{Hr(~f — o)}

1 1 (5.28)

Im{H(f)} = 5 Im{Hr(f ~ fo)} — 5 Im{Hr(=f = fo)} -
Diese Zuordnung, die immer die Beziehung H(—f) = H*(f) ergibt [vgl
(3.55)], ldsst sich in komplexer Schreibweise zusammenfassen zu

H(f) = SHe(f ~ fo) + 5 HA(~F ~ o). (529)

Bei dieser Darstellung eines allgemeinen Bandpasssystems {iberlappen sich
laut Ableitung die beiden Summanden in (5.29) im Frequenzbereich nicht
gegenseitig. Aus dem gleichen Grund erfiillt die Ubertragungsfunktion des
dquivalenten Tiefpasses stets die Bedingung

He(f)=0 fir  f<—fo. (5.30)

Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten LTI-Systemen mit reellwertiger
Impulsantwort, bei denen stets H(—f) = H*(f) galt, ist bei dem hier im
Allgemeinfall vorliegenden, sogenannten unsymmetrischen Bandpasssystem
diese Bedingung fiir sein fquivalentes Tiefpasssystem Hr(f) nicht mehr
erfiillt. Nach (3.57) bedeutet dies, dass die Impulsantwort hr(t) o—e Hr(f)
des dquivalenten Tiefpasses nicht reell, sondern komplex ist.

Es sei noch einmal deutlich darauf hingewiesen, dass einem gegebenen
Bandpasssystem mit reeller Impulsantwort beliebig viele dquivalente Tief-
passsysteme mit unterschiedlichen Ubertragungsfunktionen Hr(f) bzw. Im-
pulsantworten hr(t) zugeordnet werden kénnen, da die Zuordnung von H (f)
zu Hr(f) abhiingig von der (gerade bei fehlender Symmetrie oft willkiirlich
gewiihlten) Tréigerfrequenz fj ist. Dies kann man sich an Hand der Abb.5.18
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veranschaulichen. Die in dem Bild dargestellte Ubertragungsfunktion H f)
geht aus der gezeigten Tiefpassiibertragungsfunktion Hr(f) hervor, wenn
man in (5.29) den im Bild gezeigten Wert fir fy einsetzt. Die gleiche
Ubertragungsfunktion H(f) erhilt man aber auch, wenn man Re{Hr(f)}
und Im{Hr(f)} auf der Frequenzachse um Af so nach rechts verschiebt, dass
eine neue Tiefpassiibertragungsfunktion Hr(f — Af) entsteht, und dann in
(5.29) fir fo den neuen Wert fy — Af einsetzt (Aufgabe 5.12). Im Normalfall
wird man aber ein f innerhalb des Durchlassbereiches des Bandpasssystems
wihlen, da sonst Hr(f) keine Tiefpassfunktion mehr ist.

Es gibt Bandpasssysteme, fiir die innerhalb des Durchlassbereiches ein sol-
ches fy existiert, dass die diesem fj zugeordneten dquivalenten Tiefpasssyste-
me reelle Impulsantworten haben, dass also Hr(—f) = Hi(f) gilt. Derartige
Systeme werden symmetrische Bandpasssysteme genannt'?.

Anmerkung: Ein Beispiel fiir ein symmetrisches Bandpasssystem ist der in
Abschn. 5.4.1 behandelte ideale Bandpass: Setzt man die Mittenfrequenz des
idealen Bandpasses gleich der Trégerfrequenz, wie das in Abb. 5.19 dargestellt
ist, dann gilt fiir das damit festgelegte dquivalente Tiefpasssystem

Hr(f) = 2rect <ff> gerade und reell
A

! ! a1

hr(t) = 2fasi(mfat) reell und gerade .

Man beachte aber, dass dieser Fall sehr speziell ist, da auch bei symmetrischen
Bandpasssystemen typischerweise ein Imaginérteil des Spektrums existiert.
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Abbildung 5.19. Ubertragungsfunktion H(f) des idealen Bandpasses und
Ubertragungsfunktion Hr(f) des iiber die Mittenfrequenz fo zugeordneten
dquivalenten Tiefpasses

[Fo==s====="

!9 Entsprechend wird hr(t) rein imaginér, wenn Hr(—f) = —H7(f) (vel. Tab. 3.4).
Auch Systeme mit dieser Eigenschaft werden im Folgenden als , symmetrisch
bezeichnet.



182 5. Systemtheorie der Tiefpass- und Bandpasssysteme

5.4.3 Komplexe Signaldarstellung
Durch inverse Fourier-Transformation mit Hilfe der Theoreme aus Tabelle 3.2
s (t) o—e S*(—f) und s(t)el?™ 0@ S(f — F)

folgt als Impulsantwort des Bandpasssystems nach (5.29)
1 ~ 1 .
h(t) = 5hT(t)eﬂ?rfot + §[hT(t)e‘]27rf0t}* .

Umgeformt mit der fiir komplexe Zahlen giiltigen Eigenschaft z+2* = Re{2z}
ergibt sich

h(t) = Re{hy(t)e>™fot} (5.32)

Die Impulsantwort eines Bandpasssystems wird also in dieser komplexen Sig-
naldarstellung durch die Impulsantwort des &quivalenten Tiefpasssystems
und die Tragerfrequenz fy beschrieben.

Diese Art der Darstellung lidsst sich auf beliebige Bandpasssignale s(t)
anwenden, es ldsst sich also schreiben

5(t) = Re{sp(t)e?™ ot} (5.33)

Man nennt st(t) dann auch die kompleze Hiillkurve und exp(j2m fot) den kom-
plexen Triger des Bandpasssignals. Thr Produkt wird als analytische Kom-
ponente sy (t) des Bandpasssignals bezeichnet (vgl. Abschn. 3.9)!!
1 .
sy(t) = §ST(t)eJ2”f°t . (5.34)
Nun kann auch die Bestimmung von st(t) aus der analytischen Komponente
des Bandpasssignals erfolgen:

st(t) = 25 (t)e ~32mot (5.35)
und speziell fiir reellwertige Signale gilt mit (3.108) und (3.109):

1 1 1
Re{sy(t)} = =s(t) ; Im{s (t)} = =s(t) x — . (5.36)
2 2 mt
Damit konnen Real- und Imaginérteil des dquivalenten Tiefpasssignals zu
einem reellwertigen Bandpasssignal wie folgt erzeugt werden:

' Komplementir zu s4(t) wird hier die konjugiert-komplexe analytische Kompo-
nente s_(t) = 3s7(t)e™*7/0" definiert. Das reellwertige Bandpasssignal ergibt
sich dann auch iiber (3.110); das Spektrum $St(f — fo) = S;(f) @0 s4(t)
ist rechtsseitig, d. h. # 0 bei positiven f, wohingegen 1Si(—f — fo) =
S_(f) @0 s_(t) ausschlieBlich bei negativen Frequenzen # 0 wird. Dies gilt
allerdings nur, sofern die Bedingung entsprechend (5.30) eingehalten wird, da
ansonsten St(f — fo) und ST(—f — fo) nicht iiberlappungsfrei sind.



5.4 Bandpasssysteme und Bandpasssignale 183

sTi(t) = s(t) cos(2m fot) + [s(t) * 7375] sin (27 fot)

Sl(t)

§1(t)

sTi(t) = [s(t) * 731?] cos(2m fot) —s(t) sin(27 fot) . (5.37)

ED) (t)

So (t)

Die Aufspaltung der komplexen Hiillkurve st(t) in Real- und Imaginérteil
fithrt zu

ST (t) = STr(t) -l—jSTi(t) . (538)
In (5.33) eingesetzt, ergibt sich
s(t) = sme(t) cos(2m fot) — sti(t) sin(27 fot) . (5.39)

Realteil sty (t) und Imaginérteil sTi(¢) von st(t) werden Quadraturkomponen-
ten'? von st(t) genannt; die Wurzel aus der Summe ihrer Quadrate ergibt
den Betrag |s7(t)| der komplexen Hiillkurve

[sT(t)] = +1/ 5%, (t) + s34(£) - (5.40)
Die komplexe Hiillkurve st(t), nach Aufspaltung in Betrag und Phase
sp(t) = |sp(t)]ed?t® (5.41)

in (5.33) eingesetzt, fithrt zu einer weiteren Moglichkeit der Beschreibung
von s(t). Es gilt

s(t) = |s(t)] cos[2m fot + 02(¢)] (5.42)

Daher wird der Betrag |st(t)| auch die Einhiillende des Bandpasssignals ge-
nannt. Gleichung (5.42) zeigt nédmlich, dass sich das allgemeine Bandpass-
signal s(t) als ein cos-Signal darstellen ldsst, dessen Amplitude und Phase
Funktionen der Zeit sind (,,amplituden- und winkelmoduliertes cos-Signal®).

Ist im Sonderfall des symmetrischen Bandpasses die Hiillkurve reell, dann
vereinfacht sich (5.39) zu

s(t) = s(t) cos(2 fot) - (5.43)

Das symmetrische Bandpasssignal mit St(—f) = Si(f) ist also ein am-
plitudenmoduliertes reines Kosinus-Signal. Entsprechend ergibt sich fiir den
Fall Sp(—f) = —S%(f) ein amplitudenmoduliertes Sinus-Signal s(t) =
—s7(t) sin(27 fot).

Anmerkung: Die reelle dquivalente Tiefpassimpulsantwort des idealen Band-
passes nach (5.31), in (5.43) eingesetzt, ergibt die Impulsantwort des idealen
Bandpasses (5.27).

12 Fs ist auch gebriuchlich, die Bezeichnung Quadraturkomponente nur fiir s;(t)
zu verwenden, stv(¢) wird dann Inphase- oder Kophasal-Komponente genannt.
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5.4.4 Ubertragung von Bandpasssignalen iiber Bandpasssysteme

Liegt am Eingang eines Bandpasssystems mit der Impulsantwort h(t) ein
Bandpasssignal s(t), dann ldsst sich das Ausgangssignal g(t) zunichst ganz
allgemein als Faltungsprodukt schreiben

g(t) = s(t) * h(t)

Die Berechnung dieses Faltungsproduktes soll nun auf das dquivalente Tief-
passsystem abgebildet werden. Hierzu ist es notwendig, die komplexe Signal-
schreibweise einzufithren, wodurch die Beziehungen oft stark vereinfacht wer-
den. Mit (5.29) ergibt sich zunichst im Frequenzbereich als Produkt des
Signalspektrums S(f) mit der Ubertragungsfunktion H(f) des Bandpasssys-
tems, wenn Signal und System auf die Tragerfrequenz f; bezogen werden,

GUf) = [5Se(f — fo) + 5 S4(~T — fo)l - [ Helf — fo) + 5 Hi(~] — fo)]
= 1507 — fo)He(f — fo) + 3 5(F — fo) HR(~f ~ o)
35S~ f)H (] ~ fo) + 35~ — fo)HR(~f ~ o).

(5.44)

Erfiillen sowohl St(f) als auch Hp(f) die Bedingung (5.30), dann iiberlappen
sich die Teiliibertragungsfunktionen Hr(f — fo) und H}(—f — fo) nicht mit
den Teilspektren Si(—f — fo) bzw. St(f — fo). Damit verschwinden ihre
Produktfunktionen, und es ergibt sich der einfachere Ausdruck

G(f) = 3827 — folHe(f — fo) + 3 SH(~F — fo)HE(~f ~ fo) . (5.45)

Schreibt man ebenfalls mit (5.29)

G(f) = 5G2(f — Jo) + 3C4(~F ~ o).

so folgt als Zusammenhang der dquivalenten Tiefpassiibertragungsfunktionen
und entsprechend der dquivalenten Tiefpassimpulsantworten in einem Band-
passsystem

Gr(f) =3 St(f) Hr(f)

S

gr(t) = 5ls7(t) * hr(t)] -
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Das Ausgangssignal kann also mit (5.46) und (5.32) auch geschrieben werden
als

1 .
g(t) = Re {Q[ST(t) * hT(t)}eﬂ”fOt} . (5.47)
Hierzu gibt nachstehender Abschnitt ein Beispiel.

5.4.5 Ubertragung des eingeschalteten cos-Signals
iiber den idealen Bandpass

Es soll die Antwort eines idealen Bandpasssystems der Mittenfrequenz f und
der Bandbreite fao < fy (Schmalbandsystem) auf das cos-Schaltsignal nach
Abb. 3.21

s(t) = e(t) cos(2m fot)

berechnet werden. Der direkte Ansatz zur Losung des Faltungsintegrals im
Zeit- und auch im Frequenzbereich fithrt auf sehr umstiandliche Ausdriicke,
dagegen ist mit Hilfe der komplexen Signaldarstellung eine recht einfa-
che Losung moglich. In Abb.5.20a ist das bereits in Abb. 3.22 dargestellte
Fourier-Spektrum S(f) des betrachteten Signals s(¢) noch einmal eingezeich-
net. Wahlt man die Frequenz fy des eingeschalteten cos-Signals als Mitten-
frequenz, dann erhilt man das Spektrum der komplexen Hiillkurve St(f)
durch Verschieben der auf der positiven Frequenzachse liegenden Anteile des
Spektrums S(f) um fo nach links und Multiplikation mit dem Faktor 2
(Abb.5.20b). Man tberzeugt sich leicht, dass dann St(f) die Bedingung

)
H,(f)
2 tsi) b T
f HiE) :I /'! b
"IT ‘,’f/Re{S(f)} 'm{sfml/' |_{Re{S;(f))
- -~ e
G, 70 foT T -t 0o -t f—
/ [ im{s(t)} Sim{s.]
i

Abbildung 5.20. a Fourier-Transformierte S(f) des eingeschalteten cos-

Signals s(t), sowie Ubertragungsfunktion H(f) des idealen Bandpasses. b Fourier-
Transformierte St(f) der komplexen Hiillkurve st(¢) und (punktiert) der Sprung-
funktion e(t), sowie die Ubertragungsfunktion Hr(f) des dquivalenten Tiefpasses

(5.30) erfiillt und S(f) mit St(f) durch die Beziehung (5.29) verkniipft ist.
Ein Vergleich mit Abb. 3.20 zeigt nun, dass St(f) im Durchlassbereich des
dquivalenten Tiefpasses Hr(f) niherungsweise durch das Spektrum Sc(f)
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der Sprungfunktion dargestellt werden kann. Diese Ndherung ist um so bes-
ser, je niedriger die Grenzfrequenz fa/2 des diquivalenten Tiefpasses bzgl. fo
ist. Es gilt also

St(f) ~ Se(f)
fiir fa < fo (5.48)

sT(t) ~e(t) .

Mit (5.46) ergibt sich dann als Antwort eines idealen Bandpasses mit der
dquivalenten Tiefpassimpulsantwort nach (5.31)
1 .
gr(t) = §[ST(t) * hp(t)] = e(t) * [fasi(mfat)]
und mit (5.14)
1 1 .
gr(t) = 3 + = Si(mfat) . (5.49)

Durch Einsetzen in (5.47) ist das Endergebnis
1 1.
g(t) =~ {2 + - Sl(wat)] cos(2m fot) . (5.50)

Abb. 5.21 zeigt das Ausgangssignal ¢(¢) des Bandpasses zusammen mit seiner
Hillkurve gr(t).

idealer
T sl |_BP

fy<<fy

-1

Abbildung 5.21. Reaktion g(t) eines idealen Bandpasses auf das eingeschaltete
cos-Signal

5.4.6 Realisierung von Bandpasssystemen durch Tiefpasssysteme

Die Darstellung eines Bandpasssystems durch aquivalente Tiefpassfunktio-
nen vereinfacht nicht nur den rechnerischen Umgang, sondern kann, wie im
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Folgenden gezeigt wird, auch schaltungstechnisch genutzt werden. Praktische
Anwendungen findet dieses Verfahren beispielsweise in der Empfiingertechnik
und der Messtechnik, sowie bei der Realisierung von Bandpass-Ubertragungs-
systemen mittels digitaler Signalverarbeitungsmethoden mit moglichst gerin-
ger Taktrate (Kap.8 und 10).

Die Ubertragung eines Bandpasssignals s(t) o—e S(f) mit der kom-
plexen Hiillkurve sr(t) tiber ein Bandpasssystem h(t) o—e H(f) mit der
dquivalenten Tiefpassimpulsantwort hr(t) wird durch (5.47) beschrieben.
Zerlegt man st(t) und hr(t) gemif (5.38) in Real- und Imaginirteil

sT(t) = sme(t) +jsmi(t)
hr(t) = hre(t) + jhri(t)

so erhélt man durch Einsetzen in (5.47) mit der Euler’schen Bezichung

g(t) = Re{%([STr(t) +Jsmi(O)] * [hre () + jhri(1)])
- [cos(2m fot) + jsin(2r fot)] }
1

= 5{[5Tr(t) * hre ()] — [s1i(t) * hri(t)]} cos(2m fot)

1 .
— 5{[5Ti(t) s hre (6)] + [s1e(2) * by (8)]} sin(27 fot) . (5.51)
Die vier Faltungsprodukte in (5.51) konnen nun in vier Tiefpéssen getrennt
gebildet werden, wenn es gelingt, das Eingangssignal in seine Quadraturkom-
ponenten sty(t) und sti(t) zu zerlegen. Hierzu wird s(¢) wie in (5.37) mit
cos- und sin-Funktionen der Trégerfrequenz fy multipliziert. Zunéichst wird

zur Erzeugung von sty (t) nur der Signalanteil s1(¢) im Frequenzbereich be-
trachtet:

s1(t) = s(t) . cos(2m fot)

f T O

Si(f) = [5S1(f — fo) +5S3(=f — fo)] *[36(f— fo) + 50(f + fo)]
= 150/ — 2fo) + Su() + {SH(—) + 355~ — 2)

Es soll nun vorausgesetzt werden, dass das Bandpasssystem bandbegrenzt ist
auf

H(fy=0 fir  |f]>2f
oder gleichbedeutend im Tiefpassbereich

He(f)=0 fir  |f] > fo. (5.53)
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Unter dieser kaum einschrénkenden Voraussetzung verschwinden die Terme
St(f —2fo) und S5 (—f —2fp) aus (5.52) am Ausgang der Tiefpésse, da sie
nur in den Bereichen | f| > fo von Null verschieden sein kénnen. Diese Zusam-
menhénge verdeutlicht Abb.5.22 am Beispiel des breitbandigen eingeschal-
teten cos-Signals aus Abb.5.20. Das Fourier-Spektrum des noch fehlenden

LSt (-t-2) P Slf-2f)
/ARe ™ ARe
% G 2,
Iim ','

Abbildung 5.22. Die Terme St(f—2fo) und ST(—f —2fo) aus (5.52) am Beispiel
des eingeschalteten cos-Signals
Anteils §;(t) aus (5.37) ergibt sich mit (3.112) wie folgt:

[s(t) * =] : sin(27 fot)

T A

Si(f) = [—1S0(f = fo) +4S5(=f = fo)] *[=46(f— fo) + £6(f + fo)]
=~ 50(F ~ 2fo) + 1Se(f) + {SH(=F) ~ 15~ ~ 2h).

Man erkennt, dass die nach der Bandbegrenzung durch den Tiefpass verblei-
benden Anteile von s1(¢) und §;(t) iibereinstimmen, so dass die Erzeugung
des zweiten Signals unter der oben genannten Voraussetzung eines bei 2 f
sperrenden Bandpasssystem gar nicht mehr notwendig ist. Fiir die Summe
der in (5.52) verbleibenden Terme gilt nach Riicktransformation in den Zeit-
bereich mit (3.60)

Sr(f)+ 1 S1(=f)

IS

st(t)+ 5 sp(t) =5 Re{st(t)} = Lsme(t) .

=

=

In gleichartiger Rechnung liefert das Produkt sa(t) = —s(t) sin(27 fot) un-
ter der genannten Voraussetzung der Bandbegrenzung die Quadraturkompo-
nente sti(t)/2 (s. Aufgabe 5.15). Abb. 5.23 zeigt ein System, mit dem die
besprochenen Operationen ausgefithrt werden konnen. Zur Wirkungsweise:
Zunichst werden durch Multiplikation des Eingangssignals s(¢) mit cos- und
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1
{t) > (strhr
— X =L hre(t) 2 grelt) < —
cosanotLh @ cos 2 fot
Ti
s(t) C> '%(ST.*hn) :E_g(i)
o—e A
1
5(stxhy;)
_ 2 PTrETI
-sin2nf,t[ ) -sin2mfyt
] >< 0 +—hrlt) ] grilt) X
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TP-Filter

Abbildung 5.23. Realisierung eines Bandpasssystems im Tiefpassbereich (Qua-
draturschaltung)

sin-Signal die Produktsignale s1(¢) und s2(t) erzeugt, die im Bereich |f| < fo
die Quadraturkomponenten st(¢) und s1i(t) des Eingangssignals enthalten.
Die vier Tiefpassfilter mit den Impulsantworten h1y(t) und 4hri(t) bilden
dann, wenn (5.53) erfiillt ist, zusammen mit den Addierern die Quadra-
turkomponenten g1 (t) und gri(t) des Ausgangssignals. Das Ausgangssignal
selbst entsteht schlieflich entsprechend (5.39) durch Multiplikation mit cos-
und sin-Signal als

g(t) = gme(t) cos(2m fot) — gri(¢) sin(27 fot) .

Dieses Bandpasssystem ist fiir beliebige Eingangssignale dquivalent zu ei-
nem beispielsweise aus passiven Bauelementen aufgebauten Bandpass glei-
cher Ubertragungsfunktion. Die komplexe Impulsantwort des dquivalenten
Tiefpasssystems wird hier also geméf (1.41) in 4 getrennten Tiefpassfiltern
mit den jeweiligen Impulsantworten hr.(¢) und hri(t) physikalisch realisiert.
Ein praktischer Vorteil dieses Bandpasssystems liegt darin, dass die Mitten-
frequenz durch Andern der Oszillatorfrequenz fy in weiten Bereichen ver-
schoben werden kann.

Aus den Quadraturkomponenten gt (¢) und gri(¢) kann nach (5.40) mit
zwei Quadrierern auch das Quadrat der Einhiillenden von ¢(¢) und durch
eine nachfolgende Wurzeloperation die Einhiillende selbst gewonnen werden.
Abb. 5.24 zeigt die zugehorige Schaltung. Zur Vereinfachung wurde in dieser
Schaltung weiter angenommen, dass H(f) ein symmetrisches Bandpasssys-
tem ist, so dass mit hri(t) = 0 die in den Kreuzzweigen liegenden Tiefpésse
wegfallen. Mit Hilfe der hier vorgestellten Darstellungsweise von Bandpass-
signalen und -systemen ist es auch einfach mdoglich, ein Abtasttheorem fiir
Bandpasssignale aufzustellen. Es sei s(¢) ein Bandpasssignal der Bandbrei-
te fa. Dieses Signal kann verzerrungsfrei durch einen idealen Bandpass iiber-
tragen werden, der den gleichen Frequenzbereich iiberdeckt, also mindestens
die Bandbreite fa hat. Realisiert man diesen idealen Bandpass durch die
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grelt) gre 2 ()
— % hrelt) f——g e X =
cos 2mnfpt / 2
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Abbildung 5.24. Realisierung eines symmetrischen Bandpasssystems mit Bildung
der Einhiillenden des Ausgangssignals

Schaltung nach Abb.5.23 und wahlt als Trégerfrequenz fy die Mittenfre-
quenz, dann wird der ideale Bandpass symmetrisch und die beiden verblei-
benden Filter mit der Impulsantwort A, (t) sind nach (5.31) ideale Tiefpésse
der Grenzfrequenz fa/2. Diese Tiefpésse konnen nach der Aussage des Ab-
tasttheorems durch dquivalente Abtastsysteme (Abb. 4.7) ersetzt werden. Das
sich ergebende Bandpass-Abtastsystem zeigt Abb.5.25. In diesem Abtast-

T=1/1,
—~ X 1P |— TP |
X sr(t) & srlt) X
2 \Y) fal2
cos 2ot cos 2nfot
slt t
O Qv P
-sin2mnfyt T=1/f, -sin2nfot
S N . L e L=
X siilt) 6 srilt) X
fal2 a2
\ /

V
aquivalent zu Tiefpasssystemen

Abbildung 5.25. Darstellung eines Bandpasssignals s(¢) durch die Abtastwer-
te der zugeordneten Quadratursignale und Riickgewinnung von s(¢) aus den Ab-
tastwerten (Schaltung ohne Beriicksichtigung konstanter Verstirkungsfaktoren, vgl.
Abb. 4.7)

theorem fiir Bandpasssignale werden also die beiden Quadratursignale durch
je eine Folge von Abtastwerten mit der Abtastrate fa dargestellt. Die Ab-
tastfolgen werden dann wieder durch Tiefpésse zu den Quadratursignalen
interpoliert, aus diesen kann das urspriingliche Bandpasssignal s(t) fehlerfrei
rekonstruiert werden. Formuliert man das Abtasttheorem entsprechend (4.8)
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nach Zerlegung des Bandpasssignals in seine Quadraturkomponenten (5.39),
so gilt

oo

sty =3 {sﬁ(nT) i <7rt _T”Tﬂ cos(27 fot)

n=—oo

o0

-3 [sTi(nT)si (H‘T”Tﬂsm(gﬂfot) fir T=1/fa .

n=—oo

(5.54)

Die Gesamtzahl von notwendigen Abtastwerten pro Zeiteinheit ist also mit
2fa genauso gro} wie fiir ein Tiefpasssignal der Grenzfrequenz fa (Aufga-
be 5.17), d.h. doppelt so grofl wie die Bandbreite des reellwertigen Signals.

Anmerkung: Einen Sonderfall stellen symmetrische Bandpasssignale dar, bei
denen das dquivalente Tiefpasssignal rein reellwertig ist'®. Hier braucht also
nur sT.(¢) mit der Rate fa abgetastet zu werden, d.h. es entsteht eine An-
zahl von Abtastwerten pro Zeiteinheit, die exakt der Bandbreite des Signals
entspricht. Man beachte jedoch, dass bei diesen Signalen die gesamte Infor-
mation bereits in einem der beiden Seitenbinder jeweils mit Breite fa/2,
$U(t) bei fo — fa/2 < f < fo oder s°(t) bei fo < f < fo + fa/2 enthal-
ten und das jeweils andere Seitenband auf Grund der Symmetrie redundant
ist. Ein komplexwertiges aquivalentes Tiefpasssignal konnte z.B. fiir des obere
Seitenband-Signal s°(t) beziiglich der Mittenfrequenz fo+ fa/4 gebildet wer-
den, und besitzt dann Grenzfrequenzen bei +f4 /4. Die gesamte Abtastrate
fiir Real- und Imaginirteile bliebe dann immer noch 2 - fo/2 = fa. Alter-
nativ konnte das zum oberen Seitenband-Signal dquivalente Tiefpass-Signal
s%.(t) beziiglich der Frequenz fy an der unteren Bandgrenze gebildet werden.
Das Tiefpasssignal besitzt dann ein Spektrum S.(f) = 0 fiir f < 0 und ist
mit der analytischen Komponente sty (t) des zum urspriinglichen symme-
trischen Bandpasssignal gehorenden dquivalenten Tiefpasssignals identisch.
Zwar konnen fiir dieses Signal die Real- und Imaginérteile ebenfalls noch se-
parat mit fa/2 abgetastet, jedoch nur gemeinsam rekonstruiert werden (Auf-
gabe 5.26¢). Da der Realteil gemif (3.108) dem reellwertigen fquivalenten
Tiefpasssignal beziiglich fy des urspriinglichen symmetrischen Bandpasssig-
nals entspricht, kann er auch allein aliasfrei mit fn abgetastet und dar-
aus je nach verwendetem Rekonstruktionsfilter entweder das dem Einsei-
tenbandsignal oder das dem symmetrischen Bandpasssignal entsprechende
dquivalente Tiefpasssignal rekonstruiert werden (Aufgabe 5.26d). In jedem
dieser Fille ergibt sich die Gesamtanzahl notwendiger Abtastwerte je Zeitein-
heit zu fa, was dem Doppelten der Bandbreite des Seitenbandes, bzw. der ein-
fachen Bandbreite des symmetrischen Zweiseitenbandsignals entspricht. Diese

13 Dies wird hier fiir kosinus-modulierte Bandpasssignale gezeigt, jedoch lisst sich
dieselbe Betrachtung auf sinus-modulierte Signale mit rein imagindrwertigem
dquivalentem Tiefpass-Signal st(t) = jsTi(t) anwenden.
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Uberlegungen zeigen, dass im Zuge der Abtastung und Rekonstruktion sym-
metrischer Bandpasssignale je nach Bedarf die Einseitenband- oder die sym-
metrische Zweiseitenband-Darstellung verarbeitet bzw. erzeugt werden kann.
In Hinblick auf die Ubertragung ist jedoch in der Regel die Einseitenband-
Darstellung zu bevorzugen, da sie den geringeren Bandbreitebedarf besitzt
(vgl. auch Abschn. 10.1.5).

Angewandt wird das Abtasttheorem fiir Bandpasssignale bei deren zeit-
diskreter (digitaler) Verarbeitung, die sich in der Regel 6konomischer nach
vorheriger Transformation in das dquivalente Tiefpasssignal durchfithren
ldsst, da sich hierdurch die Anzahl der pro Zeiteinheit zu verarbeitenden
Abtastwerte auf das notwendige Minimum reduzieren ldsst.

5.4.7 Phasen- und Gruppenlaufzeit

Ein Bandpasssystem H (f) mit rechteckformiger Betragsiibertragungsfunktion
der Bandbreite fa besitze einen schwach nichtlinearen Phasenverlauf o(f)
(Abb. 5.26a). Diese Phase wird dann im Durchlassbereich geniigend genau
durch die ersten Glieder einer Taylor-Reihenentwicklung ¢, (f) um die Fre-
quenz fy beschrieben

o) =~ ol ) = 0lfo) + (7 = fo)- <O“§§;f)| ) , (5.55)
f=fo
oder im #dquivalenten Tiefpassbereich (Abb. 5.26Db)
par(f) = o(fo) + 1 (dﬁif)] ) . (5.56)
f=fo

Mit den Ausdriicken fiir Phasenlaufzeit'® ¢, = ¢,(fy) nach (5.6) und Grup-
penlaufzeit ¢4 = t4(fo) nach (5.7) lidsst sich auch schreiben

oar(f) = =27 fot, — 27 ft, (5.57)

dann ergibt sich die dquivalente Tiefpassiibertragungsfunktion zu (Abb. 5.26b)

Hry(f) = 2rect <f> eI fotp+2mfig) (5.58)
fa
Weiter erhilt man mit (5.46) und (5.58) als Antwort auf ein Signal s(t)
innerhalb des Frequenzbereiches des Bandpasses ein Ausgangssignal ¢(t) mit
dem Hiillkurvenspektrum

4 Die Phasenlaufzeit ist vieldeutig, da gemif (1.22) zu ¢(fo) beliebige ganzzahlige
Vielfache von 27 addiert werden diirfen.



5.4 Bandpasssysteme und Bandpasssignale 193

Gr(f) = %ST(f)HT(f) — Sp(f) e I2r oty o=i2nits

komplexe Konstante

Damit lautet die Hiillkurve am Ausgang nach inverser Fourier-Transformation

gr(t) = sp(t — tg)e I2mlote (5.59)
Mit (5.33) erhiilt man als Ausgangssignal schlielich
g(t) = Re{sp(t — tg)ed2™folt=to)y (5.60)

Die Hiillkurve des Eingangssignals wird also um die Gruppenlaufzeit t4
verzogert, das Trégersignal um die Phasenlaufzeit ¢, (Abb. 5.27). Bei stérker
nichtlinearem Phasenverlauf oder bei breitbandigeren Eingangssignalen im
Bandpass- oder auch Tiefpassbereich gelten die gleichen Uberlegungen, wenn
zuvor das Eingangssignal in hinreichend schmale Bandpasssignale (,,Fre-
quenzgruppen’) aufgeteilt wird. Phasen- und Gruppenlaufzeiten sind dann
Funktionen der Frequenz. FEine verzerrungsfreie, nur das gesamte Signal

a) b) Hr(f)

!

[HIf)] IHT(fll
fa l-
0

-fo 0 fo f—
@ l(fo) \ olfo)
= olf) orlf)

‘ouT(f)

~
Walf)

Abbildung 5.26. a Bandpass mit schwach nichtlinearer Phase ¢(f) und b
dquivalenter Tiefpass beziiglich fo

verzdgernde Ubertragung setzt folglich gleiche, frequenzunabhingige Werte
fiir Phasen- und Gruppenlaufzeit voraus. Mit (5.6) und (5.7) folgt dann

b= t, - £U0) _ delf) . (5.61)

fo df lr=p
Diese Bedingung ist erfiillt, wenn in Abb. 5.26a die approximierende Phasen-
gerade ¢, (f) in ihrer Verlingerung die Ordinate f = 0 bei Null oder, wegen
der Vieldeutigkeit der Phasenlaufzeit, bei ganzzahligen Vielfachen von 27
schneidet.

Den Einfluss von Gruppenlaufzeitverzerrungen auf das Einschwingverhal-
ten von Tiefpéssen zeigt Abb. 5.28. Das Uberschwingen wird stark unsymme-
trisch, wenn die Verdnderung der Gruppenlaufzeit etwa die Grofle der Ein-
schwingzeit erreicht. Steigt die Laufzeit mit der Frequenz, so verstéirkt sich
das Uberschwingen am Ende des Einschwingvorganges und wird héherfre-
quent, bei fallendem Laufzeitverhalten zeigt sich die umgekehrte Tendenz.
Entsprechende Aussagen gelten fiir Bandpasssysteme (Aufgabe 5.20).
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s(t)f

g(t)’ —~ =

thelt)

Y VA
b\ ©

Abbildung 5.28. Tiefpasssystem mit Laufzeitverzerrungen.
a Ubertragungsfunktion, b Impuls- und ¢ Sprungantwort

5.4.8 Zeitdiskrete Bandpass- und Hochpasssysteme

Aus der Ubertragungsfunktion eines zeitdiskreten Tiefpasses erhilt man
durch Frequenzverschiebungen zeitdiskrete Bandpass- oder Hochpasssyste-
me. Abb. 5.29 zeigt dies fiir die idealen Systeme. Diese Tiefpass-Bandpass-

al tHorplf) |
] T ]
_l1 0 1 T
nn i nn
1 -'foo fg 1:f0:| ' F
' Happlf '
SRR
4 1 0 R 37
2 fo=3 5

Abbildung 5.29. Ideale zeitdiskrete Systeme. a Tiefpass, b Bandpass und ¢ Hoch-
pass
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Transformation lisst sich als Faltung der Tiefpass-Ubertragungsfunktion mit
Grenzfrequenz f, mittels eines Dirac-Impulspaares beschreiben:

Happ(f) = Hare (f) * [6(f + fo) + 6(f = fo)]

I (5.62)

haBp(n) = han(n) . QCOS(QWfon) (fur fg,TP < f() < % — fg,TP) .

Diese anschauliche Beziehung ist allerdings nur giiltig fiir Systeme, bei de-
nen die dquivalente Tiefpass-Impulsantwort reellwertig ist. Fiir die allgemei-
ne Definition gilt analog zu (5.29), jedoch im Unterschied zu (5.30) mit einer
zusétzlichen Bedingung zur Vermeidung von Frequenziiberlappungen jenseits

der halben Abtastfrequenz f = 1

1

H.pp(f) = %HaTP(f — fo) + B atp(—f = fo)

(5.63)
happ (1) = Re{harp (n)el* o}

mit Han(f) =0 fir f < —fo und f > % — fO .

Der Hochpass mit reellwertiger Impulsantwort entspricht einem Tiefpass mit
einer zu fo = 1/2 verschobenen Ubertragungsfunktion. Mit cos(27 fon) =
cos(mn) = (—1)" folgt dann h,pp(n) = (—1)"harp(n). Damit erhilt man
also sowohl die Bandpass-, als auch die Hochpass-Impulsantworten unmittel-
bar aus den zugehorigen Tiefpass-Impulsantworten. Fiir die zeitdiskrete bzw.
digitale Realisierung besonders schmalbandiger analoger Bandpisse bietet
sich alternativ die Schaltung nach Abb.5.25 an. Hier sind dann die beiden
Tiefpésse rechts von den Abtastern als zeitdiskrete Tiefpisse auszufiihren.

5.5 Zusammenfassung

Die in diesem Kapitel angestellten Betrachtungen iiber Tiefpass- und Band-
passsysteme gingen jeweils von einem idealen System im Sinn der Sy-
stemtheorie aus. Der Zusammenhang zwischen den diskutierten Impuls- und
Sprungantworten dieser idealen Systeme soll in Abb. 5.30 noch einmal ver-
deutlicht werden. Es zeigte sich weiter, dass Bandpasssysteme vorteilhaft
durch dquivalente Tiefpasssysteme beschrieben werden kéonnen und dass die-
se Schreibweise allgemein zur komplexen Signaldarstellung fiihrt. Ein Band-
passsignal s(¢) und seine Fourier-Transformierte S(f) stehen dabei mit der
komplexen Hiillkurve s7(t) des dquivalenten Tiefpasssignals und ihrem Spek-
trum St(f) in dem Zusammenhang
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1 m -

idealer Tiefpass

S s Y

-fo 0 fp

idealer Bandpass

Abbildung 5.30. Vergleich von Tiefpass- und Bandpasssystem, wobei der Tiefpass
mit dem &quivalenten Tiefpass des Bandpasssystems identisch ist

s(t) = Refsn (1077} 0—e 8(f) = 381(f ~ fo) + 555(~F ~ fo).
Fiir diese komplexe Signaldarstellung konnte eine schaltungstechnisch an-
schauliche Deutung als zweikanalige Bildung der Quadraturkomponenten des
Signals gegeben werden, die spéter auch die Grundlage wichtiger Bandpass-
Ubertragungsverfahren bilden wird.

Mit diesem Kapitel schliefit die Betrachtung ausschlielich determinierter
Signale ab und wendet sich den Methoden zur Beschreibung und Verarbeitung
von Zufallssignalen zu.
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5.6 Anhang: Integration von si(wx)

Tabelle 5.1. Die Funktion si(rz) und ihr Integral (Hélzler und Holzwarth, 1982)

T T T T T LA N S A S B B S B s 8
10 C 1,0895 —4 _
3 \‘;
C 4 T 1,0331 N ]
C 0,9514 0,9750 T
0,8 X -
_/ 0,6366 \/;I(JZE)dE=T+-iS|(nx) ]
- ( -0 ﬁ
s \
04 \/ ]
= sin(1x) _ gi (yrx) B
0,2 0,1284
L 0,0709|
i | —
0 1,4303 i 3,4709 !
L 2,4590 ; 4,474
B -0,0913 ]
-02 v Ly -0 2172 T SRR BT R T N A A i
0 05 1,0 15 2,0 25 3,0 35 4,0 45 x

5.7 Aufgaben

5.1 Berechnen Sie die Antwort g(¢) eines idealen Tiefpassfilters der Grenz-
frequenz f, auf das Signal s(t) = rect(t). Skizzieren Sie g(t) fir f; = 1,2,10.
5.2 In Aufgabe 5.1 werde als Signal die periodische Rechteckfunktion aus
Aufgabe 4.7 mit 77 = 1/2 und T» = 3 angenommen. Skizzieren Sie eben-
falls g(t).

5.3 Berechnen und skizzieren Sie die Impuls- und Sprungantwort eines idea-
len Hochpassfilters mit der Ubertragungsfunktion H(f) = 1 — rect[f/(2fs)]-
Skizzieren Sie eine Schaltung, mit der aus einem Tiefpass ein Hochpass ge-
bildet werden kann.

5.4 Ein Rechteckimpuls der Breite ¢y wird zur Messung der Impulsantwort
eines Tiefpasses der Grenzfrequenz f, = 4kHz benutzt. Wie grofi darf ¢,
hochstens sein, damit im Ubertragungsbereich des Tiefpasses das Betrags-
spektrum des Impulses um weniger als 1% abfillt? Wie grofi darf unter glei-
chen Bedingungen die Fuflbreite eines Dreieckimpulses hochstens werden?
5.5 Ein Butterworth-Tiefpass mit n energiespeichernden Elementen (In-
duktivititen und Kapazititen) hat die Ubertragungsfunktion

[H(f)] =1/v/1+(f/fo)* .
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a) Wie grof} ist das Dampfungsmaf bei der ,,Grenzfrequenz“ fo?

b) Skizzieren Sie |H(f)] tiir die Filtergrade n = 1,2 und fiir n — oo.

c¢) Fiir welches n und fj ergibt sich die Betragsiibertragungsfunktion der RC-
Schaltung?

d) Welcher Filtergrad n ist notwendig, damit das Dampfungsmaf a(f) im
Bereich |f| < 0,8y weniger als 1dB ansteigt?

5.6 Berechnen und skizzieren Sie die Impulsantwort eines Tiefpasses endli-
cher Flankensteilheit wie in Abb. 5.31.
Hinweis: H(f) als Faltungsprodukt von rect-Funktionen darstellen.

Hif)}
1

1 1
' '
' '
! |

0 —

-fz -f1 f1 f2 f

Abbildung 5.31. Zu Aufgabe 5.6

5.7 Berechnen und skizzieren Sie Impulsantwort, Ubertragungsfunktion
und Dampfungsmafl des Systems in Abb. 5.32 (, Kammfilter*).

(s, 4 +
L T
/

ideales Laufzeitsystem

Abbildung 5.32. Zu Aufgabe 5.7

5.8 Berechnen Sie die Echoamplituden h(nT) der Ubertragungsfunktion

= (s omif) ()

Skizzieren Sie H(f).

5.9 Ein Ubertragungssystem ist durch die Echoamplituden h(—T) = —0,5;
h(0) = 1; h(T) = 40,5 gekennzeichnet. Berechnen und skizzieren Sie h(t)
sowie H(f) nach Betrag und Phase.

5.10 Betrachtet wird ein Pulsformfilter.

a) Berechnen Sie die Echoamplitude a in Abb. 5.10 so, dass die Steigungen
von ho(t) und hq(t) zur Zeit t = 2T entgegengesetzt gleich sind.
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b) Mit welcher Zeitfunktion s(¢) muss ein idealer Tiefpass angeregt werden,
damit an seinem Ausgang ein Formimpuls nach Abb.5.11 erscheint?

5.11 Berechnen und skizzieren Sie Impulsantwort und Ubertragungsfunktion
eines Bandpasssystems mit der &quivalenten Tiefpassimpulsantwort
hr(t) = jsi(nt) fiir fo = 10.

5.12 Berechnen und skizzieren Sie hr(t) und Hr(f) eines idealen Band-
passsystems, wenn die Trégerfrequenz fy gleich der oberen Grenzfrequenz
des Systems gesetzt wird. Berechnen Sie h(t) aus hp(t).

5.13 Berechnen und skizzieren Sie ein Bandpasssignal und seine Fourier-
Transformierte mit

s1(t) = rect (;) und fo=100/T .

5.14 Zeigen Sie, dass die Fourier-Transformierte der analytischen Kompo-
nente des Bandpasssignals s (t) = s7(t) exp(j27 fot) auf den positiven Fre-
quenzbereich beschriankt ist. Zeigen Sie weiter, dass Real- und Imaginérteil
der analytischen Komponente durch die Hilbert-Transformation (vgl. Ab-
schn. 3.9) verkniipft sind.

5.15 Zeigen Sie, dass im unteren Zweig von Abb.5.23 die Quadraturkom-
ponente sti(t)/2 gebildet wird.

5.16 Zeichnen Sie eine Schaltung nach Abb.5.23, die ein ideales Band-
passsystem darstellt.

5.17 Zeigen Sie, dass das Bandpassabtasttheorem (5.54) fiir fo = 0 in das
Tiefpassabtasttheorem iibergeht.

5.18 Berechnen Sie den Betrag der komplexen Hiillkurve der Summe zweier
Bandpasssignale gleicher Tragerfrequenz als Funktion von Betrag und Phase
der einzelnen komplexen Hiillkurven.

5.19 Zeigen Sie, dass die Schaltung eines symmetrischen Bandpasssystems
mit Bildung der Einhiillenden (Abb. 5.33) dquivalent zur Schaltung Abb. 5.24
ist. Die Aquivalenz gilt nicht im Inneren der Schaltung, da g 2(¢) Bandpasssig-

g1(t)

hy(t) = by, (t)cos(2nfyt) *O—L
s(t) lgr(t)]

NCHORECION mannd

ha(t) = h, (t)sin(2nfot)

g2(t)
Abbildung 5.33. Zu Aufgabe 5.19
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nale, dagegen in Abb.5.24 g1y i(t) Tiefpasssignale sind. Zeigen Sie, dass aber
zur Zeit t = 0 gilt g1(0) = g1 (0) und ¢2(0) = g1i(0).

5.20 Berechnen und skizzieren Sie die Impulsantwort und den Betrag der
Ubertragungsfunktion eines kausalen, linearphasigen Bandpasssystems, wel-
ches einen idealen BP annihert. Verwenden Sie das Verfahren nach 5.2.1c.
Es sei fo > fa.

5.21 Ein Tiefpasssignal s(t) der Grenzfrequenz f, wird quadriert. Wie
veréndert sich die Grenzfrequenz? Wie ist das Ergebnis fiir s™(¢)?
Skizzieren Sie das Spektrum eines quadrierten idealen Bandpasssignals.

5.22 Skizzieren Sie die Impulsantwort eines zeitdiskreten, idealen Hoch-
passfilters.

5.23 Der ideale Differentiator hat nach (3.66) die Ubertragungsfunktion
H(f) = j2rf. Ein zeitdiskretes System soll diese Ubertragungsfunktion im
Bereich | f| < 1/2 moglichst gut anndhern.

a) Skizzieren Sie die Ubertragungsfunktion H,(f) des idealen zeitdiskreten
Differentiators.
b) Zeigen Sie, dass die Impulsantwort des Filters lautet

h(n) = (-1)"/n fiir n#0.

Welchen Wert muss 2(0) annehmen?
¢) Eine einfache Niherung an die Impulsantwort h(n) lautet

1 1
ho(n) = =d6(n+1) — =d(n—1) .
2 2
Skizzieren Sie die zugehorige Ubertragungsfunktion.

5.24 Als Ma#B fiir den Realisierungsaufwand eines diskreten Tiefpasses die-
ne die Anzahl der diskreten Werte zwischen Hauptmaximum und dem ersten
benachbarten Nulldurchgang der Impulsantwort. Wie grof§ ist diese Anzahl
fiir einen idealen Tiefpass mit der Abtastrate r = 10 kHz und den Grenzfre-
quenzen a) fy = 1kHz; b) f, = 50 Hz?

5.25 Ein zeitdiskreter Tiefpass der Grenzfrequenz f, lésst sich in folgender
Schaltung (Abb. 5.34, sog. Oversampling-System) zur Filterung zeitkontinu-
ierlicher Signale s(t) verwenden: Die analogen Tiefpésse T'Pa p scien Filter

s(t) nT o
o zeitdiskreter
> TPa °s idealer TP TP [—

Abbildung 5.34. Zeitdiskrete Filterung analoger Signale

endlicher Flankensteilheit wie in Abb. 5.31. In welchen Bereichen diirfen sich
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ihre Grenzfrequenzen f; und f; bewegen, damit keine Aliasstérungen inner-
halb der durch den zeitdiskreten Tiefpass belassenen Signalbandbreite ent-
stehen?

Skizzieren Sie die Spektren und Ubertragungsfunktionen an allen Stellen der
Schaltung fiir ein breitbandiges Eingangssignal der Grenzfrequenz > 100 Hz,
wobei fy = 10Hz und r = 1/T = 100 Hz gewihlt werden.

5.26  Aus einem Bandpasssignal s(¢) mit S(f) = A(f)*[0(f— fo)+0(f+ fo)]
wird das obere Seitenbandsignal s°(t) gebildet, dessen Spektrum S°(f) nur
im Frequenzbereich fo < f < fo + % ungleich Null ist.

a) Bestimmen Sie fiir das obere Seitenband das dquivalente Tiefpasssignal
s%3.(t) beziiglich fo.

b) Skizzieren Sie die Fourier-Spektren von s$.(¢), s3,(t) und s%;(¢).

c) Skizzieren Sie die Fourier-Spektren von s ,(t), s, ,(t) und s9; , () nach
Abtastung mit einer Rate r = % Zeigen Sie, dass eine separate Re-
konstruktion von s$, () und s$,(¢) nicht méglich ist. Geben Sie die Uber-
tragungsfunktion eines komplexwertigen Filters an, mit dem jedoch s3.(t)
rekonstruiert werden kann. Skizzieren Sie eine Schaltung zur Rekonstruk-
tion von s°(t).

d) Konnen bei Abtastung nur von s, () mit r = 1 sowohl das Einseitenband-

Signal s°(t) als auch das urspriingliche Signal s(t) wiedergewonnen wer-
den?



6. Korrelationsfunktionen determinierter
Signale

Das Konzept der Korrelation ist von grundlegender Bedeutung fiir die
Nachrichtentechnik. In allen Korrelationsverfahren wird ein Maf fir die
Ahnlichkeit zweier Signale berechnet. Auf diesem Ahnlichkeitsvergleich lassen
sich sowohl wichtige Empfangsverfahren als auch Methoden zur mathemati-
schen Signalanalyse und Synthese aufbauen.

In diesem Kapitel wird die Korrelationsfunktion determinierter, reeller
Signale behandelt und zur Faltung und Fourier-Transformation in Bezug
gesetzt. Spéteren Kapiteln ist die Erweiterung des Korrelationsbegriffs auf
zufiillige Signale und die Anwendung von Korrelationsverfahren in der Emp-
fangstechnik vorbehalten. Die Definition der Korrelation ist sehr eng mit
der Definition der Energie oder Leistung von Signalen und ihrer Berech-
nung bei gefilterten Signalen verkniipft. Daher werden zunéchst diese Begriffe
erlautert.

6.1 Energie und Leistung von Signalen

Liegt an einem Ohm’schen Widerstand R die Spannung u(t), so betrigt die
elektrische Energie, die innerhalb des Zeitabschnittes (¢1;¢2) im Widerstand
in Wérmeenergie umgewandelt wird,

Eq = E/uQ(t)dt. (6.1)

Entsprechend wird in der Systemtheorie verallgemeinernd der Ausdruck

to

Es = / s2(t)dt (6.2)

t1

als Signalenergie des reellwertigen Signals s(t) im Zeitabschnitt (t1;t2) be-
zeichnet. Beide Energiedefinitionen ergeben den gleichen Zahlenwert, wenn
s(t) als ein auf 1V normierter Spannungsverlauf an einem Widerstand von
R =19 liegt.

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Ein Signal s(¢) heit Energiesignal, wenn seine Gesamtenergie endlich ist,
wenn also gilt!

+oo
B, = / Is(£)[2dt < oo . (6.3)

Viele wichtige Signale haben keine endliche Gesamtenergie, z. B. alle periodi-
schen Signale, die Sprungfunktion oder die spéter zu besprechenden, zeitlich
nicht begrenzten Zufallssignale. Fiir diese Signale kann eine endliche Leistung
als mittlere Energie pro Zeitintervall definiert werden

C i 2
Ly, = lim 2T/|s(t)| dt . (6.4)

Signale mit 0 < Lg < oo werden Leistungssignale genannt. Fiir Signale mit
Dirac-Impulsen sind Energie oder Leistung nicht definiert.

6.2 Impulskorrelationsfunktion fiir Energiesignale

Ausgangspunkt fiir die Definition eines AhnlichkeitsmaBes zwischen zwei Sig-
nalen s(t) und g¢(t) ist ihre Differenz A(t) = s(t) — g(¢). Sind s(t) und g(t)
Energiesignale, dann ist auch A(¢) ein Energiesignal und seine Energie kann
als Ma$B fiir die Abweichung benutzt werden?

Ba= [ Is(t) - glo)a
_ / () 2dt + / \g(t)\zdt—/s*(t)g(t)dt— /g*(t)s(t)dt.

(6.5)

Um dieses Mafl von der absoluten Amplitude oder Energie der verglichenen
Signale unabhéngig zu machen, werden die Signale in einem weiteren Schritt

! Die folgenden Definitionen gelten allgemein sowohl fiir reellwertige Signale
(|s(t)|* = s%(t)), als auch fiir komplexwertige Signale (|s(t)|* = s*(t)s(t)). Auch
komplexwertige Signale besitzen also eine reellwertige Energie bzw. Leistung.

2 Die so als Mafizahl definierte mittlere quadratische Abweichung ist mathematisch
gut zu handhaben, insbesondere weil sich bei Differentiation hieraus lineare Be-
ziehungen ergeben. Sie beriicksichtigt grofiere Abweichungen iiberproportional
stark. Andere Mafle, wie z.B. der Mittelwert iiber dem Betrag der Differenz
werden wegen ihrer mathematischen Unhandlichkeit bei analytischen Optimie-
rungen seltener benutzt.
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so normiert, dass ihre Energien E und E den Wert 1 annehmen; dann wird

aus (6.5) mit s, (¢) = s(t)/v/Es und gy (t /\/7

T s (D)g(t)dt
Eap = / lsp(t) — gp(t)]?dt =2 —2Re{ ————o b . (6.6)

VESE,

Mit diesem normierten Abweichungsmaf wird dann als Ahnlichkeitsmaf der
normierte Korrelationskoeffizient fiir Energiesignale?® definiert als der in (6.6)
rechts in der Klammer stehende Ausdruck

o0

[ s*(t)g(t)dt

— 00

B _ — [,ET1"
psg - \/ETE!] [pgs] :

(6.7)

Anmerkung: Dieser normierte Korrelationskoeffizient bemisst die Ahnlichkeit
zwischen zwei Energiesignalen s(¢) und ¢g(¢) mit einer Zahl, die vom Betrag
her kleiner als 1 ist. Der Wert +1 fiir groBte Ahnlichkeit ergibt sich einmal
bei gleichen Signalen

Pl =1 fir  s(t)=g(t),

aber auf Grund der Normierung auch bei &hnlichen Signalen, die durch Mul-
tiplikation mit einem positiven, reellen Faktor auseinander hervorgehen (Auf-
gabe 6.1)

pfg =1 fir s(t)=uag(t), a positiv, reell. (6.8)

Der Wert —1 fiir grofite ,,Undhnlichkeit* in dem hier definierten Sinn gilt
fiir s(t) = —g(t) oder allgemeiner

pEg =—1 fir s(t)=—ag(t), a positiv, reell. (6.9)
Schlieflich erhélt man nach (6.7)

Phy =Py =0 filr / s*(t)g(t)dt = / g (t)s(t)dt = 0. (6.10)

Signale mit dieser Eigenschaft werden orthogonal genannt. Bei Orthogona-
litdt besteht keine lineare Abhéngigkeit zwischen den Amplitudenwerten der

3 Der Begriff der Korrelation ist in seiner eigentlichen Bedeutung ein Maf der Sta-
tistik (Kap.7). Um zu kennzeichnen, dass der Korrelationskoeffizient in diesem
Kapitel in einem eingeschrénkten Sinn fiir determinierte Energiesignale definiert
ist, wird der Hochindex E in pEQ gesetzt. Im weiteren werden diese Grofien in
Zweifelsfallen Impulskorrelation bzw. Impulskorrelationsfunktion genannt.
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beiden unverschobenen Signalfunktionen, insofern ist dies der eigentliche Fall
der grofiten Unédhnlichkeit.

In der Definition des Korrelationskoeffizienten wird eine feste zeitliche
Lage der verglichenen Signale zueinander angenommen. Werden die Signale
gegeneinander auf der Zeitachse verschoben, so wird sich auch ihr Korrela-
tionskoeffizient verédndern. Diese Abhéngigkeit des Korrelationskoeffizienten
von einer Signalverschiebung wird durch die normierte Korrelationsfunktion
beschrieben. Es gilt also fiir die Ahnlichkeit zwischen dem Signal s(t) und
dem verschobenen Signal ¢(¢ + 7) die normierte Korrelationsfunktion (fiir
Energiesignale ist auch die Bezeichnung normierte Impulskorrelationsfunkti-
on gebriuchlich)

(o]

[ s*(t)g(t+ 7)dt

E —o0
Psg(T) =

9 VESE,

Ist s(t) = g(t), so wird dieser Ausdruck auch normierte Autokorrelationsfunk-

tion pZ, () genannt und zur Unterscheidung im allgemeinen Fall verschiede-
ner Funktionen normierte Kreuzkorrelationsfunktion.

(6.11)

6.3 Korrelationsprodukt und Faltungsprodukt

Die in (6.11) im Z&hler stehende unnormierte Korrelationsfunktion reellwer-
tiger Signale heifit im Folgenden kurz Korrelationsfunktion oder Impulskor-
relationsfunktion (s. Fufinote 3)

@Eg(T) = / s*(t)g(t+ 7)dt . (6.12)

Dieser Integralausdruck ist sehr dhnlich zum Faltungsintegral (1.34) aufge-
baut. In Anlehnung an die im Kap. 1 eingefiihrte Bezeichnung Faltungspro-
dukt bezeichnet man daher die Korrelationsfunktion auch als Korrelations-
produkt und schreibt symbolisch fiir (6.12)%

Pag(T) = 5(1) x g(7) . (6.13)

Zwischen Korrelationsprodukt und Faltungsprodukt besteht ein einfacher Zu-
sammenhang, der den Umgang mit Korrelationsfunktionen hiufig vereinfa-
chen kann: Die Substitution ¢ = —6 in (6.12) ergibt

—00 “+oo

B (r) = / S (~0)g(r — 0)(—df) = / S (~0)g(r — 0)d6 .

+oo —00

4 Ein Korrelationszeichen ist in der Literatur nicht einheitlich eingefiihrt.
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Da das rechts stehende Integral ein Faltungsintegral darstellt, gilt

s(t)*g(1) =" (—7) % g(7) . (6.14)
Die Umkehrung ergibt entsprechend (Aufgabe 6.4)
s(t)xg(1) = 8" (—71) % g(7) . (6.15)

Als Anwendungsbeispiel werde der Zusammenhang zwischen QOEg(T) und
@b (T) berechnet

Plg(T) = s(T) x g(r) = s"(—=7) % g(7) ,

so dass mit dem kommutativen Gesetz der Faltungsalgebra gilt

plg(T) = g(1) %" (=7) = [ g"(7) * s(-7)]".
Mit (6.14) gilt dann weiter

s () = g7 (=7) x 5(1) = [ iy (—7)] " (6.16)

Die Kreuzkorrelationsfunktionen ¢ (7) und ¢, (7) sind also zueinander zeit-
gespiegelt und konjugiert-komplex. Weiter zeigt (6.16), dass das Korrelations-
produkt nicht kommutativ ist. Eine entsprechende Rechnung (Aufgabe 6.5)
zeigt, dass es ebenfalls nicht assoziativ, aber distributiv zur Addition ist.
Bei der Berechnung von Korrelationsprodukten ist daher eine Umwandlung
in ein Faltungsprodukt in der Regel vorteilhaft. Die enge Verwandtschaft
zwischen Korrelationsprodukt und Faltungsprodukt zeigt, dass die Definiti-
on (6.12) nicht ausschlieBlich auf Energiesignale beschrénkt zu sein braucht.
Voraussetzung fiir die Anwendung der Korrelationsfunktion (,0];:9(7') ist nur,
dass das Integral (6.12) gebildet werden kann. Damit werden u.a. Impuls-
korrelationsfunktionen von Dirac-Impulshaltigen Signalen moglich, ebenso in
vielen Féllen Kreuzkorrelationsfunktionen zwischen einem Energie- und ei-
nem Leistungssignal (Aufgabe 6.11). Dagegen konvergiert das Korrelations-
integral (6.12) i. Allg. nicht fiir alle 7, wenn beide Funktionen s(t) und g¢(t)
Leistungssignale sind. Die Korrelationsfunktion von Leistungssignalen wird
in Kap. 7 vorgestellt (s. auch Aufgabe 6.3).

Als einfaches Anwendungsbeispiel fiir das Korrelationsprodukt wird nun
die Autokorrelationsfunktion der rect-Funktion berechnet, es gilt hier

@2 (1) = rect(7) x rect(7) = rect(—7) * rect(7) .
Da rect(—7) = rect(7), wird mit (3.81)
= (1) = rect(7) * rect(1) = A(T) . (6.17)

In Abb.6.1 ist der sich als Impulsautokorrelationsfunktion des Rechteckim-
pulses ergebende Dreieckimpuls dargestellt. Die Impulsautokorrelationsfunk-
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Abbildung 6.1. Autokorrelationsfunktion der Funktion s(t) = rect()
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tion (1) besitzt folgende allgemein giiltige Eigenschaften:

a) Die Autokorrelationsfunktion ¢ (7) ist wegen (6.16) immer eine gerade

Funktion °
oh(r) =[5 (-7)]" . (6.18)

b) Den maximalen Wert nimmt eine Autokorrelationsfunktion fiir 7 = 0
an, da in diesem Fall grofite Ahnlichkeit vorliegt. Nach (6.12) gilt dann
fiir s(t) = g(t) bei Energiesignalen

+oo
2E.(0) = / |s(t)dt = B, . (6.19)

Das Maximum der Autokorrelationsfunktion eines Energiesignals ist also
gleich seiner Energie. Fiir die normierte Autokorrelationsfunktion nach
(6.11) ist natiirlich p= (0) = 1.

c) Bei zeitlich begrenzten Signalen hat die Autokorrelationsfunktion die
doppelte Breite des Signals (Aufgabe 6.6).

Als letztes Beispiel zeigt Abb.6.2 die Kreuzkorrelationsfunktionen gogg(T)
und wgs (1) zwischen einem Rechteckimpuls und einem Doppelrechteckimpuls
(Aufgabe 6.7). Da %, (0) = 0 ist, sind diese Signale nach (6.10) zueinander
orthogonal. Komplexwertige Korrelationsfunktionen sind beispielsweise fiir
die Beschreibung des Verhaltens von Bandpasssignalen mittels komplexwer-
tiger, dquivalenter Tiefpasssignale niitzlich und werden u.a. in Abschn. 6.6
weiter behandelt.

6.4 Fourier-Transformation
der Impulsautokorrelationsfunktion

Durch das Fourier-Integral lassen sich den Korrelationsfunktionen Spektral-
funktionen zuordnen; dabei nimmt die Verschiebungsvariable 7 die Stelle der
sonst iiblichen Zeitvariablen t ein.

® bezogen auf die allgemeine Definition komplexwertiger gerader Signale in (3.48)
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Abbildung 6.2. Kreuzkorrelationsfunktionen der zwei orthogonalen Signale s(t)
und g(t)

Mit den Theoremen fiir Faltung (3.44), Konjugation (3.60) und Zeitum-
kehr (3.63) ergibt sich aus der Darstellung der Autokorrelationsfunktion als
Faltungsprodukt fiir reell- oder komplexwertige Signale sowie mit der Bezie-
hung z - 2* = |2|?

Pha(r) =57 (=7) * (1)

[ 1 o

S*(f)-S(f) =1S(N)I? -

Dieser Zusammenhang sagt also aus, dass die Fourier-Transformierte der Au-
tokorrelationsfunktion eines Energiesignals dem Betragsquadrat der Fourier-
Transformierten dieses Energiesignals gleich ist.% |S(f)|? ist auch fiir kom-
plexwertige Signale reellwertig, was sich sofort aus der Tatsache erkléren lasst,
dass die Autokorrelationsfunktion stets eine gerade Funktion ist.

Da die Impulsautokorrelationsfunktion ¢ (7) die Dimension einer Signal-
energie aufweist und damit ihre Fourier-Transformierte die Dimension eines
Produktes ,,Signalenergie mal Zeit“ oder ,Signalenergie pro Frequenz“ hat,
stellt |S(f)|? eine auf die Frequenzeinheit bezogene Signalenergie dar.” Man
bezeichnet daher |S(f)|? als Energiedichtespektrum. Dieses ist wegen (6.20)
stets reell und nicht negativwertig; fiir reellwertige Signale (die auch eine
reellwertige und um 7 = 0 symmetrische Autokorrelationsfunktion besitzen)
ist es auBlerdem eine um f = 0 symmetrische Funktion.

Die inverse Fourier-Transformation (3.39) von |S(f)|? ergibt

5 Formal entspricht diese Aussage dem Wiener-Khintchine-Theorem fiir zufillige
Leistungssignale (Kap.7). Diese Bezeichnung ist daher auch fiir (6.20) ge-
brauchlich.

T Als physikalische Einheit [V?s%] oder [V?s/Hz]
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+oo
E(7) = / ()2 | (6.21)

Dieser Zusammenhang zeigt, dass sich die Impulsautokorrelationsfunk-
tion ¢ (7) allein aus dem Betragsspektrum der Fourier-Transformierten
von s(t) berechnen ldsst und demnach unabhiingig vom Phasenspektrum
von S(f) ist. Das bedeutet natiirlich auch, dass einer Autokorrelationsfunk-
tion beliebig viele unterschiedliche Signale zugeordnet werden kénnen. Eine
weitere wichtige Aussage, die (6.21) enthélt, ist die Moglichkeit, die Energie
eines Signals aus seinem Spektrum zu berechnen.
Nach (6.19) gilt mit (6.21) fiir 7 =0

B = ¢50) = [ ISP
oder mit dem Ausdruck fiir die Signalenergie (6.3)

B~ [ soPa= [ 1sPar. (6.22)

Dies ist das Parseval’sche Theorem®, nach dem die Signalenergie auch im

Frequenzbereich aus dem Betragsspektrum berechnet werden kann (Aufga-
be 3.20).

Anmerkung: An einem Beispiel sollen diese Zusammenhéinge demonstriert
werden: Gegeben ist der bereits mehrfach verwendete Exponentialimpuls
s(t) = (1/T)e(t) exp(—t/T). Gesucht ist sein Energiedichtespektrum sowie
seine Autokorrelationsfunktion. Nach (1.21) gilt fiir den Betrag der Fourier-
Transformierten von s(t):

1
V1+ @rTf)?

Mit (6.20) folgt hieraus fiir das Energiedichtespektrum

1S(HI =

1

IS(HIP = T+ (2aT )2

In Abb. 6.3 sind beide Frequenzfunktionen dargestellt.

Die Riicktransformation von |S(f)|? in den Zeitbereich ist im Falle des Expo-
nentialimpulses besonders einfach. Aus (1.18) und (1.21) folgt némlich spe-
ziell

8 Marc-Antoine Parseval des Chenes (1755-1836), fr. Mathematiker.
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Abbildung 6.3. Betragsspektrum |S(f)| und Energiedichtespektrum |S(f)[* des
Exponentialimpulses

SO = Ty = RelSU}-

Da nach (3.54) die Riicktransformation von Re{S(f)} die gerade Komponen-
te sg(t) von s(t) ergibt, gilt hier

IS()P = Re{S(1)} @0 ¢E.(7) = s(r) = g /T (623

Abb. 6.4 zeigt den Verlauf von ¢ (1) (vgl. Abb. 3.7). Die Energie des Expo-
nentialimpulses ergibt sich aus seiner Autokorrelationsfunktion (6.23) zu

1
2T
Dasselbe Ergebnis liefert im Zeitbereich die Definitionsgleichung

Es = SOES (0)

osstuf 1
27

0o T T—

Abbildung 6.4. Autokorrelationsfunktion ¢ (7) des Exponentialimpulses

9] 1 &S] 1

E = 2 = — _Qt/T = —

° / S0 =75 /e =57
—o00 0

und im Frequenzbereich das Parseval’sche Theorem

Es=/|5(f)|2df=/mdf:%~
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In einer dhnlichen Betrachtung wie bei Herleitung der Beziehung zwischen
Autokorrelationsfunktion und Energiedichtespektrum ergibt sich als Fourier-
Transformierte der Kreuzkorrelationsfunktion das Kreuzenergiedichtespek-
trum

Peg(T) =5"(=7) * g(7)

[ 1 o

D5, (f) =5*(f)- G(f) .

Entsprechend ergibt sich @b, (1) = g*(—7) * (1) o—e P (f) = G*(f) - S(f)
und daher ®F,(f) = ¥ (f). Man beachte, dass die Kreuzenergiedichtespek-
tren im Gegensatz zum Energiedichtespektrum |S(f)[? normalerweise kom-
plexwertige Funktionen sind; dies ergibt sich, weil die Kreuzkorrelationsfunk-
tion im Gegensatz zur Autokorrelationsfunktion keine gerade Funktion ist.
Sind die Signale und damit ebenfalls die Kreuzkorrelationsfunktion reellwer-
tig, gilt weiterhin die Beziehung @Y (—f) = sﬁbEg*(f) = P (f). Speziell fiir
orthogonale Signale folgt mit (6.10) sowie der Flichenbedingung der Fourier-
Transformation

[ee] (oo}

F (0) = / §*(r)g(r)dr = / S*(F)G(f)df = 0. (6.25)

— 00 — 00

6.5 Impulskorrelationsfunktionen und LTI-Systeme

In diesem Abschnitt werden einige hdufig benutzte Beziehungen abgeleitet,
die fiir die Korrelationsfunktionen der Ein- und Ausgangssignale von LTI-
Systemen gelten. Die Ableitungen sollen dariiber hinaus noch einmal die An-
wendung von Korrelations- und Faltungsprodukt zeigen.

Zunichst wird eine Beziehung fiir den Zusammenhang zwischen der Au-
tokorrelationsfunktion des Ausgangssignals g(¢) und der Autokorrelations-
funktion des Eingangssignals s(t) eines LTI-Systems der Impulsantwort h(t)
hergeleitet.

Fiir die Autokorrelationsfunktion des Ausgangssignals gilt mit (6.14)

Qo (T) = g" (—7) * g(7) .

Ersetzt man in dieser Gleichung die Funktionen g(—7) und ¢(7) durch die
zugeordneten Faltungsprodukte g(7) = s(7) % h(7), so ergibt sich

Lpgg(T) =s"(—71)x h"(=7) *x s(7) * h(T) .
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Nach Anwendung des Assoziativgesetzes der Faltungsalgebra und Zusam-
menfassung gemif (6.14) folgt die Wiener-Lee-Beziehung® fiir Impulskorre-
lationsfunktionen

g (T) = e (T) % @pn(T) - (6.26)
Durch Anwenden des Wiener-Khintchine-Theorems (6.20) auf die Wiener-
Lee-Beziehung (6.26) erhilt man als Beziehung der Energiedichtespektren

G =S HI . (6.27)

Hiermit ldsst sich weiter die Energie des Ausgangssignals F, = ‘ng(o) im
Zeit- oder Frequenzbereich berechnen. Abb. 6.5 fasst diese Zusammenhénge
in einer schematischen Form zusammen. Auch hier ist wieder zu beachten,

wed MO L. o
H(f)
. = Amplitudendichte-
S("E Hiﬂ Gg.) s:;?(ttr:nen e
s(t) * h(t) = g(r) Signalfunktionen
1 1 {

E E - Autokorrelations-
ss(T) X @nn(1)= ‘\9;:3(7) funktionen

i 4

2 2 _ 2 Energiedichte-
ISHI*- IH(HE = 1G()! spektren

Abbildung 6.5. Zusammenhénge zwischen Signalen, Impulskorrelationsfunktio-
nen und Energiedichtespektren an einem LTI-System

dass @5, (1) bzw. |H(f)|* nicht fiir beliebige LTI-Systeme existieren, bei-
spielsweise nicht fiir Systeme, deren Impulsantwort nicht absolut endlich in-
tegrierbar ist.

Fiir die Kreuzkorrelation zwischen Eingangs- und Ausgangssignal an ei-
nem LTI-System gilt

Pag(T) = 8"(=7) x g(1) = 8" (=7) * s(7) x h(T) = L (T) x h(T) . (6.28)
Transformiert man diese Beziehung in den Frequenzbereich, ergibt sich
Doy (f) = 1S(HIP - H(f) -

Im Gegensatz zu (6.27) lisst sich daher bei Kenntnis des Energiedichtespek-
trums des Eingangssignals sowie des Kreuzenergiedichtespektrums zwischen
Eingangs- und Ausgangssignal die Ubertragungsfunktion H(f) eines Systems
einschlieflich der Phasen-Ubertragungsfunktion bestimmen.

9 Die FuBinote 6 gilt hier entsprechend.
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6.6 Korrelationsfunktionen von Bandpasssignalen

GemisB (6.14) gilt fiir die hier betrachteten reellwertigen Bandpasssignale s(t)
und g(¢) allgemein die Kreuzkorrelationsfunktion

peg(T) = (=) * g(7)

Nach Abschn. 5.4.4 kann dieses Faltungsprodukt ebenfalls als Bandpasssignal
geschrieben werden

Plg(T) = Re{pgp(r)e™ o7} . (6.29)

Die komplexe Hiillkurve QDEgT(T) des Bandpasssignals ldsst sich dann mit
(5.46) berechnen. Dazu muss zunéchst die komplexe Hiillkurve des zeitge-
spiegelten Signals s(—t) bestimmt werden. Durch Substitution ¢ = —7 in
(5.33) erhiilt man

s(—7) = Re{s(—71)ed2m/om}
oder, da Re{z} = Re{z*} ist, gilt ebenso

s(—7) = Re{sh(—7)eim o1 (6.30)
Damit erhilt man fiir die komplexe Hiillkurve der Kreuzkorrelationsfunkti-

on

oo

P (r) = 5ot (=) e gr(n) = 5 [ si(gn(e+ i (6.312)
und fiir gp(7) = sp(7)
Pha(r) = 5lsr (=) ese(n) = 5 [ si(Osn(e+ i (6.310)

entsprechend die komplexe Hiillkurve der Autokorrelationsfunktion. Die Ener-
gie eines Bandpasssignals ist dann mit (6.19) (Aufgabe 6.23) der reelle Wert

6.7 Impulskorrelationsfunktionen zeitdiskreter Signale

Das Konzept der Impulskorrelationsfunktionen lésst sich einfach auch auf
zeitdiskrete Signale anwenden. Berechnet man die Kreuzkorrelationsfunktion
zweier frequenzbeschriankter, reellwertiger Energiesignale aus ihren Abtast-
werten, so folgt aus dem Ansatz of, (1) = s*(—7)*g(7) iiber den Rechengang
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nach Abschn.4.3.1 fiir die Abtastwertfolgen reell- oder komplexwertiger Sig-
nale

<pgg (mT)=T Z g([n+m]T) . (6.33)

n=—oo

Fiir s(nT) = g(nT) erhdlt man die Impulsautokorrelationsfunktion, und da-
mit fiir m = 0 die Energie des auf |f| < 1/(2T) bandbegrenzten Signals s(t)
aus den Abtastwerten als’

By =@l (0)=T Y |s(nT)*. (6.34)

n—=—oo

Setzt man vereinfachend wieder 1" = 1, dann folgt als Algorithmus fiir die
Impulskorrelationsfunktion zeitdiskreter Signale

o0

prg(m) = Y s (n)g(n+m) (6.35)

n=—oo

oder mit der diskreten Faltung

Pag(m) = s"(=m) * g(m) .
Entsprechend ist die Energie eines zeitdiskreten Signals

oo

E,= > [s(n)*. (6.36)

n=—oo

Ein zeitdiskretes Energiesignal ist also gleichbedeutend mit einem quadra-
tisch summierbaren Signal.

Durch Fourier-Transformation folgt entsprechend zu (6.20) mit (4.42) das
Wiener-Khintchine-Theorem

P3s(m) o—e |Sa(f)[ . (6.37)
Das Energiedichtespektrum |S,(f)|? ist periodisch mit der Periode 1. Als
Beispiel zeigt Abb.6.6 die diskrete Autokorrelationsfunktion und das pe-
riodische Energiedichtespektrum eines zeitdiskreten Rechteckimpulses (vgl.
hierzu auch Fufinote 15 im Kapitel 4). Auch hier lisst sich die Signalener-
gie aus dem Energiedichtespektrum berechnen. Entsprechend der Ableitung
in Abschn. 6.4 folgt aus der inversen Fourier-Transformation (4.39), dass die

10 Riir Signale, die vor der Abtastung keiner perfekten Bandbegrenzung unterzogen

wurden, ist (6.34) wegen f |s(t)]?dt =~ T Z [s(nT)|* in der Regel eine
t=—o0 n=-—oo

hinreichend genaue Approximation, sofern Amplitudenéinderungen innerhalb der

Zeit T hinreichend klein sind.
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s(n)! ]
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Abbildung 6.6. Zeitdiskreter Rechteckimpuls mit Autokorrelationsfunktion und
Energiedichtespektrum

Energie gleich der Fliache unter einer Periode des Energiedichtespektrums ist.
Das Parseval’sche Theorem lautet hier

- +1/2
E,= 3 Ist)P = / 1S.(f)[2d f (6.38)
n=—oo 71/2

(zum Parseval’schen Theorem der DFT s. Tabelle 4.2).
SchlieBlich gilt entsprechend der Herleitung von (6.26) die Wiener-Lee-
Beziehung in der zeitdiskreten Form

o8 () = GE.(m) = @y (m)  m ganzzablig (6.:39)

fiir die bei Ubertragung eines zeitdiskreten Signals s(n) iiber ein zeitdiskre-
tes System der quadratisch summierbaren Impulsantwort h(n) auftretenden
Impulsautokorrelationsfunktionen.

Entsprechend zu Abschn. 4.3.6 lisst sich der Begrift der periodischen Fal-
tung auch auf die Korrelation {ibertragen.

Korreliert man zwei auf die Dauer < M zeitbegrenzte, zeitdiskrete Sig-
nale s(n) und g(n) miteinander und wiederholt dann das Korrelationspro-
dukt ¢ (m) mit der Periode M, dann lisst sich vllig entsprechend zu (4.50)
die periodische Korrelationsfunktion'! cpEg q(m) auch direkt aus den mit der
Periode M wiederholten Signalen s4(n) und gq(n) gewinnen (Aufgabe 6.20)

M-—1
eha(m)= > si(n)ga(n+m)  fir m=0...M—1. (6.40)
n=0

! Diese periodische Korrelationsfunktion weicht auf Grund der zyklischen Fort-
setzung von der, bei zwei endlichen Signalen der Liangen M; und M nur iiber
einen Bereich der Lange M; + M> — 1 von Null verschiedenen, direkt berechneten
echten“ Korrelationsfunktion @Eg (m) ab.
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Mit dem Faltungstheorem der DFT lésst sich die periodische Korrelations-
funktion ebenfalls im Frequenzbereich!? berechnen (Tabelle 4.2)

pia(m) o—e Si(k) - Ga(k) . (6.41)

In der sogenannten ,;schnellen Korrelation“ berechnet man die so gewonnene
Beziehung mit der schnellen Fourier-Transformation.

6.8 Zusammenfassung

Die Methoden zur Signalbeschreibung wurden in diesem Kapitel durch die
Korrelation als Mafl der Ahnlichkeit zweier determinierter reeller Signale er-
weitert. Die Definition des Korrelationskoeffizienten geht von der mittleren
quadratischen Abweichung zweier auf die Energie Eins normierter Energiesig-
nale aus. Es zeigt sich, dass der Korrelationskoeffizient und allgemeiner die
Korrelationsfunktion sehr eng mit den bisher eingefiihrten Signalbeschreibun-
gen zusammenhéangen. Insbesondere lédsst sich die unnormierte Impulskorre-
lationsfunktion sehr einfach in ein Faltungsprodukt umschreiben

Plg(T) = 5" (=1) x (7).

Bildet man speziell fiir die Autokorrelationsfunktion aus dieser Beziehung die
Fourier-Transformierte, so ergibt sich das Energiedichtespektrum

pLs(1) o—e |S(f)I” -

Setzt man in dieser Formel 7 = 0, so folgen Ausdriicke fiir die Signalenergie
im Zeit- und Frequenzbereich (Parseval’sches Theorem).

Recht einfache Zusammenhénge bestehen schliefilich auch zwischen den
Korrelationsfunktionen des Ein- bzw. Ausgangssignals von LTI-Systemen in
Form der Wiener-Lee-Bezichung.

Abschlieend werden diese Begriffe auf zeitdiskrete (z. B. digitale) Signale
und Systeme angewandt.

Die eigentliche Bedeutung des Korrelationsbegriffs in der Nachrichten-
technik wird allerdings erst im Zusammenhang mit der Darstellung von Zu-
fallssignalen deutlich, wie sie beginnend mit Kap. 7 noch behandelt werden.

6.9 Aufgaben

6.1 Zeigen Sie, dass fiir den normierten Kreuzkorrelationskoeffizienten
|pSEg| < 1 gilt und dass die Multiplikation eines Signals mit einer positiven,

2dh.  durch  Bestimmung des  Kreuzenergiedichtespektrums  und
Riicktransformation; um hiermit die Korrelationsfunktion @Eg (m) zu Dbe-
rechnen, ist wieder wie bei der Faltung die Ausfithrung einer DFT mit Lénge
> My + Ms — 1 erforderlich.
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reellen Konstante pEg nicht dndert.

Hinweis: Benutzen Sie die Schwarz’sche Ungleichung

/bf(x)g(x)dx S/blf(fc)Ide~/blg(w)2dx

fiir f(z) und g(z) reell- oder komplexwertige, in (a;b) definierte Funktionen
(Papoulis, 1962). Die Gleichheit wird dabei erreicht fur f(x) = ¢*(z).

6.2 Zeigen Sie, dass gerade und ungerade Komponenten eines beliebigen
reellen Signals zueinander orthogonal sind.

6.3 Die Korrelationsfunktion von Leistungssignalen kann definiert werden
als

T
1
L — -
ohy(r) = fim o [ s(ogte+ e
“r

a) Berechnen Sie die Leistung und die Autokorrelationsfunktion ¢l () der
Signale s1(t) = acos(27t), s2(t) = asin(27t) und s3(t) = &(t).
b) Berechnen Sie die Kreuzkorrelationsfunktion der Signale s1(¢) und so(¢).

6.4 Beweisen Sie Satz (6.15).

6.5 Zeigen Sie, dass das Korrelationsprodukt ¢f (1) = s(7) % g(7) nicht
kommutativ und nicht assoziativ, aber distributiv zur Addition ist.

6.6 Das Signal s(t) der Dauer 7} wird mit dem Signal g(t) der Dauer Ts
korreliert. Welche Dauer hat die Kreuzkorrelationsfunktion ¢, (7)?

6.7 Berechnen Sie die in Abb. 6.2 dargestellten Korrelationsfunktionen so-
wie die Autokorrelationsfunktion des Doppelrechteckimpulses g(t).

6.8 Suchen Sie, ausgehend von den zwei orthogonalen Signalen in Abb. 6.2,
eine beliebige gerade reelle Funktion, die zu s(t) orthogonal ist, und eine
ungerade reelle Funktion, die zu g¢(t) orthogonal ist. Zeigen Sie dann, dass
alle vier Signale zueinander paarweise orthogonal sind.

6.9 Berechnen Sie Energie, Autokorrelationsfunktion und Energiedichte-

spektrum des GaufB-Impulses (1.2), der Dreiecksfunktion A(¢) und der si-
Funktion si(wt).

6.10 Es soll die Abhéngigkeit der Kreuzkorrelationsfunktion @?g(r) von
der Autokorrelationsfunktion ¢ (7) im LTI-System nach Abb. 6.7 berechnet
werden.

6.11 Wie lauten Autokorrelationsfunktion und Energiedichtespektrum des
doppelten Dirac-Impulses s(t) = 6(t) + 0(t —T)?
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f(t)
s(t) o—1 hs(t) F—o—] halt) F—o glt)

Abbildung 6.7. Zu Aufgabe 6.10

6.12 Zeigen Sie, dass ein Energiesignal s(t) und seine Hilbert-Transformier-
te §(t) = s(t) = [1/(wt)] (vgl. Abschn. 3.9) orthogonal sind.

6.13 Das Signal s(t) = si(nt/T) wird iiber ein ideales Laufzeitsystem der
Impulsantwort h(t) = §(t —nT) iibertragen. Zeigen Sie an diesem Systembei-
spiel mit Hilfe der Beziehung (6.28), dass die si-Funktion s(t) orthogonal zu
allen um ganzzahlige Vielfache von T verschobenen si-Funktionen s(t — nT")
ist.

6.14 Zeigen Sie mit der Beziehung aus Aufgabe 3.23, dass das Energiedich-
tespektrum beschrankt ist auf

(o9}

S < / 0B, () dr .

6.15 Zeigen Sie, dass die Kreuzkorrelationsfunktion beschrankt ist durch

|05, (T)] < /@B (0) - @B (0) .

Hinweis: Benutzen Sie die Schwarz’sche Ungleichung (s. Aufgabe 6.1).
6.16 Zeigen Sie die Giiltigkeit der Flichenbeziehung

7 oo (T)dr = 7 s(t)dt - 7 g(t)dt = S(0) - G(0) .

6.17 Zwei Energiesignale werden addiert (subtrahiert). Unter welcher Be-
dingung ist die Gesamtenergie gleich der Summe der einzelnen Energien?

6.18 Skizzieren Sie die Autokorrelationsfunktion des zeitdiskreten Signals
s(n) =nle(n) —e(n—5)] .

(Diese Aufgabe wurde bereits in Aufgabe 4.13 mit der ,,Papierstreifenmetho-
de* gelost.)

6.19 Barker-Folgen sind binére, zeitdiskrete Signale der Lange M mit den
Werten +1, sie besitzen die Eigenschaft (Liike, 1992)

B (m)| <1 fir m#0.
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Skizzieren Sie = (m) fiir zwei der folgenden Barker-Folgen (Barker-Folgen
sind fiir M > 13 nicht bekannt)

+_

-

ot

+++—+

Ftt——t -
tht———F—— -
t++t+r——t+—+—+

W Ut = W N

1
1

Wie grof§ ist die Energie einer Barker-Folge?

6.20 Skizzieren Sie die periodische Autokorrelationsfunktion ¢ j(m) nach
(6.40) fiir eine der Barker-Folgen aus Aufgabe 6.19.

6.21 Rademacher-Folgen sind binére zeitdiskrete Folgen der Lange M = 27,
es gilt
si(n):(—l)int(”/?), n=0---M—-1, i=0,...,r,
int(z) : grofite ganze Zahl < x .

Fiir ein gegebenes r bilden die r + 1 Rademacher-Folgen s;(n) ein System
orthogonaler Folgen.

a) Berechnen Sie s;(n) fir r = 3.

b) Die Rademacher-Folgen ergeben zusammen mit allen ihren unterschied-
lichen Produktfolgen sj(n) - sj(n) das orthogonale System der Walsh-
Folgen. Zeichnen Sie diese Produktfolgen. Wieviele Walsh-Folgen der
Lénge M gibt es? Zeigen Sie die Orthogonalitdt der Walsh-Folgen.

6.22 Eine zeitdiskrete, mit M periodische Rechteck-Impulsfolge ist gegeben
N—1
als sq(n) = > d(n—m) mit N < M.
m=0
a) Berechnen Sie den Mittelwert und die Energie des Signals iiber eine Pe-
riode.
b) Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion ¢g,.q(m) fiir N < 2.

c¢) Berechnen Sie das DFT-Spektrum Sq(k) und geben Sie das DFT-Ener-
giedichtespektrum |Sy(k)|* an.

6.23 Berechnen Sie die Energie eines Bandpasssignals s(¢) und des zu-
gehorigen dquivalenten Tiefpasssignals st(t). Zeigen Sie iiber die Beziehung

prr(T) 0—e 0,5/S(f)|? dass gilt

B =05 [ [su(pdr.
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Wie grof ist die Energie des Signals rect(t/T") cos(2m fot)
a) exakt b) fir fo > 1/T7

6.24 Zeigen Sie, dass die Quadraturkomponenten st (t) und sti(t) eines
komplexwertigen dquivalenten Tiefpasssignals orthogonal sind, wenn gilt

a) Re{S1(f)} = 0;
b) Im{St(f)} = 0;
c) St(f) = £53(=/f)-



7. Statistische Signalbeschreibung

In den vorangegangenen Kapiteln wurden Methoden vorgestellt, mit denen
determinierte Signale beschrieben und die Ubertragung solcher Signale iiber
LTIT-Systeme berechnet werden konnten. In diesem Kapitel sollen diese Me-
thoden auf nichtdeterminierte Signale ausgedehnt werden. Nichtdeterminier-
te oder Zufallssignale konnen einerseits Nutzsignale sein, deren Information
in ihrem dem Empfanger noch unbekannten Verlauf enthalten ist; sie konnen
andererseits Storsignale sein, wie das nichtdeterminierte Rauschen eines Wi-
derstandes, eines Verstéirkers oder einer Antenne. Zwar erfolgt im Folgenden
vielfach eine Konzentration auf nachrichtentechnische Anwendungen; es sei
jedoch erwahnt, dass der Umgang mit Zufallssignalen als Nutz- und Storsig-
nale beispielsweise auch in der Messtechnik, Sensorik und Schaltungstechnik
(insbesondere mit Halbleiterbauelementen) eine wichtige Rolle spielt.

Die Eigenschaften von Zufallssignalen kénnen nur durch bestimmte Mit-
telwerte beschrieben werden. Methoden fiir eine sinnvolle Beschreibung wer-
den von der Wahrscheinlichkeitstheorie bereitgestellt. Die im Folgenden vor-
gestellte Behandlung von Zufallssignalen ist im mathematischen Sinn nicht
ganz streng. Eine stédrkere Bindung an die physikalische Anschauung wird
aber bevorzugt, um mit nicht allzu groflem Aufwand die fiir die weiteren
Kapitel notwendigen Grundlagen legen zu kénnen.!

7.1 Beschreibung von Zufallssignalen durch Mittelwerte

7.1.1 Der Zufallsprozess

Als typisches Beispiel eines kontinuierlichen, reellen Zufallssignals ist in
Abb. 7.1 die Ausgangsspannung eines rauschenden Widerstandes in einem
Zeitintervall (0; T') dargestellt.

Diese Rauschspannung wird durch thermische Bewegung der Leitungs-
elektronen im Widerstandsmaterial hervorgerufen, ihr Verlauf ist auf Grund
der sehr groflen Zahl beteiligter Elektronen nicht vorhersagbar. Man kann

! Weiterfiihrende Literatur z. B. Papoulis (1991); Davenport und Root (1968); Da-
venport (1970); Bendat (1958); Thomas (1968); Hénsler (1997); Shanmugan und
Breipohl (1988), Bohme (1998); Childers (1997).

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_7, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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nun an der in Abb. 7.1 dargestellten Zeitfunktion Messungen im Zeit- oder
auch Frequenzbereich vornehmen. Da der dargestellte Ausschnitt aber si-
cher nur einen von unendlich vielen moglichen Verldufen der Spannung an
rauschenden Widerstdnden wiedergibt, kénnen diese Messungen keine Allge-
meingiiltigkeit beanspruchen. Sinnvoll werden nur solche Messungen sein, die
von der zufélligen Wahl eines bestimmten Verlaufs unabhéngig sind. Um dies
zu erreichen, wird zunéchst eine sehr grofie Zahl von reellen Zufallssignalen
gleicher Art unter gleichen physikalischen Bedingungen betrachtet. Abb. 7.2
stellt eine solche Schar von Zufallssignalen ¥s(t) dar, wie sie beispielswei-
se an entsprechend vielen rauschenden Widerstinden mit gleichem Aufbau
und gleicher Temperatur gemessen werden kénnen. Sinnvolle, d.h. fiir alle

Abbildung 7.1. Zufallssignal im Bereich (0; T")

'sit)

tl1 t2
Abbildung 7.2. Schar von Zufallssignalen "s(t), k = 1,2,...

rauschenden Widersténde mit gleichem Widerstandswert und gleicher Tem-
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peratur giiltige Messungen sind dann sicher nur Mittelwertmessungen iiber
die gesamte, im Grenzfall unendlich grofie Schar von Zufallssignalen.

Einfachstes Beispiel eines solchen Scharmittelwerts? ist der lineare Mittel-
wert zu einem bestimmten Beobachtungs- oder Abtastzeitpunkt ¢;, definiert
als

M

€{s(t1)} = lim_ % > Ks(ty) (7.1)

k=1

Die Existenz dieses Grenzwertes ist im klassischen mathematischen Sinn nicht
gesichert. Die Erfahrung zeigt aber, dass jedem entsprechenden Experiment
eine Zahl € {s(t1)} zugeordnet werden kann, die vom Ausdruck - Zkle ks(t1)
fiir wachsende M i. Allg. immer besser angendhert wird.

Genauer: Fithrt man solche Mittelungen an einer grofien Zahl gleichar-
tig erzeugter Zufallsvorgéinge durch, so kommt es mit wachsendem M immer
seltener vor, dass die absolute Abweichung zwischen diesen Mittelungsergeb-
nissen und dem Wert & {s(t1)} eine vorgebbare Fehlschranke iiberschreitet.
Dies gilt auch fiir die weiteren, im Folgenden betrachteten Mittelwerte.

Andere Scharmittelwerte konnen iiber bestimmte Funktionen F[¥s(¢;)]
gebildet werden, beispielsweise der quadratische Scharmittelwert zur Zeit ¢1
mit der Funktion F[¥Fs(t;)] = %s%(¢;) als®

M—o00

EL{s%(t)) = 1i 1Mk2t 7.2
{s*(t1)} = lim M;s(l). (7.2)

Entsprechend kann man (7.1) verallgemeinern zu

E{F[s(t1)]} = lim —ZF : (7.3)

M—oo M

Durch Bildung einer immer groéfleren Zahl verschiedener Scharmittelwerte
nach (7.3) zu allen moglichen Beobachtungszeiten ¢; kann eine Schar von
Zufallssignalen in bestimmten Eigenschaften immer vollsténdiger beschrie-
ben werden. Andere Aspekte, wie etwa der Unterschied zwischen tiefer-
und hoherfrequenten Signalen, gehen dagegen in diese Mittelwertbildung
iiberhaupt nicht ein. Eine umfassendere Beschreibung erfordert daher auch
Mittelwertbildungen iiber Funktionen mehrerer benachbarter Beobachtungs-
werte desselben Signals.

Ein einfaches Beispiel einer solchen Funktion von zwei Beobachtungswer-
ten ist das Produkt der zu den Zeitpunkten ¢; und ¢ dem jeweils gleichen
Zufallssignal entnommenen Werte

? Auch Erwartungswert, im Folgenden durch die Schreibweise £ {s(t1)} gekenn-
zeichnet; in fritheren Auflagen wurde ein gewellter Uberstrich hierfiir verwendet.
3 Fiir komplexwertige Prozesse gilt entsprechend (6.3) F[*s(t1)] = Ns(t1)]*.
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FlRs(ty), Fs(to)] = Fs(t1) - Fs(ts) . (7.4)

Die iiber dieses Produkt gebildeten Scharmittelwerte fiir alle moglichen Kom-
binationen von Beobachtungszeiten (¢, to) bilden die Autokorrelationsfunk-
tion* @ss(t1, t2) der Schar von Zufallssignalen

M
pss(tr; t2) = E{s(t1) - s(t2)} = lim % > [Es(tr) - Fs(t2)] - (7.5)
k=1

Allgemein werden Mittelwerte dieser Art iiber beliebige Funktionen von zwei
oder auch mehreren Beobachtungswerten Verbundmittelwerte oder Mittel-
werte héherer Ordnung genannt. Bildet man in diesem Sinn alle moglichen
Scharmittelwerte aller moglichen Ordnungen und fiir alle moglichen Beob-
achtungszeitpunkte ¢;, dann kann dadurch die Schar der Zufallssignale im
statistischen Sinn immer genauer beschrieben werden.

Verallgemeinert bezeichnet man eine Schar derartig beschriebener Zu-
fallssignale s(t) als Zufallsprozess. Die Schar von Beobachtungswerten s(t1)
wird im gleichen Zusammenhang Zufallsgrofie oder Zufallsvariable genannt.
Das einzelne Zufallssignal *s(t) ist in dieser Terminologie eine Musterfunktion
oder Realisation eines Zufallsprozesses und ebenso der einzelne Wert Fs(t1)
die Realisation einer Zufallsgrofe.

7.1.2 Stationaritidt und Ergodizitit

Die vollstdndige Beschreibung eines Zufallsprozesses wird im allgemeinen Fall
sehr umfangreich. Schon der lineare Mittelwert € {s(t1)} muss fiir alle inter-
essierenden Zeiten t; bekannt sein. Die Zahl der notwendigen Messungen
wiéchst fiir Verbundmittelwerte, wo alle moglichen Kombinationen von zwei
oder mehr Beobachtungswerten zu beriicksichtigen sind, noch weiter an. Man
kann aber Zufallsprozesse definieren, die durch eine geringere Zahl von Mittel-
werten schon vollstédndig bestimmt werden. Derartige Prozesse sind in vielen
Fallen bereits brauchbare Modelle zur Beschreibung praktisch auftretender
Zufallssignale. Wichtigstes Beispiel hierfiir sind die stationdren Prozesse mit
der Eigenschaft, dass alle moglichen Mittelwerte unabhéngig von einer Ver-
schiebung aller Beobachtungszeiten um eine beliebige Zeit ¢y sind. Es gilt also
fiir alle moglichen Funktionen F' bei einem stationédren Prozess

E{F[s(t)]} = E{F[s(tr +10)]} ,
E{F[s(t1), s(t2)]} = E{F[s(t1 + to), s(ta +to)]} , to beliebig,  (7.6)

4 Eigenschaften und Bedeutung der so definierten Autokorrelationsfunktion einer
Schar von Zufallssignalen werden in diesem Kapitel noch ausfiihrlich diskutiert
und auch zu der in Kap. 6 dargestellten Impulsautokorrelationsfunktion = (1)
in Beziehung gesetzt. Fiir komplexwertige Prozesse ist € {s*(t1) - s(t2)} zu be-
stimmen.
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desgleichen fiir alle hoheren Verbundmittelwerte.

Die Beschreibung eines stationédren Prozesses ist also im Vergleich zu der
eines nichtstationédren Prozesses bedeutend weniger aufwindig. So sind die
Scharmittelwerte 1. Ordnung Konstanten, die zu jedem beliebigen Zeitpunkt
bestimmt werden konnen. Damit darf auch die Indizierung einer bestimm-
ten Beobachtungszeit fortgelassen werden. Beispielsweise gilt fiir das lineare
Scharmittel

ms =E{s(t1)} =E{s(t)} fiir alle ¢ . (7.7)

Ebenso sind die Verbundmittelwerte 2. Ordnung, wie man nach Einsetzen
von tg = —ty in (7.6) sieht, nur noch von der Zeitdifferenz to — ¢; abhingig.
Damit ist insbesondere die Autokorrelationsfunktion stationdrer Prozesse mit
(7.5) und (7.6) nur noch eine Funktion dieser Zeitdifferenz to —t; = 7; es gilt
also

pss(7) = E{s(0) - (1)}

oder auch bei einer Verschiebung der Beobachtungszeit um einen beliebigen
Wert t

wss(T) =E{s(t) - s(t+71)} fiir alle ¢ . (7.8)

Die Autokorrelationsfunktion kann entsprqphend zur Ableitung der Impuls-
korrelationsfunktionen in Abschn. 6.2 als Ahnlichkeitsmafl definiert werden
(s. Aufgabe 7.4).

Anmerkung: Fin Prozess, der zwar im strengen Sinn der Definition nicht-
stationér ist, dessen Autokorrelationsfunktion aber wie in (7.8) nur von der
Differenz 7 der Abtastzeiten abhéingt und dessen Mittelwert zeitunabhéngig
ist, wird auch stationdr im weiten Sinn oder schwach stationdr genannt.

Fiir die Messtechnik haben stationdre Prozesse noch einen weiteren Vorteil.
Waéhrend bei nichtstationdren Prozessen alle zur Bildung eines Mittelwertes
notwendigen Beobachtungswerte *s(t;) zur gleichen Zeit ¢; gemessen wer-
den miissen, kann bei stationdren Prozessen im allgemeinen diese Messung
auch nacheinander zu beliebigen Zeitpunkten tq,to,...,t, an den einzelnen
Musterfunktionen erfolgen. Da aber zur korrekten Mittelwertbildung diese
Messungen immer noch an der gesamten Schar der Zufallssignale vorgenom-
men werden miissen, taucht die Frage auf, ob es fiir bestimmte stationére
Prozesse nicht geniigt, diese Messungen an einer einzigen Musterfunktion
vorzunehmen. Diese Frage ist fiir die Anwendung der Theorie stochastischer
Prozesse sehr wichtig, da haufig iiberhaupt nur eine einzige Quelle fiir das
interessierende Zufallssignal zur Verfiigung steht.

Verallgemeinert definiert man zu diesem Zweck Zeitmittelwerte eines sta-
tiondren Prozesses [fiir die Existenz dieser Mittelwerte gilt sinngemifl die
Bemerkung unter (7.1)]:
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1. Ordnung:
T
Fls()] = Th_r)r;o% / FlEs(t)]dt, (7.9)
-T
2. Ordnunyg:
T
FPs(0), S+ 7)) = Jim. % / FlEs(t), Bs(t+m)]dt fiir alle k |
—T

(7.10)

(usw. fiir hohere Ordnungen) und verlangt, dass diese Zeitmittel jeweils fiir
alle Musterfunktionen untereinander gleich und gleich den entsprechenden
Scharmitteln sind. Fiir die Mittel I. Ordnung muss also gelten

E{F[s(t)]} = F[s()]  t1, k beliebig ; (7.11)

desgleichen fiir alle hoheren Verbundmittelwerte.

Derartige stationdre Prozesse, fiir die alle Zeitmittel gleich den ent-
sprechenden Scharmitteln sind, nennt man ergodische Prozesse. Sinngemé&fl
verlangt man bei einem schwach ergodischen Prozess diese Gleichheit nur
fiir linearen Mittelwert und Autokorrelationsfunktion. Steht nur eine einzige
Quelle fiir ein Zufallssignal zur Verfiigung, dann kann die Ubereinstimmung
von Zeit- und Scharmitteln natiirlich nicht iiberpriift werden. Kann man aber
annehmen, dass der physikalische Erzeugungsmechanismus fiir alle Zufallssi-
gnale des hypothetischen Prozesses der gleiche ist (wie im Beispiel thermi-
sches Rauschen gleich grofler Widerstéinde auf gleicher Temperatur), dann ist
der ergodische Prozess ein brauchbares mathematisches Modell zur Beschrei-
bung des Zufallssignals der verfiigbaren Quelle.

7.1.3 Mittelwerte 1. Ordnung

Unter den durch (7.3) definierten Mittelwerten 1. Ordnung von Zufallsgréfien
oder Zufallsprozessen sind besonders der lineare und der quadratische Mittel-
wert von praktischer Bedeutung und sollen etwas niher betrachtet werden.
Die Bildung des Scharmittelwertes 1. Ordnung nach (7.3) geschieht durch
eine lineare Operation, es gilt daher ein Superpositionsgesetz fiir den gewich-
teten Mittelwert erster Ordnung einer Summe von ZufallsgroBen s;(t;) aus
beliebigen Prozessen

alksl(tl) + angQ(tQ) +... fir alle k
in der Form (Aufgabe 7.3)

& {Z aisi(ti)} = Zalé' {Si(ti)} . (7.12)
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Der lineare Scharmittelwert einer gewichteten Summe von Zufallsgrofien ist
also gleich der gewichteten Summe ihrer Scharmittelwerte (s. Aufgabe 7.3).

Der quadratische Scharmittelwert & {s%(¢1)} einer Zufallsgrofie wird Au-
genblicksleistung zur Zeit t; des zugehorigen Zufallsprozesses genannt. Bei
stationfiren Prozessen ist die Augenblicksleistung vom Zeitpunkt ¢; un-
abhéngig und wird als die Leistung L, derartiger Prozesse bezeichnet. Die
Differenz®

o2 =L,—m2=E{s*(t)} — [E{s(t)}] (7.13)

wird Streuung bzw. Varianz des stationéren Prozesses s(t) genannt, deren po-
sitive Quadratwurzel o die Standardabweichung. Eine einfache physikalische
Deutung erhalten diese Begriffe fiir Musterfunktionen ergodischer Prozesse.
Hier kennzeichnet der lineare Zeitmittelwert den Gleichanteil des Signals, mit
(7.9) ist®

T
ms = s(t) = Jim % / s(t)dt . (7.14)
-T

Der quadratische Zeitmittelwert

T

1
L= = Jim o / 2(1)dt | (7.15)
=T

ist nach (6.4) die normierte Leistung des Zufallssignals oder auch des ergodi-
schen Prozesses. Subtrahiert man von dieser Gesamtleistung des Zufallssig-
nals die Leistung des Gleichanteils, dann erhélt man die Leistung des Wech-
selanteils

02 =Ly —m? =52(t) — s(t) (7.16)
Die durch (7.13) definierte Streuung kann also als normierte Wechselleistung
interpretiert werden und entsprechend die Standardabweichung o, als nor-
mierter Effektivwert des Wechselanteils des Zufallssignals.

7.1.4 Autokorrelationsfunktion stationirer Prozesse

Die Autokorrelationsfunktion (AKF) eines wenigstens im weiten Sinn sta-
tiondren Prozesses wird durch (7.8) beschrieben. Entsprechend erhélt man

® Fiir komplexwertige Prozesse entsprechend o7 = & {|s(t)|*} — [€ {s(t)} |*.

5 Der Index k zur Kennzeichnung einer bestimmten Musterfunktion kann bei er-
godischen Prozessen wegen (7.11) wegfallen. Prinzipiell kénnen die folgenden
Grofien aber auch bei nicht-ergodischen Prozessen fiir einzelne Musterfunktio-
nen k als *my, L, usw. bestimmt werden. Bei ergodischen Prozessen gilt dann
auBerdem *m. = my fiir alle k, ebenso fiir alle anderen Zeitmittelwerte.



230 7. Statistische Signalbeschreibung

mit (7.10) fir die Autokorrelationsfunktion eines ergodischen Prozesses den
Zeitmittelwert

pue(r) = SO+ 7) = Jim o [ st 4 it = k(). (1)
=7

Dieser Zeitmittelwert definiert auch die Autokorrelationsfunktion determi-
nierter Leistungssignale (Aufgabe 6.3). Die in Kap. 6 fiir die Impulsautokor-
relationsfunktionen % (7) determinierter Energiesignale abgeleiteten Eigen-
schaften finden sich in verallgemeinerter Form im Folgenden wieder.”

Die wichtigsten Eigenschaften der Autokorrelationsfunktion eines stati-
ondren oder wenigstens im weiten Sinn stationédren Prozesses sind:

a) Der Wert der Autokorrelationsfunktion (7.8) fiir 7 = 0 ergibt

0ss(0) =E{s*(t)} = Ls , (7.18)

also den quadratischen Mittelwert oder die Leistung L, des Prozesses,
b) Fiir t = —7 in (7.8) ist

os(T) = E{5(=7)5(0)} = pss(=7) - (7.19)

Die Autokorrelationsfunktion ist also eine gerade Funktion.
c¢) Mit der Ungleichung

E{[st) £s(t+7)*} >0

gilt nach Anwendung der Superpositionseigenschaft (7.12) auf die Summe der
Produkte

E{s* O} +E{s*(t+ 1)} £2E {s(t)s(t +7)} > 0.
Mit (7.18) ist also

2055(0) £ 2p4s(7) >0
und damit

©ss(0) > [pss ()] - (7.20)

Der Wert der Autokorrelationsfunktion im Nullpunkt wird also an keiner
Stelle iiberschritten. Als typisches Beispiel ist in Abb. 7.3 die Autokorrela-
tionsfunktion eines weiter unten besprochenen Zufallsprozesses dargestellt.

" Die Beziehungen fiir komplexwertige Korrelationsfunktionen, die in Kap. 6 her-
geleitet wurden, gelten bei Leistungssignalen entsprechend. Im Folgenden werden
nur in besonders begriindeten Féllen weitere Hinweise gegeben.
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] 9ss(t)=No 2fg si [ 2fg 1)
No 2fg= o?
LN, N\
7 2 0 _1) S 1 —
f 2f, o

Abbildung 7.3. Autokorrelationsfunktion mittelwertfreien, tiefpassbegrenzten
weilen Rauschens (Abschn. 7.2.4)

Anmerkung: Fiir einige spatere Anwendungsfille ist es niitzlich, die Autokor-
relationsfunktion eines stationéiren Prozesses nach Subtraktion des linearen
Mittelwertes ms aus (7.7) zu bilden. Fiir diese sogenannte Autokovarianz-
funktion pss(7) gilt

prss(T) = E{[s(t) —my][s(t +7) —my]} .
Mit (7.7) und der Superpositionseigenschaft (7.12) wird®

pss(T) = E{s(t)s(t + 1)} —msE {s(t)} —msE {s(t + 7)1 +m? = pgs(T)—m? .
(7.21)

Fiir 7 = 0 folgt mit (7.18) und mit der Definition der Streuung (7.13)
pss(0) = o2 . (7.22)

Enthélt der Prozess insbesondere keine periodischen Komponenten, dann
strebt die Autokovarianzfunktion fiir |7] — oo i. Allg. gegen Null, die Au-
tokorrelationsfunktion mit (7.21) entsprechend gegen m?.

Fiir mittelwertfreie Prozesse sind Autokovarianzfunktion und Autokorre-
lationsfunktion identisch; Abb. 7.3 ist daher auch ein Beispiel fiir eine Auto-
kovarianzfunktion mit der Eigenschaft (7.22).

7.1.5 Kreuzkorrelationsfunktion stationirer Prozesse

In vielen Anwendungsfillen stellt sich die Aufgabe, zwei Zufallssignale zu
addieren, beispielsweise Nutz- und Storsignal. Werden in diesem Sinn die
Musterfunktionen der zwei stationdren Prozesse u(t) und v(t) addiert

ks(t) = Ru(t) + o (t) fiir alle k, t |

8 Fiir komplexwertige Prozesse pss(1) = &€ {s™(t)s(t + 1)} — |ms|?.
—_———

pss(T)
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dann bilden diese Summen i. Allg. einen ebenfalls stationdren Prozess s(t).
Voraussetzung hierfiir ist, dass die addierten Zufallsprozesse auch verbunden
stationdr sind, d. h. dass auch ihre gemeinsamen statistischen Eigenschaften
unabhéingig gegeniiber beliebigen gemeinsamen Zeitverschiebungen sind. Die-
se Eigenschaft kann im Folgenden bei der gemeinsamen Betrachtung zweier
stationéirer Prozesse i. Allg. stets vorausgesetzt werden. Entsprechendes gilt
fiir verbunden ergodische Prozesse. Die Autokorrelationsfunktion des Sum-
menprozesses ist

Pss (1) = ELs()s(t +7)} = E{[u(t) + v(O)][ult +7) + ot +7)]} .

Nach Ausmultiplizieren der Klammern folgt mit der Superpositionseigen-
schaft (7.12)

wss(T) =E{u®)ut+ )} + E{ult)v(t+ 1)}
+E{vt)ult+ 1)} + E{vt)v(t+7)}
= (puu T) + QOUU(T) + wi)u(’]—) + @1}1)(7—) . (723)

—~ o~

Dabei werden

Oup (1) = E{ult)v(t + 1)} und
Pou(T) = E{u()ult +7)} = puu(—T)
die Kreuzkorrelationsfunktionen der beiden Prozesse u(t) und v(t) genannt.

Bildet man entsprechend (7.21) eine Kreuzkovarianzfunktion, dann gilt (Auf-
gabe 7.3)?

pun (7) = E{[u(t) = E{u@H[v(t +7) = E{v(®)}]} = Pun(T) —mum, . (7.25)

Aus (7.23) lasst sich fiir 7 = 0 die Leistung eines Summenprozesses oder auch
einer Summe von Zufallsgrofien berechnen. Es gilt mit (7.24) fiir die Leistung

(7.24)

Ls = ¢55(0) = ¢uu(0) + 00 (0) + 2040 (0) , (7.26)
bzw. fiir die Streuung mit (7.22) entsprechend
O'g = M55(0> = O'Z + 0'12, + 2,U/uv<0) .

Unter der Bedingung ¢,,(0) = 0 addieren sich also in einfacher Weise
die Leistungen zweier stationérer Prozesse. Entsprechend addieren sich fiir
Ly (0) = 0 die Streuungen.

9 Fiir komplexwertige Prozesse:
un(T) = € {u" (0t + )} und 1o (7) = pua(7) — i,
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7.2 Zufallssignale in LTI-Systemen

Fiir jede Musterfunktion *s(t) eines stochastischen Prozesses gilt bei Uber-
tragung iiber ein LTI-System der Impulsantwort hA(t) das Faltungsprodukt

"s(t) * h(t) ="g(t) . (7.27)

Der Ausgangsprozess ¢(t) kann wieder durch Mittelwerte und Verbundmittel-
werte beschrieben werden. Die Berechnung der wichtigsten dieser Mittelwerte
aus den Mittelwerten des Eingangsprozesses wird im Folgenden diskutiert.
Ganz allgemein lisst sich zeigen, dass, wenn das Faltungsintegral existiert,
bei Ubertragung iiber beliebige LTI-Systeme ein stationirer Prozess stati-
onér, ein schwach stationérer Prozess schwach stationdr und ein ergodischer
Prozess ergodisch bleibt. Weiter sind Ein- und Ausgangsprozess dann auch
verbunden stationdr bzw. verbunden ergodisch (Papoulis, 1991).

7.2.1 Linearer Mittelwert

Mit (7.27) gilt fiir den Scharmittelwert am Ausgang eines LTI-Systems
h(t) o—e H(f)

oo

mg =E{g(t1)} =& / s(T)h(ty — 7)dr

— 00

Interpretiert man das Integral als Grenzwert einer Summe, dann ldsst sich
das Superpositionsgesetz (7.12) anwenden, und es gilt

oo

Mg = / E{s(m)}h(ty — 7)dr .

— 00

Ist s(7) ein stationidrer Prozess, dann ist der Scharmittelwert unter dem In-
tegral von 7 unabhéngig, und es gilt

my = € {s(0)} / h(t — 7)dr = m, / h(r)dr = meH(0) . (7.28)

Der Mittelwert wird also wie der Gleichanteil eines determinierten Signals
iibertragen.

7.2.2 Quadratischer Mittelwert und Autokorrelationsfunktion

Im Gegensatz zum Verhalten des Mittelwertes lisst sich die Ausgangsleistung
nicht allein aus der Eingangsleistung und den Eigenschaften des Systems
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bestimmen, da hier auch die dynamischen Eigenschaften (Frequenzverhalten)
der Zufallssignale eingehen. Es wird daher im Folgenden allgemeiner gezeigt,
wie sich die Autokorrelationsfunktion bei der Ubertragung eines Prozesses
iiber ein LTI-System verdndert. Entsprechend (7.8) ist im stationdren Fall
die Autokorrelationsfunktion des Ausgangsprozesses g(t) definiert als

Pgq(T) =E{g(t)g(t+7)} . (7.29)

Mit (7.27) gilt nach Ausschreiben der Faltungsintegrale (wobei zwei verschie-
dene Integrationsvariable 6 und u verwendet werden)

fo(®) fg(e+ 1) = [ B0t~ 0)a8 [ h)ste + 7 - )

sowie nach Zusammenfassen in ein Doppelintegral
= / / Fs(t s(t+7 — p)h(0)h(u)dody .
— 00 —0O0
Durch Scharmittelung ist dann in gleicher Weise wie in Abschn. 7.2.1

P (T //S{st— s(t+7 — )} h(O)h(u)d0dp .

— 00 —0O0

Mit £{s(t — 0)s(t + 7 — p)} = wss(T — 1+ 0) und der Substitution v = p—6
wird dann

Pgq(T / / wss(T = V)h(0)h(v + 0)dOdv
/ Pus(T — 1) / h(O)h(v + 6)d8 | dv .

Mit [ h(0)h(v+0)do = ¢, (v) als Impulsautokorrelationsfunktion der Fil-

terimpulsantwort folgt'°
Pgg(T) = / ©ss(T — V)b, (V)dv  oder
Pgg(T) = @55 () * P (T) - (7.30)

10, (v) ist in der Regel sinnvoll definiert bei stabilen LTI-Systemen.
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Dieser Ausdruck ist die Wiener-Lee-Beziehung!'! zwischen den Autokorrelati-
onsfunktionen eines stationiiren Prozesses vor und nach Ubertragung iiber ein
LTI-System. Formal stimmt (7.30) also vollig mit der entsprechenden Bezie-
hung (6.26) fiir die Autokorrelationsfunktionen von Energiesignalen iiberein,
doch sei noch einmal daran erinnert, dass die Autokorrelationsfunktion @4 (7)
eines Zufallsprozesses und die Impulsautokorrelationsfunktion ¢F, (1) eines
determinierten Signals verschieden definiert sind.

Die Berechnung des Faltungsprodukts in der Wiener-Lee-Beziehung kann
in vielen Fillen mit Hilfe des Faltungstheorems (3.44) der Fourier-Transfor-
mation vereinfacht werden: Mit der zunéchst formal gebildeten Fourier-
Transformation

Pss(T) O—® Pss(f) (7.31)

und (6.20) folgt fiir (7.30) als Berechnungsvorschrift im Frequenzbereich

Ggq(f) = bss(f) - [H()I? - (7.32)

Die Beziehung (7.31) wird im Folgenden noch néher diskutiert.

7.2.3 Leistungsdichtespektrum

Zunéchst wird noch einmal an die Verhéltnisse bei determinierten Energie-
signalen erinnert: Der Impulsautokorrelationsfunktion eines determinierten
Energiesignals wurde durch (6.20) ein Energiedichtespektrum zugeordnet

pes(m) o—e [S(F)? .

Fiir 7 = 0 folgte daraus die Parseval’sche Beziehung (6.22) fiir die Energie
des Signals

E, = 7|5(t)2dt = 7|5(f)2df-

Der Term |S(f)|?df kann in diesem Ausdruck als Teilenergie interpretiert
werden, die in einem schmalen Frequenzband mit der Breite df und der
Mittenfrequenz f gemessen wird. Die Summe iiber alle Teilenergien die-
ser orthogonalen Teilsignale ergibt dann die Gesamtenergie des Signals.
Entsprechend kann auch der zunéchst formal in (7.31) definierten Fourier-
Transformierten ¢s,(f) der Autokorrelationsfunktion eines stationéiren Pro-
zesses eine physikalische Deutung gegeben werden: Fiir 7 = 0 gilt mit (7.18)
und (7.31) fiir die Leistung eines stationdren Prozesses

' Norbert Wiener (1894-1964), amerik. Mathematiker (s. Anhang zum Literatur-
verzeichnis) und Yuk Wing Lee (1904-1989), chin.-amerik. Ingenieur.
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L. = uu(0) = / bes()Af | (7.33)

Auch hier ldsst sich in entsprechender Weise ¢44(f)df als Teilleistung in ei-
nem schmalen Frequenzband der Breite df auffassen, wobei die Summe iiber
alle Teilleistungen die Leistung des Prozesses ergibt. ¢ss(f) kann deshalb
als Leistungsdichtespektrum des Prozesses s(t) interpretiert werden. Wie das
Energiedichtespektrum ist auch das Leistungsdichtespektrum reell und nicht
negativwertig; fiir reellwertige Signale ist es weiterhin eine um f = 0 symme-
trische Funktion.

Verallgemeinert erhélt man ebenso das Kreuzleistungsdichtespektrum als
Fourier-Transformierte der Kreuzkorrelationsfunktion. Wie das Kreuzener-
giedichtespektrum (6.24) ist auch das Kreuzleistungsdichtespektrum eine
komplexwertige Funktion.

Anmerkung: Die eigentliche Ableitung des Leistungsdichtespektrums eines
stationéiren Prozesses geht nicht von der Fourier-Transformierten der Auto-
korrelationsfunktion aus, sondern definiert

buslf) = Jim ZE{IS"(LDP) | (734)

wobei *ST(f,t) @—o ksT(7,t) die Kurzzeit-Fourier-Transformierten von Aus-
schnitten der Dauer T aus Musterfunktionen des Prozesses sind (vgl. Ab-
schn. 3.10)!2. Die Identitéit von (7.34) mit (7.31) ist dann die eigentliche
Aussage des Wiener-Khintchine-Theorems'®. Hiufig wird jedoch auch be-
reits (7.31) so bezeichnet (Davenport und Root, 1958).

7.2.4 Weilles Rauschen

Storsignale, wie sie in praktischen Ubertragungssystemen auftreten, kénnen
héufig als Musterfunktionen eines stationdren oder schwach stationéren Pro-
zesses aufgefasst werden, dessen Leistungsdichtespektrum in einem grofien
Frequenzbereich niherungsweise konstant ist. Idealisierend setzt man'*

12 Auf Grund der Stationaritit besteht Unabhiingigkeit von der Zeit ¢, zu welcher
die Ausschnitte den Musterfunktionen des Prozesses entnommen werden. Wer-
den bei einem ergodischen Prozess die Spektren aus aneinander anschlieSenden
Zeitfenstern eines einzelnen Zufallssignals gemé8 (3.116) gebildet, ergibt sich der
Grenziibergang unter Betrachtung von (3.118) in einleuchtender Weise. Gegebe-
nenfalls ist zusétzlich ein Gewichtungsfaktor ¢ # 1 zu beriicksichtigen.

13 Aleksander J. Khintchine (1894-1959), russ. Mathematiker.

' In vielen Verdffentlichungen geht man bei reellwertigen Signalen von einem ein-
seitig, d. h. nur fiir f > 0 definierten Leistungsdichtespektrum aus, und berechnet
dann die Leistung durch spektrale Integration im Bereich 0 < f < oo. Die so
festgelegte Leistungsdichte Ny des weiflen Rauschens muss dann im Vergleich
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$ss(f) = No (7.35)

und nennt Zufallsprozesse mit einem solchen fiir alle Frequenzen konstan-
ten Leistungsdichtespektrum mittelwertfreies weifes Rauschen.'® Nach dem
Wiener-Khintchine-Theorem (7.31) gilt fiir die Autokorrelationsfunktion des
weiflen Rauschens mit der Fourier-Transformierten des Dirac-Impulses (3.45)

(PSS(T) = NO(S(T) . (736)

Aus (7.35) folgt mit (7.33), dass die Leistung des weilen Rauschens unend-
lich grof ist. Weifles Rauschen stellt also ein physikalisch nicht realisierbares
Modell eines Zufallsprozesses dar.

Liegt am Eingang eines LTI-Systems der Impulsantwort h(t) o—e H(f)
weifles Rauschen, dann gilt mit der Wiener-Lee-Beziehung (7.30) fiir Autokor-
relationsfunktion und Leistungsdichtespektrum des Ausgangsprozesses g(t)

Pgg(T) = ‘PEh(T) * [Nod(7)] = NO‘PEh(T)
j T (7.37)
bgq(f) = NolH(f)]? .

Durch das LTI-System wird weifles Rauschen in sogenanntes ,,farbiges“ Rau-
schen umgewandelt, wobei das Leistungsdichtespektrum dieses farbigen Rau-
schens, abgesehen von dem Faktor Ny, mit dem Energiedichtespektrum
von h(t) iibereinstimmt. Die Leistung des farbigen Rauschens ist mit (7.18),
der Wiener-Lee-Bezichung (7.30) sowie dem Parseval’schen Theorem (6.22)

Ly = g4(0) = NO‘PEh (0)

=N [ InoPa=No [ |H()Ps (7.38)

Als einfaches Beispiel sei die Ubertragung von weilem Rauschen iiber einen
idealen Tiefpass der Grenzfrequenz f, betrachtet. Mit (5.8) und (7.37) folgt
fir das Leistungsdichtespektrum und die Autokorrelationsfunktion dieses
tiefpassbegrenzten Rauschens

Ggq(f) = Ny |rect (i) ‘2 = Ny rect (ﬁ)

(7.39)

Pgq(T) = No2fgsi(m2f,T) .

zu (7.35) den doppelten Zahlenwert besitzen. Dies hat u.a. Auswirkungen auf
die spéter verwendeten Parametrierungen von Bitfehlerberechnungen auf der
Basis des Es/No-Verhiltnisses, bei denen dann ggf. ein zusétzlicher Faktor 2
beriicksichtigt werden muss.

15 In (nicht ganz passender) Analogie zum weilen Licht, das alle sichtbaren Spek-
tralanteile des Sonnenlichtes ungefiltert, wenn auch nicht mit konstanter Leis-
tungsdichte, enthélt.
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Der Verlauf von ¢g4(7) war als typisches Beispiel einer Autokorrelations-
funktion bereits in Abb. 7.3 dargestellt worden. Mit (7.39) erhélt man fiir die
Leistung des weiBen Rauschens in einem begrenzten Frequenzbereich | f| < f,
den endlichen Wert

Lg = ¢g4(0) = No2fg . (7.40)

Anmerkung: Ein Beispiel fiir eine in einem weiten Frequenzbereich (etwa
0 bis 10'°Hz) giiltige, physikalisch realisierte Niherung an weifles Rau-
schen ist die an einem Widerstand R der absoluten Temperatur T,ps (in
Kelvin) auftretende Rauschspannung u(t), die man als thermisches Rau-
schen, Warmerauschen oder Widerstandsrauschen bezeichnet. Im Frequenz-
bereich |f| < f, gilt fiir den quadratischen Mittelwert dieses Widerstands-
rauschens im Leerlauf gemessen'®

E{u*(t)} = 4kTans RS, (7.41)
mit k= 1,38- 1073 Ws K~ (Boltzmann-Konstante)

oder anschaulicher bei Zimmertemperatur (genauer 16, 6°C)
kTahs = 4 pW/GHz

Mit (7.40) ergibt sich dann fiir das Widerstandsrauschen eine normierte Leis-
tungsdichte von

& {u?(t)}
2fq
Die einem rauschenden Widerstand in einem Frequenzbereich |f| < f; bei

Leistungsanpassung entnehmbare héchste Leistung betrigt damit (Aufga-
be 7.16)

Ny = 2kTos R fiir |f| < 10"° Hz . (7.42)

E {uz(t)}

Lm x —
* 4R

— KTunsfy (7.43)

7.2.5 Korrelationsfilter-Empfang gestorter Signale

Ausgangspunkt fiir viele der in den folgenden Kapiteln behandelten The-
men ist die Aufgabe, ein durch weiles Rauschen additiv gestortes Nutzsignal
optimal zu empfangen, das heifit, den Einfluss des Storsignals moglichst zu
verringern. Diese Aufgabe wird hier zunéchst in einfacher Form gestellt und
mit den abgeleiteten Kenntnissen iiber Zufallssignale gelGst.

Gegeben sei das in Abb. 7.4 dargestellte Ubertragungssystem. Der Sender
erzeugt zu einer bekannten Zeit ein impulsférmiges Triagersignal mit einer
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Storsignal LTI-
| nlt) | System  Abtaster
| | -
s{t) i ) =7

e
Hif) [y(t)  y(T)

Sender Kanal Empfanger

Abbildung 7.4. Ubertragungssystem

dem Empfiinger bekannten Form s(¢), das iiber einen gestorten, aber verzer-
rungsfreien Kanal iibertragen wird. Am Eingang des Empfingers liegt dann
die Summe s(t) + n(t) aus Sendesignal und Stérsignal. Der Empfinger moge
zunéchst nur aus einem LTI-System der Impulsantwort 2(t) und einem Ab-
taster bestehen. Das Ausgangssignal des Empfangsfilters lautet

y(t) = [s(t) + n(O)] + h(t) = [s(t) * h(D)] + [n(t) * h(D)]
= 9@  + n(t),

(7.44)

wobei g(t) der Nutzsignalanteil und n.(t) der Storsignalanteil am Ausgang
des Empfangsfilters sind. Zur Zeit T wird dann am Filterausgang ein Wert

y(T) = g(T) + ne(T) (7.45)

abgetastet. Das Storsignal n(t) und damit auch das Filterausgangssignal y(t)
sind Musterfunktionen von Zufallsprozessen. Um die Signale im Empfianger
durch Scharmittelwerte geeignet beschreiben zu kénnen, wird der Fall be-
trachtet, dass Ubertragungssysteme nach Abb. 7.4 parallel und unabhiingig
voneinander in hinreichender Zahl zur Verfiigung stehen, und dass alle Sen-
der gleichzeitig das identische Signal s(t) aussenden. Als Kriterium fiir eine
optimale Filterung soll jetzt verlangt werden, dass im Abtastzeitpunkt 7' das
Verhiiltnis der Augenblicksleistung des Nutzsignals

Sa =& {92 (T)}
zur Augenblicksleistung des Storsignals
N =& {ne(T)}

maximal wird. Da s(¢) ein determiniertes Signal ist, d.h. ¥g(¢) = g(¢) fiir
alle k ist, gilt

S, = g*(T) . (7.46)
16 Nach Vorarbeiten von W. Schottky und J. B. Johnson wurde die fiir thermisches

Rauschen giiltige Bezichung (7.41) 1928 von H. Nyquist abgeleitet (Anhang zum
Literaturverzeichnis).
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Das Nutz-/Storleistungsverhéltnis ist also

Sa g*(T)
Sa _ . 7.47
N = e 7
Unter der Annahme, dass n(t) weiles Rauschen ist, gilt mit (7.38)
N =€ {n2(T)} = Ny / Ih(t)|2dt
Mit dem Faltungsintegral
g(T) = / h(r)s(T — 7)dr
folgt dann fiir das S,/N-Verhéltnis
- 2
[ h(r)s(T — 7)dr
NN T hepar
Erweitern mit der Signalenergie!”
E, = / Is(t) 2dt = / Is(T — 7)Pdr
fiihrt zu
- 2
| h(r)s(T — 7)dr
S N (7.48)
N Ny ’

770 |h(7')|2d7'jfC [s(T — 7)]2dr .

Der rechte Bruch in diesem Ausdruck kann nach (6.7) als Betragsquadrat
des normierten Impulskreuzkorrelationskoeffizienten th zwischen den Funk-
tionen h(t) und s(T — t) aufgefasst werden, damit ist

Sa Es g2

—_ = — . 7.49

N NO psh‘ ( )

" E, bezieht sich hier wie im Folgenden auf die am Kanalausgang bzw.
Empfiangereingang noch verfiighare Energie des Nutzsignals. Deren Grofie im
Vergleich zur Sendeenergie ist insbesondere abhéngig von der Ddmpfung der
Ubertragungsstrecke.
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Da weiter nach (6.8) und (6.9) das Betragsquadrat des Kreuzkorrelati-
onskoeffizienten maximal den Wert 1 annehmen kann, ergibt sich fiir das
bestmégliche S,/N-Verhéltnis der Ausdruck

S, B,
N TNy

max

(7.50)

Der Maximalwert [p¥ |2 = 1 wird erreicht bei pT, = +1, also nach (6.8) und
(6.9) fiir'®

h(t) = tas* (T —t) a positiv, reell . (7.51)

Durch diese zum Signal zeitgespiegelte Impulsantwort ist also ein Empfangs-
filter bestimmt, welches das S, /N-Verhiltnis maximiert. Ein Filter mit dieser
Optimaleigenschaft, das durch die in (7.51) gezeigte Art an das Sendesignal
und das Storsignal angepasst ist, wird in der englischsprachigen Literatur
als matched filter'? bezeichnet. Die Gleichung (7.50) zeigt, dass das S,/N-
Verhiiltnis am Ausgang eines matched filter nur von der Energie Fs des Sig-
nals s(¢) und der Leistungsdichte Ny des Storsignals n(t) abhéngt, nicht je-
doch von der Form des Signals s(t).

Aus Abb. 7.5, in der als Beispiel ein zeitbegrenztes Signal s(¢) und die
zugeordnete Impulsantwort h(t) eines matched filter dargestellt sind, ist
zu entnehmen, dass ein kausales matched filter nur dann vorliegt, wenn T
groBer oder mindestens gleich der Gesamtdauer des Sendesignals s(¢) ist. Im

tsit) thit)=s(T-1) tglt) ()
= \Pss“‘T)

Abbildung 7.5. Beispiel fiir die Impulsantwort h(t) eines auf s(t) angepassten
Filters (a = 1) und das Ausgangssignal s(t) * h(t) = g(t)

storungsfreien Fall, n(t) = 0, erscheint bei Ubertragung des Signals s(t) am
Ausgang des matched filter

g(t) = s(t) * [xas* (T — t)] = +ap® (t - T), (7.52)

'8 Bei physikalischer Deutung beispielsweise in der Ubertragung elektrischer
zeitabhéngiger Signale besitzt h(t) die Dimension [1/s], s(¢) die Dimension [V]
und a demgeméB die Dimension [1/V's].

19 £o match: anpassen, daher auch signalangepasstes Filter. Zuerst angegeben 1943
von dem amerik. Physiker Dwight O. North (1909-1998) fiir den Empfang von
Radarsignalen (Anhang zum Literaturverzeichnis).
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also die um T verschobene und mit +a skalierte Impulsautokorrelationsfunk-
tion des Signals. Daher riihrt auch der im Folgenden benutzte Name Korre-
lationsfilter. Der zur Zeit t =T gebildete Abtastwert hat dann die Grofle

9(T) = +api,(0) (7.53)
bzw. mit (7.46)

V8. = aE, . (7.54)

Dieser Zusammenhang zeigt, dass die am Ausgang des Korrelationsfilters
gebildete verschobene Impulsautokorrelationsfunktion des Signals in ihrem
Maximum abgetastet wird (Abb. 7.5). Ist das Signal s(t) zeitbegrenzt, dann
kann die Zusammenschaltung von Korrelationsfilter und Abtaster auch durch
einen Korrelator ersetzt werden. Mit der Definition der Impulskorrelations-
funktion (6.12) gilt fiir (7.53) bei einem Signal s(t) im Zeitabschnitt (0; T')

o(T) = +aigE (0) = / s(t) - [as* (H)]dt . (7.55)
0

Diese Operation wird in einem Korrelator, wie Abb. 7.6 zeigt, durch Multipli-
kation des Eingangssignals mit einem im Empfénger erzeugten Signalmuster,
Kurzzeit-Integration tiber 7' und Abtastung realisiert. Besonders einfach wird
diese Schaltung fiir den Fall eines rechteckformigen s(t) = rect(t/T — 1/2),
da dann auch noch die Multiplikation entfallen kann. Abschlielend sei noch

M I t=T

;
slt) X D\ N +a.9£(0)

ta-s*(t)

Abbildung 7.6. Korrelator als Optimalempfanger

angemerkt, dass fiir die Ubertragungsfunktion des Korrelationsfilters mit den
Fourier-Theoremen fiir konjugiert-komplexe Signale (3.60) Zeitumkehr (3.63)
und Verschiebung (3.64) gilt

h(t) = +as*(T —t)

i (7.56)
H(J) = £as*(f)e7TS

Daher ist auch die Bezeichnung konjugiertes Filter fiir das Korrelationsfilter
gebrauchlich. In Verallgemeinerung des hier verfolgten Rechenganges lésst
sich ein matched filter auch fiir Stérung durch farbiges Rauschen angeben
(s. hierzu Ubungen 14.3).
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7.3 Verteilungsfunktionen

In den anschlieBenden Kap.8 und 10 wird gezeigt, wie mit Hilfe des Korre-
lationsfilters oder Korrelators Ubertragungssysteme fiir wertdiskrete Quel-
lensignale wie binére Daten und fiir wertkontinuierliche Quellensignale wie
Sprach- oder Bildsignale aufgebaut werden koénnen.

Das mit den bisherigen Kenntnissen iiber Zufallssignale definierte Signal-
zu Storleistungsverhiltnis ist dort als Giitemaf in analogen Ubertragungs-
systemen sehr niitzlich und aussagekriiftig. In digitalen Ubertragungssyste-
men interessiert als Giitemafl dagegen an erster Stelle eine Aussage iiber
die H&ufigkeit, mit der einzelne Signale im Empfinger falsch erkannt wer-
den. Eine solche Verfilschung wird durch einzelne hohe Spitzenwerte in der
vom Korrelationsfilter iibertragenen Stérspannung verursacht. Zur Berech-
nung der Héufigkeit dieser Ereignisse reicht die Beschreibung eines Storsignals
durch sein Leistungsdichtespektrum nicht aus, sie muss durch eine Beschrei-
bung erginzt werden, die etwas iiber die Verteilung der Amplituden eines
Zufallssignals auf verschiedene Amplitudenbereiche aussagt.

7.3.1 Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeit

In einem Experiment wird entsprechend der Definition eines Scharmittel-
wertes in Abschn.7.1.1 wieder eine Schar von Zufallssignalen *s(t) zu ei-
nem Beobachtungszeitpunkt ¢; betrachtet, und es wird ausgezéhlt, dass von
insgesamt M Beobachtungswerten ein Teil M, einen Schwellenwert x nicht
iiberschreitet. Es zeigt sich, dass mit wachsendem M das Verhaltnis M, /M
einem konstanten Wert zustrebt, s. hierzu die Anmerkung unter (7.1). Dieser
Grenzwert wird in Abhéngigkeit vom Schwellenwert z als Verteilungsfunktion
(auch Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion) der Zufallsgrofe s(t1) definiert
als

M,
Py(z,t1) = h}im — . (7.57)

Im Folgenden wird hdufig angenommen, dass die betrachteten Zufallsgro-
Ben s(t1) einem stationdren Prozess s(t) entnommen werden. In diesem
Fall kann die Angabe einer bestimmten Beobachtungszeit ¢; entfallen. Die
Verteilungsfunktion wird einfach Pg(x) geschrieben und gilt dann fiir den
gesamten Prozess.

Einige allgemein giiltige Eigenschaften der Verteilungsfunktion folgen so-
fort aus der Definition (7.57). So kann bei Erhshen der Schwelle die Zahl M,
der unter dieser Schwelle liegenden Beobachtungswerte nicht kleiner werden,
also steigt die Verteilungsfunktion monoton mit x

Pi(x1) < Ps(xo) fiir alle  zp < a9 . (7.58)

Liegt die Schwelle bei sehr hohen positiven bzw. negativen Amplituden, dann
gilt in den Grenzfillen
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Py(0) =1 und Py(—o0) =0. (7.59)

Werden die Beobachtungswerte s(t1) einem ergodischen Prozess entnommen,
dann kann die Verteilungsfunktion auch iiber eine zeitliche Mittelung an ei-
ner einzigen Musterfunktion *s(¢) gebildet werden. Das Prinzip ist in Abb. 7.7
dargestellt. In einem begrenzten Zeitabschnitt (—7;T) liegt das Zufallssig-

N\ SV ALY

Co
Py(x) L
| |
| i

Aty 114ty
Pl N Nl (P BV

Abbildung 7.7. Bildung der Verteilungsfunktion durch zeitliche Mittelung der
unterhalb der Schwelle z liegenden Zeitabschnitte des Zufallssignals *s(t) (Muster-
funktion eines ergodischen Prozesses)

nal *s(¢) withrend der Zeiten At;, Ata, ... unterhalb der Schwelle x. Bezieht
man die Summe dieser Zeitabschnitte auf die gesamte Messzeit 27", dann
erhélt man im Grenziibergang entsprechend zu (7.57) wieder die Verteilungs-
funktion als

Py(z) = lim —ZAt (7.60)

T—oo0 2T

In Abb.7.7 ist links die zugehorige Verteilungsfunktion in ihrer typischen
Form eingezeichnet. Die Definition der Verteilungsfunktion ist eng verkniipft
mit dem Begriff der Wahrscheinlichkeit (lat. probabilitas bzw. engl. prob-
ability). Der in (7.57) gebildete Grenzwert wird als Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses bezeichnet, dass die Zufallsgrofie s(t1) kleiner oder gleich dem
Wert x ist; in symbolischer Schreibweise?’

M,
Py(z,t) = A/}gnoo ST Prob[s(t) < z] . (7.61)

20 Der in diesem Kapitel benutzte Wahrscheinlichkeitsbegriff als Grenzwert (ge-
messener) Haufigkeiten ist zwar anschaulich und der messtechnischen Praxis an-
gemessen, aber im strengen Sinn nicht ganz befriedigend [vgl. die Bemerkung
unter (7.1)]. In der Mathematik wird daher die Wahrscheinlichkeit axiomatisch
definiert. Sie ist ein Maf}, das einer Menge von Ereignissen zugeordnet ist. Dieses
Maf kann durch einige wenige Eigenschaften festgelegt werden, die mit den idea-
lisierten Eigenschaften der H&ufigkeiten fiir groffe M iibereinstimmen. Fiir ein
tieferes Kindringen muss hier auf die eingangs dieses Kapitels zitierte Literatur
verwiesen werden.
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7.3.2 Verteilungsdichtefunktion

Aus der Verteilungsfunktion lésst sich durch Differenzbildung ermitteln, mit
welcher Wahrscheinlichkeit die Zufallsgrofie s(t1) innerhalb eines begrenzten
Amplitudenbereichs (z;z + Ax) liegt. Mit (7.61) gilt hierfiir

Pi(x 4+ Az) — Ps(x) = Prob[s(t) < x + Ax] — Prob[s(t) < z]
= Prob[z < s(t) <z + Ax] . (7.62)

Lasst man im Grenzfall die Breite Az dieses Amplitudenbereiches gegen Null
gehen und bezieht gleichzeitig die obige Wahrscheinlichkeit auf die Breite
des Bereiches, so erhélt man als Grenzwert dieses Differenzenquotienten die
Verteilungsdichtefunktion als Ableitung der Verteilungsfunktion

Py(x + Az) — Py(x) d

X = li = —P, . .
ps(@) Arlo Az dz +(@) (7.63)

In Umkehrung von (7.63) und mit Ps(—oo) = 0 gilt dann

x

Pe) = [ pu(e)ac. (7.64)

— 00

Da Py(x) eine monoton steigende Funktion ist, folgt aus (7.63) sofort, dass
die Verteilungsdichtefunktion nicht negativwertig ist, d. h.

ps(xz) > 0. (7.65)

Weiter ergibt sich aus (7.64) fiir  — oo mit (7.59)

[ pepde =P =1, (7.66)
die Fliche unter der Verteilungsdichtefunktion ist gleich Eins.

Eine sehr einfache Form der Verteilungsdichtefunktion ist die Gleichver-
teilung oder Rechteckverteilung

1 T — Mg
() = = rect ) 7.67
pate) = L rect (£ (7.67)
Ein Beispiel fiir ein gleich verteiltes, ergodisches Zufallssignal zusammen mit
Verteilungsdichte- und Verteilungsfunktion ist in Abb. 7.8 dargestellt.

Anmerkung: Die in diesem Beispiel behandelte Verteilungsfunktion ist stetig,
man spricht dann von einer kontinuierlichen Verteilung. Enthélt die Ver-
teilungsfunktion zusétzlich Sprungstellen, dann treten in der zugeordneten
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0 X —=

Abbildung 7.8. Gleichverteiltes Zufallssignal mit Verteilungs- und Verteilungs-
dichtefunktion

Verteilungsdichtefunktion Dirac-Impulse auf. Besteht die Verteilungsdichte-
funktion nur aus einer Summe von Dirac-Impulsen, dann nennt man sie eine
diskrete Verteilung (Aufgabe 7.15). Da die Fliche unter der Verteilungsdich-
tefunktion eins sein muss, wird sich hier die Summe der Gewichte zu den
Dirac-Impulsen zu eins ergeben.

Aus der Verteilungsdichtefunktion ps(z) einer ZufallsgroBe s(t1) oder ei-
nes stationédren Prozesses s(t) lassen sich in einfacher Weise alle Mittelwerte
erster Ordnung berechnen: Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgréfie
in einem schmalen Amplitudenbereich (x;2 + dx) liegt, gilt mit (7.62) und
(7.64) und dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

r+dx
Problz < s(t) < x4 dz] = / ps(€)dE =~ ps(z)dx . (7.68)

x

Man kann nun bei der Mittelwertbildung gemé8 (7.1) so vorgehen, dass die M
einzelnen Summanden *s(t) unter der Summe zunzchst in einzelne Teilsum-
men mit jeweils anndhernd gleicher Amplitude x im Bereich (z;z + dz) zu-
sammengefasst werden. Jede dieser Teilsummen gibt dann, auf M bezogen,
einen Beitrag der Grole x - ps(2)dx zum Mittelwert. Der gesamte Mittelwert
folgt nach Summierung iiber alle diese Teilsummen als Integral
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ms =E{s(t)} = / xps(x)dx . (7.69)
Fiir den quadratischen Mittelwert ergibt sich entsprechend
Ly=E{s’(t)} = / xps(z)de . (7.70)

— 00

Auf Grund dieses Zusammenhangs werden linearer und quadratischer Mit-
telwert auch 1. und 2. Moment?! der Verteilung genannt.

Allgemein gilt folgende Bezichung zwischen Erwartungswerten erster Ord-
nung und der Verteilungsdichtefunktion fiir stationére Prozesse:

oo

£ {Fls(t)]} = / Flalpa(z)dz . (7.71)

— 00

Anmerkung: Da die 1., 2. und hoheren Momente sich andererseits auch als Ko-
effizienten einer Potenzreihenentwicklung der Verteilungsdichtefunktion erge-
ben, kann aus Messung geniigend vieler Momente die Verteilungsdichtefunk-
tion rekonstruiert werden (Davenport und Root, 1958).

Als Beispiel ergeben sich fiir eine gleichverteilte stationire Zufallsgrofie durch
Einsetzen von (7.67) in (7.69) und (7.70) der Mittelwert

ms = € {s(t)} :é /Ooxrect <””m> dz

—0o0

und die (normierte) Leistung

1T - 2
Lszg{SQ(t)}:a/xgrect<x a”“)d = Sm?. (7.72)

Geméf (7.13) hat dann die Streuung einer gleichverteilten Zufallsgrofie den
Wert

02 =Ls—m?=d%/12. (7.73)
Fiir die Gleichverteilung (7.67) ldsst sich damit auch schreiben

21 In Anlehnung an die entsprechend gebildeten Momente der Mechanik, z.B.
Tréagheitsmoment.
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1 T — Mg
s(x) = rect - . 7.74
Pa(®) = oo (m) (7.74)

Die Verteilungsdichtefunktion einer gleichverteilten Zufallsgréfle oder eines
stationéiren Prozesses mit Gleichverteilung kann also bereits durch Mittelwert
und Streuung vollstdndig beschrieben werden.

7.3.3 Verbundverteilungsfunktion

In Abschn.7.1.1 waren die Verbundmittelwerte oder Mittelwerte hoherer
Ordnung eingefiithrt worden, um Aussagen iiber den statistischen Zusammen-
hang benachbarter Beobachtungswerte eines Prozesses oder zwischen Beob-
achtungswerten verschiedener Prozesse machen zu kénnen. Aus den gleichen
Griinden ist auch die Definition von Verteilungsfunktionen héherer Ordnung
fiir viele Anwendungszwecke notwendig. Zur Definition der Verbundvertei-
lungsfunktion zweier Prozesse s(t) und g(t) [oder mit s(t) = g(¢) auch eines
Prozesses] werden zwei Zufallsgrofien s(t1) und g(t2) dieser Prozesse betrach-
tet, und es wird ausgezéhlt, dass von insgesamt M Beobachtungswertepaaren
in M,, Fillen sowohl *s(t;) < z als auch ¥g(t2) < y ist. Dann wird als Ver-
bundverteilungsfunktion definiert

Psg(wvtl;yatQ) = lim

M — o0

M,
Wy fiir alle z,y,t1,t2 (7.75)

oder entsprechend (7.61) symbolisch mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsbegrif-
fes

Pyy(x,t1;y,t2) = Prob[s(t1) <z UND g(t2) <y], (7.76)

wobei das Wort UND hier im logischen Sinn des ,sowohl als auch®, der
Konjunktion, gebraucht wird. Im Folgenden wird fast immer angenommen,
dass s(t) und g(t) verbunden stationére Prozesse sind, dann ist die Verbund-
verteilungsfunktion nur noch von der Differenz 7 = t5 — ¢; der Beobachtungs-
zeiten abhéingig und kann Ps,(x,y,7) geschrieben werden. Aus der Defini-
tion (7.76) folgen mit dieser Vereinfachung sofort einige Eigenschaften der
Verbundverteilungsfunktion

Pyy(00,00,7) =1
Pyg(—00,y,7) =0 (7.77)
Pyy(x,—00,7)=0.
Wird weiter eine der beiden Schwellen zu +o0o0 angenommen, dann geht die
Verbundverteilungsfunktion in eine einfache Verteilungsfunktion iiber

Pyy(x,00,7) = Ps(x)

Pyg(00,y,7) = Py(y) . (7.78)
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P,(x) und P,(y) werden in diesem Zusammenhang Randverteilungen der Ver-
bundverteilungsfunktion genannt.

Werden die Beobachtungswerte ergodischen Prozessen entnommen, dann
kann auch die Verbundverteilungsfunktion aus zwei Musterfunktionen durch
zeitliche Mittelung gebildet werden. Das Prinzip zeigt Abb.7.9 fiir 7 = 0.
In den Zeitabschnitten Aty, Ata, ... liegt sowohl s(t) unterhalb der Schwel-
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Abbildung 7.9. Bildung der Verbundverteilungsfunktion Ps4(z,y,7 = 0) verbun-
den ergodischer Prozesse durch Zeitmittelung

le z als auch g(t) unterhalb y. Durch zeitliche Mittelung ergibt sich im
Grenziibergang geniigend langer Messzeit die Verbundverteilungsfunktion
flir 7 =0 zu

Poylw,y.7=0) = Jim % 3 Ati(ay) (7.79)
7

Durch Verschieben der Funktion g(t) um 7 lisst sich in gleicher Weise die

Verbundverteilungsfunktion fiir beliebige 7 ermitteln.

In Verallgemeinerung der Definition der Verteilungsdichtefunktion in
(7.63) kann die Verbundverteilungsdichtefunktion als partielle Ableitung der
Verbundverteilungsfunktion nach den beiden Variablen x und y definiert wer-
den

32
psg (ZL’, Y, 7_) = Waypsg (1’, Y, T) . (780)

Die Umkehrung von (7.80) lautet
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Pyy(z,y, 7 / /psg & v, m)dvdE . (7.81)

— 00 —O0

Aus (7.81) und den Eigenschaften der Verbundverteilungsfunktion (7.77)
folgt fiir  — oo und y — oo, dass das Volumen unter der Verbundver-
teilungsdichtefunktion fiir alle 7 gleich Eins ist. Weiter ist die Verbundver-
teilungsdichtefunktion wie die Verteilungsdichtefunktion nicht negativwertig
(Abb.7.10). Aus der Verbundverteilungsdichtefunktion der verbunden sta-

psg(X,)’)T Psg(x,y)T 7y

Y
] ; 2 1
v = L/ T
3 %
Abbildung 7.10. Verbundverteilungsdichtefunktion — psg(z,y) und

Verbundverteilungsfunktion Psy(z,y) zweier statistisch unabhéngiger, stationérer,
gleichverteilter Prozesse

tiondren Zufallsprozesse s(t) und g¢(t) lassen sich dhnlich zu dem Vorgehen
in Abschn. 7.3.2 die Verbundmittelwerte 2. Ordnung (Verbundmomente) be-
stimmen. Entsprechend zu (7.68) kann man schreiben

Probjz < s(t) <z +dz UND y < g(t +7) <y + dy]
r+dx y+dy

Psg(&, v, T)dvdé = peg(z,y, 7)dydx .

T Y

Damit erhélt man speziell fiir die Kreuzkorrelationsfunktion ¢s4(7) nach
(7.24)

wsg(T) =E{s(t)g(t +7)} / /xypgg x,y, 7)dydx . (7.82)

—00 —0o0

Der Kreuzkorrelationskoeffizient ergibt sich fiir 7 = 0 dann zu

sg(0) = / / 2y ag (@, 9,7 = 0)dyd . (7.83)

— 00 —O0
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7.3.4 Statistische Unabhingigkeit

Lésst sich die Verbundverteilungsfunktion zweier Prozesse s(t) und g(¢) als
Produkt ihrer Verteilungsfunktionen darstellen, dann nennt man die Prozesse
statistisch unabhingig. Allgemein gilt damit bei nichtstationéiren Prozessen

Pyy(x,t15y,t2) = Ps(x,t1) - Pyy,ta)  fiir alle ¢q, 12 . (7.84)

Diese Unabhéngigkeit kann i. Allg. angenommen werden, wenn die Pro-
zesse physikalisch verschiedene Quellen besitzen, diese physikalische Un-
abhéngigkeit ist aber keine notwendige Voraussetzung der statistischen Un-
abhéngigkeit. Bei verbunden stationédren Prozessen sind die beiden Vertei-
lungsfunktionen zeitunabhiingig, damit wird aus (7.84)

Psg(xvva) :PS(I) Pg(y) :Psg(xay) > (7'85)

ihre Verbundverteilungsfunktion ist also bei statistischer Unabhingigkeit
zeitunabhiéingig und gleich dem Produkt der Randverteilungen (7.78). Der
gleiche Zusammenhang gilt fiir die Verteilungsdichtefunktionen, mit (7.80)
wird aus (7.85)

2
el ) = o [P(0) - Py (o) (7.56)

— %Ps(x) . diypg(y) = ps(fﬂ) 'pg(y)

die Verbundverteilungsdichtefunktion statistisch unabh#ngiger, verbunden
stationérer Prozesse ist also ebenfalls das zeitunabhingige Produkt der ein-
zelnen Verteilungsdichtefunktionen.

Diese Aussagen gelten entsprechend fiir alle diesen Prozessen entnomme-
nen ZufallsgroBen. Als einfaches Beispiel zeigt Abb. 7.10 Verbundverteilungs-
dichte- und Verbundverteilungsfunktion zweier statistisch unabhéngiger, sta-
tionérer, gleichverteilter Prozesse mit

Psg(2,Y,T) = psg(x,y) = rect(z) - rect(y) . (7.87)

Die Kreuzkorrelationsfunktion zweier statistisch unabhéngiger, verbunden
stationdrer Prozesse erhélt man durch Einsetzen von (7.86) in (7.82)

Psg(T) = /OO /Oowyps(w)pg(y)dydw

—00 —00
oo oo

- / opa(a)do [ upyu)dy =m.m, (7.88)

— 00 — 00
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Die Kreuzkorrelationsfunktion ist in diesem Fall konstant und gleich dem
Produkt der Mittelwerte. Die in (7.25) definierte Kreuzkovarianzfunktion ver-
schwindet dann:

fisg(T) = @sg(T) —ms - mg =0. (7.89)

Prozesse mit der Eigenschaft ji,(7) = 0 nennt man unkorreliert oder gleich-
bedeutend linear unabhingig (Aufgabe 7.13).

Statistisch unabhéngige, stationére Prozesse sind also stets unkorreliert. Die-
ser Satz ist i. Allg. nicht umkehrbar, eine wichtige Ausnahme bilden die im
néichsten Abschnitt betrachteten GauB-verteilten Zufallsgrofien und Prozes-
se.??

Anmerkung: ITm Besonderen sind auch die den unkorrelierten Prozessen s(t)
und g¢(t) zu beliebigen Zeiten entnommenen Zufallsgrofien s(¢;) und g(t2)
unkorreliert. Ist speziell nur ps,(0) = 0, dann sind auch nur die gleichzeitig
entnommenen Zufallsgréfien s(¢1) und g(t1) (¢1 beliebig) unkorreliert (Auf-
gabe 7.7b). Dies entspricht der Eigenschaft der Orthogonalitét (6.10) bei
Energiesignalen.

7.4 Gauf3-Verteilungen

7.4.1 Verteilungsdichtefunktion der Summe von Zufallsgréflen

In vielen Anwendungsfillen interessieren die statistischen Eigenschaften der
Summe von Signalen, Beispiele sind die Summe von Nutz- und Stoérsignal
oder die Summe verschiedener Storsignale. Gesucht sei die Verteilungsdich-
tefunktion ps(z) der Summe

"s(t) = "f (1) +Fo()

zweier verbunden stationidrer Prozesse f(t) und g¢(¢) (optional entsprechend
mit Zeitverschiebung 7). Die Summe beider Zufallsgrofien nimmt den Wert x
an, wenn beispielsweise *f(t) = u UND *g(t) = x — u ist. Diese Kombination

22 Die Kreuzkorrelation ist ein Maf fiir die lineare Abhiingigkeit zwischen zwei
Prozessen, d.h. fiir die Erwartung, dass die Zufallsvariablen der beiden Prozesse
iiber einen linearen Faktor miteinander verbunden sind. So wird die Kreuzkor-
relation vom Betrag her stets maximal, wenn fiir die gemeinsam beobachteten
Musterfunktionen immer gilt %g(t2) = a-*s(t1) (a reell), und der Betrag wird um
so kleiner werden, je hdufiger und je stiarker die Beobachtungen im Mittel von
diesem Idealfall abweichen. Unkorrelierte Prozesse kénnen aber durchaus nicht-
lineare Abh#ngigkeiten aufweisen und sind dann nicht statistisch unabhéngig.
Ein Beispiel hierfiir wére es, wenn fiir die Hélfte der beobachteten Fille zufllig
gilt "g(t2) = +a - *s(t1), und sonst ¥g(t2) = —a - "s(t1). Bei der Bildung des Er-
wartungswertes ergibt sich zwar eine Kreuzkorrelation von Null, tatséchlich ist
aber die statistische Abhingigkeit zwischen den Absolutwerten maximal.
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tritt mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte auf, die entsprechend zur Diskussi-
on in Abschn. 7.3.3 durch die Verbundverteilungsdichtefunktion pq(u, x —u)
beschrieben werden kann (hier mit 7 = 0, jedoch prinzipiell fiir beliebiges 7).
Durch Berticksichtigung aller moglichen Werte u folgt als Verteilungsdichte-
funktion der Summe dann der Integralausdruck

e}

ps(x) = / Prg(u, z —w)du . (7.90)

— 00

Sind f(¢1) und g(t1) auerdem statistisch unabhéngig, dann wird durch Ein-
setzen von (7.86) in (7.90)

o0

pal) = / Py () - pyla — u)du = py(z) * py(z) (7.91)

— 00

Die Verteilungsdichtefunktion der Summe statistisch unabhéngiger Zufalls-
groflen ist also gleich dem Faltungsprodukt der einzelnen Verteilungsdichte-
funktionen.??

Als Beispiel zeigt Abb. 7.11 Verteilungsdichtefunktionen, wie sie fiir die
Summen statistisch unabhéngiger, gleichverteilter, ergodischer Zufallssigna-
le gelten. Wird die Anzahl der Summanden einer solchen Summe statistisch

tsit ps(x) |
05 =
0 /M / A / 'i,
-05 VWL b=
1 ts(t) +glt) 1 ‘ )?0 T =
/ Ps+glx) 11
0 4 / /1 A AA / /I
i/ Vv Y+
-1
157t s{t) +glt) + hit) i ) ——

-15 15 %"

Abbildung 7.11. Summen statistisch unabhéngiger, gleichverteilter Zufallssigna-
le s(t), g(t), h(t) (Abb.7.8) und ihre Verteilungsdichtefunktionen

unabhéngiger, gleichverteilter Zufallsgrofien stéindig weiter erhoht, so nahert

28 Zur Loésung dieses Faltungsprodukts kann die Fourier-Transformation be-
nutzt werden (Aufgabe 7.15). Die Fourier-Transformierte einer Verteilungs-
dichtefunktion wird charakteristische Funktion genannt, sie wird als Hilfsmittel
fiir Faltung, Integration oder Differentiation verwendet.
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sich der Verlauf der resultierenden Verteilungsdichtefunktion mehr und mehr
einer Gauf-Funktion (Anhang 3.13.2). Dieses Verhalten ist nun nicht auf
die Gleichverteilung beschriinkt, sondern gilt nach der Aussage des zentralen
Grenzwertsatzes (Davenport und Root, 1958) der mathematischen Statistik
flir Summen geniigend vieler unabhéngiger Zufallsgréfien mit in weiten Gren-
zen beliebigen Verteilungsdichtefunktionen. Vorausgesetzt wird lediglich, dass
die Varianzen aller einzelnen Zufallsgroflen klein gegen die Gesamtvarianz
sind.

7.4.2 Gauf3-Verteilung

Die Gaup- Verteilung®*, auch Normalverteilung genannt, stellt eine der wich-
tigsten kontinuierlichen Verteilungsdichtefunktionen dar. Sie spielt bei der
statistischen Signalbeschreibung eine grofie Rolle, weil die praktisch auftre-
tenden Zufallssignale in sehr vielen Féllen (z. B. Widerstandsrauschen, An-
tennenrauschen, Rauschsignale in Ubertragungsstrecken, Summen von Ton-
oder Sprachsignalen) durch Summierung der Signale einer groflen Anzahl un-
abhéngiger Quellen gebildet werden und daher normalverteilt oder zumindest
angendhert normalverteilt sind.

Wie bei der Gleichverteilung wird auch bei der Gau3-Verteilung die Ver-
teilungsdichtefunktion ps(x) durch den Mittelwert m, und die Streuung o2
vollstéindig beschrieben (Aufgabe 7.18). Es gilt

1
ps(z) = e (@=ma)*/(203) (7.92)

\/2mo?

Das die Verteilungsfunktion beschreibende Integral (7.64) ldsst sich fiir den
Fall der GauB-Verteilung nicht geschlossen 16sen. Die meisten mathemati-
schen Handbiicher oder Formelsammlungen enthalten aber Tabellen, denen
in unterschiedlichen Normierungen unter der Bezeichnung Gauf3’sches Fehler-
integral, Wahrscheinlichkeitsintegral oder Fehlerfunktion die Gauf3’sche Ver-
teilungsfunktion zu entnehmen ist (Anhang 7.7.3).

Abb. 7.12 zeigt die Verteilungsdichtefunktion ps(z) sowie die Verteilungs-
funktion Ps(x) einer Gauf-Verteilung fiir den Fall, dass der Mittelwert m
den Wert 0 und die Standardabweichung o, den Wert 1 hat. Addiert man
zwei statistisch unabhéngige, Gauf-verteilte Zufallsgroffen mit den Mittel-
werten my, mo und den Streuungen o2, o3, so ist die Summe ebenfalls Gaufl-
verteilt mit Mittelwert m, und Streuung o2 gem#f$ (s. Aufgabe 7.15)%°

ms = mq +ma ; 02 =0} +o5. (7.93)

s =

24 Karl Friedrich Gau8 (1777-1855), dt. Mathematiker und Physiker.

25 Bei einer generelleren Formulierung des Superpositionsprinzips, s = a1s1 + azsz,
gilt aber: ms = aimi1 + a2mz und af = a%a% + a%og.
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Abbildung 7.12. Verteilungsdichtefunktion p,(z) und Verteilungsfunktion Ps(z)
einer GauB-Verteilung mit ms = 0

7.4.3 Gauf3-Prozess und LTI-Systeme

In Abschn. 7.2 war gezeigt worden, wie sich Mittelwerte und Verbundmittel-
werte von Zufallsprozessen bei der Ubertragung von Zufallsprozessen iiber
ein LTI-System verhalten. Die weitergehende Frage, wie sich beispielsweise
Verteilungs- und Verteilungsdichtefunktionen bei einer solchen Ubertragung
verdndern, ldsst sich dagegen schon nicht mehr allgemein beantworten. In
einer Ndherungsmethode kann man den linearen, quadratischen, kubischen
usw. Mittelwert am Ausgang des LTI-Systems berechnen und damit die Ver-
teilungsfunktion approximieren.

Eine exakte Losung dieses Problems ist dagegen moglich, wenn die Ein-
gangssignale Musterfunktionen eines stationéren Zufallsprozesses mit Gauf3-
Verteilung sind. Als Folge des zentralen Grenzwertsatzes ist dann auch die
Schar der Ausgangssignale GauB-verteilt (Davenport und Root, 1958). Die-
ses Verhalten soll durch das in Abb. 7.13 dargestellte Systembeispiel plausi-
bel gemacht werden. Im linken Teil der Abb. wird die Summe einer grofien
Anzahl von Zufallssignalen gebildet und iiber ein LTI-System iibertragen.
Jedes dieser Signale soll Musterfunktion eines jeweils anderen statistisch un-
abhéngigen, stationédren Prozesses mit einer jeweils beliebigen Verteilungs-
funktion sein. Das Summensignal “n(t) ist dann laut Aussage des zentralen
Grenzwertsatzes und unter seinen Voraussetzungen Mustersignal eines stati-
ondren Prozesses mit Gaufi’scher Verteilungsdichtefunktion. Der rechte Teil
des Bildes beschreibt ein dquivalentes System, da die Faltung distributiv zur
Addition ist (Abb.1.21). Die einzelnen Faltungsprodukte *s(t)  h(t) gehoren
jetzt 1. Allg. Prozessen mit verdnderten Verteilungsdichtefunktionen an. Je-
doch muss die Summe als Folge des zentralen Grenzwertsatzes ebenfalls wie-
der Mustersignal eines Prozesses mit Gaufl’scher Verteilungsdichtefunktion
sein. Damit wird veranschaulicht, dass auch am Ausgang des LTI-Systems der
linken Bildhélfte der Prozess n(t) x h(t) GauB-verteilt ist. In gleicher Weise,
wie der bisher angesprochene zentrale Grenzwertsatz eine Aussage iiber die
Verteilung 1. Ordnung eines wie in Abb. 7.13 gebildeten Prozesses n(t) macht,
existiert auch ein iibergeordneter zentraler Grenzwertsatz, der alle hoheren
Verbundverteilungen des Summenprozesses n(t) in Form mehrdimensionaler
GauB-Verteilungen beschreibt. Ein derart im statistischen Sinn vollstédndig
definierter Prozess wird ein (hier stationérer) Gaufs-Prozess genannt.
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*s(t) ks(t)xh(t)

kg(t)+h(t)

Kn(t)*h(t) Kn(t)*h(t)

Abbildung 7.13. Systembeispiel zur Ubertragung eines GauB-verteilten Si-
gnals "n(t) iiber ein LTI-System

Ubertriigt man einen stationiiren GauB-Prozess iiber ein LTI-System,
dann zeigt auch hier das Systembeispiel Abb.7.13, dass der Ausgangspro-
zess ebenfalls ein stationérer GauB-Prozess ist.

Aus der Theorie der Gau-Prozesse (Davenport und Root, 1958) sei hier
nur die im Folgenden mehrfach benétigte Verbundverteilungsdichtefunkti-
on psg(x,y, ) zweier GauB-Prozesse s(t) und g¢(t) vorgestellt, wie sie bei-
spielsweise zwischen Ein- und Ausgang eines mit stationédrem, thermischen
Rauschen gespeisten LTI-Systems auftreten. Haben diese Prozesse die Streu-
ungen o7 und o7 und sind sie mittelwertfrei, dann gilt (s. Anhang 7.7.2)

(2 3:7) =
S 1.7 77_ =
Peglto 2mos0g+/1 — 02(T)

Cex _agmz +o2y? — 205040(T)Y
Y 20202(1 - ¢2(7)) ’

(7.94)

wobei o(7) die auf das Produkt der Standardabweichungen normierte Kreuz-
kovarianzfunktion ist:

o(7) = psg(7)/(504) - (7.95)

Sind die beiden Prozesse unkorreliert, so ist nach Abschn. 7.3.4 p44(7) = 0
und damit auch o(7) = 0. Damit erhélt man fiir unkorrelierte Gau-Prozesse

nach (7.94)
1 U§x2 + o2y?
2mos0, exPp 20202

A (a) e (3%)
= X . X [
2mo3 203 2m02 203
= ps() - pg(y) - (7.96)

Die Verbundverteilungsdichtefunktion lésst sich dann als Produkt der ein-
zelnen Verteilungsdichten schreiben. Nach (7.86) bedeutet das zusétzlich die

psg(xvy’T) :psg(mvy) =
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statistische Unabhéngigkeit beider Zufallsprozesse. Es gilt also die wichti-
ge Aussage, dass unkorrelierte Gauf-Prozesse auch statistisch unabhéngig
sind.26

7.4.4 Fehlerwahrscheinlichkeit bei Korrelationsfilter-Empfang
gestorter Bindrsignale

Die Beschreibung von Zufallsprozessen durch ihre Verteilungsfunktionen war
eingangs damit begriindet worden, das pauschale Giitekriterium des S,/N-
Verhiiltnisses bei Korrelationsfilter-Empfang durch genauere Aussagen zu
erganzen.

Hierzu wird ein Empféanger betrachtet, der zunéchst nur entscheiden soll,
ob der Sender zu einem bestimmten Zeitpunkt ein bestimmtes Signal s(t) ge-
sendet hat oder nicht. Diese Entscheidung soll durch eine Schwellenschaltung
am Ausgang eines Korrelationsfilter-Empfiangers getroffen werden. Das be-
trachtete Gesamtsystem ist in Abb. 7.14 dargestellt (vgl. Abb.7.4). Zunichst

Storung LTI- Entscheidungsstufe
{ n(t) ; System  Abtaster Sl gesendet”
iimi > I [hit) _;lt:T wenn y(T)>C
| | { H(f) fylt)  y(T) ,.slt) nicht gesendet”
% : wenn y(T)=C
Sender | Kanal I Empfanger

Abbildung 7.14. Ubertragungssystem mit Entscheidungsstufe

wird angenommen, dass das Signal as(¢) am Kanalausgang mit dem Ampli-
tudenfaktor a = 1 erscheint. Der Abtastwert y;(7) am Ausgang des Emp-
fangsfilters setzt sich dann nach (7.45) aus einem Nutzanteil g(7") und einem
Storanteil ne(7') zusammen

yi(T) = g(T) + ne(T) .

Die Aufgabe der Entscheidungsstufe besteht nun darin, den Abtastwert y; (T')
mit einer geeignet gewihlten Schwelle C' zu vergleichen und ,s(t) gesen-
det“ anzuzeigen, wenn y;(T) > C ist. Der Empfinger trifft also eine Fehl-
entscheidung, wenn y;(7') < C ist, obwohl s(t) gesendet wurde. Um die
Wahrscheinlichkeit einer solchen Fehlentscheidung berechnen zu kénnen, wird

26 Statistische Abhingigkeiten zwischen zwei Gauf-Prozessen lassen sich demnach
vollsténdig als lineare Abhéngigkeiten charakterisieren (vgl. hierzu auch Fufinote
22). Hieraus folgt auch, dass lineare Systeme geniigen, um diese Abhéingigkeiten
auszunutzen. Daher reicht z.B. bei Gauf-verteilten Stérungen als optimaler
Empfanger ein lineares System, der Korrelationsfilter-Empfanger, vollstandig
aus.
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dieser Ubertragungsversuch hinreichend oft mit voneinander unabhingigen
Storquellen aufgebaut. Der Abtastwert y;1(T") ist dann eine Zufallsgréfie mit
einer Verteilungsdichtefunktion p, (2). Die Fehlerwahrscheinlichkeit Py lédsst
sich mit (7.61) durch die Verteilungsfunktion ausdriicken

Pel = Prob[y1 (T) S C] = Pyl(O) . (797)
Mit (7.64) ist dann der Zusammenhang zwischen P, und py ()

c
P, = /pyl(x)dx. (7.98)

—00

In Abschn.7.2.5 war vorausgesetzt worden, dass das im Ubertragungskanal
addierte Storsignal weifles Rauschen mit der Leistungsdichte Ny sei. Hier
wird zusétzlich noch angenommen, dass das Rauschen Gauf-verteilt ist. Die-
se Annahme ist nach den Ergebnissen des Abschn. 7.4 fiir sehr viele Kaniile
zuléssig und erlaubt weiter die Aussage, dass die am Ausgang des Korrela-
tionsfilters als LTT-System liegende Storgrofie no(T) ebenfalls GauB-verteilt
ist. Dieser Gauf3-verteilten mittelwertfreien Zufallsgrofle mit der Augenblicks-
leistung und Streuung N = Ny [*°_h?(t)dt nach (7.38) ist der konstante
Nutzanteil g(T) = v/Sa nach Abschn. 7.2.5 als Mittelwert iiberlagert. Damit
erhéilt man iiber die Gauf’sche Verteilungsdichtefunktion (7.92) fiir den Ab-
tastwert am Ausgang des Korrelationsfilters eine Verteilungsdichtefunktion
(Aufgabe 7.20)

exp[—(z — /S2)%/(2N)] (7.99)

1
xTr) =
pyl( ) \/m
und als Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich mit (7.98)

C

P —/ !
ol V2rN

—00

exp|[—(z — \/S.)?/(2N))dz . (7.100)

Dieses Integral kann, wie schon in 7.4.2 erwihnt, nicht geschlossen berechnet
werden. Mit der komplementéren Fehlerfunktion [GL. (7.160) in Anhang 7.7.3]
ldsst sich fiir (7.100) auch schreiben

1 S, —C
Py = ierfc (%) (7.101)

In einem zweiten Ubertragungsversuch wird nun angenommen, dass der Sen-
der kein Signal erzeugt, also a = 0 ist. Der Abtastwert am Ausgang des
Korrelationsfilters ist dann nur vom Storsignal abhéngig, mit ¢(7T") = 0 gilt

Yo (T) = TNe (T)
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In diesem Fall trifft der Empfinger eine Fehlentscheidung, wenn yo(7') > C
ist; die zugehorige Fehlerwahrscheinlichkeit Py ist damit

Py = Problyo(T) > C] . (7.102)
Da yo(T) eine GauB-verteilte, aber jetzt mittelwertfreie ZufallsgroBe ist, gilt

(2) = ——
NP

Damit wird mit (7.102) und in gleicher Rechnung wie oben

exp[—2?/(2N)] . (7.103)

Py = /pyo(x)dx = %erfc (%) ) (7.104)

c
Die beiden Verteilungsdichtefunktionen py(x) und pyo(z) sind in Abb.7.15
dargestellt.?” Bei zunichst willkiirlicher Annahme einer Schwelle C' entspre-
chen die schraffierten Flachen den Fehlerwahrscheinlichkeiten P,; und Peg
in beiden Experimenten. Bisher wurden zwei getrennte Experimente ,,s(t)
gesendet® und ,,s(t) nicht gesendet* betrachtet. Fasst man nun beide Experi-
mente zu einem Gesamtexperiment zusammen, in dem genau die eine Hélfte
der Sender das Signal s(t) aussendet, die andere dagegen nicht, dann ergibt
sich die gesamte Fehlerwahrscheinlichkeit als Summe der anteiligen, hier also
halben Fehlerwahrscheinlichkeit der zuerst durchgefiihrten Einzelexperimen-
te, also ist

1

1 1
P, = -Pa+ Py = -(FPa+ Fe) - 1
3Pt + 5P = 5(Pa + Pu) (7.105)

2T Da die Verteilungsdichtefunktionen hier vom Zustand des Senders abhingig sind,
werden sie auch ,bedingte Verteilungsdichtefunktionen“ genannt und geschrie-
ben

py1(x) = py(zla=1)
Pyo(x) = py(zla =0)

Hieraus errechnet sich die Verteilungsdichte des Ausgangssignals geméif3
py(z) = Probla = 0] - pyo(z) + Probla = 1] - py1(x).

Bei unipolarer Ubertragung ist die Verteilungsdichte des Nutzsignals
pg(z) = Probla = 0] - §(z) + Probla = 1] - (z — v/S,) .

Durch Anwendung von (7.91) erhilt man iiber

Pu() =py(@) *pel)  mit  pa(r) =~ expl-a?/(2N)].

dasselbe Ergebnis wie oben. Im Folgenden wird der Sonderfall Probla = 0] =
Prob[a = 1] =  betrachtet.
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[Experiment: J [Experiment: ]
s{t) nicht gesendet s(t) gesendet

py1lx)

pyo(x)

!

C Peo Vg(: X—

0 Y

Abbildung 7.15. Verteilungsdichtefunktionen p,i(x) und pyo(z) am Eingang der
Entscheidungsstufe und resultierende Fehlerwahrscheinlichkeiten Pe1 und Peo

Die so definierte Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit entspricht jetzt der mit 1/2
multiplizierten gesamten schraffierten Fliche in Abb.7.15. Wie an Hand
von Abb.7.15 sofort einsichtig ist, wird diese schraffierte Fldche und da-
mit die Fehlerwahrscheinlichkeit dann minimal, wenn die Schwellenamplitu-
de C' mit dem Schnittpunkt der Verteilungsdichtefunktionen zusammenfillt.
Da beide Verteilungsdichtefunktionen symmetrisch sind und p, (z) durch ei-
ne Verschiebung um +/S, aus pyo(z) hervorgeht, liegt ihr Schnittpunkt bei
x = /Sa/2. Mit C = /S,/2 ergibt sich dann die minimale Gesamtfehler-
wahrscheinlichkeit nach (7.105) mit P,; nach (7.101) und P,y nach (7.104)

zu

oo =+ [brte (VE V) | L (V2]

2
([ Ss
— 2\ Ven ) -

Dieser Ausdruck erreicht schliellich seinen geringsten Wert bei Korrelations-
filter-Empfang. Mit der dann giiltigen Beziehung S,/N = E/Ny aus (7.50)
folgt

1
Pe min — §erfc ( ES > . (7106)

8Ny
Dieser Zusammenhang ist in Abb. 7.16 doppelt logarithmisch aufgetragen.

Anmerkung: Zur Bestimmung der optimalen Entscheidung werden oft auch
Kriterien benutzt, die auf der Maximierung der Wahrscheinlichkeit beruhen,
dass eines der Symbole gesendet wurde. Am obigen Beispiel kann man zwar
feststellen, dass pyi(x) > pyo(x) fir > C, allerdings ergeben die Vertei-
lungsdichtefunktionen selbst noch keine Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber
die Sendung von @ = 0 bzw. a = 1. Dieser Zusammenhang kann aber iiber
das Bayes-Theorem?® der bedingten Wahrscheinlichkeiten hergestellt werden,

2% Thomas Bayes (ca. 1702-1761), englischer Mathematiker und presbyterianischer
Pfarrer.
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1
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Abbildung 7.16. Die Fehlerwahrscheinlichkeit Pepmin = %erfc(«/Es/SNo)
[Abszisse: 10lg(Es/No) dB]

mit dem gilt
Pyo(z) - Probla = 0]

R .
Probla = 11z) = 227 i?ﬁi‘i[“ =,

mit py(z) geméB FuBnote 27. Fiir die Bayes-Entscheidung ist nun zu er-
mitteln, ob fiir einen am Entscheidereingang beobachteten Amplitudenwert
x mit groferer Wahrscheinlichkeit ¢ = 0 oder a = 1 gesendet wurde. Die
Entscheidungsschwelle C' liegt dann dort, wo Gleichheit der Wahrscheinlich-
keiten gilt, d.h. am Schnittpunkt der beiden gewichten Verteilungsdichten
pyo(z) - Probla = 0] und pyi(x) - Probla = 1]. Fiir den Fall identischer
Héaufigkeiten der beiden Symbole und identischer, um die beiden Nutzsignal-
amplituden symmetrischer Verteilungsdichtefunktionen liegt die Entschei-
dungsgrenze der Bayes-Entscheidung wieder genau in der Mitte zwischen den
beiden moglichen Amplitudenpunkten des Nutzsignals.

Kurz zusammengefasst: In einem Experiment wird von einer Schar von
Sendern zu einer bestimmten Zeit ein determiniertes Signal s(¢) der Ener-
gie Es und von einer zweiten gleich grofien Schar kein Signal erzeugt. Nach
Ubertragung iiber Kanile, die weiles, Gauf’sches Rauschen der Leistungs-
dichte Ny addieren, werden die Signale durch Korrelationsfilter-Empfianger
mit einer anschlieBenden Entscheidungsstufe empfangen. Bei optimaler Wahl
der Entscheidungsschwelle ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Emp-
fangsfehler durch (7.106) gegeben. Bemerkenswert ist, dass der Verlauf die-
ser Fehlerwahrscheinlichkeit nur von dem Verhéltnis Fy/Ny abhingt. Triigt
man wie in Abb.7.16 den Verlauf der Fehlerwahrscheinlichkeit iiber F;/Ng
auf, dann sieht man, wie P, im Bereich E/Ny > 20dB sehr rasch abnimmt,
bei wenig grofleren E/No-Verhiltnissen ist die Ubertragung fiir praktische
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Zwecke schon fehlerfrei. Dieses Verhalten wird als Schwelleneffekt bezeichnet.
Ist die Ubertragung andererseits stark gestért, so geht P, fiir kleine Wer-
te Fs/Ny bei gleich hiufiger Ubertragung von a = 0 und a = 1 asymptotisch
gegen 50 %.

Man erhilt nun das gleiche Ergebnis, wenn die einzelnen Ubertragungs-
versuche , s(t) gesendet® und ,s(¢) nicht gesendet® mit gleicher Hiufigkeit,
aber in beliebiger Reihenfolge an einem einzigen Ubertragungssystem zeit-
lich nacheinander so durchgefiihrt werden, dass sich die Abtastwerte am
Ausgang des Korrelationsfilters gegenseitig nicht beeinflussen. Ein solches
Ubertragungsverfahren dient im nichsten Kapitel als Ausgangspunkt fiir die
Diskussion der Dateniibertragungsverfahren.

7.5 Zeitdiskrete Zufallssignale

Dieser Abschnitt soll zeigen, wie die bisher behandelten Methoden zur Be-
schreibung zeitkontinuierlicher Zufallsprozesse auf den Fall zeitdiskreter Zu-
fallssignale iibertragen werden kénnen.

7.5.1 Abtastung von Zufallssignalen

Zufallssignale konnen von Hause aus zeitdiskret sein, wie etwa das Ausgangs-
signal eines digitalen Zufallszahlengenerators. Zeitdiskrete Zufallssignale kén-
nen aber auch durch Abtastung zeitkontinuierlicher Zufallssignale entstehen.
Insbesondere bei stationdren Prozessen sind die Erwartungswerte zeitun-
abhéngig, so dass das Verhalten des zeitkontinuierlichen Signals durch Unter-
suchung der abgetasteten Musterfunktionen erfasst werden kann; die Eigen-
schaft der Stationaritat wird durch die Abtastung nicht veréndert. Bei nicht
stationéiren Prozessen konnen hingegen die Erwartungswerte € {F[s(nT)]}
nur zu den Abtastzeitpunkten nT" ermittelt werden.

Betrachtet sei ein stationdrer Zufallsprozess s(t), dessen Musterfunktio-
nen durch Filterung mit einem idealen Tiefpass der Grenzfrequenz f, aus den
Musterfunktionen eines stationéren zeitdiskreten Prozesses erzeugt werden.
Nach der Wiener-Lee-Beziehung (7.32) hat dann auch das Leistungsdichte-
spektrum ¢,4(f) des gefilterten Prozesses hichstens die Grenzirequenz f,.
Jede der Musterfunktionen *s(t) lisst sich jetzt fehlerfrei durch Abtastwer-
te *s(nT) im Abstand T' < 1/(2f,) darstellen. Bei Abtastung mit der Nyquist-
Rate gilt wieder die Interpolationsformel (4.8)%

Es(t) = Fs (1) # si (ﬁ) _ f: ks(nT) si <7rt_T”T) . (7.107)

n—=—oo

29 Bei einem beliebigen, nicht wie hier gebildeten Prozess mit frequenzbeschrianktem
Leistungsdichtespektrum braucht (7.107) nicht fiir alle Musterfunktionen erfiillt
zu sein. Trotzdem geht dann der mittlere quadratische Fehler iiber alle Interpo-
lationen gegen Null.
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Die Abtastwertfolgen aller *s(¢) bilden dann die Musterfunktionen eines zeit-
diskreten Prozesses s(nT’), oder wenn T = 1 gesetzt wird, des zeitdiskreten
Prozesses s(n) (Aufgabe 7.14).

7.5.2 Der zeitdiskrete Zufallsprozess

Ein zeitdiskreter Zufallsprozess s(n) wird von einer hinreichend grofien Schar
zeitdiskreter Zufallssignale gebildet und durch die Gesamtheit seiner Ver-
bundverteilungsfunktionen beschrieben. Drei Musterfunktionen *s(n) eines

zeitdiskreten Prozesses zeigt Abb. 7.17. Die Schar von Beobachtungswer-

N
b THH]T . e
10__1 2;—3 ______ o
ol [T
012 3 N —e
grrs e
b ] 9 ] T i e ]
0123 n—-

Abbildung 7.17. Musterfunktionen eines gleichverteilten, zeitdiskreten Zu-
fallsprozesses

ten s(n) zum speziellen Zeitpunkt n = n; bildet im gleichen Sinn eine Zufalls-
grofe. Die Verteilungsfunktion dieser Zufallsgréfie s(n) ist wie (7.61) definiert
als

Ps(xz,n1) = Prob[s(ny) < z] . (7.108)

Ist der Prozess stationér, dann ist diese Verteilungsfunktion unabhéngig von
der Wahl von n; und kann P(x) geschrieben werden. In Abb. 7.17 sind Mus-
terfunktionen eines gleichverteilten, stationédren Prozesses gewéhlt worden.
Verteilungsfunktion Ps(2) und Verteilungsdichtefunktion pg(x) = dPs(x)/dx
haben prinzipiell die Form wie in Abb.7.8. Mittelwert und quadratischer
Mittelwert lassen sich mit (7.69) und (7.70) aus ps(z) berechnen.

Die Beschreibung statistischer Zusammenhinge benachbarter Beobach-
tungswerte oder von Beobachtungswerten verschiedener Prozesse verlangt
wieder die Definition von Verbundverteilungsfunktionen. Entsprechend (7.76)
ist die Verbundverteilungsfunktion der beiden zeitdiskreten Prozesse s(n)
und g(n) definiert durch

Pyy(z,n1;y,n2) = Prob[s(n1) <z UND g(ns) <y]. (7.109)

Bei verbunden stationéren Prozessen ist die Verbundverteilungsfunktion nur
noch von der Zeitdifferenz m = ny —n; abhéngig, also Py,(z,y, m). Die zeit-
diskrete Kreuzkorrelationsfunktion verbunden stationérer Prozesse ldsst sich
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iiber die entsprechend zu (7.80) gebildete Verbundverteilungsdichtefunktion
wieder entsprechend (7.82) ableiten zu

Psg(m) = E{s(n)g(n +m)} = / /xypsg(x,y,m)dydx. (7.110)

—00 —0O0

Aus (7.110) konnen die Werte der eigentlichen zeitkontinuierlichen Kreuz-
korrelationsfunktion zweier abgetasteter Zufallssignale nur fiir diskrete Posi-
tionen 7 = mT ermittelt werden. Waren jedoch die beiden Signale vor der
Abtastung auf f; = 1/(27") bandbegrenzt, so muss auch ihre Kreuzkorrela-
tionsfunktion bandbegrenzt sein, und es ist eine Interpolation fiir beliebige
Werte T moglich:

oo

Psg(T) = Y @sg(mT)si (WT_IZ”T) (7.111)

m=—0o0

Mit s(n) = g(n) erhélt man aus (7.110) speziell die zeitdiskrete Autokorrela-
tionsfunktion pss(m). Bei statistischer Unabhiingigkeit zweier Zufallsprozes-
se s(n) und g(n) gilt auch hier (7.86) entsprechend,

psg(xayam) = ps(x) 'pg(y) . (7112)

7.5.3 Zeitmittelwerte

Bei der Definition von Zeitmittelwerten zeitdiskreter Zufallsprozesse ist in
(7.9) und (7.10) die Integration durch eine Summation zu ersetzen. Also
erhélt man als Zeitmittelwerte:

1. Ordnung :
1 M
Tkl — k
Flis(n)] = lim oo ST ;MF[ 5(n)] . (7.113)
2. Ordnung :
k k. _
Flis(n),fs(n+m)] = lim o 2M—|—1 Z Flks(n),ks(n +m)] (7.114)

Bei einem ergodischen Prozess miissen wieder diese (und alle héheren) Zeit-
mittelwerte jeweils fiir alle Musterfunktionen untereinander gleich und gleich
den entsprechenden Scharmittelwerten sein.?C Damit lautet die zeitdiskrete
Autokorrelationsfunktion eines ergodischen (reellwertigen) Prozesses

30 Rein formal sind die Gleichungen zur Berechnung von Scharmittelwerten (7.3)
und Zeitmittelwerten bei zeitdiskreten Zufallsprozessen (7.113) identisch. Oft-
mals wird daher hier keine Unterscheidung vorgenommen und generell vom Er-
wartungswert & {-} gesprochen. Diese Gleichsetzung ist aber streng genommen
nur bei ergodischen Prozessen korrekt.
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M

Z s(n)s(n+m) . (7.115)

n=—

li !
1m
M—oo 2M + 1

Pss (m) =

Seine Leistung ergibt sich aus ¢44(0). Entsprechend ist die Kreuzkorrelati-
onsfunktion zweier verbunden ergodischer Prozesse

Psg(m) = lim oo 2M+1 Z g(n+m). (7.116)

Bei praktischen Messungen dieser Zeitmittelwerte léasst sich natiirlich der
Grenziibergang M — oo nicht ausfithren. Die fiir endliche M messbaren
Naherungen werden als Schitzwerte bezeichnet. Mit der Abschéitzung dieser
Fehler und ihrer Minimierung beschéiftigt sich die statistische Schitz- oder
Estimationstheorie (Schwartz und Shaw, 1975).

7.5.4 Zeitdiskrete Zufallssignale in LSI-Systemen

Bei der Ubertragung von zeitdiskreten Zufallssignalen iiber ein LSI-System
der Impulsantwort h(n) gilt fiir jede Musterfunktion das diskrete Faltungs-
produkt

Fg(n) = *s(n) x h(n) . (7.117)

Ein stationéirer (ergodischer) Prozess bleibt hierbei, wenn das Faltungspro-
dukt existiert, stationir (ergodisch). Die Mittelwerte des Ausgangsprozesses
errechnen sich wie in Abschn. 7.2.1 und 7.2.2. Fiir den Erwartungswert des
Ausgangssignals gilt

&{g(n { > hk )}= Y ME)E {s(n—k)} .

k=—o0 k=—o0

Ist s(n) stationér, so ist £ {s(n — k)} = const = m; und

Mg = Mg i h(k) . (7.118)

k=—o0

In einer Abschn. 7.2.2 entsprechenden Rechnung (Aufgabe 7.27) ergibt sich
die Autokorrelationsfunktion des Ausgangsprozesses bei einem stationéiren
Eingangsprozess zu

Pgg(m) = ss(m) * ppy, (m) . (7.119)

Diese zeitdiskrete Form der Wiener-Lee-Beziehung schreibt also entspre-
chend zu (7.30) die diskrete Faltung der Autokorrelationsfunktion am Ein-
gang mit der Impulsautokorrelationsfunktion der Impulsantwort des LSI-
Systems (6.35) vor. Im Frequenzbereich lautet die Wiener-Lee-Bezichung
nach Fourier-Transformation (4.38)
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(rbgga(f) = ¢ssa(f) ’ |Ha(f)|2 ) (7120)

dabei ist ¢ss(f) das (periodische) Leistungsdichtespektrum des Eingangspro-
zesses. Es gilt also

oo

@ss(m) o—e d)ssa(f) = Z @ss(m)e_ﬂ”fm . (7121)

m=—0o0

Aus dem Leistungsdichtespektrum ldsst sich die Leistung des Prozesses be-
stimmen, entsprechend zu (7.33) und mit der inversen Fourier-Transformation
(4.39) gilt

1/2

Ls = <)035(0) - / ¢ss a(f)df . (7122)

—1/2

Ist das Leistungsdichtespektrum eine Konstante

(bss a(f) =N, (7'123)

dann kann auch hier der diskrete Prozess ,,weiles Rauschen* genannt werden.
Mit (7.121) hat zeitdiskretes weifies Rauschen eine Autokorrelationsfunktion

Pss(m) = No(m) . (7.124)

Hieraus folgt sofort mit (7.122), dass zeitdiskretes, weifles Rauschen die end-
liche Leistung N hat, im Gegensatz zum zeitkontinuierlichen Fall also reali-
sierbar ist.>! Hierzu ein Beispiel im folgenden Abschnitt.

7.5.5 Beispiel: Filterung von zeitdiskretem weiflen Rauschen

Hohere Programmiersprachen enthalten i. Allg. eine Prozedur, mit der Fol-
gen statistisch unabhéngiger, im Bereich [0; 1] gleichverteilter Zufallszahlen
erzeugt werden kénnen.3?

3! Dies gilt allerdings nur, wenn bei Abtastung eines weien Rauschens das Ab-
tasttheorem eingehalten wird (wenn es also durch Tiefpassfilterung vor der Ab-
tastung bandbegrenzt ist), oder wenn ein zeitdiskretes Rauschen als Folge von
Zufallszahlen synthetisch erzeugt wird. Wiirde hingegen weifles Rauschen der Lei-
stungsdichte Ny ohne Tiefpassfilterung abgetastet, ergébe sich auch nach (7.122)
wegen Uberlagerung unendlich vieler periodischer Spektren eine unendliche Leis-
tung.

Besser Pseudozufallszahlen, da die Algorithmen nur determinierte Zahlenfolgen
liefern, die sich nach einer groflen Zahl von Aufrufen periodisch wiederholen.
Der Aufruf erfolgt z. B. in PASCAL und C mit RAND oder in BASIC mit RND.
Binére Pseudozufallszahlen [Pseudonoise (PN)-Folgen| kénnen schaltungstech-
nisch besonders einfach mit riickgekoppelten bindren Schieberegistern erzeugt
werden (s. Abschn. 11.4d).

32
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Nach Subtraktion des Mittelwertes m, = 1/2 bilden diese Zufallszahlen
dann in guter Naherung eine Musterfunktion eines ergodischen, gleichverteil-
ten, weiflen Rauschprozesses mit der Streuung und Leistung L, = 02 = 1/12
(geméf (7.73) fir a = 1) (Aufgabe 7.28). Eine Musterfunktion s(n) dieses
Prozesses sowie seine Autokorrelationsfunktion nach (7.124) und sein Lei-
stungsdichtespektrum nach (7.123) zeigt Abb.7.18 links. Die Zufallszahlen

S(”’g(n)
st glnlt

112 hin) 1/2] 12
1 o I 1 e 1
1 10 1 ]w o1 n~n ¥4 0{ 1 2
112 . 112
@hnim) ¢ 172
9ss(ml 141712 ! ogglmifl,
I I ! ]1/1.8
———o—1—o—0o — b
4 0 1 2w 0 1 ™ 0 1 2 m
Ossffl IHa(f)I . ogg;f)T
112 . , 112
10 1 7 40 1 7 10 1 <
psixt|, PolxI1A2
A2 0 12 X 42 0 12 X

Abbildung 7.18. Musterfunktionen, Autokorrelationsfunktionen, Leistungsdich-
tespektren und Verteilungsdichtefunktionen bei der Filterung diskreten, gleichver-
teilten, weilen Rauschens

werden nun iiber das in Abb. 7.18 dargestellte einfache zeitdiskrete Transver-
salfilter mit der Impulsantwort
1 1
iibertragen.
Gefragt wird nach den statistischen Eigenschaften der gefilterten Zufalls-
zahlen. Nach der diskreten Wiener-Lee-Beziehung (7.119) erhélt man fiir die
Autokorrelationsfunktion

Pgg(m) = @ss(m) * ‘Pgh(m)

= o25(m)] | 38(m + 1) + 25(m) + 25(m 1)

@ N

2 2
%5(771 F1)+ %6(771) + %5(771 —1). (7.126)
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Diese Autokorrelationsfunktion und das mit der Fourier-Transformation
(7.121) zugeordnete Leistungsdichtespektrum sind in Abb. 7.18 rechts darge-
stellt. Das weifle Rauschen wird also tiefpassgefiltert, die Streuung am Aus-
gang verringert sich auf ¢4,(0) = 02/2.

Schliefllich ldsst sich fiir dieses einfache Filter auch die Frage nach der
Verteilungsdichte am Ausgang beantworten. Fiir das Ausgangssignal gilt

g(n) = s(n) xh(n) = %s(n) + %s(n -1), (7.127)
jede Ausgangszahl ist also die halbe Summe zweier benachbarter Eingangs-
zahlen. Da weiter nach Voraussetzung die Eingangszahlen statistisch un-
abhéngig voneinander sind, ergibt sich ihre Verteilungsdichtefunktion mit
(7.91) als Faltung der Gleichverteilung mit sich selbst. Das Ausgangssignal
ist also dreiecksverteilt (Abb. 7.18 rechts). Aus der gleichen Uberlegung folgt
weiter, dass ein Filter mit einer ldngeren Impulsantwort als Folge des zentra-
len Grenzwertsatzes (Abschn. 7.4.3) i. Allg. in guter Ndherung Gauf3-verteiltes
Rauschen mit vorgebbarem Leistungsdichtespektrum erzeugt.

Das durch (7.127) beschriebene Faltungsprodukt wird auch als gleitender
Mittelwert (engl.: moving average) iiber das Eingangssignal bezeichnet. Ganz
allgemein nennt man daher in der englischsprachigen Literatur einen Prozess,
der durch (nichtrekursive) Transversalfilterung aus weiflem Rauschen hervor-
gegangen ist, einen ,Moving Average Process® (MA). Entsprechend fithren
Prozesse, die durch rekursive Filterung weiflen Rauschens entstehen, die Be-
zeichnung ,, Autoregressive Process® (AR). Ein ,, Autoregressive Moving Ave-
rage Process“ (ARMA) entsteht durch Kombination beider Verarbeitungsar-
ten.

Als einfaches Beispiel eines AR-Prozesses wird ein zeitdiskretes weifles
Rauschen in ein rekursives Filter erster Ordnung geméfi Abb. 4.15 gespeist, so
dass ein AR-Modellsignal erster Ordnung (,,AR(1)-Modell*) entsteht. Dieses
System besitzt nach (4.33) eine Impulsantwort h(n) = (n)b". Die Impuls-
korrelationsfunktion lautet

(oo}
O (m Z We(k)bFte(k +m) =D bFo™ e (k 4 m)
k=—00 k=0
Es gilt fir m > 0: ", ( Z prpmHE = pm Z b2k =
k=0
|m|

Wegen ¢, (m) = ¢, (—=m) = ¢, (m) = - fiir [b] <1.
(7.128)

Aus der Wiener-Lee-Beziehung ergibt sich die Autokorrelationsfunktion des
Ausgangsprozesses

Pag(m) = ss(m) * 9y (m) = 0321_71)2 = ngb‘m‘ (7.129)
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mit der Varianz

052

74° = pgqe(0) = T (7.130)

Durch Fourier-Transformation erhiilt man das Leistungsdichtespektrum (vgl.
Abb. 7.19)

ol =, [z preckent 37 e
m=0 m=1
)2 1 4= o4% (1 —0?)
1-— be_ﬂ”f — bei2r/ 1 —2bcos (27 f) + b2
2
= 04 . 7.131
E/ 1—2600&(27rf)+b2 ( )
bss,a(f)
|Ha(f)]?

-1 -0,5 0 0,5 1 f—

Abbildung 7.19. Leistungsdichtespektren von AR(1)-Prozessen ¢gq..(f) mit o2 =
1,b= 0,75 bzw. b = 0,5

7.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine kurze Einfiihrung in die Methoden zur Be-
schreibung zeitkontinuierlicher und zeitdiskreter Zufallssignale gegeben. Nach
Darstellung und physikalischer Begriindung des Modells eines Zufallspro-
zesses als Schar von Zufallssignalen wurde im ersten Teil gezeigt, wie ein
solcher Prozess und die ihm als Beobachtungswerte entnommenen Zufalls-
groffen durch eine Anzahl verschiedener Mittelwerte wie linearer und qua-
dratischer Mittelwert, Streuung, Korrelationsfunktion und Kovarianzfunkti-
on gekennzeichnet werden konnen. Auf dieser Grundlage ist es dann auch
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moglich, die Ubertragung von Zufallssignalen iiber LTI-Systeme zu beschrei-
ben, hierzu ist eine Erweiterung der Mittelwertbildung auf den Frequenz-
bereich in Form des Leistungsdichtespektrums niitzlich. Nach Einfiihren des
weiflen Rauschens als Modell fiir typische Storsignale in Ubertragungskanélen
wird das Problem des optimalen Empfangs eines gestorten Signals mit be-
kannter Form gelost. Die Frage nach der Fehlerwahrscheinlichkeit bei die-
sem Korrelationsfilter-Empfang ist dann in einem zweiten Teil Ausgangs-
punkt fiir eine genauere Beschreibung von Zufallsgrofien und -prozessen durch
Verteilungs-, Verteilungsdichte- und Verbundverteilungsfunktionen. Als wich-
tigstes Modell ergeben sich als Folge des zentralen Grenzwertsatzes Zu-
fallsprozesse mit Gauf3’schen Verteilungs- und Verbundverteilungsdichtefunk-
tionen. Da die GauB-Verteilung bei einer Ubertragung iiber ein LTI-System
eine GauB-Verteilung bleibt, kann fiir GauB-verteilte Storsignale die resultie-
rende Fehlerwahrscheinlichkeit bei Korrelationsfilter-Empfang diskreter Sig-
nale berechnet werden. Diese Ergebnisse werden Ausgangspunkt fiir die in
den néchsten Kapiteln folgenden Betrachtungen von Dateniibertragungssys-
temen sein.

7.7 Anhang

7.7.1 Kennlinientransformationen von Amplitudenwerten

Kennlinientransformationen werden in der Nachrichtentechnik hiufig ange-
wandt, beispielsweise zur nichtlinearen Amplitudenskalierung (Kompandie-
rung) und bei der Quantisierung, d.h. der Umwandlung amplitudenkonti-
nuierlicher Signalwerte in eine begrenzte Anzahl von Werten mit diskreten
Amplitudenstufen.

Die Signalamplitude s(¢) wird mittels einer Kennlinie y = k(x) auf einen
Ausgangswert g(t) abgebildet:

g(t) = k{s(t)}. (7.132)

Dieses Prinzip ist ebenso auf abgetastete Signale s(n) mit entsprechenden
Ausgangswerten g(n) anwendbar. Sofern die Kennlinienfunktion stetig und
monoton steigend oder fallend ist (Abb. 7.20a), ist die Abbildung reversibel,
d.h.

s(t) =k~ {g(1)}. (7.133)

Nicht reversibel sind die Funktionen in Abb. 7.20b (Quantisierungskennli-
nie), ¢ (Clippingkennlinie) und d (Abbildung von y auf x mehrdeutig). Re-
versible (umkehrbare) Kennlinienfunktionen sind z.B. die lineare Kennlinie
(Abb. 7.21a)

1
?J:Oéﬂ?‘i'ya@x:a(y—ya), (7134)
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Abbildung 7.20. Beispiele von Kennlinienfunktionen (Erlduterungen im Text)

sowie die stiickweise lineare Kennlinie, hier ausformuliert fiir die ersten drei
Teilsegmente, die jeweils symmetrisch fiir den positiven und negativen Am-
plitudenbereich gelten (Abb. 7.21b)

a|z| - sgn(z) fiir 2] < 24
— . Q 5 < <
y = Bl(|z] — za) + ya] - sgn(z) fir z, < |z| < xy (7135)
v [(lz| — 2p) + 3] - sgn(x)  fiir p < ||
S[...

mit y, = axq, yp = Blrs — x4] +ya usw. Weitere typische Beispiele nichtlinea-
rer reversibler Kennlinien®? sind Wurzelkennlinie (Abb. 7.21c) und Potenz-
kennlinie (Abb. 7.21d)

. B
y = (a]z|)? sgn(z) , y = % sgn(z) mit > 0und 8> 1,

(7.136)

sowie logarithmische Kennlinie und Fxponentialkennlinie

gl —1
o«

sgn(z) mita>0und 5 >1.
(7.137)

y= logﬂ(l + alz|)sgn(z), vy

Die Funktionenpaare in (7.136) und (7.137) sind jeweils zueinander rever-
sibel. Stiickweise lineare und logarithmische Abbildungskennlinien werden
beispielsweise bei der Kompression von Signalen angewandt, deren Ziel es
ist, vor der Ubertragung iiber einen Kanal oder auch vor einer Quantisierung

— geringe Signalpegel relativ zu verstiirken (um diese gegeniiber erwarteten
Rauschstorungen anzuheben) und gleichzeitig
— hohe Amplituden relativ abzusenken (um Ubersteuerungen vorzubeu-

gen),

3% Die folgenden Funktionen werden hier punktsymmetrisch zum (z,%)-
Koordinatenursprung definiert.
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sowie auf der Empféngerseite mittels einer Expansion, z.B. durch Anwendung
der komplementiren Exponentialkennlinie das Signal wieder in seinem ori-
ginalen Amplitudenverlauf zu rekonstruieren. Dabei werden dann stérende
Rauschpegel relativ zu den geringeren Signalpegeln abgesenkt. Der gesamte
Vorgang wird Kompandierung genannt. Grundsétzlich &ndert sich auf Grund

vt vt " vt vt
k(x) " k() ¢ k(x)
Yt
Y
X Xa X, X o X a X
a) b) c) d)
Abbildung 7.21. Numerisch  charakterisierbare = Kennlinienfunktionen

(Erlduterungen im Text, hier nur positive Wertbereiche dargestellt)

! .
k(x) :
v
222\ |
T/ |
T peof] i ;
X

Abbildung 7.22. Abbildung der Amplitudenwerte eines Signals mit nicht-
gleichformiger Verteilungsdichte zur Erzeugung einer Gleichverteilung (nur posi-
tiver Wertebereich dargestellt)

der Abbildung die Verteilungsdichtefunktion des Signals. Hierbei miissen je-
doch die differentiellen Flidchen unter der Verteilungsdichtefunktion inner-
halb korrespondierender Amplitudenwert-Intervalle unveréindert bleiben (s.
Beispiel in Abb. 7.22) :

ps(x)dz = py(y)dy = dk(z) = P () bzw. k' (y) = Py(v) (7.138)

dz  py(y) dy ps()
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Generell gilt fiir monoton verlaufende Abbildungsfunktionen, dass die Anzahl
der Amplitudenwerte, die im Intervall [z, x}] liegt, identisch mit denen des
korrespondierenden Intervalls [y, = k(z4), yp = k(ap)] ist :

Ty 3

Problz, <z < z3] = /ps(m)daﬁ = /pg(y)dy =Probly, <y <,
Ta Ya
(7.139)
woraus sich auch die Abbildung der Verteilungsfunktion
z y=k(z)
)= [ p©tc= [ poir=Plk@] =RG)  (7110)

ergibt. Als Beispiel fiir die Anwendung dieser Bezichungen sei der in Abb. 7.22
dargestellte Fall eines im Intervall [—A; A] amplitudenbegrenzten Signals mit
einer Dreiecks-Verteilungsdichte ps(z) = % A(x/A) betrachtet, die in eine
Gleichverteilung py(y) = syrect(54) transformiert werden soll. Die Abbil-
dungsfunktion wird hier ebenso wie die beiden Verteilungsdichtefunktionen
symmetrisch fiir positive und negative Werte x sein. Es folgt im positivwerti-
gen Bereich Py(y) = 1 + 5%, und durch Einsetzen in (7.140) ergibt sich eine
Abbildungsfunktion

1 k(z) 1 [1] ¢ P
0

bzw. fiir den gesamten Wertebereich —A <z < A

2

k(z) = <2|x| - Z) sgn(z) . (7.141)

Auf entsprechende Weise ist es prinzipiell méglich, eine Abbildungsfunktion
zwischen beliebiger Eingangs- und gewiinschter Ausgangs-Verteilungsdichte
zu bestimmen, jedoch wird die Losung der Gleichung fiir den Fall einer nicht-
gleichverteilten Ausgangs-Verteilungsdichte komplizierter. Wichtige nicht-
reversible nichtlineare Kennlinien sind die Clippingkennlinie (Abb. 7.23a)

—A firz<-A
y=qx fir —A<z<A (7.142)
A fir A<ux,

die Zweiweg-Gleichrichter-Kennlinie y = |z| = xsgn(x) (Abb. 7.23b)3* so-
wie die Kennlinie eines Quantisierers mit M Reprisentativwerten v; (i =
0,1,..., M — 1) und Entscheidungsschwellen u; (Abb. 7.24)

31 Entsprechend Einweg-Cleichrichter-Kennlinie y = z e(x).
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Abbildung 7.23. a Clipping-Kennlinie und b Zweiweg-Gleichrichter-Kennlinie

y=wv; fir u; <z <wujpp mit ug = —o00, upy = +o0. (7.143)

Die Operation der Quantisierung nach (7.143) stellt die Abbildung eines wert-
kontinuierlichen Signals f(¢) der Amplitude = auf ein wertdiskretes Signal
fq(t) der Amplitude y = v; dar. Die Verteilungsdichte des quantisierten Sig-
nals wird unter Beriicksichtigung von (7.139) und (7.143)

M—1 Uit
pra®) = Y Pty —v) mit P= [ py()dc. (7.144)
1=0

Uj

Bei der Quantisierung entsteht ein Quantisierungsfehler fp(t) = fq(t) —
f(t) als Differenz zwischen Ausgangs- und Eingangswert ¢ = y — x der
Quantisierungskennlinie. Die Abbildung von f(t) auf fp(t) lasst sich als von
der Signalamplitude abhingige Quantisierungsfehlerkennlinie q(z) beschrei-
ben. Da die Anzahl der diskreten (quantisierten) Werte endlich ist, befin-
den sich unterhalb von z = wu; sowie oberhalb von z = wujy;_; Bereiche, in
denen die Differenz zwischen quantisiertem und nicht quantisiertem Signal
immer groBer wird, die sogenannten Ubersteuerungsbereiche. Beispiele typi-
scher Quantisierungs- und Quantisierungsfehlerkennlinien sind in Abb. 7.24
gezeigt. Bei einer gleichférmigen Quantisierung wird der Amplitudenbereich
innerhalb der Aussteuerungsgrenzen in gleichférmige Intervalle der Breite
A aufgeteilt. Bei einer ungleichférmigen Quantisierung sind die Stufenhthen
der Quantisierungskennlinie dagegen variabel. Uber die Quantisierungsfehler-
Kennlinie ist es auch moglich, die Verteilungsdichte des Quantisierungsfehlers
bei beliebigen Signal-Verteilungsdichten zu ermitteln. Auf Grund der mehr-
deutigen Abbildung ergibt sich die Verteilungsdichte des Quantisierungsfeh-
lers durch Uberlagerung der um die jeweiligen v; verschobenen Signalvertei-
lungsdichten aus allen Quantisierungsintervallen

M-—1

Pin(@) =Y pila) (7.145)
=0
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Abbildung 7.24. Quantisierungskennlinien (oben) und Quantisierungsfehlerkenn-
linien (unten) bei a gleichférmiger und b ungleichférmiger Quantisierung

mit3°

pi(q) = py(vi — q) [e(vi —u; — q) — e(v; — uiy1 — q)] (7.146)

bei Definition fiir ug und up; wie in (7.143). Speziell fiir den Fall einer
gleichférmigen, tibersteuerungsfreien Quantisierung der Stufenhéhe A ergibt
sich mit w; 41 —u; = A und v; = u; + A/2:

pi(q) = ps(vi — q) rect <%) : (7.147)

Eine weitere Behandlung der Quantisierung erfolgt in Abschn. 12.1 sowie in
Zusatzaufgabe 14.7.

7.7.2 Gauf3-Verbundverteilung

Es seien s(t) und g¢(t) zwei korrelierte oder unkorrelierte, mittelwertfreie
GauB-Prozesse. Zwischen diesen wird nach Normierung auf die jeweiligen
Standardabweichungen in folgender Weise einmal die Summe und einmal die
Differenz gebildet:

35 Die beiden Sprungfunktionen schneiden das jeweilige Quantisierungsintervall
aus. Man beachte, dass wegen der Definition ¢ = y — x der Verlauf der Ver-
teilungsdichte im jeweiligen Intervall bei der Abbildung von x auf ¢ gespiegelt
wird.



276 7. Statistische Signalbeschreibung

Sty = 20 L IUED gy o 20 _glET) (7.148)

Os oy o oy

Auch die Summen- und Differenzprozesse sind GauB-verteilt, mittelwertfrei
und besitzen folgende Varianzen und Kovarianzen:

J%ﬁdzs{[“w—k“t+7q2} (7.149)

O oy

:5 {52(15)} N & {gQ(t—l-T)} +25{s(t)g(t—|—7’)}

2 2
o o

e =2

und entsprechend

oA(r) = € { 0 aten) } — 21— p(r) (7.150)

E{5(t, )AL T)} = € { ﬁf) + g(t;ﬂ ﬁ?) - g(t;ﬂ] }
e {822(’;)} K {Z%t;ﬂ} o —

s Ug

Die Summen- und Differenzprozesse sind also unkorreliert und, da sie einer
GauB-Verteilung folgen, auflerdem statistisch unabhéngig. Sie besitzen daher
eine Verbund-Verteilungsdichte

1 u?
poa(u,v,7) —m exXp (_4[1+P(T)])

1 exp (—“2[1 — p(7)] + 21 + p(T)]) .

“ary/1- 02 (r) 41— p2(r)]

(7.152)

Die Abbildung auf die Zufallsvariablen z und y der urspriinglichen Prozesse
s(t) und g(t) ist

=Y _ZrHOY T Y TP Oy (7.153)

’
os Oy 050y os Oy 050y

(7.153) in (7.152) eingesetzt ergibt dann (7.94). Die Verallgemeinerung fiir
nicht-mittelwertfreie Gaufi-Prozesse lautet
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(7.154)

(.y.7) :

pS x? 7T =

oy 2mos044/1 — 0%(7)
exp (_ o5(@ = my)* + oty — my)* — 205050(7)(x = ms)(y - mg>>

20303(1 — 0*(7))

Die Betrachtung mittels der Summen- und Differenzprozesse ist besonders
anschaulich, weil (7.153) eine Koordinatenabbildung darstellt, nach der die
Achsen u und v senkrecht aufeinander stehen. Werte konstanter Verteilungs-
dichte ergeben sich gemifl des Exponenten in (7.152) auf Kreisen um den
Mittelpunkt (m,/os,mg/0y) fiir den Fall p(7) = 0, bzw. auf Ellipsen mit den

Hauptachsenldngen /1 + p(7) bzw. /1 — p(7) und Ausrichtungen entlang
der u- bzw. v-Achsen fiir den Fall p(7) # 0.

7.7.3 Fehlerfunktion

Die Fehlerfunktion (error function) ist definiert durch das nicht geschlossen
losbare Integral

erf(x) = j%/exp(—g)dﬁ (7.155)
0

mit den Eigenschaften (Abb.7.25)

erf(—z) = —erf(x)
erf(—oo) 1 (7.156)

erf(oco) =1.

Weiter gilt als komplementéire Fehlerfunktion3® (Abb. 7.25 und Tab. 7.1)

erfe(z) =1 —erf(x) = % /exp(—fz)df (7.157)
T
mit der Ableitung
d = )
P erfe(z) = 7 exp(—x~) (7.158)

Beschreibt man die der Gaufi’schen Verteilungsdichtefunktion (7.92) zu-
gehorige Verteilungsfunktion Ps(z) durch die Fehlerfunktion, dann gilt zu-
néchst

36 In der einschligigen Literatur wird auch hiufig die zu erfc(x) dquivalente , Q-
Funktion® Q(z) verwendet. Es gelten die Beziehungen Q(z) = 3 erfc(z/v/2) bzw.
erfc(z) = 2Q(xv/?2).
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-
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Abbildung 7.25. Fehlerfunktion erf(z) und komplementére Fehlerfunktion erfc(z)

exp (Jf‘W) .

202

Mit der Substitution (£ — ms)/v202 = u ergibt sich

(x—my)/V202
1 1 — M 1
Py(x) = NG / exp(—u?)du = 5 erf (a: 2:; ) + 5 (7.159)

— 00

oder mit (7.157) und (7.156) auch

Py(z) = %erfe (”;2%7) . (7.160)
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Tabelle 7.1. Komplementire Fehlerfunktion

x erfe(x) x erfe(x)

0 1,00 3,4 1,52-107°
0! 0,888 3,5 7,44-1077
0,2 0,777 3,6 3,56-1077
073 0,671 377 17 67 - 1077
0.4 0,572 3,8 7,70- 1078
0,5 0,480 3,9 3,48 1078
076 0,396 470 17 54 . 1078
0,7 0,322 4,1 6,70 - 10-°
078 0,258 472 27 86 - 10—9
0,9 0,203 43 1,19-107°
1,0 0,157 4.4 4,89-10710
171 0,120 475 1797 10710
1,2 8,97 - 1072 4,6 7,75 10~ 11
173 67 60 - 10_2 477 37 00 - 10—11
1,4 4,77-1072 4,8 1,14-107 1
175 3, 39 - 10_2 4’9 4’ 29 . 10—12
176 2,37 1072 570 1754 10712
1,7 1,62-1072 5,1 5,49-10713
1,8 1,09-107° 5,2 1,93-107'3
1,9 7,21-107° 5,3 6,61-10"1
2,0 4,68 - 10_3 5,4 2,23 - 10—14
271 2, 98 - 10_3 575 77 36 - 10—15
2,2 1,86-107° 5,6 2,38-1071°
23 1,14 1077 5,7 7,57-1071°
24 6,89-107* 5.8 2,36-10716
2,5 4,07-107% 5,9 7.19.10717
276 2, 36 - 10_4 6’() 2’ 15 - 10—17
2,7 1,34-107*

2,8 7,50 - 10—2

2,9 4,11-10" .
3,0 2,21-107° z>6 z\/i,rw
3,1 1,17-107° (mit < 2%
3,2 6,03-107° rel. Fehler)
3,3 3,06-10°°
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7.8 Aufgaben

7.1 Gegeben ist eine Schar von Gleichspannungen *s(t) = ay, fiir k = 1,2, ...
Die Amplitude a; kann einen der Werte 0V oder 2V annehmen, die jeweils
mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.

a) Wie grof sind die Scharmittelwerte & {s(t1)}, £ {s*(t1)}, €{s*(t1)}
und € {s(0) - s(t1)} fiir t1 = 0s und 15s7? Ist der Prozess stationér?

b) Wie grof sind die entsprechenden Zeitmittelwerte fiir die zwei moglichen
Amplituden? Ist der Prozess ergodisch?

7.2 Zur praktischen Messung (,,Schitzung®) des Mittelwertes werden iiber

die Musterfunktionen *s(t) eines ergodischen Prozesses Kurzzeitmittelwerte

km(T) = (1/T) f’“s(t)dt gebildet.
0

a) Sind die "m(T) fiir alle k gleich oder ist m(T') eine Zufallsgrofe?
?

b) Wie grof ist £ {m(T)} im Vergleich zu s(t)
7.3 Zeigen Sie die Giiltigkeit von (7.12), und leiten Sie damit (7.25) ab.

7.4 Die Ahnlichkeit der um die Zeit 7 auseinanderliegenden Zufallsgrofen
eines stationéren Prozesses s(t) der Leistung P werde durch die Augenblicks-
leistung P, ihrer Differenz gemessen. Leiten Sie die Autokorrelationsfunkti-
on (1) aus Pa und P her.

7.5 Zur Zeit t = 0 wird weiles Rauschen der Leistungsdichte Ny auf den
Eingang eines idealen Integrators gegeben. Wie grof ist die Augenblicks-
leistung der Zufallsgrofie am Ausgang zur Zeit 17 Ist der Ausgangsprozess
stationdr?

Hinweis: Beschreiben Sie die Integration als Faltung mit einer rect-Funktion.

7.6 Am Eingang eines RC-Systems der Impulsantwort
h(t) = T71e(t) - exp(—t/T) liegt weiBles Rauschen der Leistungsdichte Ng.

a) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum ¢4,(f) des Ausgangsprozes-
ses und daraus die Leistung.

b) Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion ¢g,(7) des Ausgangsprozes-
ses und daraus die Leistung.

7.7 Zwei LTT-Systeme mit den Impulsantworten hq(t) und hso(t) sind ein-
gangsseitig parallel geschaltet (Abb. 7.26). Am Eingang dieser Schaltung liegt
ein stationiirer Zufallsprozess mit der Autokorrelationsfunktion (7).

a) Zeigen Sie, dass fiir die Kreuzkorrelationsfunktion ¢, ¢(7) der Ausgangs-
signale gilt
gt (1) = @ss(7)  ha(=T) % ha(T) = s (T) * Pi1pa(7) -
Hinweis: Ableitung wie in Abschn. 7.2.2.
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b) Zeigen Sie, dass bei Anregung mit weifem Rauschen und bei Orthogo-
nalitét der Impulsantworten der beiden Systeme ¢ ;(0) = 0 gilt.

c) Welche Bedingung miissen die Filter erfiillen, damit die Ausgangsprozesse
unkorreliert sind?

hi(t) |F—o glt)

s{t)

halt) F—o f(t)

Abbildung 7.26. System zu Aufgabe 7.7

7.8 Auf den Eingang eines LTI-Systems der Impulsantwort h(t) wird weifles
Rauschen s(t) der Leistungsdichte Ny gegeben. Berechnen Sie die Kreuzkor-
relationsfunktion und das Kreuzleistungsdichtespektrum zwischen FEingangs-
und Ausgangssignal.

Hinweis: Ersetzen Sie in Aufgabe 7.7 das obere System in Abb. 7.26 durch
ein verzerrungsfreies System mit der Impulsantwort 6(t).

Anmerkung: Ergebnis wird zur Messung von Impulsantworten mit ergodi-
schen, weiflen Rauschsignalen benutzt.

7.9 Weiles Rauschen s(t) der Leistungsdichte Ny wird auf einen idealen
Bandpass der Bandbreite f4 und der Mittenfrequenz f; gegeben. Bestimmen
Sie fiir den Ausgangsprozess ¢(t)

a) das Leistungsdichtespektrum,

b) Mittelwert, quadratischen Mittelwert und Streuung,

) die Autokorrelationsfunktion,

) die Kreuzkorrelationsfunktion zum Eingangsprozess.

) Der Eingangsprozess wird gleichzeitig auf einen Tiefpass der Grenzfre-
quenz fg < fo— fa/2 gegeben. Wie lautet die Kreuzkorrelationsfunktion
zwischen den Ausgangsprozessen des Tief- und Bandpasses?

CIN="Ke)

7.10 Die Rauschbandbreite fr eines beliebigen Tiefpassfilters der Ubertra-
gungsfunktion H(f) wird so definiert, dass bei Anregung dieses Filters mit
einem ergodischen, weiflen Rauschsignal am Ausgang die gleiche Rauschlei-
stung erscheint wie am Ausgang eines idealen Tiefpasses der Ubertragungs-
funktion Hg(f) = H(0)rect[f/(2fr)]-

Wie grof§ ist demnach die Rauschbandbreite eines RC-Systems mit der
Ubertragungsfunktion nach (1.16)? Wie kann entsprechend die Rauschband-
breite von Bandpéssen definiert werden?

7.11 Ein stationiirer Prozess s(¢) mit der Autokorrelationsfunktion ¢ (7)
wird differenziert: %g(¢t) = d/dt"s(t). Berechnen Sie Leistungsdichtespektrum
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und Autokorrelationsfunktion des differenzierten Prozesses (Anwendung s.
Abschn. 10.2.4).

7.12 Gegeben ist eine Verteilungsdichtefunktion ps(x) = aA(2z).

a) Wie gro8 ist a?
b) Berechnen Sie die zugehorige Verteilungsfunktion Ps(x).
) Wie grof} sind Mittelwert, quadratischer Mittelwert und Streuung?
) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt die Zufallsgrofie s(¢1) im Bereich
0<s(t1) <0,3?
e) Skizzieren Sie den Verlauf der modifizierten Verteilungsfunktion
Prob[s(t1) > x].

7.13 Zwei verbunden stationédre Prozesse s(t) und g(t) sind unkorreliert.
Sie besitzen die Leistungsdichtespektren

@ss(f) = rect(f) +26(f)
¢gg(f) = A(f)

a) Wie grof sind Mittelwert, Leistung und Streuung der beiden Prozesse?
b) Skizzieren Sie Autokorrelationsfunktion und Leistungsdichtespektrum
des Summenprozesses.
Wie grof§ sind seine Leistung und Streuung?

7.14 Ein ergodisches Zufallssignal mit dem Leistungsdichtespektrum
¢ss(f) = A(f/fs) wird mit der Rate r abgetastet und mit einem idealen
Tiefpass der Grenzfrequenz f, wieder interpoliert. Bei Unterabtastung tritt
ein Storterm auf (Abb. 4.8), dessen Leistung ein Maf fiir den Abtastfehler ist.
Berechnen und skizzieren Sie das Verhéltnis Abtastfehlerleistung zur Leistung
des unverzerrten Signals im Bereich f, <17 < 3f,.

7.15 Berechnen Sie Verteilungsdichtefunktion, Streuung und Mittelwert ei-
ner Summe von n statistisch unabhéngigen, GauB-verteilten Zufallsgrofien
mit den Mittelwerten m; und den Streuungen o?

i

Hinweis: Benutzen Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 3.11.

7.16 Ein rauschender Widerstand R lésst sich durch ein Spannungsersatz-
bild mit der Leerlaufspannung *u(#) und dem rauschfreien Innenwiderstand R
beschreiben. Berechnen Sie mit (7.41) die dieser Spannungsquelle im Fre-
quenzbereich |f| < f, maximal entnehmbare Leistung.

7.17 Gegeben ist eine bindre Pulsfolge, die Musterfunktion eines ergodi-
schen Prozesses sein soll, durch

d, kann die Werte 0 oder 1 annehmen, die jeweils mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auftreten.
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) Berechnen und skizzieren Sie Verteilungs- und Verteilungsdichtefunktion.

) Wie grof} sind Mittelwert, quadratischer Mittelwert und Streuung?

) Berechnen Sie Autokorrelationsfunktion und Leistungsdichtespektrum.

) Ermitteln Sie die Werte nach (b) aus Autokorrelationsfunktion und Leis-
tungsdichtespektrum.

e) Wie sind die Ergebnisse zu (a) und (b), wenn in der Impulsfolge rect(¢/T)

durch A(2t/T) ersetzt wird?

f) Berechnen Sie Autokorrelationsfunktion und Leistungsdichtespektrum,

wenn in der Impulsfolge rect(¢/T") durch rect(t/Tp) mit Ty < T ersetzt

wird.

7.18 Berechnen Sie aus der Gaufi’schen Verteilungsdichtefunktion nach
(7.92) Mittelwert und Streuung mit Hilfe von (7.69) und (7.70).

7.19 Berechnen Sie aus der Gauf’schen Verbundverteilungsdichtefunktion
nach (7.94) (fiir 02 = 07 = 0?) den Kreuzkorrelationskoeffizienten mit Hilfe
von (7.83).

Hinweis: (vgl. Abschn. 7.7.2).

7.20 Aus den Zufallsgrofien s(¢1) mit der Verteilungsdichtefunktion ps(z)
werden neue ZufallsgroBen g(¢1) durch

k

s(t a
Fg(ty) = % mit a,b = const .
gebildet. Wie lautet deren Verteilungsdichtefunktion? Wie verdndern sich die
Mittelwerte und quadratischen Mittelwerte?

7.21 Von mittelwertfreiem Gauf’schem Rauschen *s(t) wird in einem Zwei-
weggleichrichter der Betrag "g(t) = |*s(t)| gebildet.

a) Wie lautet die Verteilungsdichtefunktion py(z)?
b) Wie ist das Ergebnis fiir einen Einweggleichrichter mit
f(t) = 3[s(t) + [s(1)]]?

7.22 Berechnen und skizzieren Sie die Sprungantwort des ,, Gau3-Tiefpasses*
mit der Impulsantwort

h(t) = exp(—nt?) .

7.23 Die Standardabweichung o als Maf fiir die Breite einer Verteilungs-
dichtefunktion kann auch als Maf} fiir die zeitliche Dauer eines beliebigen
Energiesignals dienen. Diese sog. ,, Streuungsbreite“ wird hier betrachtet.

a) Ein Signal s(¢t) mit der Energie E, wird zunichst umgeformt in
sp(t) = s%(t)/Es.
Zeigen Sie, dass sp(t) dann die Eigenschaften (7.65) und (7.66) einer
typischen Verteilungsdichtefunktion besitzt.
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b) Geben Sie einen Ausdruck fiir die ,,Streuungsbreite“ o, von s,(t) an.

¢) Wie grof ist die Streuungsbreite der beiden Impulse in Abb. 6.27

d) Definieren Sie ein entsprechendes Ma$ fiir die ,,Streuungsbandbreite* o
eines Energiesignals.

Anmerkung: Es lasst sich zeigen, dass das Zeit-Bandbreiteprodukt beliebiger
Energiesignale in dieser Definition durch oy -0y > 1/(4m) beschrankt ist. Das
Minimum wird vom Gauf3-Impuls erreicht.

7.24 Ein beliebiges diskretes Zufallssignal s(n) sei Musterfunktion eines
ergodischen Prozesses.

a) Zeigen Sie, dass bei Multiplikation mit einem zu s(n) unkorrelierten wei-
Ben Zufallssignal g(n) das Produktsignal p(n) = s(n)-g(n) mittelwertfrei
ist.

b) Dieses Verfahren wird als ,,Scrambling“ (engl. scramble: verriihren, durch-
einandermischen) zur Beseitigung von Gleichanteilen und Verminderung
starker tieffrequenter Komponenten bei der Ubertragung von digitalen
Signalen angewandt. Wie ldsst sich das Ausgangssignal riickgewinnen,
wenn als Scrambling-Signal g(n) bindre (£1) Pseudonoisefolgen benutzt
werden?

7.25 Zeitdiskretes, weifles Rauschen der Leistung o2 wird auf ein zeitdis-
kretes Filter h(n) gegeben.

Berechnen Sie die Ausgangsleistung.

Welche Bedingung muss das Filter erfiillen, damit die Ausgangsleistung end-
lich ist?

7.26 Mit welcher Rate 7 muss man tiefpassbegrenztes weifles Rauschen der
Grenzfrequenz f, abtasten, damit das entstehende zeitdiskrete Signal weif3
ist?

7.27 Leiten Sie die Wiener-Lee-Beziehung (7.119) fiir stationire, zeitdis-
krete Prozesse ab.

7.28 Berechnen und skizzieren Sie Autokorrelationsfunktion und Leistungs-
dichtespektrum des als weify angenommenen, aber nicht mittelwertfreien, zeit-
diskreten, gleichverteilten Zufallsprozesses in Abb. 7.17.

7.29 Ein Zufallsgenerator erzeugt voneinander unabhéngige Binirwerte
s(n) € {0,1} mit der Wahrscheinlichkeit Prob[s(n) = 1] = p. Ein aus
derartigen Musterfunktionen gebildeter Prozess wird Bernoulli-Prozess oder
Binomial-Prozess genannt.

a) Zeichnen Sie Verteilungs- und Verteilungsdichtefunktion fiir
p=20,6.

b) Zeichnen Sie die Verbundverteilungsfunktion Pys(z,y, m # 0) fiir
p = 0,6, und damit die Verbundverteilungsdichtefunktion

Pss(x,y, m # 0).



7.8 Aufgaben 285

c¢) Berechnen Sie aus pgs(z,y, m # 0) die Autokorrelationsfunktion gs(m)
fiir m # 0.
Jeweils K aufeinander folgende Werte von s(n) werden addiert und bilden
die Folge g(n) eines allgemeineren Bernoulli-Prozesses.

d) Skizzieren Sie die Verteilungsdichtefunktion p,(z) fiir p = 0,5 und K = 2
sowie K = 3. Wie verhélt sich p,(z) fiir groe K?

Vergleichen Sie die Ergebnisse mit dem allgemeinen Ausdruck fiir die Bino-
mialverteilung

b =3 (i) ra-nisa—i.

i=0

Anmerkung: Im Grenziibergang K — o0 (mit Kp = const.) geht die Binomial-
in die Poisson-Verteilung iiber.

7.30 Ein bipolares, eigeninterferenzfreies Dateniibertragungssystem werde
durch Gauf’sches Rauschen gestort. Am Ausgang des Empfangsfilters seien N
die Rauschleistung und S, die Signalaugenblicksleistung im Abtastzeitpunkt.

a) Skizzieren Sie die Verteilungsdichtefunktionen p,o(z) und py1(z) vor der
Entscheidungsstufe.

b) Die Nachrichtenquelle erzeugt die Binéirwerte a,, = 1 mit der Wahrschein-
lichkeit P;. Bestimmen Sie die Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit P, als
Funktion von P; und der Einzelfehlerwahrscheinlichkeiten P.g und Pe.

¢) Bestimmen Sie Py und P jeweils als Funktion von S,, N und der
Entscheidungsschwelle C'.

d) Bei welcher Entscheidungsschwelle C' wird die Gesamtfehlerwahrschein-
lichkeit P, minimal?

e) Wie lautet das Ergebnis bei Korrelationsfilter-Empfang und Stérung
durch weifles, Gaufy’sches Rauschen der Leistungsdichte Ny?
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8. Binédriibertragung mit Tiefpasssignalen

In den bisherigen Kapiteln wurden Methoden zur Beschreibung determinier-
ter und nichtdeterminierter Signale und ihrer Ubertragung iiber einfache Sys-
teme behandelt. Im Folgenden werden diese Kenntnisse zu einer quantitati-
ven Betrachtung einer Anzahl grundlegender nachrichtentechnischer Uber-
tragungsverfahren benutzt.

Zu Beginn soll dabei das Problem der Ubertragung digitaler Signale iiber
gestorte Tiefpasskanile betrachtet werden. Einfachstes Beispiel einer digita-
len Signaliibertragung ist die im letzten Kapitel betrachtete Ubertragung mit
den zwei Moglichkeiten ,,s(t) gesendet® bzw. ,,s(t) nicht gesendet®, denen z. B.
die zwei Zahlen 1 bzw. 0 zugeordnet werden konnen. Dieser einfache Fall der
Ubertragung nur zweier unterscheidbarer Signale, die Bindribertragung, wird
im folgenden Kapitel zunichst behandelt und spéter erweitert zu Ubertra-
gungsverfahren, die eine gleichzeitige Sendung mehrerer Biniirsymbole (Bits)
ermoglichen.

Ein Riickblick in die Geschichte der Nachrichtentechnik zeigt, dass im
19. Jahrhundert fast ausschlieSlich digitale Verfahren zur Ubermittlung al-
phanumerischer Texte verwendet wurden. Diese Telegrafieverfahren wurden
dann im Lauf des 20. Jahrhunderts durch die analogen Verfahren der Ton-
und Bildiibertragung in ihrem Anteil am gesamten Nachrichtenaufkommen
stark zuriickgedréngt. Durch den mit der digitalen Rechnertechnik seit den
60er Jahren des 20. Jahrhunderts rasch zunehmenden Bedarf an schneller,
fehlerarmer Dateniibertragung und die Einfithrung der Pulscodemodulati-
onstechnik (PCM) in die Fernsprechweitverkehrs- und Vermittlungstechnik
seit den 70er Jahren ist der Anteil der digitalen Ubertragungssysteme in-
zwischen iiberwiegend. Die Flexibilitdt der digitalen Datenformate hat sich
gegeniiber den analogen Techniken als duflerst vorteilhaft erwiesen, so dass
diese wiederum fast vollstindig verdrangt wurden.

Seit Ende der 1980er Jahre wurde iiber Fernsprechleitungen der direkte
digitale Zugang zum ISDN (Integrated Services Digital Network) fiir viele
Arten digitaler Endgeriite mit der Rate 64 kbit/s angeboten. Dieses ist mitt-
lerweile durch die verschiedenen Varianten der DSL-Technik (Digital Subs-
criber Loop) abgelost worden, zudem werden auch die in den Privathaushal-
ten vorhandenen Fernsehkabel- und Stromleitungen fiir verschiedenste Arten
der digitalen Dateniibertragung genutzt. Gleichzeitig entwickelten sich breit-

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
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bandige Ubertragungstechniken fiir die Backbone-Vernetzung im Weitver-
kehr, insbesondere unter Verwendung von Glasfasermedien zur Ubertragung.
Der Trend zu einer breiten Nutzung digitaler Ubertragungstechniken wurde
durch die rasche Ausbreitung des ,, World Wide Web* (im Rahmen des In-
ternet) beschleunigt. Vom Verkehrsaufkommen her stellen heute Multimedia-
Anwendungen (z. B. Video Streaming) mittlerweile den gréfiten Anteil.

Seit Beginn der 1990er Jahre ist die drahtlose und mobile Kommu-
nikation zu einer treibenden Kraft neuer Entwicklungen in der Nachrich-
teniibertragung geworden. Urspriinglich mit dem Aufbau des GSM-Netzes
(2. Generation, 2G) als erweiterter und fiir mehr Benutzer zugénglicher Er-
satz fiir das seinerzeitige analoge mobile Sprachtelefonnetz gedacht, wurde
schon bald nach Einfiihrung der erhohte Bedarf fiir eine allgemeine mobile
Dateniibertragung deutlich. Im ersten Jahrzehnt des 21. Jahrhunderts wurde
dem durch Einfithrung von UMTS (3G) Rechnung getragen, welches jedoch
nicht in der Lage war, flichendeckend ausreichende Ubertragungskapazitit
fir Multimedia-Anwendungen z. B. in Web-Services verfiigbar zu machen.
Letztere Option riickte erstmals mit den seit etwa 2010 eingefithrten LTE-
Netzen (4G) in greifbare N#he, deren Kapazitétsgrenzen aber auch schon
absehbar sind. Demzufolge ist bereits die 5. Generation mit einem Betriebs-
beginn ab etwa 2020 in Planung, wobei auf dem Weg dorthin noch ,LTE
Advanced* (774%(}“ mit Erweiterungen der heute in LTE verwendeten Tech-
niken ab etwa 2016 eingefiihrt werden soll.

Die Tendenz der gesamten Entwicklung lduft darauf hinaus, die Lei-
stungsfahigkeit aller vorhandenen physikalischen Netze insbesondere durch
Anwendung von komplexen Techniken der Digitalen Signalverarbeitung in
der Ubertragung weiter zu steigern und gleichzeitig neue Netze aufzubau-
en. Hierbei nimmt der Benutzer z. B. eines Smartphones praktisch nicht
mehr war, ob die Verbindung gerade iiber ein eigentliches Mobilfunknetz
oder per WLAN-Anbindung iiber ein Festnetz erfolgt. Letzten Endes erlau-
ben die Internet-Protokolle eine flexible Versorgung mit allen digitalen Da-
tentypen, einschliellich der klassischen Telefonie, des traditionellen Fernseh-
und Horrundfunks. Inwieweit dabei letztere, die eigentlich aus Griinden der
Knappheit an Ubertragungskapazitit zur gleichzeitigen Versorgung vieler
Empfinger eingerichtet wurden, vollkommen oder teilweise durch interak-
tive Abrufdienste ersetzt werden, ist noch nicht endgiiltig abzusehen. Dies ist
jedoch sehr wahrscheinlich, und spiegelt sich bereits darin nieder, dass bereits
viele Sendefrequenzen, die urspriinglich fiir die analoge Fernsehiibertragung
reserviert waren, mittlerweile fiir den LTE-Mobilfunk genutzt werden.

8.1 Allgemeine und digitale Ubertragungssysteme

Das allgemeine Schema eines elementaren technischen Nachrichteniibertra-
gungssystems zeigt Abb. 8.1. Signale einer beliebigen Nachrichtenquelle wer-
den i. Allg. zunéchst in einem Aufnahmewandler auf z. B. elektrische Zeit-
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funktionen abgebildet. Ein Sender erzeugt dann in einer zweiten Abbildung
ein Sendesignal, welches durch geeignete Form und hinreichenden Energie-
inhalt an den durch Ubertragungseigenschaften und Stérungen charakteri-
sierten Ubertragungskanal angepasst ist. Am Ausgang des Kanals iibernimmt
ein Empfinger die Aufgabe, das Ausgangssignal des Aufnahmewandlers
moglichst gut zu rekonstruieren. Der Wiedergabewandler bildet dieses Signal
dann schliefflich in eine fiir die Nachrichtensenke geeignete Form ab.

r———— technisches Nachrichtensystem 4-1
| l
Nachrichtens) | |Aufnahme-| | Sender [ Kanal |-+ Empfénger |_|Wiedergabe-| L (Nachrichten-
quelle i wandler wandler | senke

L— elektrisches Ubertragungssystem —-]

Abbildung 8.1. Schema eines technischen Nachrichtensystems

Anmerkung: In gleicher Weise gilt dieses Schema auch beispielsweise fiir
Nachrichtenspeicher, bei denen das Speichermedium den Kanal darstellt. Es
lasst sich weiter ausdehnen auf Mess- oder Radarsysteme, bei denen Sender
und Empfianger hiaufig am gleichen Ort lokalisiert sind und Informationen
iiber Eigenschaften des Kanals gesucht werden.

Bei digitalen Ubertragungssystemen wird die Abbildung in das Sendesignal
allgemein in Quellen-, Kanal- und Leitungscodierung aufgeteilt (Abb.8.2).
Die diskrete Nachrichtenquelle, die z.B. mit dem Aufnahmewandler von

diskrete Quellen- Kanal - Leitungs-
—— H—1
Nachrichtenquelle codierer codierer codierer
(Aufnahme-
wandler) . ]
diskreter kontin.
Kanal Kanal

Nachrichten- Quellen- Kanal- Leitungs -
senke decodierer decodierer empfdanger

(Wiedergabe -
wandler)

Abbildung 8.2. Schema eines digitalen Ubertragungssystems

Abb. 8.1 identisch sein kann, erzeugt hier digitale, also zeit- und wertdiskrete
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Signale, und zwar i. Allg. in Form einer Bindrimpulsfolge. Bei analogen Quel-
lensignalen geschieht dies durch eine Digitalisierung, welche die Vorgénge der
Abtastung und Quantisierung umfasst (Abb.4.1).

Die folgenden Codierungsstufen haben die Aufgabe, dieses digitale Sig-
nal so aufzubereiten, dass es iiber einen gegebenen nichtidealen Kanal bei
moglichst hoher Geschwindigkeit mit moglichst geringen Fehlern iibertragen
und an die Nachrichtensenke abgegeben werden kann. Der Quellencodierer
nutzt beispielsweise statistische Bindungen im Quellensignal und fehlerto-
lerierende Eigenschaften der Senke (wie sinnesphysiologische Eigenschaften
des Hor- und Gesichtssinns), um das Quellensignal von im statistischen Sinn
iiberfliissigen (redundanten) Anteilen zu befreien, sowie von Anteilen, deren
Fehlen zu nicht wahrnehmbaren oder zu tolerierbaren Fehlern fithren (ir-
relevante Anteile). Der Kanalcodierer fiigt dem Signal Zusatzinformationen
hinzu, z.B. in Form einer fehlerkorrigierenden Codierung, die den Einfluss
von Ubertragungsfehlern vermindern. Der Leitungscodierer schlieSlich bildet
das digitale Signal in eine Form ab, die fiir die Ubertragung gut geeignet ist
und z. B. eine einfache Taktriickgewinnung erméglicht. Im Empfianger wird in
entsprechenden Decodierungsstufen das urspriingliche Signal moglichst gut
rekonstruiert. Bei einfachen digitalen Ubertragungssystemen wird auf eine
Quellen- und/oder Kanalcodierung oft verzichtet. Dementsprechend wird in
den folgenden Abschnitten die Leitungscodierung den breitesten Raum ein-
nehmen. Der gesamte Zusammenhang zwischen Quellencodierung, Kanalco-
dierung und Leitungscodierung wird jedoch noch in Kapitel 12 ausfiihrlicher
behandelt.

8.2 Ubertragung von Binirsignalfolgen

In Abschn. 7.4.4 wurde die Ubertragung eines Binirwertes in der Form ,,Sig-
nal s(t) gesendet oder nicht gesendet“ betrachtet. Die dort angestellten
Uberlegungen lassen sich nun in einfacher Weise auf das praktische Problem
der Ubertragung einer ganzen Folge binirer Quellensignale iibertragen. Das
Schema eines solchen Dateniibertragungssystems ist in Abb. 8.3 dargestellt.
Eine Nachrichtenquelle (NQ) erzeugt zu den diskreten Zeitpunkten nT je-
weils einen Bindrwert a,. Die Folge der a, kann als Musterfunktion eines
bindren, zeitdiskreten Zufallsprozesses angesehen werden. In einem Sender!
werden diese Bindrwerte dann mit einer Folge von ebenfalls im Abstand der
Taktzeit T erzeugten Trigersignalen der Form s(t) so verkniipft, dass am
Ausgang des Senders als moduliertes Sendesignal m(t) erscheint

m(t) = Z ans(t —nT) mit an € {0;1} . (8.1)

n=—oo

! Die Zusammenfassung eines Senders und Empfingers wird in der digitalen Uber-
tragungstechnik hiufig als Modem (aus Modulator und Demodulator) bezeich-
net.
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Abbildung 8.3. Signale in einem Binériibertragungssystem

Diese Modulationsart wird Amplitudentastung? genannt. In Abb. 8.3 ist die-
ser Vorgang am Beispiel eines rechteckimpulsformigen Triigersignals s(t) =
rect(t/T — 1/2) dargestellt.

Wird nun das modulierte Sendesignal m(t) iber einen storungsfreien Ka-
nal iibertragen, dann erscheint am Empfangerausgang eines Korrelationsfil-
ters der Impulsantwort h(t) = s(T — t) ein Signal der Form

oo

g(t) =m(t) = h(t) = [ Z ans(t —nT)

n—=—oo

xs(T —1t) .

Mit der Distributionseigenschaft des Faltungsproduktes und mit (7.52) ergibt
sich

oo

9t)= S anpB(t—T —nl). (8.2)

n—=—oo

Tastet man entsprechend zu Abschn. 7.2.5 dieses Ausgangssignal des Korrela-
tionsfilters zur Zeit ¢ = T ab, dann erhélt man mit (8.2) fiir diesen Abtastwert

9(T)= Y anpli(-nT). (8.3)

n=—oo

2 Engl.: amplitude shift keying (ASK).
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Fiir n = 0 enthilt die Summe den Term agp® (0), der nur von dem
einen Bindrwert ao der Quelle abhingt. Weiter enthélt die Summe (8.3)
i. Allg. aber fiir n # 0 zusétzliche, unerwiinschte Terme, die sich dem
Term age®,(0) iiberlagern und dadurch stérende Eigeninterferenzen hervor-
rufen. Diese Storterme verschwinden dann, wenn die Autokorrelationsfunkti-
on des Trigersignals die als 1. Nyquist-Kriterium?® bezeichnete Bedingung

eE(nT)=0 fir n#0 (8.4)

erfiillt. Setzt man (8.4) in (8.3) ein, dann ergibt sich der gewiinschte Wert
g(T) = app¥(0). (Im Beispiel der Abb.8.3 ist diese Bedingung erfiillt,
wie weiter unten gezeigt wird.) Wiederholt man diese Uberlegungen fiir ei-
ne beliebige Abtastzeit ¢ = (v + 1)T, dann ist sofort einsichtig, dass bei
erfiillter Bedingung (8.4) auch hier nur ein Term a, ¢~ (0) iibrigbleibt, dem
der Bindrwert a, der Quelle entnommen werden kann. Das 1. Nyquist-
Kriterium ist also hinreichend fiir das Verschwinden der Eigeninterferenzen
bei Empfang eines unverzerrten amplitudengetasteten Sendesignals mit ei-
nem Korrelationsempfinger.

Erfiillt wird das 1. Nyquist-Kriterium beispielsweise von allen zeitbegrenz-
ten Tragersignalen, deren Breite kleiner als die Taktzeit T ist, so dass ihre
Autokorrelationsfunktionen fiir |¢| > T verschwinden (Abschn. 6.3). Als Bei-
spiel hierfiir ist das in Abb. 8.3 verwendete rechteckimpulsformige Tragersig-
nal mit seiner Autokorrelationsfunktion nach (6.17) in Abb. 8.4 dargestellt.
Zur Veranschaulichung dieser Uberlegungen zeigt Abb. 8.3a in der Mitte das

sit)! o5t}

1 T

2T 1T 0 T 2T 3T t— 2T T 0 T 2T 3T t—

Abbildung 8.4. Beispiel fiir eine zeitbegrenzte Tragerfunktion, die das 1. Nyquist-
Kriterium erfiillt

Ausgangssignal g(t) des Korrelationsfilters im Fall der ungestorten Ubertra-
gung. Der Verlauf von ¢(t) zeigt, wie sich die einzelnen dreieckimpulsformigen
Terme a,, 0% (t — T — nT) zwar gegenseitig zum Teil iiberlagern, aber zu den
Abtastzeiten vT" nicht mehr beeinflussen. Mit Hilfe von Abtast- und Ent-
scheidungsstufe ergibt sich am Ausgang des gesamten Ubertragungssystems
eine Binérfolge ae,, die bis auf die Zeitverschiebung um eine Taktzeit T" mit
der a,-Folge der Nachrichtenquelle iibereinstimmt.

3 Zuerst angegeben 1928 von dem schwedisch-amerik. Ingenieur Harry Nyquist
(1889-1976) fiir das dhnliche Problem des Abtastempfangs hinter einem Tiefpass
(Anhang zum Literaturverzeichnis).
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Erginzend zeigt Abb. 8.3b ein Beispiel einer gestorten Ubertragung. Dem
modulierten Sendesignal m(t) wird auf dem Kanal weifles, Gauf’sches Rau-
schen additiv iiberlagert.

Fiir jeden einzelnen Abtastwert y(nT) am Ausgang des Korrelationsfil-
ters gelten dann die gleichen Uberlegungen, die bei der Ableitung der Eigen-
schaften des Korrelationsfilters angestellt wurden. Um die Ergebnisse dieser
Uberlegungen noch einmal kurz zusammenzufassen: Unter der Annahme, dass
die Nachrichtenquelle die Bindrwerte a,, = 1 oder 0 mit gleicher Wahrschein-
lichkeit erzeugt, also

Prob|a,, = 1] = Probla,, =0] =1/2 fiir alle n ,

ist die Wahrscheinlichkeit P,, einen Bindrwert falsch zu empfangen, durch
(7.106) gegeben

1 FEy
P, = §erfc < 8N0> . (8.5)

Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist hier also nur von der Energie E des Triger-
signals und der Leistungsdichte des Stérsignals n(t) abhingig.*

Nach den bisherigen Ergebnissen miissen, um eine geringe Fehlerwahr-
scheinlichkeit zu erreichen, an das Trigersignal s(¢) die folgenden Bedingun-
gen gestellt werden:

a) grofle Energie E,, wobei praktisch immer Randbedingungen tiber den
zuléissigen Amplitudenbereich gegeben sind,

b) eine Form s(t), die iiber einen gegebenen Kanal (z.B. Tiefpass- oder
Bandpasskanal) verzerrungsfrei iibertragen werden kann,

¢) eine Autokorrelationsfunktion, die das 1. Nyquist-Kriterium (8.4) erfiillt;
diese Forderung wird im néchsten Abschnitt noch eingehender diskutiert.

Beziiglich der unipolaren Ubertragung ist allerdings zu beachten, dass nur
fir a, = 1 tatséchlich ein Trigersignal der Energie F, gesendet wird; fiir
a, = 0 ist hingegen E; = 0. Insbesondere fiir die spéter in diesem Kapitel
behandelten hoherwertigen Ubertragungsverfahren wird es notwendig sein,
die im Mittel pro gesendetem Bit aufgewandte Energie E} zu betrachten. Fiir
die unipolare Ubertragung und den Fall Prob[a,, = 0] = Prob[a,, = 1] = 0,5
ergibt sich hier bereits E, = F4/2 bzw.

1 B,
P, = - erf — | . .
b 2erc< 4N0> (8.6)

4 Es muss deutlich betont werden, dass diese Aussagen exakt nur fiir das hier be-
nutzte idealisierte Modell gelten In praktischen Ubertragungssystemen spielen
lineare und nichtlineare Verzerrungen im Kanal, weiter Storungen, die nicht-
stationdr und nicht Gaufl-verteilt sind, Synchronisationsstérungen usw. eine oft
dominierende Rolle und lassen den Verlauf der Fehlerwahrscheinlichkeit beson-
ders im Bereich geringer Kanalstorungen stark von dem Verlauf in Abb.7.16
abweichen (Bennett und Davey, 1965).
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8.3 Das 1. Nyquist-Kriterium

Es wurde gezeigt, dass alle auf die Breite der Taktzeit T zeitbegrenzten
Tréagersignale das 1. Nyquist-Kriterium erfiillen. Nach den fritheren Ergeb-
nissen in Abschn. 4.2 haben derartige Signale aber theoretisch ein unbegrenz-
tes Fourier-Spektrum. Wenn es beispielsweise darum geht, eine Binériiber-
tragung iiber einen Kanal mit begrenzter Bandbreite durchzufiithren, kom-
men solche Signale nur bedingt in Betracht, da sie verzerrt am Empfanger
ankommen und Interferenzen verursachen wiirden. Der bisher vielfach we-
gen der Anschaulichkeit als Triigersignal betrachtete Rechteckimpuls ist auf
Grund seines nur relativ flach zu hohen Frequenzen hin abfallenden Spek-
trums (si-Funktion) fiir bandbegrenzte Kanile ungeeignet. Besser eignen sich
Impulsformen ohne Diskontinuitéten, wie z.B. ein ,raised cosine“-Impuls (vgl.
Aufgabe 3.15), jedoch besitzt auch dieser noch ein unendlich ausgedehntes
Spektrum und ist daher iiber einen bandbegrenzten Kanal nicht verzerrungs-
frei tibertragbar. Allerdings fallen die Verzerrungen bei einer Bandbegren-
zung deutlich geringer aus als beim Rechteck-Impuls, da das Energiedich-
tespektrum diskontinuitéitsfreier Signale zu hohen Frequenzen hin typischer-
weise schneller abklingt. Es stellt sich jedoch grundsétzlich die Frage, ob
es frequenzbeschriankte Signale gibt, die das 1. Nyquist-Kriterium ebenfalls
erfiillen. Zur Synthese solcher Signale wird zunéchst das 1. Nyquist-Kriterium
im Frequenzbereich formuliert.

Bildet man mit (4.2) die Abtastwerte der Autokorrelationsfunktion, dann
erhiilt man mit der Normierung ¢, (0) = 1 die Bedingung (8.4) in der Form

) S (- nT) = 5(t) (5.7)
n=—oo
und nach Fourier-Transformation

Y 5(r-g)

n=-—oo

1S(f)I? = =1,

sowie weiter nach Ausfithren der Faltung

o0

> [s(r-7) =7 9

n=-—

Das 1. Nyquist-Kriterium wird also von allen Signalen erfiillt, deren Energie-
dichtespektrum periodisch wiederholt und aufsummiert eine Konstante ergibt
(s. hierzu Abb. 8.5). Da Energiedichtespektren stets positivwertig und sym-
metrisch zu f = 0 sind, wird das 1. Nyquist-Kriterium beispielsweise von
allen im Bereich |f| < 1/T bandbegrenzten Signalen erfiillt, deren Ener-
giedichtespektren einen zur Frequenz 1/(2T) schief symmetrischen Verlauf
haben. Eine solche Flankenform wird auch Nyquist-Flanke genannt.
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Abbildung 8.5. Das 1. Nyquist-Kriterium im Frequenzbereich

Durch Verkiirzen der Nyquist-Flanke ldsst sich die Grenzfrequenz f, des
Signals verringern, minimal auf f, = 1/(2T). Das zugehorige Signal mini-
mal moglicher Bandbreite hat dann also ein Energiedichtespektrum und eine
Autokorrelationsfunktion der Form

S(F)I? = Trect(T'f)

I (8.9)

B, () = si(mt/T) .

Umgekehrt folgt aus dieser Uberlegung, dass iiber einen Tiefpasskanal der
Bandbreite f, ohne Verletzung des Nyquist-Kriteriums maximal mit der Rate

r=1/T =2f, , (8.10)

der sogenannten Nyquist-Rate, iibertragen werden kann. FEinfachstes und ein-
ziges Beispiel fiir ein reellwertiges Tiefpass-Trigersignal mit diesen Eigen-
schaften ist die si-Funktion (Aufgaben 6.9 und 6.13).

Anmerkung: Zur Veranschaulichung zeigt Abb. 8.6 eine Folge von amplitu-
dengetasteten si-Funktionen, deren Summe sowohl das modulierte Sendesig-
nal m(t) als auch das Ausgangssignal g(¢) des Korrelationsfilters in einem
Abb. 8.3 entsprechenden Ubertragungssystem darstellen kann. Es ist deut-
lich zu sehen, dass zu den Abtastzeitpunkten nT nur jeweils eine si-Funktion
zu dem Abtastwert beitrigt.

Fiir eine praktische Anwendung ist die si-Funktion ungeeignet, da sie
sich mit einem kausalen System nur ndherungsweise realisieren ldsst, und
dann auch nicht mehr bandbegrenzt ist. Auch kausale Nédherungen, die die
si-Funktion z. B. in der Art von Abb. 5.7 approximieren, verlangen wegen der
hohen Nebenmaxima ein sehr genaues Einhalten der Abtastzeitpunkte bei
den Nulldurchgéingen der Filterimpulsantwort. Man wird daher eher durch
Wabhl einer flacher verlaufenden Nyquist-Flanke Signale auswiihlen, die bei
einer ebenfalls vergroflerten Bandbreite zeitlich schneller abklingen und in
geringerem Mafle {iberschwingen. Hierzu gehoren bespielsweise Signale, deren
Spektrum eine cos-formige Flanke aufweist (sog. ,,cosine rolloff“-Impulse), wie
bei dem Pulsformfilter (5.25).
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Abbildung 8.6. Folge amplitudengetasteter si-Funktionen a,si[r(t — nT)/T)|

Die Nyquist-Rate stellt in der Tat eine harte Grenze dar, die angibt,
wie viele Trégersignale bei Korrelationsfilter-Empfang innerhalb einer Se-
kunde tiber einen Kanal der Grenzfrequenz f, (bei Tiefpasskanilen) oder
allgemeiner einen Kanal mit Bandbreite f interferenzfrei mit einem Kor-
relationsfilter empfangen werden kénnen. Durch Normierung von (8.10) auf
die Kanalbandbreite kommt man auf die Aussage, dass eine interferenzfreie
Ubertragung prinzipiell nicht fiir mehr als r/fa = 2 Triigersignale pro Se-
kunde und Hz Bandbreite des Kanals moglich ist. Diese Grenze ist auch
fiir alle im Folgenden noch zu behandelnden Ubertragungsverfahren nicht
iiberschreitbar, jedoch wird es anders als bei der unipolaren Ubertragung
gef. moglich sein, mehr als ein bit pro gesendetem Trégersignal zu transpor-
tieren.

Anmerkung: Das Eigeninterferenzverhalten von Korrelationsfilter-Empfiangern
kann an Hand der oszillografischen Darstellung des sogenannten Augendia-
gramms qualitativ beurteilt werden. Man erhélt ein derartiges Augendia-
gramm, indem man die am Ausgang des Korrelationsfilters auftretende Span-
nung y(t) oszillografiert, wobei die Ablenkzeit ein Vielfaches der Taktzeit ist.
Fiir eine ldngere, zufillige Binérsignalfolge ergeben sich dabei die in Abb. 8.7
unten dargestellten Augendiagramme. Wéhrend die in der Abbildung gezeig-
te Augendffnung A ein Maf$ fiir den Abstand der den Bindrwerten 1 und 0
zugeordneten Abtastwerte darstellt (A sollte moglichst grofl sein), gibt die
Augenbreite B unter anderem auch Aufschlufl dariiber, in welchem Mafle
man von den exakten Abtastzeitpunkten nT’ abweichen darf.® In der Praxis
dient das Augendiagramm besonders zur Untersuchung des Einflusses von li-
nearen und nichtlinearen Verzerrungen, wie sie durch nichtideale Geréte- und
Kanaleigenschaften verursacht werden, auf das Eigeninterferenzverhalten ei-
nes Ubertragungssystems. Die dadurch hervorgerufenen Verianderungen der
Signalform kénnen oft die Fehlerwahrscheinlichkeit entscheidend vergrofiern.

® Uber diesen Zusammenhang macht das sogenannte 2. Nyquist-Kriterium eine
Aussage (Bennett und Davey, 1965).
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Augendiagramm

a) ungestort Ty(t) b) verzerrt Ty‘”
gestort

_‘___-__-
?
=

o
Ty SR .

T

Abbildung 8.7. Darstellung eines Augendiagramms: A=Augensffnung, B=Au-
genbreite; a ungestort, b gestort

8.4 Bipolare Ubertragung

An Stelle der bisher betrachteten Zuordnung bei der Ubertragung eines
bindren Zufallswertes a,, in der Form

ap, =1 — s(t) gesendet
ap=0—0 gesendet ,

die unipolare Ubertragung genannt wird, kann auch die bipolare Ubertragung
verwendet werden mit der Verkniipfung

anp =1— +s(t) gesendet
an =0— —s(t) gesendet.

Das modulierte Sendesignal hat dann die Form

o0

m(t)= > (2an —1)s(t —nT).

n—=—oo

In Abb. 8.8 sind die modulierten Sendesignale beider Ubertragungsverfahren
gegeniibergestellt. Als Trégersignal wird hier ein gleichanteilfreier Doppel-
rechteckimpuls verwendet.® Wird nach der Ubertragung des modulierten Sen-

6 S. Aufgabe 8.4. Die Bildung eines bipolaren Sendesignals nach Abb. 8.8 wird auch
als Manchester- oder split-phase-Codierung bezeichnet. Dieser Leitungscode wird
weiter als Richtungstaktschriftverfahren zur magnetischen Speicherung binérer
Daten benutzt.

Erwiihnt sei noch, dass die Bezeichnungen unipolare und bipolare Ubertragung
in der Literatur nicht einheitlich gehandhabt werden, so wird auch die unipolare
Ubertragung mit einem ,,bipolaren“ Signal wie in Abb. 8.8 als bipolar bezeichnet.
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ms{t)} bipolar
0 | T[T T st t—
LRI

Abbildung 8.8. Unipolare und bipolare Ubertragung mit Doppelrechteckimpuls
als Trégersignal

designals m/(t) iiber den gestérten Kanal das Signal am Ausgang des Korre-
lationsfilters abgetastet, dann gelten fiir den Fall, dass +s(t) gesendet wurde,

dieselben Uberlegungen wie in Abschn. 7.4.4, man erhilt fiir diesen Abtast-
wert

y1(T) = g(T) +ne(T) = +v/Sa + ne(T) -
Wird im anderen Fall das negative Trégersignal iibertragen, dann wird auch

der im ungestorten Fall auftretende Abtastwert negativ, und es gilt entspre-
chend

Yo(T) = *\/Sfa+ ne(T) .

Fiir y1(T) und yo(7T') ergeben sich mit (7.99) die beiden in Abb.8.9 darge-
stellten Verteilungsdichtefunktionen p,q(z) und pyo(z). Fiir die Schwelle gilt

[Experiment: ]

[Experimenf: ]
solt) gesendet

si(t) gesendet

pya(x)

-V—ST Pe” 0 "Peo Vs—u X —

Copt fur Prob la=1]=05

Abbildung 8.9. Verteilungsdichtefunktionen pyi(z) und pyo(z) bei bipolarer
Ubertragung
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dann Copy = 0, mit dem Vorteil, dass sie von der empfangenen Signalampli-
tude unabhéngig ist.

Der Vergleich mit Abb.7.15 und den nachfolgenden Uberlegungen zeigt,
dass bei sonst gleichen Ubertragungsbedingungen die Mittelwerte der Vertei-
lungsdichtefunktionen bei bipolarer Ubertragung um den doppelten Nutzan-
teil 24/S, an Stelle von /S, auseinanderliegen. Damit ergibt sich die Fehler-
wahrscheinlichkeit der Ubertragung sofort aus der Fehlerwahrscheinlichkeit
der unipolaren Ubertragung (7.106), wenn der Nutzanteil /S, durch 21/5,,
bzw. wenn im Fall des Korrelationsfilter-Empfanges /E, durch 21/E; ersetzt
wird, zu

1 E,
P, = §erfc < 2N0> . (8.11)

Im Vergleich zur unipolaren Ubertragung kann demnach eine bestimmte Feh-
lerwahrscheinlichkeit schon mit einem E/Ny-Verhiltnis erreicht werden, das
um den Faktor vier geringer ist, was einem Gewinn von 10 lg 4 ~ 6 dB ent-
sprache. Man beachte allerdings, dass die hier angestellte Betrachtungsweise
sich wieder auf die Energie des Sendesignals bezieht. Bei der bipolaren Uber-
tragung werden aber sowohl die Bits a,, = 0 als auch die Bits a,, = 1 mit
der Energie E, gesendet, so dass hier E, = Ey und im Vergleich mit (8.6)
sich nur noch ein Gewinn um den Faktor 2 (bzw. ~3 dB) ergibt. Der Verlauf
von P, ist in Abb.8.10 dargestellt. Man kann der Kurve entnehmen, dass

unipolar

Abbildung 8.10. Fehlerwahrscheinlichkeit P, in Abhingigkeit von Ej/Ng bei uni-
polarer und bipolarer Ubertragung (Prob[a, = 1] = 0, 5)

insbesondere im Schwellenbereich, d.h. dort wo der Verlauf stark abzufal-
len beginnt, bei gleichem E, /No-Verhiltnis die Fehlerwahrscheinlichkeit bei
bipolarer Ubertragung erheblich geringer wird.
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8.5 Korrelative Codierung

Bei einer unipolaren oder bipolaren Binériibertragung mit Korrelationsfilter-
Empfang kann nach 8.3 die Nyquist-Rate nur theoretisch, mit idealen Filtern
erreicht werden. Es ist aber trotzdem moglich, mit realisierbaren Filtern an
dieser Grenzrate r = 2f, interferenzfrei zu iibertragen. Hierzu ldsst man Ei-
geninterferenzen so zu, dass sie im Empfénger wieder entzerrt werden kénnen.

Das prinzipielle Verfahren dieser korrelativen Codierung (auch ,partial
response® — oder Polybinér-Codierung) zeigt Abb.8.11 oben an einem einfa-
chen Beispiel. (Die Ubertragung kann hierbei wahlweise unipolar oder bipolar
sein). Sender und Empfinger werden dabei durch zwei Filter fi(t) und fo(t)

|
Sender !Kancl: Empfdnger
| |
an 6(t-nT) mit) * nT Qen
n . t . t s
o—Jid. TP _H_-_»w o—{id. TP n el mn s I
fg= 21_T f,(t) fg = 21_T . fo(t) Entscheidung
an 6(t-nT) Isif mit) nT Qe
ol —o——o— —o
N TP + _I_ Lo
0 12T

T

Abbildung 8.11. Binériibertragungssystem mit zusétzlichen Filtern zur korrela-
tiven Codierung (hier duobindre Codierung, da fi(t) jeweils zwei Eingangssignale
kombiniert)

erginzt. Damit die Arbeitsweise des Gesamtsystems bei ungestorter Uber-
tragung nicht gedndert wird, muss die Kettenschaltung der beiden Filter ein
ideales System bilden, d. h.

i) = falt) = 8(1) . (8.12)

Im hier verwendeten Beispiel wird das Filterpaar aus Aufgabe 4.15h benutzt.
Damit erhilt das gesamte Sendefilter die cos-formige Ubertragungsfunktion
S(f) in Abb.8.11 unten, die in guter Néherung ohne grofien Aufwand rea-
lisierbar ist. Durch Wahl anderer Filter kann das Sendesignal jetzt recht
freiziigig gewihlt werden, beispielsweise lassen sich gleichanteilfreie Signa-
le bilden (Aufgabe 8.5). Im Empfinger kann das faltungsinverse Filter fo(t)
auch an den Ausgang des Abtasters gelegt werden. Wie Abb. 8.11 unten zeigt,
ist dann seine Realisation als zeitdiskretes, rekursives Filter moglich. In dem
rekursiven Filter kénnen sich Ubertragungsfehler fortpflanzen, dies lisst sich
aber durch eine geeignete weitere Vorcodierung verhindern. Ein Nachteil die-
ser korrelativen Codierung ist, dass das Empfangsfilter den faltungsinversen
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Anteil fo(t) enthélt, also kein Korrelationsfilter mehr ist. Bei duobinérer Co-
dierung betrégt der Verlust im E/Ny-Verhiltnis ca. 2dB. Das Verfahren ist
also auf storarmere Kaniile beschrinkt (Gitlin, 1992; Bocker, 1983).

8.6 Ubertragung mit zwei Trigersignalformen

Zu der unipolaren und bipolaren Ubertragung von Binérwerten kann als wei-
tere Variante die Ubertragung mit zwei verschiedenen Tragersignalformen
treten; es gilt dann die Verkniipfung

an =0 — so(t) gesendet
an =1 — s1(t) gesendet .

Das modulierte Sendesignal kann folgende Form besitzen:

(oo}

m(t)= > lansi(t —nT) + (1 — an)so(t — nT)] . (8.13)

n—=—oo

Abbildung 8.12 zeigt ein Ubertragungssystem, das dieses Verfahren benutzt.
Als einfachste Empfiangerstruktur werden zwei eingangsseitig parallel geschal-
tete Korrelationsfilter benutzt, deren Ausgangssignale abgetastet und einer
Entscheidungsstufe zugefiihrt werden. Bei ungestorter Ubertragung erscheint
am Ausgang des Korrelationsfilters der Impulsantwort s1(7" — ¢) das Signal

g1(t) =m(t) x s1(T — 1)

= Z [ans1(t —nT) + (1 — an)so(t —nT)] x s1(T —t)
= 3 Jan@Ba(t — T —nT) + (1 — an)oBa(t — T —nT)] .

Im Abtastzeitpunkt ¢ = T ist dann — vgl. (8.3) —

(o9}

9 (T) = Z [anQOElsl(_nT) +(1- an)‘PsElso(—nT)]~ (8.14)

n=—oo

Es wird nun wie in Abschn. 8.2 gefordert, dass g (T') nur den Wert agp? ;(0)
annimmt und alle Eigeninterferenzen verschwinden. Diese Bedingung ist
erfiillt, wenn in (8.14) fiir die Autokorrelationsfunktion des Trigersignals s;(t)
gilt
" Die zur Konstruktion von g (t) und go(t) benstigten Auto- und Kreuzkorrelati-
onsfunktionen sind Abb. 6.1 und 6.2 sowie Aufgabe 6.7 zu entnehmen.
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mit)t
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________ g1(t)f
E XIAST
XU o T T
golt)t
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Abbildung 8.12. Signale in einem Binériibertragungssystem mit zwei
Trigersignalen” (rechtes Beispiel bei ungestérter Ubertragung)

o2 (nT) =0 fiir n#0 (8.15a)
und entsprechend fiir die Kreuzkorrelationsfunktion beider Trigersignale
o2 o(nT) =0 fiir alle n (8.15b)

In gleicher Weise wie in Abschn. 8.2 gilt, dass diese Bedingungen auch fiir be-
liebige andere Abtastzeitpunkte T hinreichend sind. Weiter gelten sie auch,
nach Vertauschen von s; und sg, fiir das Ausgangssignal des zweiten Korre-
lationsfilters. Dariiber hinaus wird im Normalfall vorausgesetzt, dass die Ab-
tastwerte an beiden Filterausgiingen einander gleich sind ¢ ; (0) = % ,(0).
Diese Bedingung lédsst sich nach (6.19) durch Trigersignale gleicher Ener-
gie erfiillen. Ein einfaches Beispiel fiir zwei Trigersignale, die die Kriteri-
en (8.15a)/(8.15b) erfiillen, wird in Abb.8.12 gezeigt. Sind, wie in diesem
Beispiel, die Trigersignale auf eine Breite < T zeitbegrenzt, so dass auch
ihre Auto- und Kreuzkorrelationsfunktionen fiir |t| > T verschwinden (Ab-
schn. 6.3), dann vereinfachen sich die Kriterien (8.15a)/(8.15b) auf
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905130(0) =0 (8.16a)

oder ausgeschrieben

(oo}

/ sH(t)so(t)dt = 0 (8.16b)

— 00

Nach (6.10) nennt man derartige Trigersignale orthogonal. Das allgemeine
Kriterium (8.15b) ist also eine Kombination aus Nyquist-Kriterium und Or-
thogonalitétsbedingung. In Abb.8.12 werden als orthogonale Trégersignale
Rechteckimpuls und Doppelrechteckimpuls verwendet. Abbildung 8.13 zeigt
weitere zeitbegrenzte Orthogonalsignale. In Abb. 8.13a sind die ersten Funk-

a L a a —L b
VZa
a
a ﬁj \f
I \VARAVA
(1 ]
0 TY o T
Walsh - Funktionen sin-cos-Impulsfunktionen

Abbildung 8.13. Zeitbegrenzte Orthogonalsysteme. a Walsh-Funktionen, b
Sinusoid-Funktionen

tionen des orthogonalen Walsh-Funktionensystems dargestellt, das mit Recht-
eck- und Doppelrechteckimpuls beginnt. Die Konstruktion von Walsh-Funk-
tionen wird in Aufgabe 6.21 behandelt. Abbildung 8.13b zeigt die ortho-
gonalen sin- und cos-Impulse, deren Anwendung und Eigenschaften in Ab-
schn. 9.1 noch naher betrachtet werden. Jede Funktion eines derartigen, be-
liebig viele Funktionen umfassenden Orthogonalsystems ist zu jeder anderen
Funktion des Systems orthogonal, zwei beliebige Funktionen aus einem sol-
chen System konnen also im Prinzip auch als Trigersignale in einem digi-
talen Ubertragungssystem benutzt werden. Ubertragungssysteme mit vielen
orthogonalen Trigersignalen werden in Abschn. 11.4 besprochen. Beide Funk-
tionssysteme in Abb.8.13 enthalten Signale gleicher Energie (Aufgabe 8.6).
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Ist diese Energie auf 1 normiert, dann spricht man auch von Orthonormal-
systemen.

8.7 Fehlerwahrscheinlichkeit bei Ubertragung
mit zwei orthogonalen Signalen

Es wird wieder angenommen, dass die Nachrichtenquelle die Bindrwerte
an, = 1 oder 0 mit gleicher Wahrscheinlichkeit erzeugt. Nach Ubertragung
dieser Bindrwerte mit zwei orthogonalen Tragersignalen gleicher Energie ent-
scheidet die Entscheidungsstufe danach, welches der zwei zugeordneten Kor-
relationsfilter den grofleren Abtastwert abgibt. In Abb. 8.12 sind fiir den Fall
storungsfreier Ubertragung einige Abtastwerte g; (nT) und go(nT) sowie die
dazugehorigen Ausgangswerte a., der Entscheidungsstufe angegeben. Die
Entscheidung soll bei gestérter Ubertragung folgender Vorschrift geniigen

Gen, =0 wenn  yo(nT) > y1(nT)
Gep, =1 wenn  yo(nT) < yp(nT) .

Bildet man die Differenz der Abtastwerte
Ay(nT) = y1(nT) — yo(nT) , (8.17)
dann ldsst sich die Entscheidungsvorschrift auch umformulieren in

Qen =0 wenn  Ay(nT) <0
Qo =1 wenn  Ay(nT) > 0.

Nach Bildung des Differenzsignals kann also wie bisher mit Hilfe einer festen
Schwelle entschieden werden.

Zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit dieser Entscheidung wer-
den die Verteilungsdichtefunktionen der Differenz Ay(T') fiir die beiden
Moglichkeiten ,,s0(t) bzw. s1(t) gesendet betrachtet. Ist die Ubertragung
durch weifles, Gau’sches Rauschen der Leistungsdichte Ny gestort, dann
ist an den Ausgéingen beider Filter dem Nutzanteil mit der Augenblicks-
leistung S, ein farbiges, Gauf’sches Storsignal der jeweils gleichen Leistung
NowZ .1 (0) = Nopk o (0) = N iiberlagert. Wird jetzt das Signal sq(t) iiber-
tragen, so ergibt die Differenz der Abtastwerte

Ayi(T) = +/Sa + nea(T) .

wobei nea(T) = ne1(T) — neo(T') die Differenz der beiden Zufallsgrofien der
Stérung an den Ausgingen der Korrelationsfilter bedeutet. Ebenso gilt bei
Ubertragung von sq(t)

Ayo(T) = =v/Sa + nea(T) .
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Zur Bestimmung der Eigenschaften der Differenz nea(T') der Zufallsgrofien
kann ein Ergebnis aus Aufgabe 7.7 benutzt werden: Ubertrigt man die Mus-
terfunktionen eines stationiren Zufallsprozesses mit der Autokorrelations-
funktion @, (7) iiber zwei eingangsseitig parallel geschaltete Filter mit den
Impulsantworten hy (t) und ho(t), dann gilt fiir die Kreuzkorrelationsfunktion
der Ausgangssignale

One1,ne0(T) = @un(T) * ha(—7) % ho(T) . (8.18)

Im vorliegenden Problem wird nun angenommen, dass der Eingangsprozess
weifl und ein Gauf-Prozess ist und dass die beiden Filter die den orthogo-
nalen Signalen s;(t) und so(t) zugeordneten Korrelationsfilter sind. Damit
gilt mit der Autokorrelationsfunktion des weilen Rauschens (7.36) und der
Korrelationsfilterbedingung (7.51) fir k =1

@nel,neO(T) = [NOCS(T)] * 51(T + T) * SO(T - T)

8.19
= Nowspsn (7) - ( )

Bei orthogonalen Filtern folgt mit (8.16a) sofort
(pnel,neO(O) =0. (820)

Die beiden Zufallsgroien ney (T') und neo(7') sind nach Abschn. 7.3.4 also un-
korreliert und, da sie zwei GauB-Prozessen entstammen, nach (7.96) auch
statistisch unabhéngig. Weiter sind diese Zufallsgroflen mittelwertfrei, ihre
Streuung und Leistung betrage N. Die Differenz nea(T) = ne1(T) — neo(T)
hat wegen der Symmetrie der mittelwertfreien, Gauf3’schen Verteilungsdich-
tefunktion die gleichen Eigenschaften wie die Summe ne1 (T') 4 neo(T); sie ist
daher mit (7.93) ebenfalls Gaufi-verteilt mit der Streuung 2N.

Damit ergeben sich bei Empfang der gestérten Signale s;(t) bzw. so(t)
fiir die Differenzen der Abtastwerte die in Abb. 8.14 dargestellten Verteilungs-
dichtefunktionen payo(z) und payi(z). Ein Vergleich mit Abb. 8.9 zeigt den
prinzipiell gleichen Verlauf der Verteilungsdichtefunktionen wie bei bipolarer
Ubertragung. Der einzige Unterschied ist die bei orthogonaler Ubertragung
verdoppelte Rauschleistung 2NV, da sich, wie die Rechnung zeigt, die Rausch-
leistungen beider Kanile des Empfangers bei der Differenzbildung addie-
ren. Die Grofle der Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich daher sofort, wenn
in (8.11) Ny durch 2Ny ersetzt wird, zu

P, = 1erfc < Es ) . (8.21)

2 4N,

Der Vergleich mit den Fehlerwahrscheinlichkeiten der bisher diskutierten
Ubertragungsverfahren zeigt, dass die Ubertragung mit zwei orthogonalen
Trigersignalen in ihrem Fehlerverhalten bezogen auf E, /Ny zwischen unipo-
larer (8.5) und bipolarer Ubertragung (8.11) liegt.
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[Experiment: ]

[Experiment: ]
solt) gesendet

s1(t) gesendet

Payo(x) Pay1(x)

opt fur Prob {a=1} =05

Abbildung 8.14. Verteilungsdichtefunktionen payi(z) und payo(z) bei orthogo-
naler Ubertragung

Wird allerdings die Fehlerwahrscheinlichkeit wieder auf die pro gesen-
detem bit aufzuwendende Energie bezogen, so zeigt sich, dass bei orthogo-
naler Ubertragung mit 2 verschiedenen Trigersignalen sowohl fiir a, = 0
als auch fir a, = 1 mit der Energie F, gesendet werden muss, so dass
hier £, = E,, und bei dieser Betrachtungsweise die Bitfehlerwahrschein-
lichkeit nicht kleiner wird als diejenige fiir die unipolare Ubertragung (8.6).
Tatséchlich kénnte man das oben vorgestellte Verfahren auch als eine Kombi-
nation zweier unipolarer Ubertragungen interpretieren, die abwechselnd mit
unterschiedichen Trégersignalen erfolgen. Man beachte allerdings, dass bei
einer herkémmlichen unipolaren Ubertragung mit gleichem Ej fiir den Fall
,»5(t) gesendet® eine um den Faktor /2 erhohte Amplitude erforderlich ist, so
dass auch die Sendeverstirker entsprechend ausgelegt werden miissten. Inso-
fern liegt hier der Vorteil der orthogonalen Ubertragung in einer geringeren
Schwankung der Augenblicksleistung des Sendesignals. Dariiber hinaus lésst
sich jedoch zeigen, dass bei einer Verwendung einer hoheren Anzahl von M
Trigersignalen, die dann die gleichzeitige Ubertragung von 1b M Bits® er-
laubt, eine signifikante Verringerung der Fehlerwahrscheinlichkeit bis heran
an die sogenannte Shannon-Grenze moglich wird (s. Zusatziibung 14.10).

Eine geometrische Betrachtung der besprochenen Ubertragungsverfahren
im ,,Signalraum*® ist Inhalt von Zusatziibung 14.2, und wird auch in Abschn.
9.6 noch weiter behandelt.

Anmerkung: Es ist auch moglich, bereits bei Verwendung zweier orthogona-
ler Tragersignale zwei Bits gleichzeitig zu senden und diese dann mit zwei
vollkommen getrennten Korrelationsfilter-Empfingern zu empfangen, wobei
auf Grund der Orthogonalitit zumindest bei kohdrentem Empfang keiner-
lei Interferenz der Nutzsignale entstehen kann. Die Ubertragungsqualitét in

8lba = log, x = 3,321931gz (bindrer Logarithmus, Zweierlogarithmus, frither
auch 1d z).
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Abhiingigkeit von Ej /Ny wiire dann immer noch dieselbe wie bei unipola-
rer oder bipolarer Ubertragung, je nachdem, mit welchem der beiden Ver-
fahren gesendet wird. Ein Beispiel fiir eine solche gleichzeitige Sendung auf
der Basis orthogonaler, bipolarer Sinus- und Kosinus-Tragerfunktionen ist
die in Abschn. 9.6 behandelte Quaternéire Phasentastung (QPSK). Aller-
dings muss berticksichtigt werden, dass durch die Konstruktion zusétzlicher
orthogonaler Trigersignale und fiir ihre verzerrungsfreie Ubertragung ei-
ne hohere Ubertragungsbandbreite benstigt wird. Im Fall rechteckférmiger
Funktionen (z. B. Walsh) bendtigt man zur Konstruktion von M orthogona-
len Triagersignalen maximal M Pegelwechsel. Da jedem Symbol jedoch nur
Ib/ M bit zugeordnet werden kénnen, erhsht sich der fiir eine interferenzfreie
Ubertragung bei gleicher Bittaktrate notwendige Bandbreitebedarf um den
Faktor M/lb/ M, so dass schliefflich fiir den Fall M — oo ein Kanal mit un-
endlicher Bandbreite notwendig wére. Moglichkeiten, dieses Problem zu 16sen,
sind die bei der Codemultiplex-Ubertragung eingesetzten Funktionensysteme
fast-orthogonaler Trigersignale (s. Abschn. 11.4) sowie die Kombination mit
einem orthogonalen Frequenzmultiplex (s. Abschn. 11.5.

8.8 Mehrpegeliibertragung

Aus den in Abschn. 8.3 zum 1. Nyquist-Kriterium angestellten Uberlegungen
folgt, dass iiber einen Tiefpasskanal der Bandbreite f, voneinander un-
abhéngige Werte hochstens mit der Nyquist-Rate r» = 2 f, {ibertragen werden
konnen. Dabei muss ein Trégersignal mit rechteckférmigem Energiedichte-
spektrum nach (8.9), d.h. eine si-Funktion, benutzt werden.

Beschrinkt sich die Ubertragung auf Binérwerte, dann gibt die Nyquist-
Rate an, wieviel Binérzeichen pro Sekunde iiber den Tiefpasskanal iibertragen
werden kénnen. Benutzt man das bit? als Kurzform fiir Binsrzeichen, dann
kann man die Ubertragungsrate fiir Binirsignale in der Einheit bit /s angeben.
Eine hohere Ubertragungsrate ist bei eigeninterferenzfreier Ubertragung nur
moglich, wenn man das Prinzip der Binédriibertragung verlédsst und mit einem
Trigersignal mehrere Bindrwerte iibertriagt. Digitale Ubertragungsverfahren
mit M orthogonalen Triigersignalformen werden in Ubung 14.10 diskutiert.
Hier wird als einfacheres Beispiel die Mehrpegelibertragung betrachtet, bei
der nur eine Signalform, jedoch mit M unterschiedlichen Amplituden (,,Pe-
geln®), benutzt wird. Hiermit ist grundsitzlich keine Vergroflerung des Be-
darfs an Frequenzbandbreite verbunden.

Man fasst hierzu K aufeinander folgende Bindrwerte ay ...agp+x—1 der
Quelle zusammen und bildet daraus eine neue Zahl b,,, die jetzt M = 2% un-
terschiedliche, diskrete Werte annehmen kann. Umgekehrt muss aus den b,
die urspriingliche Folge der aj; eindeutig zuriickgewonnen werden koénnen.

9 Abgekiirzt aus binary digit.
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Dieses Vorgehen erfordert eine Codierung, deren Art bei mehrwertigen Uber-
tragungsverfahren einen entscheidenden Einfluss auf die erzielbare Bitfehler-
rate hat.

Abb. 8.15 zeigt das Beispiel eines einfachen Falles dieser Codierung, wobei
K = 2 Binarwerte zu einem vierwertigen Code kombiniert werden. Der Code
ist ein Gray-Code, bei dem sich die den benachbarten Werten b,, zugeord-
neten Bitgruppen aj nur in jeweils einer Binérstelle unterscheiden, so dass
bei kleinen Amplitudenfehlern des codierten Signals auch nur jeweils ein Bit
verfilscht wird. Mit den umcodierten Werten kann jetzt entsprechend zu (8.1)

ac [1[1]oJoJ1]oJo]1]--

br: [ 3 [ -1 [-3]1 |-

oob

=34

Abbildung 8.15. Mehrpegelsignal mit M = 2% = 4 unterscheidbaren Amplitu-
denstufen und der si-Funktion als Tragersignal

ein moduliertes Sendesignal

m(t) = i bps(t —nT) (8.22)

tibertragen werden. Durch Mehrpegeliibertragung vergrofiert sich die maxi-
mal mogliche Ubertragungsrate also um den Faktor K auf
ri = 2fo K = 2fIbM . (8.23)

Als Mafleinheit fiir die Ubertragungsrate der mehrwertigen Zeichen (,,Schritt-
geschwindigkeit“) ist die Einheit Bd'? gebriuchlich. Hier gilt also die Bezie-
hung 1Bd = K bit/s.

10 Ausgeschrieben Baud, benannt nach Emile Baudot, franz. Telegrafentechniker
(1845-1903).
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Bei Ubertragung iiber einen Kanal mit additivem GauB-Rauschen ent-
stehen nach Korrelationsfilter-Empfang am Eingang des Entscheiders die in
Abb.8.16 dargestellten Verteilungsdichtefunktionen. Hierbei wird die Au-
genblicksleistung /S, des Nutzsignals zum Abtastzeitpunkt der Amplitu-
de +1 zugeordnet. Bei gleicher Haufigkeit der gesendeten Symbole ergeben
sich die optimalen Entscheidungsschwellen wie bei den bisher behandelten
Ubertragungsverfahren jeweils genau in der Mitte zwischen zwei benach-
barten moglichen Nutzsignal-Amplitudenwerten. Es wird nun vereinfacht
angenommen, dass Fehler der gesendeten Symbole, die auf Abweichungen
vom Nutzsignalpegel um mehr als +3+/S, beruhen, deutlich weniger wahr-
scheinlich sind. Unter dieser Annahme entstehen Ubertragungsfehler vorran-
gig dadurch, dass Verfilschungen zu den unmittelbar benachbarten Sym-
bolen auftreten. Es ist nun notwendig, eine Fallunterscheidung vorzuneh-
men, je nachdem wie viele Uberlappungsbereiche zu benachbarten Gauf-
Verteilungsdichtefunktionen hin auftreten. So entsteht fiir die Symbole mit
Pegeln +3 in Anlehnung an (7.100) und (7.101) eine Symbolfehlerwahrschein-
lichkeit (hier berechnet fiir das Symbol ,+3“, auf Grund der Symmetrie iden-
tisch mit dem Wert fiir das Symbol ,,—3%)

A 3VS)?\ 1 5
Po 13 = / exp <M> dx = —erfc ( a) , (8.24)

V2Tt N 2N 2 2N

sowie auf Grund der Gray-Codierung eine Bitfehlerwahrscheinlichkeit!!

1 a
Pyis ierfc ( ZSN> . (8.25)

Fiir die beiden inneren Symbole gibt es hingegen jeweils 2 Uberlappungen
zu den benachbarten Gauf3-Hiillen, so dass

—

_ 2
Pe,:i:l = 2::TN exp (_W) dx
[ (x—VS)?\ S.
+ / WoTS i exp (ZN dz = erfc on | (8.26)

2/Sa

11 Bei den bisher betrachteten Verfahren wurde immer 1 bit pro Symbol iibertragen;
daher war auch keine Unterscheidung zwischen Symbolfehlerwahrscheinlichkeit
und Bitfehlerwahrscheinlichkeit notwendig. Im hier vorliegenden Fall ist die Bit-
fehlerwahrscheinlichkeit nur approximativ korrekt, da z.B. fiir den Sendepegel
—3 bei Empfang im Bereich 0...1/Sa 2 bit falsch sind. Bei der Approximation wird
davon ausgegangen, dass die Gauf3-Verteilung des jeweiligen Pegels bei grofieren
Amplitudenabweichungen bereits hinreichend klein ist, um diese zusétzlichen
Bitfehler vernachléssigen zu konnen. Diese Annahme ist bei niedrigem S./N
verletzt.
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Pegel "-3" Pegel "-1" Pegel "+1" Pegel "+3"
gesendet gesendet gesendet gesendet

"0 "00"

ED ED

—3@ Schtlvelle —x/S: Schv&e"e \/S— SchTweIIe 3\/5:

Abbildung 8.16. Verteilun%E,dichtefunktionen am Entscheidereingang bei Mehr-
pegeliibertragung mit M = = 4 unterscheidbaren Amplitudenstufen

sowie die Bitfehlerwahrscheinlichkeit

1 Sa
Py~ §erfc ( 2N> (8.27)

entsteht. Die mittlere Bitfehlerwahrscheinlichkeit resultiert schliellich bei
gleich haufigen Symbolen

1 3 Sa 3 E,
P, ~ - (B P = —erf — | = —erf . 8.28
b5 (Pp+3+ Py 11) 8er ¢ ( 2N> 8er C 5N ( )

Man beachte jedoch, dass sich das hier definierte E, mit /S, auf die Pegel
+1 bezieht. Bei Beriicksichtigung aller Pegel ergibt sich eine mittlere Energie
pro bit

1 2 ~ D ~
Ey=—— (3241)E, = -E, , 2
b= e (24 By = (329)
und somit fir K = 2, M = 4 eine Bitfehlerrate
3 By
P, ~ —erf — | . 8.30
o) »

Eine Verallgemeinerung auf eine beliebige Anzahl von Amplitudenstufen M
(Zweierpotenz) ergibt Bitfehlerwahrscheinlichkeiten von

%erfc ( 25&) fir M — 2 ,innere“ Pegel

%erfc ( 2‘%‘,) fiir 2 ,,dulere“ Pegel,

und im Mittel bei gleich hdufigen Symbolen

1 1\ 1 A M—1 E,
P~ — ((M—2)42 =) = erf - f
b M(( )+ 2>Kerc< 2N> MM N\ 2N
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(8.32)
Die mittlere Energie pro Bit ergibt sich als
1 (22 M2 -1
Ey=—=1|— on—1)? | E,= ———E, .
b= M;(n ) B = Sy B (8.33)
so dass
M -1 31b(M) E,
P~ —— erf — | . .34
LA VSTY0) R ( 2(M2 — 1) N, (8:34)

Einer beliebigen VergroBerung der Ubertragungsrate nach diesen Verfahren
sind wegen des Anstiegs der mittleren Energie mit M? enge Grenzen gesetzt.
So ist in jedem technischen Ubertragungskanal entweder die maximale Am-
plitude oder die Leistung des Sendesignals m(t) begrenzt; damit muss der Un-
terschied der Nutzsignalpegel am Ausgang des Korrelationsfilter-Empfangers
fiir groBere K sehr gering gehalten werden. Daher wird E,/Ny gering, und
entsprechend grof8 wird die Fehlerwahrscheinlichkeit!2.

Technisch von Interesse sind Mehrpegelverfahren daher insbesondere auf
sehr storarmen Kanélen, aber u. U. auch auf Kanilen, die durch nichtwei-
Bes Rauschen gestort sind, wenn das bei gleicher Ubertragungsrate schmal-
bandigere Mehrpegelsignal in einem Bereich geringer Rauschleistungsdichte
iibertragen werden kann. Auch die Kombination des Mehrpegelverfahrens
mit einer Orthogonaliibertragung von Bandpasssignalen wird in Form der
Quadratur-Amplitudenmodulation hiufig angewandt (s. Abschn. 9.6).

8.9 Adaptive Kanalentzerrung

In den bisherigen Betrachtungen wurde der Ubertragungskanal als ver-
zerrungsfrei angenommen. Praktische Ubertragungskanile besitzen dage-
gen immer mehr oder weniger starke, meist lineare Verzerrungen. Bei Da-
teniibertragungssystemen iiber Kanéle mit wechselnder oder verdnderlicher
Ubertragungsfunktion (Wahlkanile, Funkkanile insbesondere bei mobilen
Sendern und/oder Empféngern) muss der Entzerrer jeweils zu Beginn der
Ubertragung oder sogar im laufenden Betrieb nachgestellt werden. Hierfiir
sind adaptive Kanalentzerrer geeignet.

12 Tnsbesondere ist auch bei im Vergleich zur Standardabweichung der Stérung re-
lativ kleinen Abstédnden zwischen den Augenblicksleistungen der Nutzsignalpegel
die oben getroffene Annahme einer vorwiegenden Verfilschung zu benachbarten
Symbole nicht mehr richtig. Da dann bei Symbolstérungen auch mit gréferer
Wahrscheinlichkeit mehrfache Bitfehler auftreten, erhoht sich die Bitfehlerrate
nochmals gegeniiber den beschriebenen Approximationen.
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In dieser Sicht lieBe sich das Ubertragungssystem mit korrelativer Codie-
rung in Abb. 8.11 auch so interpretieren, dass f1(¢) einen stark linear verzer-
renden Kanal (hier z. B. bei Zweiwegeausbreitung) beschreibt. Sofern die vom
Kanal eingefiigten Eigeninterferenzen bekannt sind, wiirde das faltungsinver-
se Filter fo(t) im Empfinger diese vollstindig entzerren kénnen, allerdings
auf Kosten eines reduzierten Stérabstandes. Eine weitere Moglichkeit besteht
darin, die erwarteten Eigeninterferenzen mit der am Ausgang des Entschei-
ders entnommenen Folge vorheriger Symbole zu berechnen und sie vor der
Entscheidung iiber das aktuelle Symbol zu subtrahieren. Dieses Verfahren eig-
net sich aber nur, wenn die Interferenzen zu den Abtastzeitpunkten préizise
nachgebildet werden kénnen. Um dieses zu erreichen, wird haufige eine ver-
einbarte Bitfolge (z.B. eine Pseudonoise-Folge, die moglichst alle vorkom-
menden Nutzdatensymbole in verschiedenen zufilligen Reihenfolgen enthilt)
vor der eigentlichen Datensendung als ,,Praambel“ {ibertragen. Die Folge ist
dem Empfinger ebenso wie die verwendeten Trigersignale bekannt, und kann
daher durch Vergleich mit dem empfangenen Signal zur Messung der Kana-
limpulsantwort verwendet werden.

Das Blockschaltbild eines Empfingers mit einem adaptiv einstellbaren,
zeitdiskreten Transversalfilter zeigt Abb.8.17. Zu Beginn der Ubertragung

Transversalfilter

mlt) [korrelat -
filter

Entscheidung

J

|
|
|
|
|
1
|
|

Qen

Einstellrechner

[Framngssequent Jer
Trainingssequenz

Abbildung 8.17. Bindrempfianger mit adaptivem Transversalfilter zur Kanalent-
zerrung

wird wieder vom Sender eine Priambel (Trainingssequenz) iibertragen. Die-
se Sequenz wird synchron auch im Empfanger erzeugt. Das Differenzsi-
gnal e(nT) beschreibt bei storarmer Ubertragung den durch die Kanalver-
zerrungen hervorgerufenen Eigeninterferenzfehler. Der Einstellrechner steuert
dann die Gewichte f; des Transversalfilters so, dass z. B. die Differenzsignallei-
stung minimal wird. Wenn nach Ablauf der Trainingsphase das Filter im nor-
malen Betrieb nur noch wenig nachgestellt werden muss, konnen zur Bildung
des Differenzsignals die jetzt nur noch mit geringer Fehlerwahrscheinlichkeit
behafteten Ausgangswerte ae, benutzt werden (obere Schalterstellung). Ge-
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eignete Einstellalgorithmen basieren haufig auf iterativer Optimierung unter
Verwendung des Gradienten der Differenzfunktion (Lucky, 1968).

Die hier genannten Verfahren basieren auf Schitzungen der Kanalim-
pulsantwort bzw. ihrer Kompensation im Zeitbereich. Es sei darauf hin-
gewiesen, dass derselbe Effekt durch eine Multiplikation mit der Fourier-
Ubertragungsfunktion des Kanals erfolgen kann. Dieses kann insbesonde-
re dann effizient sein, wenn die Ubertragung in schmalbandigen Bandpass-
Kanilen erfolgt, innerhalb derer sich Amplituden- und Phaseniibertragung
kaum &ndern, so dass die Kanaliibertragung innerhalb jedes einzelnen Fre-
quenzbandes durch einfache Anwendung eines verzerrungsfreien Systems (vgl.
Abschn. 5.1), d. h. Amplituden- und Phasenkorrektur, riickgiingig gemacht
werden kann. Dieses ist beispielsweise bei den in Abschn. 11.5 beschriebenen
OFDM-Verfahren ohne weiteres anwendbar und wird als ,,equalisation“ be-
zeichnet. Ein weiterer Vorteil von Frequenzbereichs-Entzerrung besteht dar-
in, dass es relativ leicht moglich ist, nicht-weifle additive Storungen auf dem
Kanal zu behandeln, d.h. fiir jede Frequenz separat das S,/N-Verhiltnis zu
beriicksichtigen (vgl. hierzu auch Anhang 14.3). Dieses erlaubt z. B., die
Ubertragung so anzupassen, dass bestimmte Frequenzbereiche stirker und
andere schwécher beriicksichtigt werden. Die hierzu gehorige Kanalschétzung
wird auch als ,;spectrum sensing“ bezeichnet und kann im Idealfall auch am
Sender bei der Auslegung von s(t) beriicksichtigt werden.

8.10 Zusammenfassung

Dieses Kapitel verfolgte zwei Ziele. Einmal wurde eine erste Einfithrung in
die zur Ubertragung digitaler Signale verwendeten Prinzipien gegeben. Da-
bei sollten vor allem die in den vorangegangenen Kapiteln gelegten Grundla-
gen der Signal- und Systemtheorie auf praktische Probleme der Signaliiber-
tragung angewandt und weiter ausgebaut werden. Unter diesem Gesichts-
punkt wurden die behandelten Ubertragungssysteme mit einem oder meh-
reren Tragersignalen im Tiefpassbereich konsequent aus dem Korrelationsfil-
terkonzept entwickelt.

8.11 Aufgaben

8.1 Ein Signal s(t) = 2fg0si(n2fg0t) wird additiv durch weifles Rauschen
der Leistungsdichte Ny gestort.

a) Berechnen Sie die Signalenergie Fj.
b) Berechnen Sie die Augenblicksleistung S, und die Storleistung N am
Ausgang eines Korrelationsfilters, und vergleichen Sie S,/N mit E/Np.
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c) Die Grenzfrequenz f, des als Korrelationsfilter dienenden idealen Tief-
passfilters werde verdndert. Berechnen und skizzieren Sie (Sa/N)/(Es/No)
als Funktion von fy/ feo.

8.2 Ein Signal

6

s(t) = Z s(n) rect(t —n)

n=0

wird mit einem Korrelationsfilter empfangen. Skizzieren Sie die Ausgangs-
funktion fiir

a) alle s(n) =1,
b) den Fall, dass s(n) eine Barker-Folge der Linge M = 7 aus Aufgabe 6.19
ist.

Geben Sie die Schaltung eines diskreten Korrelationsfilters fiir den Empfang
der Barker-Folge an.

8.3 Ein bipolares Ubertragungssystem nach Abschn. 8.4 mit dem Trigersig-
nal s(t) = (t/T)rect(t/T — 1/2) V wird durch weies, Gaufi’sches Rauschen
der Leistungsdichte Ny = 1076 V?/Hz gestort. Berechnen Sie die minimale
Trigersignaldauer T fiir eine Fehlerwahrscheinlichkeit P, = 1074,

8.4 Skizzieren Sie die Ausgangssignale eines Korrelationsfilters sowie die
Augendiagramme fiir die modulierten Sendesignale m,(t) und m;(t) nach
Abb. 8.8.

8.5 Zur gleicha.pteilfreien Ubertragung wird in dem Ubertragungssystem
mit korrelativer Ubertragung Abb.8.11 im Sendefilter gewéihlt:

fit) =6(t) —o(t=T)

a) Berechnen und skizzieren Sie die Ubertragungsfunktion |S(f)| des ge-
samten Sendefilters.

b) Wie sehen Impulsantwort und Schaltung des faltungsinversen Filters fo(t)
aus?

8.6 Zeigen Sie, dass alle Funktionen der Orthogonalsysteme in Abb.8.13
die gleiche Energie besitzen.

8.7 Ein Trégersignal s(t) = rect(t — 1/2) wird mit einem Korrelationsfilter
empfangen, das ndherungsweise durch ein RC-Glied
h(t) = (1/to)e(t) exp(—t/to) ersetzt werden soll.

a) Berechnen Sie das Ausgangssignal g(t) = s(t) * h(t) des RC-Gliedes,
und skizzieren Sie g(t) fiir verschiedene Zeitkonstanten ty. Fiir welche
Zeit t = T erreicht das Ausgangssignal sein Maximum?
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b) Auf das Trégersignal s(t) wird weifles Rauschen der Leistungsdichte Ny
addiert. Wie grof§ ist im Abtastzeitpunkt t = T" das Verhéltnis der Au-
genblicksleistung S, = ¢*(T) zur Rauschleistung N am Ausgang des
RC-Gliedes?

¢) Fiir welche Zeitkonstante to wird S,/N maximal? Vergleichen Sie mit
E;/Ny (Verhéltnis indB).

8.8 Berechnen Sie die Autokorrelationskoeffizienten ¥, (0) und ¢¥,,,(0)
in (9.26) mit Hilfe des Ergebnisses aus Aufgabe 6.23.

8.9 Eine unipolare, bindr modulierte Folge von Signalen rect(t/T") wird
durch die in Abb. 8.18 angegebene Schaltung in einen Bipolarcode 1. Ord-
nung (Pseudoternéircode, AMI-Code) umgeformt. Beschreiben Sie die Eigen-
schaften des neuen Signals. Wie lésst sich das urspriingliche Signal wiederge-
winnen?

o=

T + Halbaddierer — AB|F

= A:®_ 00]|0
T B F 011
T 101
o 1110

Abbildung 8.18. Bildung eines Bipolarcodes

8.10 In einem Biniriibertragungssystem nach Abschn. 7.4.4 liegt die Ent-
scheidungsschwelle bei C' = /S,. Berechnen Sie die Fehlerwahrscheinlichkei-
ten Pey und P, fiir Fs/Ny = 14,6 dB. Vergleichen Sie mit dem Normalfall.
Wo kénnte eine solche unsymmetrische Entscheidung Anwendung finden?
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Im vorliegenden Kapitel wird das Problem der Ubertragung digitaler Signale
auf Bandpasskanile erweitert. Die Verwendung von Kanilen und Triger-
signalen, die nicht von der Frequenz Null aufwérts beginnen, sondern ein
bestimmtes Frequenzband mit unterer und oberer Grenzfrequenz verwenden,
ist beispielsweise bei jeglicher Art von Funkkan#len notwendig, wird aber
auch in Verbindung mit den in Kapitel 11 eingefiithrten Multiplex-Verfahren
verwendet.

Eine wichtige Anwendung wurde durch den schnellen Aufbau von zel-
lularen Mobilfunknetzen der 2. Generation! seit Beginn der 1990er Jahre
eingefithrt. Wihrend heute mobile Sprach- und niederratige Datendienste
(z.B. GPRS, Generalized Packet Radio Structure) bis maximal 100 kbit/s
flichendeckend verfiighar sind, ermoglichen die inzwischen verfiigbaren Sy-
steme der 3. Generation hohere Datenraten, die sich in erster Linie durch
eine immer weitere Verbesserung der Ubertragungsverfahren und Empfiinger-
technologien realisieren lieflen. Damit werden zunehmend die frither nur im
Festnetz existierenden Internet-Dienste mobil nutzbar.

Auf lingere Sicht wird eine weitere Integration offentlicher und priva-
ter Netze die Verwendung mobiler, universeller Endgeréte mit allen Sprach-,
Daten- und Multimedia-Diensten ermdoglichen. Mit der ErschlieBung weiterer
Frequenzbereiche, mit adaptiven Antennen und anderen schaltungstechni-
schen Mafinahmen werden fiir die vierte und folgende Generationen des Mo-
bilfunks Raten von iiber 100 Mbit/s angestrebt. Die tatséchlich verfiigbare
Rate wird allerdings immer stark von der jeweiligen lokalen Infrastruktur,
von der Anzahl gleichzeitig aktiver Nutzer und deren Verhalten abhéngen. So
ist generell bei mit hoherer Geschwindigkeit bewegten Sende- und/oder Emp-
fangsgeriten (d.h. bei der eigentlichen mobilen Anwendung) eine wesentlich
kritischere Situation und insbesondere fluktuierende Ubertragungsqualitiit zu
beobachten. Bei drahtloser Ubertragung mit festen Sende- und Empfangssta-
tionen kann dagegen meist eine stabile Anpassung der Ubertragungsqualitiit
erfolgen. So sind Einzelnutzer-Raten von 100Mbit/s bei drahtloser Da-

! Die so genannte erste Generation der Mobilfunknetze wurde ab den 1970er Jah-
ren noch mit analogen Ubertragungstechniken realisiert und erlaubte nur eine
sehr begrenzte Teilnehmerzahl.

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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teniibertragung heute bereits in drahtlosen lokalen Netzen (Wireless LAN)
moglich, noch hohere Raten werden hier wie auch im Mobilfunk angestrebt.
Parallel dazu erfolgte auch die Umstellung der Verteildienste fiir Hérrund-
funk und insbesondere Fernsehrundfunk auf digitale Verfahren (DAB: Digital
Audio Broadcasting, DVB: Digital Video Broadcasting). Dies betrifft die ka-
belgebundenen, satellitengestiitzten und terrestrischen Verteilungskanéle.

9.1 Ubertragungsarten bei der Biniriibertragung mit
Bandpasssignalen

Bei den bisher diskutierten Binériibertragungsverfahren wurden zumeist, zu-
mindest ndherungsweise, Tiefpasssignale als Trégersignale verwendet, oder
es wurde zumindest davon ausgegangen, dass der Frequenzbereich ab f =0
zur Ubertragung zur Verfiigung steht. Alle bisher eingefithrten Methoden
lassen sich mit denselben Ergebnissen auch mit Bandpass-Tragersignalen be-
nutzen. Der einzige Unterschied bei der Ubertragung mit Bandpasssignalen
besteht darin, dass die Autokorrelationsfunktionen solcher Signale einen stark
oszillierenden Verlauf haben und dass darum Filter und Abtaster hohe Zeit-
genauigkeiten einhalten miissen. Da viele Kanéle Bandpasscharakter haben,
zumindest aber keine Ubertragung sehr tiefer Frequenzanteile zulassen, wer-
den eigene Methoden eingesetzt, mit denen die Anforderungen an ein Band-
passiibertragungssystem erfiillt werden konnen. Ein einfaches Beispiel eines
Bandpasstrigersignals ist?

s(t) = rect (; - ;) sin(27 fot) . (9.1)

Das Signal hat die endliche Breite T und erfiillt damit das 1. Nyquist-
Kriterium. Abbildung 9.1 zeigt oben Sendesignale, die sich bei unipolarer
(Amplitudentastung, ASK) und bipolarer Ubertragung mit diesem Band-
passtriagersignal ergeben. Das bipolare Modulationsverfahren tragt hier den
Namen Phasenumtastverfahren®, da die fiir das bipolare Verfahren typische
Vorzeichenumkehr bei Bandpasssignalen als Phasendrehung des Tragerfre-
quenzterms um 180° beschrieben werden kann.

Abbildung 9.1 enthilt als drittes Verfahren ein mit zwei orthogona-
len Bandpasssignalen gebildetes Sendesignal. Diese Trégersignale entstam-
men dem Orthogonalsystem der sin-cos-Impulsfunktionen aus Abb. 8.13. Das
Ubertragungsverfahren mit zwei derartigen Trigersignalen unterschiedlicher
Mittenfrequenz wird Frequenzumtastverfahren® genannt. Das vierte Verfah-
ren in Abb. 9.1 ist ebenfalls ein Frequenzumtastverfahren, bei dem aber ortho-

2 Unter der Bedingung fo = p/T (p ganzzahlig), oder zumindest fo > 1/T, da
sonst die Bedingung S(f) = 0 fiir f = 0 nicht erfiillt ist.

3 Engl.: PSK (phase shift keying), bzw. BPSK (bipolar oder binary PSK).

4 Engl.: FSK (frequency shift keying).
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Abbildung 9.1. Unipolare, bipolare und orthogonale Modulationsverfahren fiir
binéire Ubertragung mit dem Bandpasstrigersignal nach (9.1)

gonale Bandpasssignale mit verringertem Frequenzabstand verwendet wer-
den. Der glatte, sprungstellenfreie Verlauf wird hierbei durch eine zusétzliche,
nicht der Nachrichteniibertragung dienende und kontextabhingige Phasen-
umtastung erreicht. Dieses besonders schmalbandige Frequenzumtastverfah-
ren wird MSK (minimum shift keying) genannt. Die in der zusétzlichen Pha-
senumtastung enthaltene Information kann jedoch in geeigneten Empfiangern
(z.B. Trellis-Decodierung, vgl. Abschn. 12.4) zur Verminderung der Fehler-
wahrscheinlichkeit ausgenutzt werden (Blahut, 1990).

Eine Variation der BPSK ist die Phasendifferenztastung (DPSK). Diese
entspricht im Erscheinungsbild der Phasenumtastung, mit dem Unterschied,
dass die bindre Information in der Phasendnderung von 0° oder 180°, be-
zogen auf die Phase des unmittelbar vorher gesendeten Trégersignals, ent-
halten ist. Dadurch ist im Empfénger keine absolute Referenzphase notwen-
dig, sondern zur Decodierung geniigt der Phasenvergleich je zweier aufein-
ander folgender Impulse (Lucky, 1968). Weitere mehrstufige Bandpasssignal-
Modulationsverfahren und ihre Darstellung im Signalraum werden in Ab-
schn. 9.6 sowie in Zusatziibung 14.2 diskutiert.

9.2 Empfang von Bandpasssignalen im Tiefpassbereich

Das Prinzip des Korrelationsfilters gilt fiir beliebige Signalformen, es ist also
auch fiir den Empfang von Bandpasstriagersignalen geeignet, die durch weifles
Rauschen gestort werden. Fiir die weiteren Uberlegungen in diesem Kapitel
ist es niitzlich, die am Ausgang eines solchen Korrelationsfilters erscheinen-
den Impulskorrelationsfunktionen von Bandpasssignalen in der komplexen
Signalschreibweise ausdriicken zu kénnen.
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Aus (6.30) erhilt man fiir ein Korrelationsfilter der Impulsantwort h(t) =
s(—t)® als dquivalente Tiefpassimpulsantwort (Aufgabe 9.1)

h(t) = sh(—t) . (9.2)

Als einfaches Beispiel zu diesen Darstellungen sei das Triigersignal nach (9.1)
betrachtet. Fiir die Tragerfrequenz f, hat das Bandpasssignal die komplexe
Hiillkurve®

st(t) = —jrect to1
T\U) = —) T 9/

Das zugehorige Korrelationsfilter hat dann in der vereinfachten Form
h(t) = s(—t) nach (9.2) die dquivalente Tiefpassimpulsantwort

. 1t
hT(t) = jrect (2 + T> s

und am Ausgang des Korrelationsfilters erscheint als Autokorrelationsfunk-
tion mit (6.29) und (6.31a)

O (1) = %TA (;) cos(27 fot) - 9.3)

In Abb.9.2 sind das Tréigersignal nach (9.1), die Impulsantwort des zu-
gehorigen Korrelationsfilters und das Ausgangssignal in Form der Impuls-
autokorrelationsfunktion des Tragersignals aufgetragen.

Anmerkung: Wie eingangs schon erwahnt, hat die oszillierende Form der-
artiger Autokorrelationsfunktionen zur Folge, dass fiir praktische Zwecke
ein Korrelationsfilter-Empfang dieser Art nur verwendet werden kann, wenn
hochgenaue Synchronisationsmechanismen zur Verfiigung stehen, da die Ge-
nauigkeitsforderungen sowohl an die Impulsantwort des Filters als auch an die
Einhaltung des Abtastzeitpunktes sehr hoch sind. Geringere Anforderungen
sind an Empfinger zu stellen, die das Bandpassfilter mit der in Abschn. 5.4.6
diskutierten Methode im Tiefpassbereich realisieren.

® Die Beschreibung des Korrelationsfilters als bei t = 0 zeitgespiegelte Form
h(t) = s(—t) ist von der Wirkung her vollkommen #quivalent zur bisher meist
verwendeten, bei t = T zeitgespiegelten Form h(t) = s(T — t), die bei auf
0 <t < T zeitbegrenztem s(¢) auf ein kausales Empfiangerfilter fithrt. Fiir die bei
t = 0 zeitgespiegelte Form liegt der optimale Abtastzeitpunkt allerdings ebenfalls
bei t = 0.

Ahnlich wie in dem Beispiel in Abschn. 5.4.5 ist diese einfache Form nur unter
der Annahme fo = p/T exakt bzw. bei fo > 1/T annihernd richtig. Sofern
die Tragerfrequenz fo kein ganzzahliges Vielfaches der Taktperiode ist, treten
insbesondere bei auf 1" zeitbegrenzten Hiillkurven zusétzliche Probleme auf. So
entstehen z.B. Phasenspriinge an den Grenzen der Taktperioden, und es las-
sen sich beziiglich der Spektraleigenschaften keine symmetrischen Bandpass-
Trégersignale realisieren.
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falt) = wSett)

Abbildung 9.2. Korrelationsfilter-Empfang eines Bandpasssignals

Die Realisierung eines Bandpassfilters der dquivalenten Tiefpassimpulsant-
wort hr(t) = hry(t) + jhTi(t) im Tiefpassbereich war in Abb. 5.23 vorgestellt
worden. Soll diese Schaltung als Korrelationsfilter fiir ein Trégersignal mit
der komplexen Hiillkurve sr(t) = stv(t) + jsti(t) dienen, dann muss mit
(9.2) gelten

hT(t) = S:'i«(—t) = STr(—t) —jSTi(—t) . (94)

Die Schaltung nach Abb.5.23 muss also mit Tiefpassfiltern der Impulsant-
worten

hre(t) = sme(—t) und
hTi(t) = 78Ti(7t)

aufgebaut werden. Erinnert sei daran, dass diese Tiefpassfilter die Bedin-
gung (5.53) erfiillen miissen, ihre Grenzfrequenz also < fj sein muss. Ist, wie
héufig in praktischen Systemen, das Trégersignal ein symmetrisches Band-
passsignal, dann verschwindet der Imaginérteil des dquivalenten Tiefpasssig-
nals, s7i(t) = 0, und der Korrelationsfilter-Empfinger vereinfacht sich zu
der in Abb.9.3 gezeigten Form. (Entsprechend vereinfacht sich die Schal-
tung auch bei Bandpasssignalen mit rein imaginédrer Hiillkurve.) Die Schal-
tung in Abb. 9.3 ist bis zum Abtaster geméfl der Ableitung ein echtes LTI-
System. Eine zeitliche Verschiebung des Eingangssignals ruft also nur eine
gleich grofie Verschiebung des Ausgangssignals hervor (Aufgabe 9.2). Ver-
zichtet man auf diese Eigenschaft der Zeitinvarianz, dann kann die Schaltung
noch weiter vereinfacht werden. Hierzu wird zunéchst vorausgesetzt, dass die
Tragerfrequenz fy in einem festen Verhiltnis zur Taktzeit T steht, so dass
gilt

fo=p/T p ganzzahlig . (9.5)

Zu den Abtastzeitpunkten ¢ = nT wird dann im unteren Zweig des Korre-
lationsfilters das Ausgangssignal stets mit — sin(27 fonT') = —sin(2mnk) =0
multipliziert, entsprechend im oberen Teil mit cos(27 fonT) = cos(2mnk) = 1.
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~ X sT(t) X

cos(2nfyt)

cos(2nfyt) t=nT

rT"(t)=s(t)_ 6) ( j Entscheidungs- 3en
o g stufe

—sin(2nfyt)
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-sin(2nfyt)

X st(-t) X

Abbildung 9.3. Korrelationsfilter-Empfinger fiir symmetrische Bandpasstréiger-
signale

Damit @ndern sich die Abtastwerte am Filterausgang und damit auch das
Fehlerverhalten nicht, wenn der untere Filterzweig ganz wegféllt und im obe-
ren Zweig der zweite Multiplikator fortgelassen wird. Die resultierende Schal-
tung zeigt Abb. 9.4. Dem einfachen Aufbau dieses Empféngers steht als Nach-

t=nT
m(t) = s(t) m(t)cos (2nfpt) ' ‘ - Ben
—sf X ST(t) o~ Entsc:tilgungs
g(nT)

cos(2nfpt)

Abbildung 9.4. Vereinfachter Empfianger fiir symmetrische Bandpasssignale
(kohérenter Empfinger)

teil gegeniiber, dass die vereinfachte Schaltung zwar noch linear, aber nicht
mehr zeitinvariant ist. Eine geringe Zeitverschiebung des Eingangssignals
(oder dquivalent eine Phasenverschiebung des Empfiingeroszillators) kénnen
das Ausgangssignal vollig verschwinden lassen, hierauf wird im néchsten
Abschnitt noch niher eingegangen (Aufgabe 9.2). Wegen dieser notwendi-
gen phasenstarren Synchronisation oder Kohdrenz des Empfangeroszillators
mit dem ankommenden Trigersignal wird der beschriebene Empfinger auch
kohdrenter Empfinger genannt.

Verfahren der Triagersynchronisation werden in Abschn. 9.7 beschrie-
ben. Insbesondere bei Verwendung von Phasenumtastverfahren ist eine zu-
verlassige Trégersynchronisation unumgénglich. Sie konnte jedoch bei stark
zeitabhéngiger Verdnderung der Laufzeit des iibertragenen Signals nicht mit
der notwendigen Genauigkeit durchfithrbar sein. In solchen Féllen kann der
im néchsten Abschnitt beschriebene inkohérente Hiillkurven-Empfinger ver-
wendet werden, der allerdings nur fiir Amplitudentastverfahren oder daraus
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ableitbare Methoden (z.B. Ubertragung mit amplitudengetasteten orthogo-
nalen Signalen) anwendbar ist.

9.3 Inkohirenter Empfang von Bandpasssignalen

Es wird angenommen, dass das empfangene symmetrische Bandpasstriagersig-
nal um eine Zeit ty < T verzogert am Empfangereingang eintrifft. Diese Ver-
zogerungszeit sei dem Empfinger nicht bekannt, sie soll auflerdem von Takt-
zeit zu Taktzeit verschieden grofl sein konnen. Wird als Empfianger ein Kor-
relationsfilter benutzt, dann ist wegen der Eigenschaft der Zeitinvarianz das
Ausgangssignal ebenfalls um ¢y verzogert. Da nun die Autokorrelationsfunk-
tion eines Bandpasssignals mit der Trigerfrequenz fy oszilliert (Abb.9.2),
geniigt schon eine Verschiebung von einem Viertel der Periodendauer der
Trigerfrequenz, um das Ausgangssignal im Abtastzeitpunkt verschwinden zu
lassen.

Man verwendet daher in solchen Fillen Empfénger, welche die Einhiillende
der Autokorrelationsfunktion bilden, solche Hiillkurvenempfinger sind ge-
geniiber Verschiebungen ¢y < T unempfindlich. Das Prinzip eines Band-
passfilters mit Bildung der Einhiillenden |g1.(t)| des Ausgangssignals wur-
de bereits in Abschn. 5.4.6 besprochen und in Abb. 5.24 dargestellt. Bildet
man dieses System als Korrelationsfilter-Empfiinger aus, dann ergibt sich
die in Abb. 9.5 gezeigte Schaltung (Aufgabe 9.3). Es soll nun die Reaktion

arr(t)
- >< ST(-t)—O—
cos(2nfyt) t TT
m(t)=5(t)r —~ e B - Entscheidungs- Ben
o =~ b VAT HD stufe
[gT(t)]
—sin(2rfot)
L st(t)—o
arit)

Abbildung 9.5. Hiillkurvenempfinger fiir symmetrische Bandpasssignale (entspre-
chend Abb.5.24). Die Quadratursignale kénnen auch vor den Korrelationsfiltern
digitalisiert und z. B. in einem Digitalen Signalprozessor (DSP) weiterverarbeitet
werden

dieses Systems auf ein um ¢y verzogertes symmetrisches, ungestortes Band-
passtrigersignal s, (t) bestimmt werden. Es sei

m(t) = sy(t) = s(t — to) = Re{sr(t — to)ed?™folt=to)}
= Re{st(t — tg)e I2mfotogiznfoty (9.6)
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Damit gilt fiir die zugehorige komplexe Hiillkurve sty (¢) mit der Abkiirzung
27Tf0t0 =0

sry(t) = s(t — to)e™?
= ST(t — to) COS(Q) - JST(t - to) Sln(@) . (97)

Die Signale am Ausgang der beiden dquivalenten Tiefpasskorrelationsfilter
ergeben sich dann entsprechend der Ableitung in Abschn. 5.4.6 und Abb. 5.23

gre(t) = % [s7(t — to) cos(6)] * sT(~t) = cos(B) ¢ (t — to) ,
gri(t) = —% [s7(t = to) sin(0)] * s(—t) = —sin(0)pger(t —to) . (9.8)

Somit liegt am Eingang des Abtasters das Signal

92| = /() + (0) = 1/ [PPert — 10) Elcos?(0) + sin(0)]
= |pgsr(t —to)| - (9.9)

Es wird also die entsprechend (5.40) gebildete Einhiillende der Autokor-
relationsfunktion abgetastet. Dieser Abtastwert weicht unter der Bedin-
gung to < T nur wenig von @2 1.(0) ab. Bei diesem Empfingertyp ist es
also ebenfalls nicht notwendig, die Oszillatoren phasenstarr auf das ankom-
mende Signal zu synchronisieren, man spricht daher von einem inkohdrenten
Empfinger.

Anmerkung: Die obige Ableitung beschreibt jetzt auch quantitativ die Reak-
tion des kohdrenten Empfingers nach Abb. 9.4 auf ein um ¢, verzogertes Ein-
gangssignal. Nach (9.8) erscheint am Ausgang des Tiefpassfilters in Abb. 9.4
in diesem Fall ein Signal der Form g1 (t) = cos(8) ¢ 1 (t —to). Die Bedingung
fiir kohdrenten Empfang lautet also |0| = |27 foto| < 7/2.

Abschliefend sei noch kurz eine besonders einfache Modifikation des Hiill-
kurvenempféingers vorgestellt. Das Prinzip ist in Abb.9.6 dargestellt. Aus
dem am Ausgang des Korrelationsfilters anstehenden Bandpasssignal wird
zunéichst der Betrag gebildet (technisch mit einem Zweiweggleichrichter), und
die tieffrequenten Anteile dieses Betrages werden dann mit Hilfe eines Tief-
passfilters ausgesiebt (Aufgabe 10.3). Diese Bildung der Einhiillenden der
Autokorrelationsfunktion des Bandpasstragersignals ist bei gestorten Sig-
nalen nicht exakt, fiir schmalbandige Signale aber genau genug. Auf ei-
ne genauere Analyse dieses Verfahrens wird hier verzichtet. Pauschal kann
man davon ausgehen, dass das mit diesem Empfingertyp erreichbare Signal-
/Rauschleistungsverhéltnis um etwa 1-2dB geringer im Vergleich mit dem
echten Hiillkurvenempfiinger ist (Sakrison, 1968; Panter, 1965).

Die Vorteile des in diesem Abschnitt beschriebenen inkohdrenten Emp-
fangs muss man aber auch im Fall des echten Hiillkurvenempfingers mit
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Abbildung 9.6. Vereinfachte Modifikation eines Hiillkurvenempfingers fiir
Bandpasssignale

einer Verschlechterung des Signal-/Rauschleistungsverhiltnisses erkaufen, da
der Empfinger kein idealer Korrelationsfilter-Empfanger mehr ist. Als wei-
terer Nachteil ist auf Grund der Betragsbildung bei inkohérentem Empfang
keine bipolare Ubertragung mehr moglich. Die Berechnung der resultierenden
Fehlerwahrscheinlichkeit wird im néchsten Abschnitt behandelt.

9.4 Fehlerwahrscheinlichkeit bei inkohdrentem Empfang

Die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit des Hiillkurvenempfingers wird
vereinfacht, wenn man nicht von der Schaltung nach Abb. 9.5, sondern von ei-
ner dquivalenten Form ausgeht, die in Abb. 9.7 dargestellt ist. Die Aquivalenz
beider Schaltungen bzgl. der Bildung der Einhiillenden wurde allgemein in
Aufgabe 5.19 bereits gezeigt”. Die beiden Bandpassfilter in Abb. 9.7 haben

hq(t)=

g1(t)

1

st(-t)cos(2nfyt)

t=nT
m(t)=5(t)r “l s j Entscheidungs- Ben
° | va®+b ar(t) stufe
T

ha(t)=

!

st(-t)sin(2nfyt)

ga(t)

Abbildung 9.7. Modifizierter Hiillkurvenempfianger

die dquivalenten Tiefpassimpulsantworten
th(t) = ST(ft)
hQT(t) = —jST(—t) . (910)

” Man beachte, dass die hier verwendete vereinfachte Schaltung nur fiir symmetri-
sche Bandpasssignale geeignet ist.



328 9. Bindriibertragung mit Bandpasssignalen

Auf das wieder um eine kleine, unbekannte Zeit t; verzogerte Signal
sv(t) = s(t — to) nach (9.6) antworten die Filter dann entsprechend Auf-
gabe 5.19 mit

gi1(t) = Re{%([e*jﬁsT(t — to)] % sp(—t))ed2rhot}
= @B 1 (t — to) cos(2m fot — 6)

. . 9.11
2(6) = Re(h (e Psr(t — to)]  [sr (<))t} 4y
= PP (t —to)sin(2m fot — 0) .
Am Eingang des Abtasters liegt also wieder wie in (9.9) das Signal
g ()] = /91 (1) + g3 (t) = |Er(t —to)] - (9.12)

Zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit wird nun dem Eingangssig-
nal s(t—tg) weiles Gaufi’sches Rauschen der Leistungsdichte Ny hinzuaddiert.
Dann sind den Nutzsignalen g¢;(t) und go2(¢) an den Filterausgéingen nach
den Ergebnissen von Abschn.7.4.4 farbige, Gaufi’sche Rauschsignale neq(t)
und nez(t) iiberlagert. Im Abtastzeitpunkt ¢ = 0 ergeben sich mit (9.11) also
an den Filterausgéingen die Zufallsgrofien

y1(0) = ¢ir(—to) cos(0) + ne1 (0)
y2(0) = =L (—to) sin(0) + ne2(0) .

Man kann nun weiter zeigen, dass die Zufallsgrofen nei (0) und neo(0) stati-
stisch unabhéngig voneinander sind: Nach den Ergebnissen aus Abschn. 8.7
geniigt hierzu bei einem weiflen, Gauf’schen Rauschen, dass die Impulsant-
worten hi(t) und heo(t) der Bandpassfilter orthogonal sind. Durch Einsetzen
von (9.10) in (6.31a) folgt fiir die komplexe Hiillkurve der Kreuzkorrelati-
onsfunktion der Filterimpulsantworten und damit fiir die Kreuzkorrelations-
funktion selbst

(9.13)

Phanar(r) = [Fs1()] = [sr(-7)] = il (r)
P (T) = P (1) sin(2m for) . (9.14)

Fiir 7 = 0 folgt ¥,,,(0) = 0, die Impulsantworten der Bandpésse in Abb. 9.7
sind also orthogonal. In gleicher Weise kann gezeigt werden, dass die Auto-
korrelationsfunktionen der Filterimpulsantworten lauten (Aufgabe 9.6)

@Eun(T) = @gzhz(T) = ‘PEST(T) cos(27 foT) - (9.15)

Mit (7.38) hat das farbige Rauschsignal dann an beiden Filterausgéingen die
gleiche Leistung

N = NO‘PElhl(O) = NOSQ.]:JST(O) . (9.16)

In einem weiteren Schritt muss jetzt die Verteilungsdichtefunktion der Zu-
fallsgroe y(0) am Eingang der Entscheidungsstufe bestimmt werden. Die
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Augenblicksleistung S, der ungestorten Abtastwerte am Eingang der Ent-
scheidungsstufe hat mit (9.12) den Wert

Sa = g7(0) = [l (—to)]” - (9.17)

Damit lidsst sich die Zufallsgréfie am Eingang der Entscheidungsstufe mit
(9.13) schreiben als

y(0) = 1/47(0) +y3(0)

= V/[V/5a c05(0) + nea (0))2 + [—v/Sasin(0) + nea(O)2 . (9.18)

Im Anhang 9.9.1 wird gezeigt, dass der so gebildete Betrag zweier statistisch
unabhéngiger, Gauf-verteilter Zufallsgrofen mit denselben Streuungen N
und den Mittelwerten /S, cos(f) und /S, sin(#) unabhingig von 6 ist und
seine Verteilungsdichtefunktion die Form der Rice- Verteilungsdichtefunktion®
hat. Diese Verteilungsdichtefunktion lautet

Py (@) = £(@) Io(v/Sax/N) expl—(a? + 5.)/(2N)] (9.19)

wobei Iy(x) die modifizierte Besselfunktion erster Art nullter Ordnung ist.

Die Rice-Verteilungsdichtefunktionen sind in Abb. 9.8 dargestellt. Para-
metriert ist mit der Quadratwurzel aus dem Verhéltnis der Augenblicksleis-
tung S, des ungestorten Nutzsignals am Eingang der Entscheidungsstufe zur
Storleistung N an den Filterausgéingen. Fiir dieses als Hilfsgrofle benutzte
Verhéltnis ergibt sich mit (9.16,9.17) und dem Ausdruck (6.32) fiir die Ener-
gie E des Bandpass-Triigersignals s(t)

Sa _ [@EsT(ito)]z ~ SDEST(O) E;

A ~~ == 9.20
N NowE (0) No No N

Fiir die angenommenen kleinen Zeitverschiebungen ¢y < T' entspricht dieses
Verhiiltnis also annéhernd dem E/Ny-Verhiltnis und erméglicht so einen ein-
fachen Vergleich der im Folgenden betrachteten Fehlerwahrscheinlichkeit des
nichtkohérenten Hiillkurvenempfangs mit dem optimalen Korrelationsfilter-
Empfang. Aus der Rice-Verteilungsdichtefunktion lésst sich nun wie gewohnt
die Fehlerwahrscheinlichkeit beispielsweise fiir das unipolare Ubertragungs-
verfahren mit Hiillkurvenempfang berechnen. Die beiden Verteilungsdichte-
funktionen fiir die Fille ,,s(¢) nicht gesendet* (entsprechend S, = 0) bzw.
,»s(t) gesendet® zeigt Abb.9.9. Bei gleicher Wahrscheinlichkeit dieser beiden
Fille ergibt sich die gesamte Fehlerwahrscheinlichkeit entsprechend (7.105)
als halbe Summe der beidseitig der Entscheidungsschwelle C' liegenden schraf-
fierten Flachen P.; und Py. Das zur Berechnung dieser Fldchen und der op-
timalen Schwellenlage erforderliche Integral tiber die Verteilungsdichtefunk-
tion liegt auch hier nur tabelliert vor®. Fiir grofle E,/No-Verhiltnisse gilt die

& Stephen O. Rice (1907-1986), amerik. Mathematiker und Elektrotechniker (An-
hang zum Literaturverzeichnis).
9 Unter der Bezeichnung ,,Marcum’sche Q-Funktionen“ (Whalen, 1971).
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Abbildung 9.8. Rice-Verteilungsdichtefunktionen (im Sonderfall S,/N = 0 ergibt
sich die Rayleigh-Verteilungsdichtefunktion)
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Abbildung 9.9. Verteilungsdichtefunktionen pyo(x) und pyi(z) bei unipolarer
Ubertragung und Hiillkurvenempfang

Néherung (Stein und Jones, 1967)
1
P, ~ §e—Es/(8N0) . (9.21)

Im Vergleich mit dem optimalen Korrelationsfilter-Empfang wird im Bereich
hoher E;/Ny-Verhéltnisse mit dem Hiillkurvenempfénger fiir dieselbe Feh-
lerwahrscheinlichkeit P, eine um etwa 1dB hohere Energie des Nutzsignals
benétigt. Ahnlich verhalten sich auch die inkohirenten Empfangsverfahren
bei der Ubertragung mit zwei orthogonalen Trigersignalen und die einem
inkohirenten Empfang bei bipolarer Ubertragung entsprechende Phasendif-
ferenztastung.

Das Fehlerverhalten des inkohérenten Empféangers fiir zwei orthogonale,
jeweils wechselweise unipolar gesendete Triigersignale wird in Ubungen 14.5,
fir M orthogonale Signale in Ubungen 14.10 berechnet. Zur Fehlerberech-
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nung bei der in Abschn. 9.1 kurz vorgestellten Phasendifferenztastung (DPSK)
s. z. B. Stein und Jones, 1967.

9.5 Bandpassrauschen und Rayleigh-Verteilung

Die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnitts lassen sich in einfacher Weise
zu einer eingehenderen Beschreibung eines Bandpassrauschprozesses benut-
zen. Ein stationérer, weiler Zufallsprozess der Leistungsdichte Ny wird iiber
einen idealen Bandpass der Ubertragungsfunktion (5.26)

H(f)=rect <ffAfO> + rect (f;Af(J)

iibertragen. Der erzeugte bandbegrenzte Zufallsprozess n(t) hat nach der
Wiener-Lee-Beziehung (7.32) ein Leistungsdichtespektrum der Form

Sun () = NolH(F)[? = No [rect(f;f())—i—rect(f;fo)] . (9.22)

A A

Durch inverse Fourier-Transformation ergibt sich nach dem Wiener-Khint-
chine-Theorem (7.31) als Autokorrelationsfunktion

Onn(T) = 2N fasi(mfaT) cos(2m foT) . (9.23)
Damit hat der bandbegrenzte Prozess die Leistung und auch die Streuung
0% = 0pn(0) = 2Nofa . (9.24)

Als néchstes wird der Bandpassprozess in seine Quadraturkomponenten zer-
legt. Entsprechend (5.39) ldsst sich fiir die einzelnen Musterfunktionen schrei-
ben

n(t) = nre(t) cos(2m fot) — nri(t) sin(2 fot) . (9.25)

Diese Zerlegung werde nach dem Verfahren in Abschn. 9.4 mit Hilfe zweier
idealer Bandpassfilter vorgenommen, deren dquivalente Tiefpassimpulsant-
worten geméf} (5.31) und (9.10) zu

hit(t) = 2fasi(mfat) und
hor(t) = —j2fasi(mfat)

gewithlt werden. Stellt man nun die gleichen Uberlegungen wie in Abschn. 9.4
an, so folgt mit den Ergebnissen von Aufgabe 5.19, dass die zum Zeit-
punkt ¢ = 0 den Filterausgéingen entnommenen Abtastwerte Realisationen
der Zufallsgrofien nry(0) und nri(0) sind. Es folgt weiter, dass diese Zufalls-
groflen unkorreliert sind und dass sie die gleiche Leistung



332 9. Bindriibertragung mit Bandpasssignalen

NQ = NOSDENA(O) = NOSDEQM(O) =2Nofa (926)

haben. Diese Leistungen sind nach (9.24) gleich der Leistung des bandbe-
grenzten Prozesses. Da ein stationirer Prozess bei Ubertragung iiber ein
LTI-System stationir bleibt, gelten diese Uberlegungen auch fiir zu beliebigen
anderen Abtastzeiten den Ausgangsprozessen entnommene Zufallsgrofien.

Weitere Aussagen iiber den Bandpassprozess sind moglich, wenn am Ein-
gang ein Gaufl-Prozess liegt. Dann erscheint auch am Ausgang ein Gauf-
Prozess, weil der Bandpass ein LTI-System ist. In gleicher Weise sind auch die
beiden Quadraturkomponenten nry(t) und nri(t) Gaul-verteilt, wie ihre Ab-
leitung mit Hilfe von LTI-Systemen zeigt. Da weiter die Zufallsgréfien nry (1)
und ni(t1) zusitzlich noch unkorreliert sind, so sind sie nach (7.96) auch
statistisch unabhéngig. Schliefllich folgt aus den Ergebnissen von Abschn. 9.4
die Verteilungsdichtefunktion der Einhiillenden des Bandpassprozesses, wenn
in der Rice-Verteilungsdichtefunktion nach (9.19) als Sonderfall die Augen-
blicksleistung S, des Nutzsignals gleich Null gesetzt wird:

Mit dem Wert der modifizierten Bessel-Funktion erster Art Io(0) = 1 wird
aus (9.19) mit N = o2 als Streuung des Bandpassprozesses

py(x) = e(z) e~/ (9.27)

Diese sogenannte Rayleigh- Verteilungsdichtefunktion'© ist in Abb. 9.8 mit der
linken Kurve in der Schar der Rice-Funktionen identisch (s. Aufgabe 9.7).
Zur Veranschaulichung dieser Ergebnisse sind in Abb.9.10 eine Muster-
funktion eines bandpassbegrenzten ergodischen Rauschprozesses n(t) zusam-
men mit der Gauf3-Verteilungsdichtefunktion des Prozesses und der Rayleigh-
Verteilungsdichtefunktion seiner Einhiillenden y(¢) dargestellt.

Abbildung 9.10. Bandpassbegrenztes, Gauf-verteiltes Zufallssignal mit Vertei-
lungsdichtefunktionen des Signals und seiner Einhiillenden

19 John William Strutt (Lord Rayleigh), engl. Physiker (1842-1919).
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9.6 Phasenumtastung und Quadraturmodulation

Fiir das bereits in Abschn. 9.1 kurz erlduterte Phasenumtastungs-Prinzip
— dort zunéchst nur mit zwei um 7 gegeneinander verschobenen Phasenla-
gen betrachtet, daher auch als bipolare PSK (BPSK) bezeichnet — ist nur
der koh#rente Empfianger anwendbar. Bei Verwendung eines Hiillkurven-
empfiangers wiirde auf Grund der Betragsbildung die Phaseninformation des
Tragersignals eliminiert, so dass eine Unterscheidung am Eingang des Ent-
scheiders nicht mehr moglich ist. PSK-Verfahren benotigen daher unbedingt
eine Synchronisation des Empfangers auf die Phasenlage des Trégers. Sofern
diese moglich ist (Abschn.9.7), kann ein Korrelationsfilter-Empfang entwe-
der direkt am Bandpasssignal oder am &dquivalenten Tiefpasssignal erfolgen,
beispielsweise unter Verwendung des vereinfachten Systems in Abb. 9.4. Die
dabei entstehenden Bitfehlerraten sind identisch mit dem Fall einer bipolaren
Ubertragung mit Tiefpass-Trigersignalen, z.B. (8.11) fiir den Fall der BPSK.
Man beachte allerdings, dass dies nur dann exakt gilt, wenn der kohérente
Empfang sowohl in Bezug auf die Synchronisation des Tragers, als auch in
Hinblick auf die Synchronisation des Abtastzeitpunktes (Maximum der Kor-
relationsfunktion) optimal ist, so dass bei PSK-Verfahren ein zusitzlicher
Faktor der Unsicherheit durch schlechte Synchronisation entstehen kann.
Der in Abb. 9.4 gezeigte Korrelationsfilter-Empféanger verwendet ein
symmetrisches Bandpass-Signal mit cos-Tréger. Er soll nun durch einen
Empfingerzweig ergénzt werden, der ein weiteres, im selben Takt auf ei-
nem sin-Triiger derselben Trégerfrequenz fy gesendetes bit empféngt (s.
Abb. 9.11), wobei wieder fo = p/T (ganzzahliges Verhiltnis) gelte und dassel-
be reellwertige Tiefpass-Hiillkurvensignal verwendet werden soll. Das Prin-

nT
v Entscheidungs-| em
X = sr(h PR stufe 9
o
cos(2mfyt) = g
2o
" % o QemsQemetsee-

i 58
-sin(2mfyt) T 3s
t _ a |

X | sp(-t) L()¥Entsc2tﬁlf%ungs. omt

Abbildung 9.11. Kohirenter QPSK-Empfianger

zip wird als quaterndire Phasenumtastung'' (QPSK) bezeichnet. Innerhalb
des Sendetaktes, der bei ¢ = nT beginnt, werden nun gleichzeitig K = 2
Bits, a,, = ag, und a1 = a2,41, Ubertragen. Unter Annahme bipolarer
Bindrsymbole a,,, amy1 € {—1,1} ergibt sich fiir den speziellen Fall eines

1 Auch Quadratur-Phasentastung.
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rechteckformigen st(t)'? eines von M = 2K = 4 moglichen Triigersignalen
(t) = — rect o1 [am, cos(27 fot) m+1 8in(2 fot)] (9.28)
i T - 3 m > - 11 . :
S NG T ~ g )lamcos(2mfo Q1 8in(27 fo

ST (f)

Der jeweils gewiihlte Index i(n) ist von der Bitkonstellation im Takt n
abhéngig, so dass sich insgesamt ein Sendesignal

—+o0

mt) = > it —nT) (9.29)

n—=—oo

ergibt. Da unter der genannten Voraussetzung eines ganzzahligen Produk-
tes foT die beiden cos- und sin-modulierten Tragersignale orthogonal sind,
konnen Korrelationsfilter-Empfang und Entscheidung in den beiden Zwei-
gen vollkommen unabhiingig voneinander erfolgen. Dies wird im Folgenden
fir den Fall des rechteckformigen Tiefpasstrigers noch einmal explizit ge-
zeigt, gilt aber prinzipiell fiir beliebige reellwertige st(¢) (s. hierzu auch Ab-
schn. 8.6).

Mit cos zFsin z = v/2 cos(z+7/4) ergeben sich die s;(t) als kosinusformige
Trigersignale mit 4 moglichen Phasenverschiebungen um Vielfache von /2.
Das Nutzsignal am Empfingereingang besitzt dann die fiir alle ¢ identische
Energie

AQT

(0<i<3). (9.30)

T
/ [Acos(2m fot + 7 /4 + im/2)]*d
0 Si(t)

Die pro iibertragenem bit aufgewendete Energie wird demnach E, = FE/2.
Bei kohdrentem Empfang erscheint am Ausgang des Korrelationsfilters im
oberen Zweig zum Abtastzeitpunkt!® der Nutzsignalpegel

2

T FE,
= Uy — = A, . (9.31)

T
2
= A / @y, €OS(27 fot) — Gt SIn(27 fot)] cos(2m fot)dt
0
AT
4

Im unteren Zweig ergibt sich

12 Im Folgenden wieder mit der kausalen Definition des Empfangsfilters h(t) =
s(T —t).

unter der Annahme, dass die Impulsantworten der Filter st(T —t) exakt densel-
ben Amplitudenfaktor A = \/2E,/T wie das empfangene Nutzsignal besitzen.

13
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T
A2
=5 / A, €O8(27 fot) — a1 sin(2m fot)] [— sin(27 fot)] dt
0
AT E,
= Om+4+1—"7— 4 = Qm+1—7" 9 = CLm+1Eb. (932)

Die Ausgangswerte in den beiden Zweigen sind also auf Grund der Orthogo-
nalitdt der cos- und sin-Trégerkomponenten vollkommen unabhéingig vonein-
ander. Die Abstédnde zwischen den moglichen Nutzsignalpegeln ergeben sich
in beiden Zweigen als 2E}, so dass ein Vergleich mit (8.11) fiir die bipolare
Ubertragung auf die Bitfehlerwahrscheinlicheit

1 Ey
Pb = 5 erfc ( 2M)> (933)

fithrt. Bezogen auf die Energie pro bit ergibt sich also exakt dieselbe Bitfeh-
lerwahrscheinlichkeit wie bei einer bipolaren Ubertragung (BPSK).

Anmerkung: Man beachte allerdings, dass bei BPSK ein um f symmetri-
sches Bandpass-Nutzsignal entsteht. Auf Grund der Anwesenheit von Sinus-
und Kosinuskomponenten in jedem der moglichen QPSK-Tréiger s;(t) ist
das zugehorige dquivalente Tiefpasssignal s;.(t) komplex, und das QPSK-
Nutzsignal ist kein symmetrisches Bandpasssignal. Das BPSK-Signal kénnte
im Prinzip durch Ubertragung nur eines Seitenbandes mit der Hilfte der Fre-
quenzbandbreite iibertragen werden, die fiir QPSK notwendig ist. Auf der
anderen Seite erfordern Einseitenbandempfinger entweder zusétzliche Filter
oder ebenfalls eine komplexe Signalverarbeitung. Daher stellt das QPSK-
Prinzip, bei dem die auf Grund der Symmetrie redundanten Frequenzen fiir
die Uberlagerung eines weiteren Signals genutzt werden, eine sehr elegante
und 6konomische Losung dar. Fiir das beschriebene QPSK-Verfahren treten
allerdings ebenso wie fiir BPSK bei Phasenénderungen der Grofle 7 starke
Schwankungen der Einhiillenden des modulierten Signals m(t) auf, die insbe-
sondere zu unerwiinschten Frequenzanteilen weit ab von fy fithren kénnen.
Durch Verzogern des Trigersignals um 7'/2 in einem der beiden Unterkanéle
148t sich dieser Effekt bei QPSK deutlich vermindern, da die Phase sich
dann nur noch um maximal 7/2 &ndert. Diese Variante wird Offset-QPSK
(O-QPSK) genannt.

Verwendet man die zusammenfassende Beschreibung von s;(t) aus (9.30), s
lassen sich die Konstellationen des Tragersignals auch allgemein deﬁnleren
als

5i(t) = Re{s;, (t)*™ oty i=0,1,...,M -1, (9.34)

hier mit M = 4 und dquidistanten Phasenlagen von jeweils 7/2 zwischen den
Quadraturkomponenten der komplexen Tiefpass-Tragersignale:
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. t 1 . g
Sip(t) = sT(t)e” = Arect <T - 2) e’ +§/2, 1=0,...,M—1.

(9.35)

Die moglichen Phasenkonstellationen lassen sich nun wie in Abb. 9.12 an-
schaulich innerhalb eines Signalraums darstellen (vgl. hierzu Ubung 14.2).
Beziiglich der komplexwertigen s;..(t) ist dieser Signalraum die von den bei-
den Quadraturkomponenten aufgespannte komplexe Ebene, bezogen auf das
reellwertige Bandpasssignal s;(¢) bilden die Funktionen ,cos(27 fot)“ und
»—sin(2m fot)“ die orthogonalen Signalraumachsen. Die moglichen Nutzsig-
nale mit ihren Amplituden- und Phasenwerten kénnen dann als die Polar-
koordinaten von Vektoren im Signalraum interpretiert werden, anschaulich
erfolgt nur die Darstellung ihrer Endpunkte (im Folgenden als ,, Nutzsignal-
punkte“ bezeichnet). Bei einer Verteilung der Phasenlagen wie in (9.35) er-
geben sich dquidistante Abstédnde zwischen den einzelnen Nutzsignalpunk-
ten, die Phasenwinkel ; geben direkt ihre Winkellagen in der komplexen
Ebene an. Hierbei ist es im Grunde irrelevant, ob die Betrachtung in Be-
zug auf die Bandpasssignale oder fiir die dquivalenten Tiefpasssignale durch-
gefithrt wird. Die Abstdnde der Nutzsignalpunkte untereinander bzw. vom
Ursprung werden im Folgenden auf die Augenblicksleistung /S, am Ent-
scheidereingang bei Empfang eines der Nutzsignale (bei QPSK sind deren
Amplituden alle gleich) bezogen. /S, entspricht also hier der Linge jedes
der Nutzsignalvektoren im Signalraum. Unter der Annahme, dass in den

B
o
(-1,1) £ 1,1
(%]
¢ ' * a, |an | i
1 1 0
1 1 1
AR cos(2nfyt)
ERVER 111 |2
L \\:. 1 -1 3
(-1,-1) 2S, (1,-1)

Abbildung 9.12. Darstellung der QPSK-Nutzsignalpunkte fiir (am, am+1) im Si-
gnalraum, sowie Zuordnungstabelle (am, @m+1) — @

beiden Quadraturkomponenten Gauf-verteilte und auf Grund der Orthogo-
nalitdt unkorrelierte Rauschstérungen wirken, ergeben sich die Streuungen
um die zuldssigen Nutzsignalpunkte im Signalraum als rotationssymmetri-
sche Gauf3-,Glockenhiillen® (Abb. 9.13, vgl. auch Abschn. 7.7.2). Wenn alle



9.6 Phasenumtastung und Quadraturmodulation 337

T 1 (%4-81y5472 P +(x,-8,/Sa 12)?
X, Xp) = ———€ N
p(a1,az)( 1 2) 21N

mita,,a, {-1,1}

p(_1’_1)(X1,X2)

Abbildung 9.13. Darstellung der Verteilungsdichte am Entscheidereingang fiir
den Fall gestorten Empfangs bei QPSK

Bitkonstellationen gleich hiufig sind, besitzen diese in der Gesamtverteilung
identische Hohen. Die optimalen Entscheidungsgrenzen sind dann die Schnit-
te jeweils zweier benachbarter Hiillen. Im Fall rotationssymmetrischer Gauf3-
Hiillen mit gleichen Eigenschaften bilden die Schnittgrenzen im Signalraum
Geraden, welche senkrecht und mittig auf den Verbindungsgeraden zwischen
jeweils benachbarten Nutzsignalpunkten stehen; im Fall der QPSK sind dies
genau die Koordinatenachsen. Das gesendete Symbol wiirde also gerade dann
noch fehlerfrei erkannt, wenn der empfangene Signalwert noch im gleichen
Quadranten liegt wie der ungestorte Nutzsignalpunkt des gesendeten Sym-
bols. Dies entpricht auch exakt der Entscheidungsgrenze C' = 0, wie sie ty-
pischerweise in beiden Zweigen der aus der Bipolariibertragung abgeleiteten
Empfingerstruktur in Abb. 9.11 verwendet wird.

Das PSK-Prinzip kann nun auch auf mehr als 4 Phasenlagen erweitert wer-
den, um die Anzahl der pro Zeiteinheit tibertragenen Bits weiter zu erhchen.
Sofern M unterschiedliche Phasenlagen des Trigersignals zugelassen wer-
den, kann die Ubertragungsrate einer Biniriibertragung iiber einen Band-
passkanal gegebener Bandbreite um den Faktor K=lb(M) gegeniiber BPSK-
Ubertragung erhoht werden. Dieser verallgemeinerte Fall wird als M-wertige
oder kurz M-PSK bezeichnet. Gesendet wird in jeder Taktperiode ein mo-
duliertes Bandpass-Tragersignal, welches Information iiber die Bindrsymbole
(@my -y Ay —1) gemiB (9.34) in einem von M = 2K moglichen Nutzsigna-
len zusammenfiihrt, wobei nun lediglich das dquivalente Tiefpasssignal neu

wie folgt definiert werden muss'*:

' Die Offsetverschiebung der Phase (beim oben eingefithrten QPSK-Verfahren
zusiitzlich um 7/4) wird hier weggelassen.
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) to1\
8ip(t) = s7(t)el? = Arect <T - 2) 2M =01, M 1.
(9.36)

Hierbei ist wieder A = \/2E, /T, und die Bedingung eines ganzzahligen Fak-
tors fo -1 = p soll eingehalten werden. Da die Entscheidung im Empfanger
insbesondere hinsichtlich benachbarter Nutzsignalpunkte kritisch ist, wird
eine Gray-Codierung angewandt'®, so dass im Fall einer Fehlentscheidung
moglichst wenige Bindirsymbole (Bits) gestort werden. Abb. 9.14 stellt hier-
zu die Nutzsignalkonstellationen einer 8-PSK und einer 16-PSK nebst den
zugeordneten Bindrsymbolkonfigurationen (., ..., am+x—1) dar. Im allge-

5! £
% § (61212’1) % c\% (1,0,1,0)
i=3 - e i=1 (1,1,1,0/)., = — o (1.01,1)
(010, ~_(00,1) (1111 & :R(1,o,o,1)
/ K4 ), p
/ BN (1.1,01) ¢ B e 1000)
4 i= I
(10 p | 0:00) (1,1,0,0) 5 1(0,0,0,0)
\ Ycos(2nf,t) 1 Pcos(2nfyt)
\ I (Re)— N I (Re) —=
\ / (0.1.00) % #(0,0,0,1)
/
(1i?51;.\ ’/i=7 (0,1,0,1)\0\ #(0,0,1,1)
sl ~ - P
— 4 (1,0,0) 0111)® = 4 — 2 0.01.0)
(1,0,1) (0,1,1,0)

Abbildung 9.14. Konstellation einer 8-PSK und einer 16-PSK mit Gray-
Codierung der Bindrsymbole (am, ..., @mt+Kxk—1)

meinen Fall der M-PSK ist eine separate Entscheidung iiber die einzelnen
mit einem Symbol gemeinsam iibertragenen Bits nicht mehr moglich. Es
wére allerdings sehr aufwindig, M Korrelationsfilter-Empfianger fiir alle s;(t)
parallel laufen zu lassen, um dann eine Entscheidung fiir das Symbol mit
der maximalen Ausgangsamplitude zu treffen. Alternativ kénnen so genann-
te Entscheidungsbereiche im Signalraum festgelegt werden (vgl. hierzu Zu-
satziibung 14.2f,g). Unter der realistischen Voraussetzung, dass die Vertei-
lungsdichte um alle Nutzsignalpunkte mit identischen, rotationssymetrischen
Gauf3-formigen Hiillen streut, ergeben sich deren Grenzen wieder jeweils als
die Mittelsenkrechten auf den Verbindungslinien der jeweils benachbarten
Nutzsignalpunkte. Zur Illustration ist der nach aufien offene Entscheidungs-
bereich fiir das Symbol ¢ = 3 im Signalraumdiagramm der 8-PSK in Abb. 9.14
eingezeichnet. Es geniigt daher, wie in Abb. 9.11 zwei Korrelationsfilter fiir
die beiden Quadraturkomponenten zu betreiben, aus deren Ausgangsampli-
tuden zum Abtastzeitpunkt mittels einer arctan-Funktion die Winkellage zu

!5 Die Gray-Codierung ist auch bei der oben beschriebenen QPSK implizit enthal-
ten.
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bestimmen, und so die Zuordnung zum néchstgelegenen Nutzsignalpunkt zu
ermitteln.

Bei Anwendung einer Gray-Codierung wie in Abb. 9.14 wird im Falle
einer Fehlinterpretation zwischen den benachbarten Nutzsignalpunkten sys-
tematisch nur genau ein Bit gestort sein. Sofern das E/No-Verhiltnis nicht
zu klein ist, wird damit die Wahrscheinlichkeit sehr grof3, dass bei Auftre-
ten eines Symbolfehlers nur ein einzelnes bit falsch ist. Der Minimalabstand
benachbarter Vektoren, welcher als minimale Euklid’sche Distanz dymin be-
zeichnet wird, ergibt sich fiir die M-PSK mit im Winkelabstand o = 27 /M
dquidistant verteilten Nutzsignalpunkten als

Amin = V(2 —2cosa)S, . (9.37)

Durch Normierung auf das Argument 4/ =z

8N,
tion bei unipolarer Ubertragung (diese wird gewiihlt, weil dort dpin = v/Sa)
erhélt man dann mit Nq = ,,Anzahl der Nachbarn im Abstand d;,“, welche
die Anzahl der Schnittbereiche bestimmt, eine Symbolfehlerwahrscheinlich-
keit 16

der komplementéiren Fehlerfunk-

(dmin)2 Es
— €rIc
2 S, 8Ny

(9.38)

Unter den o.g. Voraussetzungen einer hauptsédchlichen Verfalschung zu be-
nachbarten Nutzsignalpunkten und Gray-Codierung wird die Bitfehlerwahr-
scheinlichkeit um den Faktor K = 1b(M) kleiner als die Symbolfehler-
wahrscheinlichkeit. Damit kann fiir ein Ubertragungsverfahren die Bitfeh-
lerwahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von der Energie pro iibertragenem bit
E, = E,/K anniihernd wie folgt bestimmt werden:

Nd (dmin)2 K- Eb
P, ~ 5% erfc S, 8N, , (9.39)
bzw. speziell fiir M-PSK mit Ng = 2 und o = 27 /M in (9.37)
1 [1 — cos(2m/M)|Ib(M)E,
Py~ b7 erfc \/ 1N . (9.40)

Anmerkung: (9.39) fithrt auch fiir die bisher behandelten Modulationsverfah-
ren auf die bekannten Ergebnisse (8.6), (8.11), (8.21) und (9.33), die allerdings

'S Tn modifizierter Form gilt(9.38) auch fiir Tastverfahren mit mehreren Am-
plitudenpegeln, allerdings ist dort N4 in der Regel nicht fiir alle Symbole
gleich. Daher wird eine Mittelung der Symbolfehlerwahrscheinlichkeiten notwen-
dig (vgl. (8.24)-(8.30)).
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in diesen vier Fillen, wie bereits gezeigt wurde, nicht nur Approximationen
darstellen, sondern exakt sind. Es gilt insbesondere

Fiir unipolare Ubertragung und ASK:

1
mln as N —1 E Es 27 K:l :}P = — f - ,
=/ Sa; Na b= L/ b 2€rc< 4No>

Fiir bipolare Ubertragung und BPSK:

1 E
dpin = 27/Sa, Na=1, By = F,, K=1 = P, = —erfc [/ —2 |,
2 2Ny
Fiir zwei wechselweise gesendete orthogonale Trager:
1 Ey
dmin:\/QSa, Nd:]., Eb:ES,Kilépb:*eI‘fC — |,
2 4Ny

Fiir QPSK:

1 Ey
dmin 2S5,, Nq =2, E E,/2, K =2 = P, = = erf — .
\/7 f Yy = / N 2erc( 2N0>

Eine Erweiterung des QPSK-Prinzips in Hinblick auf eine noch groflere
Anzahl von Bindrsymbolen pro Zeiteinheit ist moglich, wenn zusétzlich eine
Amplitudentastung verwendet wird. So kann z.B. die in Abb. 8.15 gezeig-
te Vierpegel-Ubertragung, die jeweils zwei Bindrsymbole ay,, my1 auf ein
Symbol b, abbildet, angewandt werden. Die Quadraturkomponenten-Uber-
tragung erfolgt dann fiir jeweils zwei innerhalb einer Taktperiode der Lange
T gleichzeitig gesendete, amplitudengetastete Symbole wie folgt:

1
s;(t) = Arect (; - ) [b cos(27 fot) — by 1 sin(27 fot)] ;i = 0,1,..., M3 .

(9.41)

Es gibt z.B. bei M = 4 Amplitudenpegeln insgesamt 16 mogliche Amplitu-
den-/Phasenkombinationen, so dass eine Ubertragung von 4 Bindrsymbolen
pro Takt erfolgen kann. Die zugehorigen Nutzsignalpunkte im Signalraum
sind in Abb. 9.15a dargestellt. Eine solche Hybridlosung aus Phasen- und
Amplitudentastung wird generell Quadratur-Amplitudenmodulation (QAM)
genannt. Der hier gezeigte Fall einer Konstellation mit 16 verschiedenen Nutz-
signalpunkten wird als 16-wertige QAM (16-QAM) bezeichnet. In Abb. 9.15b
ist zusitzlich die Konstellation einer 64-QAM (jeweils 8 Pegel -7,-5,-3,...,5,7)
gezeigt. Generell kénnen bei M-QAM mit M = M3 dann K = Ib(M) =
21b(M ) Bindrsymbole pro Takteinheit T iibertragen werden.

Wird die bereits in Zusammenhang mit der Amplitudentastung verwen-
dete Gray-Codierung separat auf die Symbole by und by;; angewandt, so
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werden sich die horizontalen und vertikalen Nachbar-Nutzsignalpunkte jedes
Symbols nur in genau einer Bitstelle unterscheiden. Da diese auch gleichzeitig
die im Abstand dp,i, liegenden néchsten Nachbarn sind, kann die Berechnung
der Symbolfehlerwahrscheinlichkeiten wieder nach (9.38) erfolgen. Allerdings
ist zu beachten, dass nicht alle Nutzsignalpunkte gleich viele Nachbarn im
Abstand Ny besitzen. Am Beispiel der 16-QAM aus 9.15a sind die Anzahlen
der Nachbarn fiir die 4 Eckpunkte jeweils Ngq = 2, fiir die {ibrigen 8 Punk-
te am Rand Ng = 3 und fiir die 4 mittleren Punkte Ngq = 4. Die mittlere
Symbolfehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich mit dpi, = /2Sa entsprechend
der Hiufigkeiten der einzelnen Fille,
1 1 E, 3 E,
Pe~16[4~2+8-3+4-4]2erfc N, —2erfc N

. (9.42)

Die Symbolenergie E, bezieht sich hier auf die 4 inneren Symbole, da de-
ren Augenblicksleistung /S, zur Normierung verwendet wurde. Die mittlere
Energie pro bit ergibt sich dann fiir den Fall der 16-QAM entsprechend der
Augenblicksleistung 1/9.5, fiir die 4 Nutzsignalpunkte an den Ecken und /55,
fiir die iibrigen 8 Randpunkte, sowie Bitanzahl K = 4

oo (V) e (V) ()]

so dass sich schlieilich unter Beriicksichtigung der Gray-Codierung die ge-
geniiber (9.42) um den Faktor 4 geringere Bitfehlerrate ergibt:

3 Ey
Pb ~ é erfc ( 5]\]()) . (943)

Ein Vergleich mit (8.34) zeigt auch, dass die Bitfehlerrate fiir 16-QAM voll-
kommen identisch ist zu der bei einer Mehrpegeliibertragung mit M = 4
Symbolen. Diese Fehlerrate wiirde sich ndmlich bei kohdrentem Empfang
auch ergeben, wenn man die BPSK-Ubertragung (z.B. nur cos-Triger) mit
einer 4-Pegeliibertragung kombiniert. Der Ubergang von dort zur 16-QAM
entspricht dann genau dem weiter oben beschriebenen Prinzip des Ubergangs
von BPSK zu QPSK, d.h. es kommt ein orthogonaler Sinustrager hinzu, der
im Prinzip vollkommen unabhingig empfangen werden kann, weil alle Gren-
zen der Entscheidungsbereiche im Signalraum parallel zu den Koordinaten-
achsen verlaufen. Die Bitfehlerrate fiir eine allgemeine M-QAM mit regulérer
Anordnung der Nutzsignalpunkte wie in Abb. 9.15a.b und Ms = VM = 2%
(Zweierpotenz) kann daher durch Ersetzen von M durch v/M in (8.34) wie
folgt angegeben werden:

Pb%

2 31b(M) Ep ) (0.44)

(1) [1 - ¢1M} erte ( 00— 1) No
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Abb. 9.16 stellt die Bitfehlerwahrscheinlichkeiten verschiedener Ubertra-
gungsverfahren mit Symbolwertigkeiten M = 16 aus den Gleichungen (8.34),
(9.40) und (9.43) gegeniiber. Man erkennt, dass die 16-QAM deutliche Vor-
teile gegeniiber den beiden anderen Verfahren besitzt. Dariiber hinaus besitzt
sie wegen der Moglichkeit der unabhéingigen Demodulation und Decodierung
der auf den beiden orthogonalen Trigern transportierten Bits den Vorteil ei-
ner geringeren Komplexitit. Allerdings ist zu bedenken, dass die getroffenen
Abschiitzungen nur bei hoheren Ej/Ny-Verhiltnissen gelten, und dass sich
bei 16-QAM weitere Nachbarn, bei denen Symbolfehler auf mehr als einen
Bitfehler fithren, in deutlich geringerem Abstand als bei der 16-PSK befin-
den. Die QAM ist daher generell fiir eine Ubertragung iiber sehr schlechte
Kanéle weniger gut geeignet.

€ 2
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7} 2
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° e 1 o ° 7
3 © o o ot o o o
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Abbildung 9.15. QAM-Konstellationen mit a M = 16, b M = 64, ¢ M = 8; a)
und ¢) mit Angabe einer Gray-Codierung
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0 5 10 15 20 25
E,/N, [dB] —

Abbildung  9.16.  Bitfehlerwahrscheinlichkeiten  fiir 3  verschiedenene
Binériibertragungsverfahren mit M = 16: a 16-Pegel-Ubertragung b 16-PSK
c 16-QAM

Anmerkung: Bitfehlerraten bei hoherwertigen Modulationsverfahren, die auch
fiir geringe Ej,/No-Verhéltnisse giiltig sind, kénnen allerdings nicht mehr in
einfacher geschlossener Form angegeben werden. Vielmehr miissen zunéchst
alle Entscheidungsbereiche ermittelt werden. Fiir jedes mogliche Symbol
wéren dann diejenigen Volumen unter der am eigenen Nutzsignalpunkt lie-
genden 2-dimensionalen GauB-Verteilungsdichte zu berechnen, die in jedem
der anderen Entscheidungsbereiche liegen. Hieraus ergeben sich zunéchst die
Wahrscheinlichkeiten P; ;, 1 < 4,7 < M, mit denen bestimmte Symbole i in
bestimmte andere Symbole j # i verfilscht werden. Gewichtet mit der bei
einer gewihlten Codierung dabei jeweils aufretenden Anzahl der Bitfehler
erhélt man schliellich die Bitfehlerrate.

Die bisher besprochenen QPSK- und QAM-Verfahren verwenden regelméflige
Gitteranordnungen der Nutzsignalpunkte, und lassen eine separierbare De-
tektion der Symbole (@, am+1) bzw. (bg, bgr1) zu. Prinzipiell ist es jedoch
auch moglich, bei QAM andere Kombinationen von Amplitude und Phase
zu wihlen, so dass insbesondere nicht bereits /M eine Zweierpotenz sein
muss. Abb. 9.15¢ stellt als Beispiel die Nutzsignalpunkte einer 8-QAM dar
(vgl. auch Ubungen 9.8 sowie fiir weitere Varianten Ubung 14.2h). Gezeigt
ist auch hier wieder die Gray-Codierung zur Zuordnung der Bindrsymbole
(amv Am4-1, am+2)~
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9.7 Synchronisation

In allen bisher besprochenen Empfangsschaltungen wurde stets die Exis-
tenz eines idealen Synchronisationssystems vorausgesetzt, das die fiir ein
ordnungsgeméfles Zeitverhalten von Abtastern oder Oszillatoren notwendi-
gen Steuersignale bereitstellt. Zeitfehler dieser Synchronisierung haben in der
Regel Einfluss auf den Nutzsignalpegel und kénnen das Empfangsverhalten
beliebig verschlechtern. Bei bekannter Verteilungsdichte der Abweichungen
lisst sich jedoch /S, als Erwartungswert der Nutzsignalpegel ermitteln, und
so mit den bekannten Verfahren die resultierende Bitfehlerrate bestimmen.

Bei der Synchronisation im Empféanger sind unterschiedliche Aufgaben zu
erfiillen:

— Die Trigersynchronisation sorgt bei Ubertragung im Bandpassbereich fiir
die richtige Frequenz- und, besonders bei kohérentem Empfang, richtige Pha-
senlage der im Empfanger vorhandenen Oszillatoren.

— Die Symbolsynchronisation — oder Taktsynchronisation — bestimmt die Ab-
tastzeitpunkte.

— Die Wort- oder Rahmensynchronisation dient der Rekonstruktion der Da-
tenformate oder der einzelnen Kanéle eines Multiplexsystems.

Die effiziente Ausnutzung der verfiigharen Sendeleistung verbietet zumeist
die Ubertragung eigener Synchronsignale fiir die Triger- und Symbolsynchro-
nisation. Diese Informationen miissen dann durch oft recht trickreiche Schal-
tungen dem empfangenen Datensignal entnommen werden. Fiir die Rahmen-
synchronisation werden dagegen haufig zusétzliche Datensignale mit {ibertra-
gen.

Die besten Empfangsergebnisse erhéilt man, wenn der Empfang des Nutz-
signals und der einzelnen Synchronsignale unter dem Kriterium minimaler
Fehlerwahrscheinlichkeit gemeinsam optimiert wird. Die Analyse wie auch
die Schaltungstechnik sind allerdings bei getrennter Behandlung erheblich
einfacher. Hierzu seien im Folgenden einige Hinweise gegeben (Blahut, 1990).

Tragersynchronisation

Bei Verfahren mit unipolarer Modulation, wie ASK und FSK, enthélt das Lei-
stungsdichtespektrum des empfangenen Signals bei der Triagerfrequenz dis-
krete Anteile. Diese konnen mit einem schmalen Bandpass oder besser mit ei-
nem Phasenregelkreis herausgefiltert werden. Phasenregelkreise oder ,, Phase-
Locked- Loop“-Schaltungen (PLL) wirken wie sehr schmale Bandpisse mit
selbst adaptierender Mittenfrequenz (Meyr, Ascheid, 1990).

Bei bipolarer Modulation (BPSK) kann das Modulationssignal zunéchst
durch eine Quadrierung entfernt werden.!” Das sich (im storfreien Fall) erge-

7 Die verbleibende Phasenzweideutigkeit von 4180° kann durch Anwenden der
Phasendifferenztastung (Abschn.9.1) umgangen werden. Bei M-PSK (mit M >
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bende sin-formige Referenzsignal doppelter Trégerfrequenz dient dann zum
Ansteuern eines Phasenregelkreises. Typischerweise wird dort mit einem Pha-
sendifferenzdetektor die Phasenabweichung zwischen dem lokalen Oszillator
und dem Referenzsignal in eine Steuerspannung umgesetzt, welche dann die
Ostzillatorfrequenz so nachregelt, dass die Abweichung verschwindet.

Bei synchroner Ubertragung mehrerer Bandpass-Signale in einem Mul-
tiplex (z. B. OFDM, Abschn. 11.5) ist es auch moglich, spezielle Synchro-
nisationstréger als ,Pilotsignale zu senden, welche in der Regel keine hohe
Bandbreite benotigen, allerdings zusétzliche Sendeleistung erfordern.

Symbolsynchronisation

Ein einfaches Schaltungsbeispiel zur Synchronisation der Abtastzeitpunkte
fiir ein unipolares Datensignal im Tiefpassbereich zeigt Abb.9.17. Aus der
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Abbildung 9.17. Schaltung zur Taktsynchronisation

ungestorten Eingangsfolge in der Form

m(t) = Z ap rect (t —TnT - ;) an € {0;1} (9.45)

n=—oo

2) wird die Beseitigung des Modulationssignals durch mehrfaches Quadrieren er-
zielt, auch hier kann eine Phasendifferenzcodierung das Mehrdeutigkeitsproblem
16sen.
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wird durch Differenzieren, Kurzzeitintegration und Betragsbildung die Fol-
18
ge

o(t) = i b,, rect <tT:T) by € {0;1} (9.46)

n—=——oo

gewonnen. Abbildung 9.17 rechts zeigt das mit den Ergebnissen von Aufga-
be 7.17 berechnete Leistungsdichtespektrum der Form

Guo(f) = 0,25(To/T)*s*(xTo f) [T+ Y 6(f —n/T)| . (9.47)

n—=—oo

Wihrend das Leistungsdichtespektrum ¢,,.,,(f) des Eingangssignals bei der
Frequenz 1/T der Taktrate verschwindet, enthélt das Leistungsdichtespek-
trum der Folge v(t) dort einen diskreten Anteil. Dieser Anteil kann als cos-
formiges Taktsignal w(¢) mit einem schmalen Bandpassfilter herausgesiebt
werden. Die sonstigen in den Durchlassbereich der Breite f fallenden Kom-
ponenten des Leistungsdichtespektrums kénnen als Storsignal aufgefasst wer-
den, das ein Zittern (,jitter) der Taktzeitpunkte zur Folge hat. Nach (7.33)
errechnet sich die Nutzleistung des Synchronisationssignals w(t) durch Inte-
gration {iber die entsprechenden Komponenten des Leistungsdichtespektrums
(9.47) zu

S =2-0,25(Ty/T)*si*(nTy/T) . (9.48)

Ebenso wird die Stoérleistung
1/T+fa/2
N =20, 25(T0/T)2T/ siZ(nTof)df (9.49)
l/TffA/Q

oder fiir fo < 1/T angenihert

N = 0,5(Ty/T)*T fasi(nTo/T) . (9.50)
Damit wird das Signal-/Stérleistungsverhéltnis des Taktsignals

S 1

— z —_—, . ].
N = Tfa (9.51)
Fiir ein S/N-Verhiltnis von beispielsweise 30 dB darf also die Bandbreite fa
des Bandpassfilters nur 1%o der Taktrate 1/T betragen. Auch hier bieten sich
daher Phasenregelkreise an, mit denen diese Forderung auch bei nichtkon-
stanter Taktrate erfiillt werden kann.

'8 Sind die a,, voneinander unabhingig und gleich hiufig 0 oder 1, dann sind auch
die b, gleich héiufig 0 oder 1.
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Rahmensynchronisation

Da die Wort- oder Rahmentaktsignale nur jeweils recht grofle Gruppen von
Symbolen unterteilen miissen, konnen hier ohne allzu grofle Verluste an
Ubertragungskapazitit eigene Synchronisationssignale verwendet werden.
Zum storarmen Empfang der Synchronsignale aus dem Kanalrauschen
und besonders auch den umgebenden Datensignalen sind Korrelationsfilter-
Empfinger in vielen Fillen nahezu optimal. Weiter soll das Synchronsignal
am Ausgang des Korrelationsfilter-Empfingers moglichst schmal sein, um
den Synchronisationszeitpunkt gut schétzen zu konnen. Daraus folgt, dass
derartige Synchronisationssignale eine Autokorrelationsfunktion in Form ei-
nes schmalen Impulses besitzen miissen. Beispiele geeigneter Signale sind die
Barker-Folgen (Aufgabe 8.2 und 6.19) (Franks, 1980; Liike, 1992).

9.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass sich das Korrelationsfilterkonzept ohne
Weiteres auf Bandpasssignale als Trégersignale anwenden lédsst. Es wurden
Analogien zwischen wichtigen Ubertragungsarten im Tiefpass- und Band-
passbereich aufgezeigt. Besonders interessant ist hierbei die Moglichkeit, die
in Kap. 5 eingefithrten Prinzipien der Abbildung von Bandpasssignalen und
-systemen auf den dquivalenten Tiefpassbereich anzuwenden. Hiermit lassen
sich Empfinger effizient realisieren, aber auch das Problem der inkohérenten
Abtastung im Korrelationsempfianger mittels des Hiillkurvenempfangs l6sen.
Allerdings sind Hiillkurvenempfinger nicht fiir beliebige Ubertragungsarten,
insbesondere nicht fiir die Verfahren mit Phasenumtastung des Trégersignals
geeignet. In Hinblick darauf wurden am Schluss des Kapitels Methoden der
Synchronisation kurz beschrieben.

9.9 Anhang

9.9.1 Rice-Verteilung

Gegeben sind zwei statistisch unabhingige, Gau3-verteilte Zufallsgréfien s(t1)
und g(¢;) mit gleicher Streuung o2, aber unterschiedlichen Mittelwerten

ms = ccos(6)

mg = csin(6) .

Aus beiden Zufallgrolen wird eine neue Zufallsgrofle gebildet durch

Mu(ty) = +1/ks2(t1) + Fg2(ty) (alle k)
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und nach ihrer Verteilung gefragt.

Die Verbundverteilungsfunktion P,(r) ergibt sich, entsprechend dem Vor-
gehen in Abschn. 7.4.1 durch Integration iiber die Verbundverteilungsdichte-
funktion p,4(x,y) in dem kreisformigen Gebiet

r<Hya? 4y

Die Auswertung dieses Gebietsintegrals gelingt am einfachsten nach Um-
schreiben der Verbundverteilungsdichtefunktion in Polarkoordinaten. Die
Verteilungsdichtefunktion psg(z,y) lautet nach (7.86) und (7.92)

psg(xv y) = ps(x) ' p!](y)

exp|—(z — ccos0)?/(20?)]

exp[—(y — esin6)?/(20%)] .

Mit der Substitution

y =rsina

T =Trcosc

und dem Additionstheorem cos acos @ + sin asin @ = cos(« — 6) wird
1
Psg(r, ) = Py exp{—[r® + ¢* — 2rccos(a — 0)]/(202)} fiir r > 0.
o

Nach den Regeln fiir Gebietsintegrale gilt dann fiir die Fliche unter dieser
Verteilungsdichtefunktion in einem kreisférmigen Gebiet mit dem Radius r
um den Nullpunkt und damit fiir die Verteilungsfunktion P, (r)

27 r

Py(r) = / / Psg(0, @) ododax
0 0

27 r

! O/O/exp{[g2 + % —20ccos(a — 0)]/(20%) }ododa .

2mo?

Zur Bildung der Verteilungsdichtefunktion wird dieser Ausdruck unter dem
Integral nach r differenziert

d

pu(r) = EPuO")

S /Texp{_[T2 +¢® = 2rccos(a — 0)]/(20%) }da .

2

2mo?
0
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Mit der modifizierten Bessel-Funktion 1. Art nullter Ordnung

2
To(a) = 5~ / exp [z cos(€)] dé
0

™
erhdlt man
2m
1
by /exp[2cr cos(a — 0)/(20)|da = Ig(re/o?) .
™
0

Damit lasst sich die Verteilungsdichtefunktion schreiben als
pu(r) = g(r)%lo(rc/UQ) exp[—(r? +¢?)/(26%)] ,

diese Form wird Rice-Verleilungsdichtefunktion genannt (Davenport und
Root, 1958).

9.9.2 Mehrwegeempfang in Mobilfunkkanilen

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde stets ein Kanalmodell angenommen,
bei dem eine Storung des Nutzsignals durch ein weifles, Gau3-verteiltes Rau-
schen erfolgt. Hieraus folgt prinzipiell, dass die Autokorrelationsfunktion des
Storsignals einen gewichteten Dirac-Impuls darstellt, somit also auch keine
statistischen Abhéngigkeiten zwischen aufeinander folgenden Bitstorungen
vorhanden sind. Diese Annahme ist insbesondere bei Mobilfunkkanilen im
Falle bewegter Sender oder Empfinger nicht giiltig. Abb. 9.18 zeigt das
Phénomen der Uberlagerung von Signalen mehrerer Ausbreitungswege am
Empfinger bei drahtloser Ubertragung. Das empfangene Signal bei insge-
samt I Ausbreitungswegen wird

I
me(t) =Y a;(t)m(t — 7). (9.52)
i=1

Hierbei stellen die Faktorefn «; die Dampfungsfaktoren der einzelnen Aus-

breitungswege, die 7; die zugeordneten Verzogerungszeiten dar. Der Interfe-
renz zwischen den Signalen der einzelnen Ausbreitungswege kann normaler-
weise durch geeignete Entzerrung (vgl. Abschn. 8.9) entgegengewirkt werden.
Sofern entweder die Sende- oder Empfangsstation sich bewegt, sind beide Pa-
rameter allerdings zeitvariant.
Ein Modell fiir einen Mobilfunkkanal mit Zweiwege-Empfang und zuséatzlich
iiberlagerter Gaufl-verteilter Rauschstorung n(t) ist in Abb. 9.19a dargestellt.
Die Superposition der beiden Wege verursacht eine Variation in Betrag und
Phase des empfangenen Signals. Dies kann ersatzweise durch Multiplikation
mit einem einzigen komplexen Koeflizienten
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Reflektierendes Objekt
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Abbildung 9.18. a Phidnomen der Mehrwegeausbreitung und b Blockschema zur
Modellierung

e(t) = eo(t) +jei(t) = v(t) - 9O

ausgedriickt werden. Unter der Annahme, dass die durch die Verzogerung
bedingte Phasenverschiebung ¢.(t) einer statistischen Gleichverteilung folgt,
sind die Real- und Imaginérteile von ¢(t) unkorreliert. Werden auerdem ¢, (¢)
und ¢;(¢) als GauB-verteilt und mittelwertfrei angenommen, so wird geméis
(9.19) der Amplitudenfaktor

v(t) = y/c2(t) + (t) (9.53)

einer Rayleigh-Verteilung (9.27) folgen. In Bezug auf die Empfangsqualitét
ist die Phasenvariation irrelevant, wenn davon ausgegangen wird, dass eine
Tréagersynchronisation erfolgen kann. Somit ergibt sich das in Abb. 9.19b
gezeigte Modell des Rayleigh-Fading-Kanals

me(t) = v(t) - m(t) + n(t) . (9.54)

Zur Simulation eines solchen Kanals ist es also ausreichend, zwei unabhéngige
GauB-Zufallssignalgeneratoren zur Erzeugung von v(t) sowie einen weiteren
Generator zur Erzeugung von n(t) zu implementieren. Fiir einen Kanal mit fe-
stem Wert v(t) = v und einem additiven weilen Gauf-Rauschen der Rausch-
leistungsdichte Ny ergibt sich z.B. fiir bipolare Ubertragung nach kohirentem
Korrelationsfilter-Empfang geméf (8.11) eine Bitfehlerwahrscheinlichkeit
2
Po(6) = L efe (VE) mit &= = (9.55)
2 2Ny

Da v? die Summe der Quadrate zweier statistisch unabhiingiger Gauf}-
verteilter Zufallsprozesse darstellt, folgt & einer Chi-Quadrat-Verteilung mit
2 Freiheitsgraden,

1 T . 7 2
pe(z) = 3 exp <_§) ce(x) mit £€=E{¢} = 2N0 8{ b (9.56)
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m(t) me(t)
a) n(t)
b) f f
v(t) n(t)

Abbildung 9.19. a Modell der Zweiwegeausbreitung und b vereinfachtes Modell
fiir Rayleigh-Fading-Kanal

Es ergibt sich mit (9.55) und (9.56) die mittlere Bitfehlerrate des Rayleigh-
Fading-Kanals fiir den Fall der bipolaren Ubertragung

A= £ (1) = [ Roinetaro = [ Jerte(vD) - ¢ e
0 0

_m) dx .
3

(9.57)
Mit (7.158) und der Regel der partiellen Integration ergibt sich
1 * T 1
=t ()] (e ) ()
Y [2erc(\/§) e L J \/776 NG e x
T N A W S
e - . £ d .
5 2ﬁ/ NG e x, (9.58)
0
und weiter folgt mit
F _ Oo—z m—ld Oo—cw md _F(m+1) 959
(m)= [ e ™z v= [e % a"de = — (9.59)
0 0
sowie dem Wert der Gamma-Funktion I'(1/2) = /7
1 1 I'(-3+1 1 1
P,=-— (=2 1) == (1- /5 . (9.60)
2 2ym N\t 2 I
(¢+1) ‘

Wird das Modell so normiert, dass € {v?} = 1 wird'?, ergibt sich schlieflich

19 Dies ist bei der Chi-Quadrat-Verteilungsdichte mit 2 Freiheitsgraden der Fall,
wenn die Varianzen der beiden quadriert zusammengefithrten Gauf3-Prozesse je-
weils 02 = é betragen.

351
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1 / 1
Pb:2<1— 1+2N0/Eb> . (9.61)

Nach demselben Prinzip lassen sich die Bitfehlerwahrscheinlichkeiten unter
Rayleigh-Fading fiir andere Ubertragungsverfahren berechnen, sofern nur die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit fiir den Gau-Kanal in Abhiingigkeit von E;,/Ng
bekannt ist.

In einer Erweiterung ist die Empfangsamplitude eine Rice-Verteilung mit
entsprechender Parametrierung (Rice-Fading-Kanal), wenn c¢,(t) und c¢;(t)
nicht mittelwertfrei sind. Dies wird z. B. typischerweise der Fall sein, wenn
ein bestimmter Minimalpegel des empfangenen Signals erwartet wird, oder
wenn bei der Superposition mehr als 2 Wege beriicksichtigt werden.

Bei Bewegung des Senders oder Empfingers entsteht in Mobilfunkkanlen
eine zeitliche Variation des Nutzsignalpegels, wobei der Fading-Effekt je nach
geographischer Situation kiirzer oder linger andauern kann. Dies fiithrt zu
einem burstartigen (d.h. zeitlich korrelierten) Bitfehlerverhalten. Da Burst-
fehler mittels Kanalcodierung schwerer zu korrigieren sind als einzelne, sta-
tistisch unabhéngige Bitfehler, ist hier die mittlere Bitfehlerrate in der Regel
weniger interessant als andere Parameter wie z.B. Haufigkeit und mittlere
Dauer von Fehlerbursts. Derartiges Verhalten l&sst sich jedoch mit den oben
beschriebenen Modellen nur simulieren, wenn zusétzlicher Einfluss auf die
Steuerparameter von v(t) genommen wird.

In Mobilfunkkanélen muss nicht unbedingt der direkte Empfangsweg der-
jenige mit der héchsten Amplitude sein; vielmehr wird in vielen Fillen gar
kein direkter Weg existieren, z.B. wenn ein Hindernis zwischen Sender und
Empfinger steht. Hierbei ist zu beachten, dass die durch Mehrwegeemp-
fang verursachte Amplitudenvariation frequenzselektiv wirkt: Eine bestimm-
te Verzogerungsdifferenz zwischen zwei Empfangswegen fiihrt zu einer line-
ar von der Frequenz abhéngigen Phasendifferenz der beiden Signale zuein-
ander; dies kann bei bestimmten Frequenzanteilen f zu einer Ausloschung
fithren (z.B. wenn mit einer beliebigen ganzzahligen Konstanten k gilt:
f 2 — 1] = [2k — 1]7), bei anderen Frequenzanteilen hingegen sogar zu ei-
ner Anhebung der Empfangsamplitude (z.B. wenn f - [r2 — 7] = 2km). Dieses
frequenzselektive Fading wird ebenfalls mit den einfachen hier beschriebenen
Modellen nicht erfasst.

9.10 Aufgaben

9.1 Berechnen Sie die dquivalente Tiefpassimpulsantwort fiir das Korrela-
tionsfilter h(t) = ks(T — t), wenn s(t) ein Bandpasssignal ist.

9.2 Berechnen und skizzieren Sie die Zeitfunktionen am Ausgang der Tief-
passfilter in Abb.9.3 und am Ausgang der Addierschaltung fiir das Ein-
gangssignal s(t) = rect(t/T) cos(2m fot) mit fo > 1/T sowie fiir das um ¢
verzogerte Eingangssignal, wenn 27 fotg = 7/2 bzw. 7 ist.
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9.3 Entwerfen Sie einen Hiillkurvenempfinger fiir ein nichtsymmetrisches
Bandpasstrigersignal. Wie vereinfacht sich die Schaltung fiir ein Trigersignal
mit rein imaginérer Hiillkurve?

9.4 In einem  Ubertragungssystem  wird  die Signalfunktion
s(t) = rect(t/T) cos(2mfot) mit einem Filter der Impulsantwort
h(t) = rect(t/T) - cos[2m(fo + Af)t] empfangen. Berechnen Sie unter der
Annahme fy > 1/T die Antwortfunktion g¢(t), und skizzieren Sie g(t)
fir Af =0, 1/2T, 1)T, 2/T.

9.5 Skizzieren Sie die in der Schaltung (Abb. 9.7) auftretenden Zeitfunktio-
nen am Beispiel des Signals aus Aufgabe 9.2 fiir t; = 0.

9.6 Leiten Sie (9.15) ab.

9.7 Berechnen Sie aus der Rayleigh-Verteilungsdichtefunktion ps(z) die zu-
gehorige Verteilungsfunktion, und bestimmen Sie Mittelwert my und Streu-
ung of. Zeigen Sie, dass das Maximum der Rayleigh-Verteilungsdichtefunk-
tion bei x = oy liegt.

[Es gilt [z exp(az?)dz = exp(az?)/(2a).]

9.8 Bestimmen Sie unter Annahme kohérenten Empfangs und Storung
durch weifles Gauf3’sches Rauschen die ungefiihre Bitfehlerrate in Abhéngig-
keit von Ej, /Ny fiir das 8-QAM-System in Abb. 9.15¢. Geben Sie weiter einen
Algorithmus an, mit dem aus den mit Korrelationsfiltern empfangenen und
zum optimalen Zeitpunkt abgetasteten Pegeln der Quadraturkomponenten
eine optimale Entscheidung getroffen werden kann.



10. Analoge Modulationsverfahren

Die Methoden zur Ubertragung digitaler Daten und digitalisierter Sprach-
und Bildsignale, wie sie im vorangegangenen Kapitel behandelt wurden, wer-
den heute bereits fiir den grofiten Teil des insgesamt iibertragenen Nachrich-
tenaufkommens verwendet. Teilweise werden aber Sprach-, Ton- und Bild-
signale, insbesondere im Rundfunkbereich, noch in Form analoger Sendesig-
nale iibertragen (vgl. Vorwort zu Kap. 8), auch wenn ein Ende dieser An-
wendung bereits absehbar ist. Die wichtigsten praktisch benutzten analogen
Modulationsverfahren werden in den beiden Abschnitten dieses Kapitels be-
handelt. Zunéchst werden die linearen Modulationsverfahren vorgestellt und
ihr Storverhalten untersucht. Als Beispiele nichtlinearer Modulationsverfah-
ren werden anschliefend die Winkelmodulationsverfahren diskutiert. Hierbei
wird auch das Zeit- und Frequenzverhalten der analogen Verfahren unter-
sucht, was u.a. ein weitergehendes Verstindnis der bisher behandelten digi-
talen Ubertragungsverfahren erdffnen soll. So besteht der einzige Unterschied
zwischen den im vorangegangenen Kapitel behandelten Amplitudentastver-
fahren (zwei- oder mehrwertig) und der im vorliegenden Kapitel behandelten
Verfahren der Pulsamplitudenmodulation letzten Endes darin, dass fiir die
ersteren die iibertragenen Signale wertdiskret, beim letzteren wertkontinu-
ierlich sind. In den weiteren Betrachtungen zur Amplitudenmodulation wird
dann gezeigt, dass es fiir die benétigte Ubertragungsbandbreite im Grunde
gleichgiiltig ist, ob es sich um ein abgetastetes oder um ein bandbegrenz-
tes Signal handelt. In #&hnlicher Weise konnen auch die behandelten nicht-
linearen Modulationsverfahren, Frequenz- und Phasenmodulation, in einem
engen Bezug mit den Frequenz- und Phasentastverfahren bei der Binériiber-
tragung gesehen werden, und kénnen u.a. dazu beitragen, die Auswirkungen
von Frequenz- oder Phasenschaltvorgédngen bei der Binédriibertragung auf das
Spektrum des Signals zu bestimmen und damit die Eigenschaften dieser Ver-
fahren noch besser zu verstehen.

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_10, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014



356 10. Analoge Modulationsverfahren

10.1 Lineare Modulationsverfahren

10.1.1 Pulsamplitudenmodulation

Es sei die Aufgabe gestellt, ein bandbegrenztes analoges Quellensignal f(¢)*
iiber einen verzerrungsfreien, aber durch weifles Rauschen gestérten Kanal
zu iibertragen. Nach dem Verfahren der Pulsamplitudenmodulation (PAM)
wird das Quellensignal abgetastet, die Abtastwerte werden als Amplituden
eines geeigneten Trigersignals s(t) iibertragen und mit einem Korrelations-
filter empfangen. Durch Kombination des Abtastsystems in Abb. 4.7 mit
dem Ubertragungssystem in Abb. 7.4 entsteht das in Abb. 10.1 dargestellte
Schema eines PAM-Systems. Als Trégersignal wird in diesem Beispiel aus
Griinden der Anschaulichkeit wieder der Rechteckimpuls s(t) = rect(t/to)
einer Dauer tg < T benutzt, auch wenn dieser, wie bereits diskutiert wurde,
an sich keine Ubertragung mit effizienter Bandbreitenbegrenzung erlaubt.

In diesem Ubertragungssystem wird das Quellensignal f(t) zuniichst iiber
einen idealen Tiefpass der Grenzfrequenz f, gefiihrt und im Zeitabstand
T < 1/(2fy) mit einem idealen Abtaster abgetastet. Das abgetastete Signal
hat wie in (4.3) die Form

fat) = Y f(nT)6(t —nT). (10.1)

n—=—oo

Durch Faltung mit einem zur Ubertragung geeigneten Triigersignal s(t) ent-
steht das modulierte Sendesignal

m(t) = fat) xs(t) = Y f(nT)s(t —nT). (10.2)

n=—oo

Dieser Zusammenhang zwischen Quellensignal f(¢) und moduliertem Sende-
signal m(t) ist linear. Man nennt die Pulsamplitudenmodulation daher auch
ein lineares Modulationsverfahren.

Nach der Ubertragung iiber einen verzerrungsfreien, aber durch weiBes
Rauschen der Rauschleistungsdichte Ny gestorten Kanal liegt am Empfinger-
eingang das gestorte Signal m(t) + n(t). Nach den Uberlegungen in Ab-
schn. 8.2 wird eine beliebige Komponente f(nT)s(t —nT') dieses Signals op-
timal durch ein Korrelationsfilter empfangen, wenn der Empfang frei von
Eigeninterferenzen ist, wenn also das Trégersignal das 1. Nyquist-Kriterium
(8.4) erfiillt (Aufgabe 10.1).

Die durch Abtastung am Ausgang des Korrelationsfilters gewonnenen
Werte y(nT) werden schlieflich in einem Tiefpass zu dem Ausgangssignal
fo(t) interpoliert. Bei verzerrungsfreier, ungestorter Ubertragung wirkt al-
so das gesamte PAM-System wie ein ideales Abtastsystem und hat daher

! Im vorliegenden Kapitel wird ausnahmsweise die Notation f(t) fiir das eigentliche
Eingangssignal verwendet, da s(t) wie bisher das Trigersignal bezeichnet.
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Abbildung 10.1. Schema eines PAM-Systems [rechts: storungsfreie Ubertragung
n(t) = 0]

die Ubertragungseigenschaften eines idealen Tiefpasssystems der Grenzfre-
2
quenz fg°.

10.1.2 PAM-Ubertragung mit Bandpasstrigersignalen

Aus den gleichen Griinden wie bei der digitalen Ubertragung mit Bandpass-
triigersignalen muss auch die PAM-Ubertragung iiber die technisch wichtigen
Bandpasskanile gesondert betrachtet werden. Grund ist wieder der oszillie-
rende Charakter einer Bandpassautokorrelationsfunktion. Die Anforderungen
an die Genauigkeit des Empfangsfilters konnen auch hier durch Verarbeitung
im Tiefpassbereich gemildert werden. Die entsprechenden Empfangsschaltun-
gen sind bis zum Ausgang des Abtasters identisch mit den Empfangern in
Abb. 9.3 oder 9.4. Ein vollstindiges PAM-Ubertragungssystem fiir symme-
trische Bandpasstrigersignale s(t) = st(t) cos(2m fot) mit dem kohérenten
Empfinger aus Abb. 9.4 wird in Abb. 10.2 gezeigt. Als Beispiel eines
Trigersignals wird in diesem Bild das Bandpasssignal rect(t/T') cos(2m fot)

2 Der Verstiarkungsfaktor T' der idealen Abtastung nach Abb. 4.7 wurde hier und
im Folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit fortgelassen. Ohnehin wire
die Amplitude des Ausgangssignals streng genommen noch zusétzlich von den
Verstarkungsfaktoren der Sende- und Empfangsfilter und der Ddmpfung des Ka-
nals abhéngig.



358 10. Analoge Modulationsverfahren

mit der Einhiillenden st(t) & rect(t/T) und der Triagerfrequenz fo = p/T
(p ganzzahlig) benutzt.

In dieser Schaltung wird auch das modulierte Sendesignal durch Faltung
der Abtastimpulsfolge f,(¢) mit st(¢) im Tiefpassbereich gebildet und dann
durch Multiplikation mit einem cos-Signal der Tragerfrequenz fj in den Band-
passbereich transformiert. Ein Nachteil des hier benutzten Empfangsprinzips
ist wieder die erforderliche Kohérenz, also phasenstarre Synchronisation, der
Ostzillatoren in Sender und Empfinger. Durch Anwenden von inkohérenten
Empfangsmethoden entsprechend Abschn. 9.3 kénnen die Synchronisations-
anforderungen erheblich geringer gehalten werden. Hierauf wird weiter unten
noch ndher eingegangen.
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Abbildung 10.2. PAM-System mit kohidrentem Empfang fiir symmetrische Band-
passtriigersignale [rechts: storungsfreie Ubertragung ne(t) = 0]

10.1.3 Amplitudenmodulation

Der praktisch wichtigste Sonderfall der PAM-Ubertragung verwendet als
Trigersignal das ideale Bandpasssignal nach Abb. 5.17. Entsprechend (5.26)
und (5.27) gilt dann fir das Trégersignal und seine Autokorrelationsfunktion
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S(f) = rect <f+f0) + rect (f_ fo) = [S(f)|?
fa fa

(10.3)

s(t) = 2fasi(m fat) cos(27 fot) = i (t) fir fo> fa/2.

Fiir fao = 1/T erfiillt dieses Trigersignal das 1. Nyquist-Kriterium (8.4); also

2 T
o= (nT) = = si (7rnT> cos(2rfonT) =0 fir n#0 ganzzahlig.
Baut man mit diesem Triigersignal ein kohérentes PAM- Ubertragungbbystem
wie in Abb. 10.2 auf, dann gilt fiir die Impulsantworten und Ubertragungs-
funktionen der Sende- und Empfangsfilter speziell hier

ho(t) = si(—t) = sp(t) = 2fa si(nfat) = %si <w;>
i (10.4)
> = 2rect(T'f).

A

Hy(f) = Sr(f) = 2rect (ff

Beide Filter sind ideale Tiefpisse der Grenzfrequenz f, = fa/2 = 1/(2T).
Das Blockschaltbild dieses Ubertragungssystems ist in Abb. 10.3a dargestellt.
Ein Vergleich mit Abb. 4.7 zeigt nun sofort, dass die Schaltung weiter verein-

a Sender Empfanger.
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b
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Abbildung 10.3. a PAM-System mit BP-Trégersignal und b dquivalentes System

facht werden kann. Die in Sender und Empfianger vorhandene Kettenschal-
tung zweier idealer Tiefpdsse mit dazwischen liegendem idealen Abtaster ist
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Abbildung 10.4. Signalfunktionen im Zeit- und Frequenzbereich zu dem
Ubertragungssystem in Abb. 10.3b (Frequenzbereich nicht mafstiblich)

bis auf den hier unerheblichen Verstirkungsfaktor 7" dquivalent zu einem
einfachen idealen Tiefpass der Grenzfrequenz f, = 1/(2T) = fa/2. Damit
ergibt sich das in Abb. 10.3b gezeigte, sehr einfach aufgebaute Ubertragungs-
system.? Zur niheren Erliuterung der Wirkungsweise stellt Abb. 8.4 die in
diesem System vorkommenden Signalfunktionen im Zeit- und Frequenzbe-
reich gegeniiber.

Mit diesem Ubertragungssystem konnen beliebige Quellensignale f@)
der Grenzfrequenz f, < fa/2 iibertragen werden. Das modulierte Sende-
signal m(t) hat die einfache Form (vgl. (5.43))

m(t) = f(t) cos(27 fot). (10.5)

Diese Verkniipfung des Quellensignals f(¢) mit einer cos-Funktion wird Am-
plitudenmodulation (AM) genannt. In diesem Zusammenhang ist es auch
iiblich, nicht das ideale Bandpasssignal s(¢), sondern die cos-Funktion
cos(2m fot) als das Trigersignal zu bezeichnen.

Fiir die Eigenschaften dieses Amplitudenmodulationssystems gelten die
in Abschn. 9.2 angestellten Uberlegungen. Der Empfiinger ist nur dann ein
Korrelationsfilter-Empfianger, wenn die Oszillatoren in Sender und Empféinger
kohérent sind. Der nicht zeitinvariante Empfanger hat den Nachteil, dass
schon eine Phasendifferenz von 90° zwischen beiden Oszillatoren das Aus-
gangssignal verschwinden lisst (vgl. Aufgabe 10.2: Zur Synchronisation des

3 Am Eingang des Empféngers liegt in praktischen Schaltungen gewdhnlich ein
Bandpass, der eine Ubersteuerung des folgenden Multiplizierers durch starke,
auflerhalb des Durchlassbereichs liegende Storsignale vermeiden soll.
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Empfingeroszillators kann ein sin-formiges Synchronisationssignal kleiner
Leistung mit iibertragen werden). Wegen dieser schwierigen Synchronisa-
tionsbedingung verwendet man auch bei AM-Ubertragungsverfahren sehr
héufig das in Abschn. 9.3 beschriebene Prinzip des inkohérenten Empfangs.
Im Unterschied zu dem in Abschn. 10.1.2 besprochenen allgemeinen PAM-
System ist bei der AM-Ubertragung aber aufier der Kohiirenz des Empfin-
geroszillators keine Synchronisation von Abtastschaltern notwendig. Da die
Abtastsysteme durch die dquivalenten Tiefpésse ersetzt werden konnten, ist
der Empfang auch bei um ganzzahlige Vielfache von 1/fy auf der Zeitach-
se verschobenen Eingangssignalen m(t) optimal. Bei dem im Folgenden zu
besprechenden inkohérenten Empfang ist schliefllich iiberhaupt keine strenge
Zeitbedingung mehr einzuhalten. Der Empfanger ist daher technisch i. Allg.

einfacher zu realisieren?.

10.1.4 Inkohirenter Empfang in AM-Systemen

Ein inkohérenter oder Hiillkurvenempfinger bildet wie in Abschn. 9.3 be-
schrieben die Einhiillende des Ausgangssignals eines Korrelationsfilters. In
diesem Sinn stellt Abb. 5.24 bereits einen solchen Hiillkurvenempfianger dar.
Fiir die Impulsantworten der Tiefpésse in den beiden Quadraturkanélen
gilt (10.4), beide Filter sind hier also ideale Tiefpisse der Grenzfrequenz
fe = fa/2. Liegt am Eingang dieses sogenannten Quadraturempfingers das
modulierte Sendesignal m(t) = f(t)cos(27 fot) nach (10.5), dann erscheint
im Fall ungestorter Ubertragung am Ausgang der Betrag des Quellensignals
in der Form

fe@) =1f(®)]. (10.6)

Diese Betragsbildung stellt eine unerwiinschte nichtlineare Verzerrung des
empfangenen Signals dar. Man kann diese Verzerrung verhindern, indem zu
dem Quellensignal f(t) ein so grofler konstanter Gleichwert A addiert wird,
dass die Summe nicht negativ wird:

ft)+A>0. (10.7)
Das modulierte Sendesignal hat dann mit (10.5) die Form

ma(t) = [£(t) + A] cos(2r fot)
= f(t) cos(2m fot) + A cos(27 fot). (10.8)

4 Auch wenn die phasengenaue Synchronisation des Oszillators im Empfinger z.B.
mittels PLL-Schaltungen heute kein technisches Problem mehr darstellt, mussten
bei der Anwendung von AM beispielsweise im Mlttelwellen-Rundfunk die ein-
mal etablierten Ubertragungsverfahren beibehalten werden, um mit den #lteren
Empfangern kompatibel zu bleiben.
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Die Addition des Gleichwertes A zu dem Quellensignal ist also dquivalent
zur Addition eines Trégersignals A cos(27 fot) zum urspriinglichen modulier-
ten Sendesignal. Man nennt dieses Verfahren daher auch Amplitudenmodula-
tion mit Trager. Am Ausgang des Empfangers kann die Gleichgréfle A oh-
ne Schwierigkeiten wieder abgetrennt werden. Wird im Sonderfall ein si-
nusférmiges Quellensignal

f(t) = acos(27 f1t)
iibertragen, dann lautet das modulierte Sendesignal (10.8)
ma(t) = [A + acos(2w f1t)] cos(27 fot)

oder umgeschrieben mit dem Modulationsgrad pay der Amplitudenmodula-
tion

pam = a/A (10.9)
auch
ma(t) = Al 4+ panm cos(27 f1t)] cos(2m fot). (10.10)

Die Bedingung (10.7) 14sst sich dann fiir sinusférmige Quellensignale mit Hilfe
des Modulationsgrades schreiben als

luam| < 1. (10.11)

Der Fall |pam| > 1 wird Ubermodulation genannt, bei inkohérentem Emp-
fang ist das Ausgangssignal eines iibermodulierten AM-Systems verzerrt®.
Das Schema des Quadraturempfingers ist in Abb. 10.5a noch einmal dar-
gestellt. Technisch wichtiger ist eine vereinfachte Modifikation des Hiillkurven-
empfangs, die bereits in Abb. 9.6 fiir den Digitalempfang vorgestellt wurde.
Abb. 10.5b zeigt diesen sogenannten Geradeausempfinger, der bis auf Abta-
ster und Entscheidungsstufe mit der Schaltung des entsprechenden digitalen
Empfangers identisch ist. Das Korrelationsfilter ist hier ein idealer Bandpass
der Mittenfrequenz fy und Bandbreite fa. Der Geradeausempfinger bildet
allerdings wie der entsprechende Digitalempfinger bei gestortem Empfang
die Einhiillende nur niherungsweise (Aufgabe 10.3b). Ein Empfinger fiir
amplitudenmodulierte Sendesignale muss hiufig so ausgelegt werden, dass
er Signale unterschiedlicher Mittenfrequenz f;, empfangen kann. Der Qua-
draturempfinger ist fiir diesen Anwendungsfall gut geeignet, da nur die Fre-
quenz des Oszillators veréndert zu werden braucht. Im Geradeausempfinger

® Um zufillige, bei hohen Signalpegeln plétzlich auftretende Ubermodulationen
zu vermeiden, ist es selbst bei Verwendung einer AM mit Tréger heute durchaus
iiblich, hochwertige Empfénger kohirent (z.B. mit PLL-Schaltungen) zu rea-
lisieren. Das Vorhandensein des Tragersignals erhoht dabei die Prézision der
Synchronisation, die bei AM ohne Tréger bei kleinen Nutzsignalpegeln durch
Rauscheinfliisse beeintrichtigt werden konnte.
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Abbildung 10.5. Hiillkurvenempfinger fiir amplitudenmodulierte Signale:
a Quadraturempfinger, b Geradeausempfinger, ¢ Uberlagerungsempfianger

muss dagegen die Ubertragungsfunktion des Bandpassfilters geéindert werden.
Um dieses technisch nicht einfach lésbare Problem zu umgehen, wird der
Uberlagerungsempfinger Abb. 10.5¢ benutzt. Der Uberlagerungsempfinger
ist eine Modifikation des Geradeausempfingers, bei der das amplitudenmo-
dulierte Eingangssignal der Trégerfrequenz fy zundchst mit einem cos-Signal
der einstellbaren Frequenz fy multipliziert wird. In einem nachfolgenden
nichtkohirenten Geradeausempfianger kann dieses neue Signal dann mit ei-
nem Korrelationsfilter der festen Mittenfrequenz fzr = |fm — fol, der soge-
nannten Zwischenfrequenz, empfangen werden (Aufgabe 10.4). Ein weiterer
Vorteil dieses Prinzips besteht darin, dass bei Wahl einer tieferen Zwischenfre-
quenz fzp < fo das Bandpassfilter wegen seiner grofieren relativen Bandbrei-
te fa/fzr einfacher zu realisieren ist. SchlieBlich wird noch die bei hoherer
Verstéarkung kritische Schwingneigung der Verstarkerstufen durch Aufteilen
der Gesamtverstarkung auf drei unterschiedliche Frequenzbereiche entschérft.
Der unkritische Bandpass am Eingang des Uberlagerungsempfiingers soll ein-
mal den Empfang unerwiinschter Signale im ,,Spiegelfrequenzbereich” un-
terdriicken (Aufgabe 10.4), zum anderen verhindert er eine Ubersteuerung
des Multiplikators durch Storsignale auflerhalb des Durchlassbereichs des
Empfingers.
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10.1.5 Einseitenband-Amplitudenmodulation

Die bisher besprochenen Amplitudenmodulationsverfahren mit oder ohne
Tréger haben die Eigenschaft, dass das modulierte Sendesignal m(t) die dop-
pelte Bandbreite des Quellensignals hat (Abb. 10.4). Der Bandbreitedehn-
faktor /8 nach (12.13) hat also die Grofie

Bam = fa)fe=2. (10.12)

An Hand der in Abb. 10.4 im Frequenzbereich dargestellten Signale eines AM-
Ubertragungssystems lisst sich aber sofort einsehen, dass zur Ubertragung
bereits eine Bandbreite von fa = f, geniigt. Hierzu wird das modulierte
Sendesignal, wie Abb. 10.6 zeigt, iiber einen idealen Bandpass Hpp(f) mit
der unteren Grenzfrequenz fy und einer Bandbreite > fA /2 iibertragen. Auch

tHF(®)

/1N

o 0 fg -
/\ M| /\
A 0 fo f
K tHgp(f)
s 0 o f
/ Mg () \
o 0 fo f

e e[ a(r-10)+ 25(+0)]

A7\ N

2% f A 0 fy f 2f e

Abbildung 10.6. Einseitenband-Amplitudenmodulation

aus diesem gefilterten modulierten Sendesignal Mg (f) kann, wie die untere
Zeile von Abb. 10.6 zeigt, ein kohérenter AM-Empfinger durch Multiplikation
mit einem cos-Signal der Frequenz fy und Tiefpassfilterung das Quellensignal
mit Spektrum F(f) zuriickgewinnen. Da dieser Empfénger aber auch Stor-
signale aus dem Bereich des nicht iibertragenen Seitenbandes empfingt, muss
er durch einen Eingangsbandpass Hgp(f) [wie in Abb. 10.6, s. Ubungen 14.9]
erganzt werden.

Dieses Ubertragungsverfahren wird Einseitenband-AM genannt. Entspre-
chend tragt das zuerst besprochene Verfahren auch den Namen Zweisei-
tenband-AM, wobei der im Bereich |f| > fo liegende Teil des Spektrums
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M(f) das obere Seitenband und der Teil im Bereich |f| < fo das un-
tere Seitenband genannt wird. Als Modifikation von Abb. 10.6 kann bei
einem Einseitenband-AM-Verfahren alternativ auch das untere Seitenband
iibertragen werden. Der Bandbreitedehnfaktor nach (10.12) hat bei der
Einseitenband-AM-Ubertragung mit fa = fo die GroBe

Bem = fo/fe = 1.

Das steilflankige Bandpassfilter, das in Abb. 10.6 bei Ubertragung von Sig-
nalen mit tiefer unterer Grenzfrequenz zur Bildung des Einseitenband-AM-
Signals Mg(f) bendtigt wird, ist nur niherungsweise realisierbar. Die Ausle-
gung dieses steilflankigen Filters wird sehr viel einfacher, wenn das Einseiten-
band-Signal zunéchst bei einer niedrigen Trégerfrequenz gebildet und dann
in einer zweiten Modulationsstufe in den endgiiltigen Bereich gebracht wird.

Es ist weiter moglich, Filter niedriger Flankensteilheit zu verwenden.
Das Prinzip zeigt Abb. 10.7. In diesem sogenannten Restseitenband-AM-

/NN
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f 1tHeel)
o | H ! "
«/’ | 2 /— .
_Ifo 0 f0 f —
| Ml
i I
_fo 0 1 fo : f—
TP r-__.,ﬂ_h_d_R_(‘f) * [7 6(f-fo) *7 6(f +fo)]l
-26 fo fg 0 \ fg fo 2f f —

Abbildung 10.7. Restseitenband-Amplitudenmodulation

Verfahren wird der im oberen Seitenband auf Grund der Filterflanke endlicher
Steilheit fehlende Anteil in einem Teil des unteren Seitenbandes iibertragen.
Die Ubertragungsfunktion H: Bp(f) eines geeigneten Filters muss dazu im Be-
reich |f — fo| < fy einen zur Trégerfrequenz fy schiefsymmetrischen Verlauf
besitzen, man nennt diesen Verlauf auch die Nyquist-Flanke des Bandpassfil-
tersS.

Restseitenband-Ubertragungsverfahren haben einen gréBeren Bandbrei-
tedehnfaktor als Einseitenband-AM-Verfahren. Hat die Nyquist-Flanke eine
Breite fx < 2f,, dann ergibt sich nach Abb. 8.7 als Bandbreitedehnfaktor

5 Diese Benennung erfolgt wegen der Analogie mit dem Verlauf der Spektrums von
Trigersignalen, die das erste Nyquist-Kriterium erfiillen (vgl. Abb.8.5).
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Brm = =14+ = (10.13)

e 2fs

Anmerkung: Auch bei Ein- und Restseitenbandiibertragung ist inkohérenter
Empfang moglich, wenn ein hinreichend starkes Trigersignal mit iibertragen
wird. Geringe Verzerrungen sind dabei aber unvermeidlich (Fontolliet, 1986).
Das Verfahren der Restseitenband-Ubertragung mit Triger wird bei der
Ubertragung der Videosignale im Fernsehrundfunk angewandt (mit den
Bandbreiten f, ~ 5,5 MHz und fx ~ 1,5MHz, s. hierzu Abb. 10.8).

a) b)
Sender Empfdnger

Ton- !

v'trager !

1 i . r II
-2-10123456;7{0 ~2-10123456fo'O
MHz MHz

Abbildung 10.8. Fernsehiibertragung (5 MHz-Norm, idealisiert)
a Sendefilter, b Restseitenbandfilter des Empfingers

10.1.6 Storverhalten der linearen Modulationsverfahren

Es wird wieder das PAM-System nach Abb. 10.1 betrachtet, wobei am Ein-
gang des Korrelationsfilters der Impulsantwort h(t) = s(—t) die Summe aus
moduliertem Sendesignal m(t) und weiflem Rauschen n(t) der Leistungsdich-
te Ny liegen soll. Nach den Uberlegungen in den Abschn. 10.1.1 und 8.2 wird
am Ausgang des Korrelationsfilters im stérungsfreien Fall zur Zeit t = 0 ein
Wert g(0) = £(0)p%,(0) = f(0)E, abgetastet.

Der Abtastwert f(0) des Quellensignals kann als Zufallsgrofie mit der
Augenblicksleistung &€ { f? (O)} aufgefasst werden. Am Ausgang des Korrela-
tionsfilters erscheint damit die Augenblicksnutzleistung

Sa=E{g*(0)} = E{F(0)E2} = € {f*(0)} E2. (10.14)

Im Folgenden wird das Quellensignal f(¢) als Musterfunktion eines stati-
ondren Prozesses mit der Leistung & { fQ(O)} = Sy angesechen. Beschreibt
man weiter geméfl der Ableitung von (7.48) die Stérleistung am Ausgang des
Korrelationsfilters als

N = Noppy (0) = Now (0) = NoEs,

dann erhilt man als Nutz-/Storleistungsverhiltnis am Ausgang des Korrela-
tionsfilters



10.1 Lineare Modulationsverfahren 367

S. SyE? Ey

— == =5

N  NoFjs Ny
Wie in Abschn. 12.1.1 schon dargelegt, wird dieses S, /N-Verhiltnis bei Inter-
polation der Abtastwerte durch den Ausgangstiefpass des PAM-Systems nicht
verdndert. Damit gilt (10.15) auch fiir das Ausgangssignal f,(t) des PAM-
Systems. Im Vergleich zu dem PCM-Ubertragungssystem existiert bei PAM-
Systemen also kein Schwelleneffekt. Das S,/N-Verhiltnis am Ausgang des
PAM-Systems ist proportional zum E, /No-Verhiltnis auf dem Ubertragungs-
kanal.

Das gleiche Storverhalten gilt ebenfalls fiir die AM-Ubertragung mit
kohéirentem Empfang, die in Abschn. 10.1.3 als Sonderfall einer PAM-Uber-
tragung mit dem idealen Bandpasssignal als Trégersignal gedeutet wur-
de. Driickt man in (10.15) die Energie Ey der im Abstand T = 1/fa =
1/(2fy) ausgesendeten Bandpasstriagersignale mittels der Tragerleistung S
aus (s. Aufgabe 13.1)

(10.15)

ES - StT = St/fA; (1016)
dann lautet (8.15) mit fa = 2f, auch

Sa St S

— =S5 =5 . 10.17

N T FaANg f2ngo ( )

Damit ist also bei kohdrenter AM-Ubertragung das Nutz-/Storleistungsver-
héltnis am Ausgang des Empfingers gleich der am Eingang des Korrelati-
onsfilters liegenden Nutzleistung mit dem Wert Sk = Sy - .Sy (dimensions-
los), bezogen auf die in einem Band der Quellensignalbandbreite gemessene
Storleistung 2 fy No.

Das gleiche Ergebnis erhélt man auch fiir die kohérente Einseitenband-
AM-Ubertragung (s. Zusatzaufgabe 14.9 in Kap. 14).

Nicht so einfach ldsst sich das Problem der Zweiseitenband-AM-Uber-
tragung mit Tréger iibersehen. Zur Vereinfachung wird zunéchst angenom-
men, dass der Empfinger kohédrent sei. Unter der Voraussetzung, dass die
Nutzleistung mit dem Wert S - S; am Empfangereingang den gleichen Wert
wie im Fall der Zweiseitenband-AM-Ubertragung ohne Triger hat, wird sich
das S,/N-Verhiltnis verschlechtern, da der Triger nicht zur Leistung des
Ausgangsnutzsignals beitriigt. Diese Verschlechterung sei am Beispiel eines
sin-formigen Quellensignals f(t) = asin(27 f1t) berechnet. Bei Ubertragung
ohne Triiger betriigt die Quellenleistung (Aufgabe 6.3) S; = a?/2. Bei Uber-
tragung mit Tréger wird nach (10.8) das Signal fi(t) = a; sin(27 f1t) + A be-
nutzt, dessen nutzbare Leistung a1?/2, betrigt. Die Leistung nach Addition
des Gleichanteils ist jedoch S ¢ = a?/2+ A2, oder mit dem Modulationsgrad
(10.9) auch Si; = a?/2+ a?/p3y- Fiir einen Vergleich wird formal Sy = Sy
gesetzt, so dass

a’/2 = a}/2+ ai /-
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Als Verhéltnis der Leistungen des sin-férmigen Quellensignals f(¢) verglichen
mit dem nutzbaren Anteil in f(¢) folgt damit

a? 2
ar Ham

Einsetzen in (10.17) ergibt als Nutz-/Storleistungsverhéltnis der Zweiseiten-
band-AM mit Triager demnach bezogen auf ein allgemeines sin-férmiges Quel-
lensignal f(t) = asin(27 f1t)

% _ 1 SfSt
N 1+2/uiy 2feNo’

(10.18)

Da der Modulationsgrad nach (10.11) fiir nichtkohérenten Empfang maximal
gleich Eins sein darf, wird das S,/N-Verhiltnis der Zweiseitenband-AM mit
Triger also mindestens um den Faktor 1/(14-2) = 1/3 = —4, 8dB verkleinert.
Das S,/N-Verhiiltnis wird noch geringer, wenn man zusétzlich den Ein-
fluss des nichtidealen Hiillkurvenempféngers beriicksichtigt. Jedoch ldsst sich
dieser Einfluss bei einigermaflen groflem S,/N-Verhiltnis, wie es bei der
Ubertragung analoger Signale fast immer gefordert wird, vernachlissigen.

10.2 Winkelmodulationsverfahren

Die Bezeichnung Winkelmodulation beschreibt Modulationsverfahren, bei de-
nen das Quellensignal die Dehnung eines sinusoidalen Trigersignals steuert.
Mit diesen Modulationsverfahren lassen sich &hnlich wie bei der Pulscodemo-
dulation grofle Bandbreitedehnfaktoren und verbunden damit eine Verbesse-
rung des Storverhaltens im Vergleich zu Amplitudenmodulationsverfahren
erreichen.”

10.2.1 Phasen- und Frequenzmodulation

Bei Winkelmodulations-Verfahren ist das Argument eines cos-féormigen Tré-
gersignals eine Funktion des Quellensignals f(t). Das modulierte Sendesignal
lautet also

m(t) = cos[to(f(t))] = cosltps(2)]- (10.19)

Dieser Zusammenhang zwischen f(¢) und m(t) ist nichtlinear, die Winkel-
modulation gehort daher zu den nichtlinearen Modulationsverfahren. Im Fall
der Phasenmodulation (PM) lautet die Argumentfunktion

g, PM(t) = 2w fot + 2mcf(t), ¢ beliebige, reelle Konstante. (10.20)
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Abbildung 10.9. Beispiel zu a Phasen- und b Frequenzmodulation

Abb. 10.9a gibt ein Beispiel fiir diesen Zusammenhang. Andert sich das Quel-
lensignal nur langsam innerhalb einer Periode 1/fy des Triigersignals, dann
kann ein winkelmoduliertes Signal noch in guter N#iherung als cos-formige
Zeitfunktion beschrieben werden, deren Periodendauer von Periode zu Peri-
ode eine etwas andere Grofie hat. Eine Periode ist dabei die Zeit, in der das
Argument einen Wertebereich der Breite 27 durchlduft. Betrachtet man das
modulierte Signal wahrend der Zeit ¢ bis ¢t + At, dann ist also die Zahl der
auf diesen Zeitabschnitt entfallenden Perioden

Pyt + At) — (1)
2 At '
Dieser Ausdruck kann als mittlere Frequenz des Signals in dem betrachte-
ten Zeitabschnitt interpretiert werden. Lisst man jetzt die Breite At des
Zeitabschnitts gegen Null gehen, dann geht diese mittlere Frequenz in die
sogenannte Augenblicksfrequenz fi(t) zur Zeit ¢ iiber, es wird definiert

o YA =) 1 d
ity = Jim oAt T ondt

Die Augenblicksfrequenz eines phasenmodulierten Signals ist dann mit (10.20)
in (10.21)

by (t). (10.21)

firm(t) = %%[27#@ +2mef(t)] = fo + cf(t). (10.22)

Die Augenblicksfrequenz eines phasenmodulierten Signals &ndert sich also
proportional zur zeitlichen Ableitung des Quellensignals (Abb. 10.9a).

Wird nun dieses Modulationsverfahren so abgeéindert, dass nicht mit dem
Quellensignal f(t) selbst, sondern mit dem laufenden Integral iiber das Quel-
lensignal moduliert wird, dann erhélt man die Frequenzmodulation (FM). Die
Argumentfunktion lautet also entsprechend zu (10.20)

" Zuerst 1936 von dem amerik. Ingenieur Edwin H. Armstrong (1890-1954) de-
monstriert (Anhang zum Literaturverzeichnis).
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t
Y, FM(t) = 27 fot + 2me / f(r)dr, (10.23)

und als Augenblicksfrequenz ergibt sich mit (10.21)®

t
fi,FM(t) = %% 27Tf()t + 2me / f(T)dT = fo -+ Cf(t). (1024)
In Abb. 10.9b ist ein FM-Signal mit dem zugehorigen Verlauf der Augen-
blicksfrequenz dargestellt.

Der Vergleich von (10.23) und (10.20) zeigt, dass die Phasenmodulation
des integrierten Quellensignals ergebnisgleich mit der Frequenzmodulation
des Quellensignals ist. Entsprechend stimmt die Frequenzmodulation des dif-
ferenzierten Quellensignals im Ergebnis mit der Phasenmodulation des Quel-
lensignals iiberein. Beide Modulationsarten lassen sich also einfach ineinan-
der tiberfithren. Aus dem gleichen Grund ist es auch nicht moglich, ohne
Kenntnis des Quellensignals ein FM- und PM-Signal voneinander zu unter-
scheiden. Dieser Zusammenhang ist in Abb. 10.10 als Blockbild dargestellt.
Fiir die technische Ausfiihrung eines Phasen- oder Frequenzmodulators ist

al f(t) Phasen- meu(t) b) f(t) Frequenz- mem(t)
o o fo U o
elt) modulator o'(t) modulator
Integrator Differentiator
Phasen-
—_ F - =  o—
= o— n:sg:g;;r —0 - modulator

Abbildung 10.10. Zusammenhang zwischen a frequenzmoduliertem Signal
mpum(t) und b phasenmodulierten Signal mpw (¢)

eine grofle Zahl von im einzelnen sehr unterschiedlichen Prinzipien bekannt
(Aufgabe 10.3). Im einfachsten Fall wird durch das Quellensignal ein fre-
quenzbestimmendes Bauelement eines Oszillators verdndert, beispielsweise
die Kapazitét einer Varactordiode im Schwingkreis eines Oszillators. Vorteil-
hafter sind Schaltungen, in denen das Ausgangssignal eines Oszillators hoher
Frequenzkonstanz in einer nachfolgenden Stufe phasenmoduliert wird. Fiir
eine eingehendere Ubersicht muss auf die Literatur verwiesen werden (Taub
und Schilling, 1987).

8 Bei Berechnung des laufenden Integrals in (10.24) kénnen Konvergenzschwierig-
keiten auftreten, fiir die zugelassenen Funktionen im Integranden gelten daher
die Bemerkungen in der Fufinote 4 in Kap. 1.
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10.2.2 Spektrum eines FM-Signals

Im allgemeinen Fall ist der Zusammenhang zwischen den Spektren des Quel-
lensignals und des winkelmodulierten Signals recht kompliziert. Jedoch lassen
sich schon einige allgemeine Ergebnisse iiber FM-Spektren ableiten, wenn die
Betrachtung auf ein cos-formiges Quellensignal beschrinkt wird. Dabei sei
aber noch einmal deutlich darauf hingewiesen, dass fiir den Winkelmodulator
als nichtlineares System kein Superpositionsgesetz gilt, es also nicht moglich
ist, aus dem FM-Spektrum bei cos-formiger Modulation auf die Spektren bei
beliebigen Quellensignalen zu schliefen. Mit f(¢) = acos(27fit) in (10.23)
ergibt sich die Argumentfunktion

t

g, FM(t) = 27 fot + 27c / acos(2m f17)dr.

— 00

Da das Quellensignal f(t) fiir ¢ — —oo nicht abklingt, konvergiert das Integral
nicht. Bildet man im Grenziibergang

t t

/ cos(2m f17)dr = lim cos(2m fi7)dr
T—o00

—o00 -T

1 . . 1
o, S2rhit) = lim [zﬂ i

sin(QWflT)} ,

dann stellt der rechte Term fiir jedes beliebige T" einen festen Wert im Bereich
zwischen 1/(27f;) und —1/(27f;) dar. Dieser Ausdruck entspricht einem
festen Winkel im Argument ¢, FM(t), der im Folgenden willkiirlich zu Null
angenommen wird. Damit kann jetzt geschrieben werden

by FM(t) = 27 fot + cfi sin(27 f1t).
1

Setzt man diesen Ausdruck in (10.19) ein, dann ergibt sich mit dem Modula-
tionsgrad pgy, definiert durch

pEN = G (10.25)
1

als FM-Signal
m(t) = cos[2m fot + ppm sin(2m f1)]. (10.26)

Ausdriicke dieser Form koénnen mit Hilfe von Bessel-Funktionen 1. Art n-ter
Ordnung J,,(z) geschrieben werden. Es gilt

cosla + xsin(f)] = Z Jn(2) cos(a+ nf). (10.27)

n=—oo
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Abbildung 10.11. Bessel-Funktionen 1. Art n-ter Ordnung mit den Eigenschaften
J_n(z) = (=1)"Jp(z) und Jp(—z) = (—1)"Jn(x)
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Den Verlauf dieser Bessel-Funktionen zeigt Abb. 10.11. Mit (10.27) in (10.26)
ldsst sich dann ein FM-Signal bei cos-formigem Quellensignal schreiben als

m(t) = Y Jn(prnm) cos(2m fot + n2m fit). (10.28)

n=—oo

Durch Fourier-Transformation folgt als Spektrum des FM-Signals

M(f)= > Jn(/iFM)%[(S(f—fo—nf1)+5(f+fo+nf1)]. (10.29)

n=—oo

Der Betrag dieses Spektrums ist fiir einen Modulationsgrad von ppy = 5
in Abb. 10.12 dargestellt, die Gewichte der Dirac-Impulse entsprechen den
halben Werten der Bessel-Funktionen fiir das Argument pupy = y = 5 in
Abb. 10.11. Das FM-Spektrum ist also bei sin-férmigem Quellensignal ein
Linienspektrum, dessen Dirac-Impulse symmetrisch zur Tragerfrequenz f
im Abstand von Vielfachen der Frequenz f; des Quellensignals liegen. Der
Verlauf der Bessel-Funktionen zeigt, dass die Gewichte der Dirac-Impulse
fiir etwa n > |upm| schnell kleiner werden, so dass das eigentlich unend-
lich ausgedehnte FM-Spektrum praktisch auf die in Abb. 10.12 eingezeichne-
te Breite fa bandbegrenzt ist. Wird ein cos-formiges Quellensignal mit der
hochstmoglichen Frequenz f; = f, tibertragen, dann gilt fiir diese sogenannte
Carson-Bandbreite (Aufgaben 10.7 und 10.10)

fa=2(lprm| + 1) fg. (10.30)

Mit (12.13) ist also der Bandbreitedehnfaktor bei der FM-Ubertragung
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Abbildung 10.12. Betragsspektrum eines FM-Signals bei cos-férmigem Quellen-
signal der Frequenz f; und einem Modulationsgrad ppnv = 5

Brm = a_ 2(|prm| +1). (10.31)
fe

Der Modulationsgrad ist damit auch ein Ma$ fiir die Bandbreitedehnung einer
FM-Ubertragung.

Anmerkung: Ergédnzend sei noch der Modulationshub AF erwéhnt, definiert
als

Mit (10.32) und (10.30) ldsst sich die Carson-Bandbreite dann auch aus-
driicken als

fa=2(AF + fy) . (10.33)

10.2.3 Empfang von FM-Signalen
Ein FM-Empfinger hat die Aufgabe, aus einem FM-Signal nach (10.19)
m(t) = cos[i¢(t)] (10.34)

das modulierte Quellensignal f(¢) moglichst ungestort zuriickzugewinnen. Da
nach (10.24) das Quellensignal bis auf eine Konstante der Augenblicksfre-
quenz proportional ist, muss der Empfinger nach (10.21) die zeitliche Ablei-
tung des Arguments ¢ (t) bilden. Hierzu wird das FM-Signal z.B. zunéchst
differenziert; mit der Kettenregel der Differentiationsrechnung ergibt sich

~dyy(t)
ddt

mi(t) = 3 coslug (1)) = sinfus (1) (10.35)
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Ein geeigneter Hiillkurvenempfiinger (Abb. 10.5b) bildet daraus ein Signal,
das nur der Amplitude dieses amplituden- und winkelmodulierten Signals
proportional ist, also mit (10.21) und (10.24)

mH(t) = %t(t) = Qij)FM(t) = 27Tf0 + 27TCf(t) . (1036)
Nach Abtrennen der Gleichgréfle 27 f; kann das Quellensignal f(t) also
zuriickgewonnen werden. Die beschriebene Anordnung zur Demodulation ei-
nes FM-Signals wird FM- Diskriminator genannt.

Vor dem Eingang des Diskriminators sind in einem vollstdndigen FM-
Empfinger zusétzlich ein idealer Bandpass der Carson-Bandbreite fa und
ein Amplitudenbegrenzer angeordnet. Beide Systeme sollen den Einfluss ad-
ditiver Stérungen verringern, ihr Einfluss wird im n#chsten Abschnitt noch
niher betrachtet. Das vollstiindige Schema eines solchen FM-Empfingers ist
in Abb. 10.13 dargestellt. Die diskutierte Schaltung eines FM-Empfangers

Diskriminator
A\

r )

m(tl+n(t)fig gp g:(t) idBP galt) d gslt) g.lt) folt)
o——fo fA—o——f—o——fo fA——-o— 4“ F—o— —o—ngP —o0
l Differentiator l
Amplitudenbegrenzer Hallkurvenempfdnger

Abbildung 10.13. Schema eines FM-Geradeausempfingers

entspricht bis auf Amplitudenbegrenzer und Differentiator dem Aufbau des
AM-Geradeausempfangers in Abb. 10.5b. Durch Umsetzen des Sendesignals
in einen Zwischenfrequenzbereich lasst sich entsprechend zu Abb. 10.5¢ in
gleicher Weise ein FM-Uberlagerungsempfinger aufbauen.

10.2.4 Stérverhalten der FM-Ubertragung

Zur Berechnung des Stérverhaltens der FM-Ubertragung wird angenommen,
dass einem FM-Signal m(t) der Amplitude A weifles Rauschen n(t) der Leis-
tungsdichte Ny zuaddiert wird. Am Ausgang des Eingangsbandpasses liegt
dann das gestorte Signal

g1(t) = m(t) + nep(t) = Acos[r(t)] + npp(t).

Das Nutzsignal m(t) hat die vom Argument unabhingige Leistung
Sk = A?/2 (Aufgabe 10.9), wihrend die Leistung des Bandpassrauschens
npp(t) nach (9.24) Nx = 2Ny fa betrigt. Das Nutz-/Storleistungsverhiltnis
auf dem Ubertragungskanal ist also
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S S A
Nk 2Nofa 4Nofa’

(10.37)

Zur Berechnung der Storleistung am Empfangerausgang wird im Folgenden
vorausgesetzt, dass fiir dieses Nutz-/Storleistungsverhiltnis Sk /N > 1 gilt.
Unter dieser Bedingung sind in guter Naherung Nutz- und Storleistung am
Empfingerausgang unabhéngig voneinander, und die Storleistung kann un-
ter der Annahme eines verschwindenden Quellensignals f(¢) = 0 berechnet
werden (im Folgenden durch den zusitzlichen Index n gekennzeichnet).

Mit f(t) = 0 in (10.24) und der Darstellung des Bandpassrauschsignals
nach (9.25) durch seine Quadraturkomponenten lautet das Signal g1, () am
Ausgang des Eingangsbandpasses in Abb. 10.13

g1n(t) = Acos(2m fot) + nry(t) cos(2m fot) — nri(t) sin(27 fot)
= [A + nry(t)] cos(2 fot) — nTi(t) sin(27 fot).

Mit einem Additionstheorem? lisst sich dafiir auch schreiben

gin(t) = \/[A + e (£)]2 + n2, (£) cos {%fot + arctan (%)] .

(10.38)

Der in Abb. 10.13 auf den Eingangsbandpass folgende Amplitudenbegrenzer
hat die Aufgabe, die von der additiven Stérung verursachte Amplitudenmo-
dulation dieses Signals zu beseitigen. Unter der Annahme |A| > 1 wird hier
die Amplitude des gestorten Signals ¢y, (t) willkiirlich auf 1 begrenzt. Am
Ausgang des zweiten Bandpasses erscheint dann in guter Niherung

Gan(t) = cos [27r fot + arctan (%)} : (10.39)

Unter der oben angenommenen Voraussetzung Sk /Nk > 1 kann n1.(t) ge-
geniiber A vernachlissigt werden, ebenso ist dann das Argument der arctan-
Funktion so klein, dass die Ndherung arctan = ~ z gilt, damit wird (10.39)
i(t

gon(t) = cos (27Tf0t + nTA()> . (10.40)
Der FM-Diskriminator bildet jetzt gemifl (10.36) die Ableitung des Argu-
ments dieses Signals; mit

d ni(t) 1d

— | 2nfot+ ——— ) =2 ——nTi(t 10.41

dt(wf0+ A ot g " (10.41)

erscheint am Ausgang des Diskriminators nach Abtrennung der Konstanten
27 fo damit als Storterm

9 acos(z) + bsin(x) = vaZ + b2 cos[x — arctan(b/a)].
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Gan(t) = %%nﬂ(t). (10.42)

Nach Abschn. 9.5 ist nr;i(¢) ein Tiefpassrauschsignal der Grenzfrequenz f /2
und der Leistung 2Ny fa. Fiir das Leistungsdichtespektrum dieses Rauschsig-
nals gilt also

Onn1(f) = 2Ng rect <f> . (10.43)
fa
Die Differentiation in (10.42) ldsst sich mit einem LTI-System der Impulsant-
wort ¢'(t) ausfithren, welches nach dem Differentiationstheorem (3.66) eine
Ubertragungsfunktion folgender Form besitzt!® (s. auch Aufgabe 7.11)

§'(t) o—e j2nf. (10.44)

Das Wiener-Lee-Theorem ergibt damit fiir das differenzierte Rauschsignal in
(10.42) ein Leistungsdichtespektrum

(27 f)* (2 f)?

¢nn4T (f) = A2 A2

¢nnT(f) =

2Ny rect <f> . (10.45)
fa
Setzt man wie in (10.37) Sx = A2/2 als Leistung des FM-Signals am
Empfingereingang ein, so ergibt sich nach Ubertragung iiber den am Aus-
gang des Diskriminators liegenden idealen Tiefpass der Ubertragungsfunktion
rect[f/(2fg)], ebenfalls mit dem Wiener-Lee-Theorem, als Leistungsdichte-
spektrum des Ausgangssignals

bune(f) = Sunar(f) [rect (;}gﬂ = 22N et (fog) . (10.46)

Die Leistung des Storterms am Ausgang errechnet sich daraus mit (7.33) zu

Mo I

. 10.47

00 fe
N = / Game ())Af = / (27rf)25%df=2(27f)
— 00 _fg

Zur Veranschaulichung dieser Ableitung sind in Abb. 10.14 die verschiede-
nen zur Ableitung der Storleistung N am Diskriminatorausgang benttigten
Leistungsdichtespektren noch einmal zusammengestellt. Zur Berechnung des
Nutz-/Storleistungsverhiltnisses am Ausgang des FM-Empfingers fehlt jetzt
noch ein Ausdruck fiir die Nutzleistung. In gleicher Weise wie bei der AM-
Ubertragung wird ein sin-formiges Quellensignal angenommen, das FM-
Signal wird dann durch (10.26) beschrieben. Durch Differentiation des Argu-
mentes dieses FM-Signals ergibt sich

10 Diese linear mit der Frequenz ansteigende Ubertragungsfunktion muss nur in-
nerhalb der Bandbreite des Nutzsignals realisiert werden. Eine einfache Technik
verwendet hierfiir zwei versetzte Schwingkreise in Differenzschaltung.
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Abbildung 10.14. Leistungsdichtespektren der Storsignale in einem FM-
Diskriminator

d .
T [27 fot + ppm sin(27 f1t)] = 27 fo + ppm 27 f1 cos(2m f1t).
Nach Abtrennen der Konstanten 27 f, erscheint also als Ausgangssignal des
Diskriminators im ungestorten Fall

fe(t) = prm2m f1 cos(2m f1t). (10.48)

Die Leistung dieses Signals ist bei konstantem Modulationsgrad ppy maximal
fiir fi = f; und hat dann den Wert

1
&:iwmwgﬂ (10.49)

In Bezug auf diese Leistung ergibt sich mit (10.47) dann das gesuchte S,/N-
Verhiltnis am Ausgang des FM-Systems (fiir Sk /Nx > 1) mit Nx = 2f, Ny
zu

% _ %(NFMQng)z _§ 2 Sk

= S HFM :
N 2(2W)2SNTS%§ 2 2ngO

(10.50)

Diese Beziehung ist in Abb. 10.15 als linearer Bereich dargestellt. Nach
(10.17) ergab sich bei der kohéirenten Ubertragung mit einem AM-Signal der
gleichen iibertragenen (normierten) Leistung S;S; = Sk iiber einen Kanal
der ebenfalls gleichen Storleistungsdichte Ny ein Verhiltnis von

Sa Sk

N = 2f,Ny
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Abbildung 10.15. Stérverhalten der FM-Ubertragung

Dieser Zusammenhang ist ebenfalls in Abb. 10.15 eingetragen. Im Vergleich
mit (10.50) ist also das Nutz-/Stérleistungsverhéltnis der FM-Ubertragung
um den Faktor (3/2)u2,; besser. Mit (10.31) lisst sich dieser Faktor auch
durch den Bandbreitedehnfaktor Spy ausdriicken: Mit |pupMm| ~ Bra /2 ist die
Verbesserung ~ (3/8)32,;; das Nutz-/Stérleistungsverhéltnis steigt also et-
wa quadratisch mit dem Mehraufwand an Bandbreite an. Fiir ein bestimmtes
Nutz-/Storleistungsverhiltnis Sk /N auf dem Kanal kann aber das S,/N-
Verhiltnis nicht beliebig verbessert werden. In der N#herung von (10.39)
durch (10.40) war némlich ein Verhiltnis Sk/Nk > 1 vorausgesetzt wor-
den. Mit fa = 2|upm|fe nach (10.30) in (10.37) ldsst sich diese Bedingung
umschreiben in

Sk
2fsNo

> 2|prm| = Bru.

Je grofer der Bandbreitedehnfaktor Sry wird, desto grofler muss also auch
das Nutz-/Storleistungsverhiltnis im Ubertragungskanal sein, damit die Vor-
teile der FM-Ubertragung gewahrt bleiben. Unterhalb einer in Abb. 10.15
als sogenannte FM-Schwelle eingezeichneten Grenze wird das Ubertragungs-
verhalten sehr schnell verschlechtert. Ein dhnliches Schwellenverhalten zeigte
sich bereits bei der PCM-Ubertragung. Es ist, wie im Abschnitt 12.2 noch ge-
zeigt wird, allen Ubertragungsverfahren mit Stérabstandsverbesserung durch
Bandbreitedehnung eigen.

Anmerkung: AbschlieBend sei noch kurz das Preemphasis-Verfahren erwéhnt,
mit dem das Storverhalten der FM-Ubertragung weiter verbessert werden
kann. Wie der Verlauf des Storleistungsdichtespektrums ¢, (f) am Ausgang
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des Ubertragungssystems zeigt (Abb. 10.14), werden die hochfrequenteren
Anteile eines iibertragenen Quellensignals stérker gestort. Durch Anheben
dieser Anteile mit einem Preemphasis-Filter im Sender und passendes Ab-
senken mit einem Deemphasis-Filter im Empfanger kann das gesamte Nutz-
/Storverhéltnis um etwa 6 dB erhoht werden (Taub und Schilling, 1987).

10.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die wichtigsten linearen und nichtlinearen Modula-
tionsverfahren zur Ubertragung analoger Quellensignale eingefiithrt. Fiir die
linearen Modulationsverfahren bildete wieder das Korrelationsfilter-Konzept
den Ausgangspunkt, von dem her sich die Pulsamplitudenmodulation und die
Amplitudenmodulation nahtlos entwickeln lieBen. Etwas andere Uberlegungen
galten fiir die zunéchst theoretisch nicht so gut einzuordnenden Winkelmo-
dulationsverfahren. Auf Grund der nichtlinearen Funktionsweise ergeben sich
hier nach der Modulation vielfiltige Kopien des Spektrums, deren Verlauf
zumindest fiir den Fall sinusoidaler Nutzsignale analytisch bestimmt werden
konnte. Es wurde gezeigt, dass sich die damit einhergehende Bandbreitedeh-
nung prinzipiell vorteilhaft auswirkt, weil das S,/N-Verhiltnis nach Demo-
dulation hoher werden kann als das E/Ny-Verhéltnis am Empfingereingang.
Sowohl die linearen als auch die nichtlinearen analogen Modulationsverfahren
haben dariiber hinaus ihre Entsprechungen bei Verfahren der Binériibertra-
gung: Amplituden- und Mehrpegeltastung bzw. Phasen- und Frequenztas-
tung. Insofern tragen die in diesem Kapitel gewonnenen Erkenntnisse auch
dazu bei, die Binariibertragungsverfahren, insbesondere in Hinblick auf ihre
resultierenden Frequenzspektren, noch besser zu verstehen.

10.4 Aufgaben

10.1 Gegeben ist ein PAM-Ubertragungssystem mit der Taktzeit 7' und
einer Triigerfunktion s(¢) = rect(¢/to)/v/1o-

Berechnen Sie die Gesamtiibertragungsfunktion des Systems bei Korrela-
tionsfilter-Empfang, wenn mit T < ty < 27T das 1. Nyquist-Kriterium nicht
erfiillt ist. Skizzieren Sie die Ubertragungsfunktion fiir to = 1,257 und T =
125us = 1/(2f,).

10.2 In dem AM-Signal m(t) = f(t)cos(2mfot) soll das TP-Signal f(t)
der Grenzfrequenz f, < fo durch Multiplikation mit cos[27 fot — ¢(¢)] und
Tiefpassfilterung zuriickgewonnen werden.

a) Wie lautet das demodulierte Signal f.(¢), wenn der Empfingeroszillator
einen konstanten Phasenfehler ¢(t) = ¢o hat?
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b) Wie ist das Ergebnis bei einem konstanten Frequenzfehler Af < fy, also
o(t) =2nAft?

10.3 Ein Quellensignal der Form
f(t) = acos(2m f1t) + % cos(dmfit + ¢) (¢ Dbeliebig)

wird im Zweiseitenband-Modulationsverfahren mit einem Tragersignal der
Amplitude A und der Frequenz fy = 10f; iibertragen.

a) Wie grof8 darf a/A hochstens werden, damit keine Ubermodulation nach
Bedingung (10.7) auftritt? Zeichnen Sie das Betragsspektrum des modu-
lierten Sendesignals m(t).

b) In einem vereinfachten Hiillkurvenempfianger nach Abb. 10.5b wird der
Betrag des modulierten Sendesignals gebildet. Berechnen und skizzieren
Sie das Betragsspektrum von |m(t)].

Hinweis: Beschreiben Sie die Betragsbildung als Multiplikation mit einer pe-
riodischen Rechteckfunktion nach Aufgabe 4.7b.

10.4 Gegeben ist ein nichtkohirenter AM-Uberlagerungsempfiinger fiir den
Mittelwellenbereich (0,5 MHz < fy < 1,5 MHz). Die Grenzfrequenz des Quel-
lensignals f(t) betrage f; = 5kHz (Abb. 10.16).

m(t) =

f(t) cos(2nfot)

el X |deBaFier Né TP

cos (2mfut)

Abbildung 10.16. Uberlagerungsempfiinger

a) Geben Sie den Zusammenhang zwischen fy, fu und der Mittenfrequenz
fzr des Bandpasses an.

b) Zeigen Sie, dass der Uberlagerungsempfiinger i. Allg. aufier dem Signal
m(t) mit der Triagerfrequenz fy zusétzlich ein zweites Signal mit einer
Tragerfrequenz fos (Spiegelfrequenz) empfingt.

Wie ldsst sich der Empfang der Spiegelfrequenzsignale unterdriicken
(Abb. 10.5¢)?

¢) Wie grofl muss fzr mindestens sein, wenn die Spiegelfrequenzsignale
auBerhalb des MW-Bereiches liegen sollen?

Welche Zwischenfrequenz ergibt sich unter den gleichen Bedingungen fiir
den UKW-Bereich (88 MHz < fy < 108 MHz nach US-Norm)?
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d) In welchem Bereich muss fy variiert werden kénnen (bei fzp wie unter
Frage c)?

e) Wie groB sind die Bandbreiten der Filter zu wihlen?

f) In modernen integrierten Schaltungen kénnen bei Wahl einer hohen Zwi-
schenfrequenz fzrp > fy die Spiegelfrequenzsignale durch einen festen Tief-
pass unterdriickt werden.

Wie sind im MW-Bereich die Grenzfrequenzen f; o eines solchen Tief-
passfilters (nach Abb. 4.31) fiir fzrp = 1,6 MHz zu wihlen?

10.5 Gegeben ist die in Abb. 10.17 gezeigte Modulatorschaltung mit
H(f) = —jsen(f) = —j[2e(f) — 1] (Aufgabe 10.6), f(t) sei gleichanteilfrei.

X

cos 2nfot

f(t) mit)
o—4 :>——o

sin 21 fot

HI(f) X

Abbildung 10.17. Einseitenbandmodulator

a) Stellen Sie H(f) nach Betrag und Phase dar. Berechnen Sie
h(t) o—e H(f) und zeigen Sie, dass das System H(f) die Hilbert-
Transformation ausfithrt (Aufgabe 5.14).

b) Zeigen Sie am Beispiel des Quellensignals aus Aufgabe 10.3, dass die Schal-
tung einen Einseitenbandmodulator darstellt.

¢) Welches Seitenband wird erzeugt? Verdndern Sie die Schaltung so, dass
das andere Seitenband erzeugt wird.

10.6 Gegeben ist folgende Schaltung (Abb. 10.18)

s(t) glt)
o—o TP X HP X TP —o

fg fg fg

)
2 sinangtUZ cos 2nfgt

Abbildung 10.18. Hilbert-Transformator. TP: idealer Tiefpass der Grenzfrequenz

e
HP: idealer Hochpass der Grenzfrequenz f; (Aufgabe 5.3)
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a) Berechnen Sie die erlaubte Grenzfrequenz der Signale fiir eigeninter-
ferenzfreien Empfang.

b) Zeigen Sie, dass die Schaltung im Bereich 0 < |f| < f, die Ubertragungs-
funktion des , Hilbert-Transformators® H(f) aus Aufgabe 10.5 realisiert.

10.7 Ein UKW-Rundfunksender (fo = 90MHz) wird mit einem sin-for-
migen Signal der Frequenz f; = f, = 15kHz frequenzmoduliert. Der Modu-
lationshub betragt AF = 75 kHz.

a) Zeichnen Sie mafistiblich das Spektrum des Ausgangssignals, und kenn-
zeichnen Sie die Carson-Bandbreite.

b) Berechnen und skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der Augenblicksfre-
quenz.

10.8 Gegeben ist die in Abb. 10.19 gezeigte Schaltung (Armstrong-Modula-
tor). Zeigen Sie, dass m(t) fiir |a| < 1 ein phasenmoduliertes Sendesignal ist.

sin2mfyt /7 Cos 2nfyt
O/

m(t)

fit) =

o— X

a sin2nft

Abbildung 10.19. Armstrong-Modulator

10.9 Berechnen Sie die Leistung des FM-Signals nach (10.26).

10.10 Skizzieren Sie FM-Spektren gem&fi Abb. 10.12 fiir die Modulations-
grade pupyv = 1,3 und 7, und kennzeichnen Sie die Carson-Bandbreite und
den Modulationshub.

10.11 Bei der FM-Stereofonie-Ubertragung (nach FCC-Norm) werden die
Quellensignale r(t) und I(t) (Grenzfrequenz f, = 15kHz) in der Multiplex-
schaltung nach Abb. 10.14 kombiniert.

a) Entwerfen Sie eine Schaltung, die aus den Summensignalen I(¢) — r(¢) und
I(t) + r(t) die Signale I(t) und r(t) zuriickgewinnt.

b) Skizzieren Sie das Spektrum M (f)| des Multiplexsignals m(t).

c) Entwerfen Sie eine geeignete Empféngerschaltung zur Riickgewinnung der
Signale r(t) und I(t) aus m(¢).

d) Begriinden Sie die Lage der Pilotfrequenz f;,.

10.12 Zeigen Sie, dass die in Abb.10.21 dargestellte ,,Quadratur“-Schaltung
fiir die FM-Demodulation verwendet werden kann. Was ist bei der Auslegung
des Differentiators zu beachten?
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Abbildung 10.21. FM-Demodulator basierend auf Quadratur-Schaltung
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11. Multiplexverfahren

Die bisherigen Betrachtungen gingen davon aus, dass ein Nachrichtenkanal
von einem einzelnen Nutzer verwendet wird. Die Binériibertrangs- und Mo-
dulationsverfahren dienten dazu, jeweils ein einziges Quellensignal moglichst
fehlerfrei tiber gestorte Tiefpass- oder Bandpasskanile zu iibertragen. Es wird
nun gefordert, gleichzeitig mehr als ein Quellensignal iiber einen gemeinsa-
men Kanal iibertragen zu kénnen. Diese Multiplez- U bertragung oder Vielfach-
Ubertragung ist nicht umgehbar, wenn nur ein einziger Ubertragungskanal
verfiigbar ist, beispielsweise der die Erde umgebende Raum fiir ungerich-
tete Funkverbindungen. Die Multiplex-Ubertragung ist aber auch aus wirt-
schaftlichen Griinden sinnvoll, wenn Tausende von Zweidrahtleitungen einer
Fernsprechstrecke durch ein einziges, viel billigeres Koaxial- oder Lichtleiter-
kabel ersetzt werden kénnen. Einfache Multiplexverfahren lassen sich direkt
aus den linearen Modulationsverfahren herleiten. Heute werden aber, bei-
spielsweise in der DSL-Ubertragung, in den Mobilfunksystemen der dritten
und folgender Generationen, in drahtlosen lokalen Netzen oder im digitalen
Ton- und Fernsehrundfunk, aufwéndigere Multiplexverfahren eingesetzt, die
sich praktisch nur noch mit Methoden der digitalen Signalverarbeitung reali-
sieren lassen. Als typische Vertreter werden Codemultiplex-, Raummultiplex-
und Mehrfachtriager-Verfahren behandelt.

11.1 Lineare Multiplex-Verfahren

Verfahren der linearen Multiplex-Ubertragung werden hier in einer allge-
meinen Form beschrieben, die sich als Korrelat1onsﬁ1ter—Empfang bei PAM-
Ubertragung, bei binéirer oder auch bei mehrwertiger digitaler Ubertragung
deuten lisst. Es wird wieder vorausgesetzt, dass fiir die Multiplex-Ubertra-
gung ein verzerrungsfreier, aber moglicherweise durch additives weiles Rau-
schen gestorter Kanal vorhanden ist. Die Aufgabe besteht darin, die zu Zeit-
punkten nT erzeugten Nutzsignalwerte f; , aus () verschiedenen Nachrich-
tenquellen mit unterschiedlichen Trigersignalen s;(¢) additiv iiberlagert iiber
einen einzigen Kanal zu iibertragen. Die Werte f; , konnen dabei entweder
Abtastwerte f;(nT) eines bei PAM iiblicherweise bandbegrenzten analogen
Quellensignals f(t) oder Quellensymbole a,, bzw. b,, (binir oder mehrwertig)
einer digitalen Quelle sein. Das Prinzip ist in Abb. 11.1 dargestellt. Setzt sich

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_11, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Abbildung 11.1. Schema eines linearen Multiplex-Systems

das Multiplex-Signal m(t) aus @ einzelnen modulierten Sendesignalen m,(t)
zusammen, dann gilt

Q 0o
:Z Z finsi(t —nT) . (11.1)

1=1 n=—o0

m;(t)

Der Empfanger besteht aus @ eingangsseitig parallel geschalteten Korrela-
tionsfilter-Empfiingern fiir die einzelnen Tréigersignale s;(t), deren Ausgénge
anschliefend zum optimalen Zeitpunkt abgetastet und vor der Ausgabe an
die Nachrichtensenke entweder einer Tiefpassfilterung zur Rekonstruktion des
Analogsignals (bei PAM) oder einem Entscheider (bei Digitaliibertragung)
zugefithrt werden. Das Ausgangssignal des j-ten Korrelationsfilters mit Im-
pulsantwort s;(—t) lautet dann zum Abtastzeitpunkt ¢ = 0 zur Rekonstruk-
tion von f;,—o im stérungsfreien Fall

95(0) = m(t) * s;(=t)|i=0

Q %)
Z Z anPJz nT). (11.2)

Soll nun g;(0) nur den Wert f; op%;(0) annehmen, so dass alle anderen Werte
fin sowohl des eigenen Nutzsignals (Eigeninterferenzen) als auch der Signa-
le der anderen Nutzer (Fremdinterferenzen, Nebensprechstorungen) keinen
Beitrag liefern, dann miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

cp?j(nT) =0 fiir n#0 und

B L - (11.3)
@5;(nT) =0 fiir alle n und 7 # j mit 1 <i,j < Q.

In gleicher Weise lésst sich zeigen, dass diese Bedingungen auch fiir beliebige
andere Abtastzeitpunkte 7" zum ungestérten Empfang von f;,, hinreichend
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sind. Gleichung (11.3) stellt eine Kombination von Orthogonalititsbedingung
und 1. Nyquist-Kriterium dar. Zu beachten ist, dass Nebensprechstorungen
oftmals viel kritischer als Eigeninterferenzen sind und sich auch schwerer
beseitigen lassen.

Wie in Abschn. 8.6 vereinfachen sich die Bedingungen (11.3) fiir zeitbe-
grenzte Tragersignale der Dauer < T auf die iibliche Orthogonalitéitsbedin-

gung
¢5:(0) =0 firi#jmit 1 <i,j <Q. (11.4)

Als zusétzliche Bedingung wird i. Allg. gefordert, dass alle Trégersignale glei-
che Energie haben, also

cp?j(()) = F =const. mit 1<j<Q. (11.5)

Bei Einhalten dieser Bedingungen wird das S,/N-Verhiltnis der PAM-
Multiplexsysteme bei Storung durch weifles Rauschen wieder nur durch
(10.15) bestimmt, bzw. entspricht bei digitaler Ubertragung vollstindig
demjenigen des entsprechenden Ubertragungsverfahrens bei alleiniger Ver-
wendung, wie fiir die verschiedenen Varianten in Kap. 8 bzw. 9 beschrieben.

Zwei Beispiele zeitbegrenzter Orthogonalfunktionssysteme, die sin-cos-
Impulsfunktionen und die Walsh-Funktionen, wurden bereits in Abb. 8.13
vorgestellt. Beide Systeme von Trédgersignalen erfiillen die hier abgeleite-
ten Bedingungen und sind daher allgemein zur Verwendung in Multiplex-
Systemen geeignet (s. Abschn. 10.2.2). Im Folgenden werden Zeit- und Fre-
quenzmultiplexverfahren in Abschn. 11.2 bzw. 11.3 beschrieben. Code-, Mehr-
fachtrager- und Raummultiplexverfahren, die in Zusammenhang mit draht-
losen und Mobilfunksystemen der neueren Generationen groflere Bedeutung
erlangt haben, werden in Abschn. 11.4 bis 11.6 etwas ausfiihrlicher darge-
stellt!. Es sei hier bereits angemerkt, dass die verschiedenen behandelten
Multiplexverfahren sich teilweise in ihren Vorteilen ergdnzen und daher auch
h#ufig miteinander kombiniert werden; Hinweise darauf finden sich im vor-
liegenden Kapitel an vielen Stellen.

11.2 Zeitmultiplex-Ubertragung

In synchronen Zeitmultiplex-Systemen werden als Trigersignale hiaufig Im-
pulssignale der begrenzten Dauer Ty < T/@Q benutzt, die nach einem re-
gelmiBigen Schema iiberlappungsfrei gegeneinander versetzt sind?. Als Bei-
spiel sind in Abb. 11.2 die Tragersignale

! Engl.: TDM, FDM, CDM, SDM (fiir Time, Frequency, Code, Space Division
Multiplex) oder TDMA, FDMA, CDMA, SDMA (fir [T|F|C|S] Division
Multiple Access).

2 Die Orthogonalitéit und damit Interferenzfreiheit ist in diesem Fall nahezu trivial
gegeben, allerdings ist zur verzerrungsfreien Ubertragung zeitbegrenzter Impulse
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si(t) = rect (t_(Z_TOl)T/Q) ,i1=1,2,...,Q (11.6)

fiir ein Multiplex-System mit ) = 4 Kanélen dargestellt. Sofern Sender bzw.

S1(t)T j
-i- s4(t-T)
[[] { i
0 T t—
sa(t)} i saft-T)
[ ] A
0 T t—
SO 1o |
0 T l l t—=
SL(f)T i
[ 1
0 T t—

Abbildung 11.2. Tragersignale eines Zeitmultiplex-Systems

Empfénger fiir alle Q Nutzsignale in einem Gerédt zusammengefasst werden
konnen, kann der Aufbau eines Zeitmultiplexsystems im Vergleich mit dem
allgemeinen Schema Abb. 11.1 vereinfacht werden, da alle Trigersignale die
gleiche Form haben. In Abb. 11.3 ist diese Modifikation dargestellt, Sendefil-
ter s(t) und Korrelationsfilter s(—t) werden hier fiir alle Nutzsignale gemein-
sam verwendet. Die zeitliche Verschachtelung wird dadurch erreicht, dass die
Abtastzeiten in den einzelnen Zweigen in der gewiinschten Reihenfolge um
jeweils T'/Q gegeneinander verzogert sind.

Anmerkung: Synchrone Zeitmultiplex-Systeme erfordern eine prézise Syn-
chronisierung, um im Empfanger die zeitlich sehr eng tolerierten Steuersignale
fiir die Abtastsysteme bereitzustellen; ansonsten wiirden moglicherweise die
Nutzsignale falsch zugeordnet empfangen. Hierfiir werden teilweise spezielle
Synchronisationssignale in den Multiplex eingefiigt. Bei Digitaliibertragung
mit Zeitmultiplex ist es auch durchaus {iblich, mehrere zu einer einzelnen
Quelle gehorende Datensymbole direkt nacheinander als Datenpaket zu sen-
den. Dies kann entweder mit einer jeweils festgelegten Anzahl synchron oder
nach Bedarf, auch vollstandig asynchron, erfolgen. Letztere Methode erfor-
dert fiir jedes Datenpaket einen sogenannten header (Adresskopf), der die

prinzipiell ein Kanal sehr groler Bandbreite erforderlich. Sofern nur ein bandbe-
grenzter Kanal verfiigbar ist, konnen auch Approximationen der si-Funktion oder
andere Impulse eingesetzt werden, welche das 1. Nyquist-Kriterium in Hinblick
auf den Zeitabstand T'/Q erfiillen miissen.
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Abbildung 11.3. Schema eines Zeitmultiplex-Systems mit gemeinsam verwende-
ten Sendeimpulsformer- und Korrelationsfiltern

Information enthélt, fiir welchen Empfinger das Paket bestimmt ist; alter-
nativ kann iiber einen Vereinbarungsmechanismus geregelt werden, welche
Benutzer zu welcher Zeit Zugriff auf den gemeinsamen Kanal haben. Asyn-
chrone Zeitmultiplexverfahren mit variablen Datenraten fiir die einzelnen
Ubertragungen werden beispielsweise bei den Transportverfahren fiir das In-
ternet angewandst.

11.3 Frequenzmultiplex-Ubertragung

Die Tragersignale bei Frequenzmultiplez-Systemen sind im fiir die Betrach-
tung einfachsten Fall ideale Bandpasssignale (modulierte si-Funktionen) einer
Bandbreite fa, die im Frequenzbereich iiberlappungsfrei um eine Frequenz
Ja = foqi+1) — foi > fa gegeneinander versetzt sind. Entsprechend (10.3) gilt

Si(f) = rect (f —}_AfOi> + rect (f ;AfOi) ) (11.7)

Abb. 11.4 zeigt einige Tragersignale im Frequenzbereich. Da die Tragersignale
im Frequenzbereich nicht iiberlappen, gilt fiir ihre Kreuzenergiedichtespek-
tren und damit ihre Kreuzkorrelationsfunktionen nach (6.25)

i (f) =Si(f)S;(f)=0
I fiir i 7 J. (11.8)
i; () =0

Die Nebensprechbedingung ist bei diesem Ubertragungsverfahren bemer-
kenswerterweise also nicht nur zu den Abtastzeitpunkten nT' erfiillt, wie
in (11.3) gefordert, sondern fiir alle Zeiten. Damit koénnen die einzelnen
Nutzsignale auch ohne Einhalten bestimmter Synchronisationsbedingungen
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Abbildung 11.4. Spektrum der Trégersignale eines Frequenzmultiplex-Systems

durch die Empfangsfilter in den einzelnen Zweigen getrennt werden; das
Frequenzmultiplex-Verfahren lésst sich daher ohne Gefahr von Nebensprech-
Interferenzen vollstindig asynchron betreiben®.

Mit #hnlichen Uberlegungen wie in Abschn. 9.2 und 10.1 lisst sich

die Schaltungstechnik eines Frequenzmultiplex-Verfahrens durch kohérenten
Empfang vereinfachen. Bei digitaler Ubertragung wird jeder einzelne Zweig
nach Abb. 9.4 bzw. entsprechenden Erweiterungem fiir die Quadraturmo-
dulation, bei PAM nach dem entprechenden Prinzip in Abb. 10.2 aufge-
baut. Wird letzteres nach dem Muster von Abb. 10.3b weiter vereinfacht,
dann erhilt man das in Abb. 11.5 gezeigte Schema eines kohédrenten ana-
logen Frequenzmultiplex-Systems in Zweiseitenband-AM-Technik. Kohérenz
braucht dabei nur zwischen den beiden Oszillatoren des gleichen Einzelka-
nals eingehalten zu werden, die Oszillatoren der verschiedenen Einzelkanéle
diirfen dagegen asynchron laufen. Auch die Kohdrenzbedingung innerhalb ei-
nes Einzelkanals darf aufgegeben werden, wenn fiir den Empfang Hiillkurven-
empfinger verwendet werden. Dieses Verfahren ist beispielsweise bei der AM-
Rundfunkiibertragung iiblich.
In einer weiteren Modifikation ist auch die Einseitenbandmodulation nach
Abschn. 10.1.5 in den Einzelkanilen moglich. Solche Einseitenband-Frequenz-
multiplex-Verfahren waren als sog. Tragerfrequenzverfahren fiir lange Zeit das
Standardsystem zur Ubertragung von analogen Fernsprechsignalen. GroBe
Frequenzmultiplex-Systeme sind h#ufig wieder in Ebenen hierarchisch aufge-
baut.

In Frequenzmultiplexsystemen entstehen Nebensprechstérungen haupt-
séchlich durch nichtlineare Verzerrungen des Multiplexsignals, deshalb miis-
sen Zwischenverstirker extrem linear ausgelegt werden.

3 Aus dem genannten Grund kénnen bei Frequenzmultiplex die einzelnen
Ubertragungen so interpretiert werden, als wiirden sie in vollstdndig separaten,
aber bandbegrenzten , Einzelkandlen® stattfinden.
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Abbildung 11.5. Schema eines kohérenten analogen AM-Frequenzmultiplex-
Systems

Abschlieflend sei noch angemerkt, dass besonders in der Frequenzmulti-
plex-Technik die verschiedensten Modulationsverfahren kombiniert werden
konnen, wenn nur die Spektren der modulierten Sendesignale der Einzelkanile
iiberlappungsfrei sind und daher durch entsprechende asynchrone Empfanger
getrennt werden konnen.

11.4 Codemultiplex-Ubertragung

In Mobilfunksystemen sind die Ubertragungskaniile durch eine schnell wech-
selnde Mehrwegeausbreitung charakterisiert. Dies bedingt im Zeitbereich
kurzzeitige und im Frequenzbereich schmalbandige Einbriiche der Ubertra-
gungseigenschaften, das sog. frequenzselektive Fading (vgl. Anhang 9.9.2).
Daher sind hier Multiplexsysteme mit Trigersignalen in Form schmaler Im-
pulse oder mit schmalen Spektren ungiinstig. Geeigneter sind Trégersignale,
die sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich ausgedehnt sind, also ein
hohes Zeit-Bandbreiteprodukt besitzen. Allerdings muf8 dann im Sinne einer
okonomischen Ausnutzung der zur Verfiigung stehenden Ubertragungsband-
breite gefordert werden, dass viele Nutzer gleichzeitig auf das verfiigbare Fre-
quenzband zugreifen. Die Trennung der einzelnen Signale kann nur erfolgen,
wenn jeder der Nutzer hierzu sein eigenes spezifisches Trégersignal verwen-
det. Nur bei Kenntnis dieses Signals, das einen den Zugriff erlaubenden Code
darstellt, ist dann iiberhaupt ein Empfang moglich. Hierher riithrt die Be-
zeichnung derartiger Multiplex-Systeme als Code Division Multiple Access
(CDMA). Ohne Kenntnis des Codes stellt sich das empfangene Signal, wel-
ches sich durch Uberlagerung der Sendesignale aller Nutzer ergibt, als Rau-
schen mit innerhalb des genutzten Frequenzbandes konstantem Spektrum
dar. Anzumerken ist, dass CDMA-Systeme bereits seit den 50er Jahren in
der militdrischen Nachrichtentechnik verwendet werden: Zum einen sind sie
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aus den oben genannten Griinden unempfindlicher gegen gewollte schmal-
bandige Storsignale, zum anderen erschweren die rauschihnlichen Triger ein
unerwiinschtes Abhoren. Weitere Beispiele fiir weltweit eingefiihrte asynchro-
ne CDMA-Systeme sind die Ubertragungsverfahren der satellitengestiitzten
globalen Navigationssysteme (Global Positioning System = GPS-System, wie
NAVSTAR und GLONASS).

Im Folgenden wird zuniichst das sogenannte Direct-Sequence-CDMA-Ver-
fahren beschrieben, welches bisher die am meisten eingesetzte Variante dar-
stellt. Am Schluss dieses Abschnitts folgt noch eine kurze Einfiihrung in die
Frequency-Hopping-CDMA-Methode.

11.4.1 Direct-Sequence-CDMA

Die 'Direct Sequence-’ (DS-)CDMA-Technik wird u.a. in den Mobilfunk-
systemen der 3. Generation (UMTS, Universal Mobile Telecommunication
System) angewandt. Das Prinzip wird zunéichst an Hand von Abb. 11.6 am
Beispiel einer Basisband-Ubertragung erliutert: Ein bipolares Nutzsignal mit
Bittakt T wird mittels einer ebenfalls bipolaren Codefolge c(t) moduliert,
die sich in einzelne Chip-Intervalle der Dauer T, = T/M zerlegen lisst;
das Verhiltnis von Bittakt zu Chipdauer (M) sei ganzzahlig. Reziprok zur
Verkiirzung der Chipdauer erhoht sich der Bandbreitebedarf der Ubertragung
um den Faktor Scpma = M. Dieses Prinzip der Frequenzspreizung (’spread
spectrum’) ist in Abb. 11.7 dargestellt. Es wird nun davon ausgegangen, dass
moglichst viele Benutzer die zur Verfiigung stehende Bandbreite gleichzei-
tig belegen, ohne dass die Ubertragungsqualitit fiir den einzelnen Nutzer in
unakzeptabler Weise leidet. In diesem Zusammenhang ist aber eine erwei-
terte Betrachtungsweise der Storcharakteristik erforderlich: Bisher wurde als
mogliche Storung ein weisses Rauschen mit GauB-Verteilung angenommen.
Bei CDMA-Ubertragung sind hingegen die durch die anderen Benutzer ver-
ursachten Interferenzen als hauptséchliche Stérquelle zu betrachten, d.h. die
Ubertragungsqualitiit wird in erster Linie davon abhiingen, wie viele Benutzer
gleichzeitig auf denselben Kanal zugreifen. Dies wird im Folgenden gezeigt.
Das Blockschaltbild eines kohérenten DS-CDMA-Senders und -Empféangers
ist in Abb. 11.8 gezeigt?. Es wird eine zweistufige Modulation mit der Codefol-
ge ¢(t) und einem Kosinustriger der Mittenfrequenz f betrachtet, insgesamt
entspricht dies einer Bipolariibertragung (PSK) der Codefolge; andere Uber-
tragungsarten sind moglich. Die fiir einen bei ¢t = nT beginnenden Bittakt
generierte Codefolge® besitzt die Dauer T mit

4 Das in Abb. 11.7 und 11.8 gezeigte Verfahren ist streng genommen nur bei recht-
eckférmigem st (t) giiltig.

® Es kann entweder fiir jeden Bittakt dieselbe Codefolge verwendet, oder eine iiber
die Bittaktgrenzen fortlaufende Zufallsfolge von Werten ci generiert werden; im
Beispiel von Abb. 11.6 ist die letztere Variante gezeigt.
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Abbildung 11.8. Blockschaltbild einer kohdrenten DS-CDMA-Sender- und

Empfinger-Konfiguration
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M—1
t— kT, 1
en(t) = kz_o ¢k - rect ( T 2) , (11.9)

so dass die fortlaufende Folge

oo

ct)= > cn(t—nT) (11.10)

n—=—oo

generiert wird. Die Chips der verwendeten Codefolgen seien sowohl innerhalb
der Bittakte als auch iiber die Bittaktgrenzen hinweg unkorreliert, d.h. es soll
gelten

S{ci} fir k=1

11.11
0 sonst, ( )

E{eva} = {

sowie unter der Annahme, dass Werte ¢, = +1 gleich wahrscheinlich seien,
E{ecx} =0 E{}=1. (11.12)

Mit®

2E, to1
ST(t) = T rect T — 5

ergibt sich bei bipolarer Ubertragung (a,e{—1,1}) ein moduliertes Signal

c(t) - cos(2m fot) . (11.13)

Der Empfinger ist ein Korrelationsfilter-Empfinger unter Annahme koh#-
renten Empfangs. Am Empfingereingang tritt ein Signal r(¢) = m(t) + i(t)
auf, wobei i(t) die Interferenzen durch andere Benutzer oder auch durch
Mehrwegeempfang (vgl. Anhang 9.9.2) charakterisiert. Es ergibt sich zu den
Abtastzeitpunkten am Eingang des Entscheiders unter der Voraussetzung,
dass foT = p ganzzahlig ist, ein Signal

y(nT) = a, Es + y1(nT) , (11.14)

wobei der letztere Anteil die Wirkung des Interferenzignals am Ausgang des
Korrelationsfilter-Empfingers darstellt. Es werde nun wie bisher unter der

5 Es bezeichnet hier wieder die Energie des Trigersignals s(t) = st(t) - c(t) -
cos(2m fot) am Empfingereingang. Fiir das Korrelationsfilter wird dann h(t) =
s(T—t) angenommen, so dass sich als Amplitude des Nutzsignals zum Abtastzeit-
punkt am Entscheidereingang wieder E ergibt. Bei dimensionsloser Betrachtung
gilt dann VSa. = E,.
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Annahme, dass das Verhalten zu allen Abtastzeitpunkten identisch sei, nur
der Abtastzeitpunkt T fiir n = 0 betrachtet :

7) =22 [ / colt) (1) - cos(2n o)
\/ﬁ Z ck/rect< ;) ~i(t) - cos(2m fot)dt

M—-1

Z Cr* Vg (11.15)

2F

mit
(k+1)T.
v = / i(t) - cos(2m fot)dt
kT.

Wegen € {c} = 0ist £ {yr(nT)} = 0. Weiter gilt

M—1M-1
2E,
E{yi(nT)} = (11.16)
k=0 1=0
und mit (11.11) fallen alle Summenanteile k # | weg:
M—1
2E

FEin einfaches Interferenzmodell, welches sowohl den Mehrwegeempfang, als
auch Interferenzen anderer Benutzer im selben Band (gleiche Tréigerfrequenz)
charakterisieren kann, lautet

i(t) = /2P cos(27 fot + 1) (11.18)

d.h. ein Kosinussignal mit Leistung P und Phasenlage ¢1. Damit ergibt sich

(k+1)Te
v = / \/ﬁcos@ﬁfot + 1) - cos(2m fot)dt
kT.
(k+1)T, (k+1)T,
= \/271 / cos prdt + / cos(4m fot + r)dt | . (11.19)
kT, kT

Das letzte Integral in (11.19) braucht nicht beriicksichtigt zu werden, da die
Frequenz 2 fy auerhalb des gespreizten Bandes liegt. Somit wird
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T./2P,
v = TI CoS ¢1 . (11.20)
Unter der Annahme, dass die Phasenverschiebung des interferierenden Signals

zuféllig, d.h. gleichverteilt sei, ergibt sich

2m
2P 1 T?P
21 _ “c 1_7 2 _ ¢ 1
E{vi} = 5 271_/cos erder - (11.21)
0
sowie
2E, T2P,  E.P
E{ut(nT)} = == M- = L= ; LT, . (11.22)

Mit Ey = P,T erhilt man schlieBlich ein S, /Ni-Verhltnis”

S, B2 2E2 2P, T P
N N =T = p L =My 11.23
Ny € {yIQ(nT)} E T, P Te P ( )

Das S,/Ni-Verhiltnis steigt also proportional mit dem Spreizfaktor M; hin-
sichtlich der Interferenz durch andere Benutzer ist allerdings zu beriicksichti-
gen, dass die Storleistung P; ebenfalls linear mit der Anzahl der gleichzeitigen
Benutzer ansteigen wird. Ein Vorteil von DS-CDMA ist daher vor allem gege-
ben, wenn der Spreizfaktor noch gréfler bleibt als die Anzahl der gleichzeitigen
Benutzer. Allerdings existieren weitere Abhéngigkeiten von der Charakteris-
tik der gewéhlten Codefolgen. Eine Abschiitzung fiir den speziellen Fall der
Gold-Folgen als CDMA-Triigerfunktionen erfolgt in Unterabschnitt e).

In den folgenden Unterabschnitten 11.4.2-11.4.5 werden geeignete Tréger-
funktionssysteme fiir DS-CDMA-Systeme diskutiert. Es sind dies die fiir ein
synchrones Multiplexsystem anwendbaren orthogonalen Walsh-Funktionen
und die fiir ein asynchrones Multiplexsystem geeigneten fast-orthogonalen
m-Folgen und Gold-Folgen. Beide Signalarten sind binér, also mit digitalen
Schaltungen einfach implementierbar. Hinsichtlich des oben erwéhnten fre-
quenzselektiven Fading sei noch bemerkt, dass zwar generell die Bandbreite-
dehnung dessen Einfliisse reduziert, dass jedoch starke Frequenzeinbriiche ge-
gebenenfalls die geforderte Orthogonalitidtseigenschaft vermindern, wodurch
sich zusétzliche Interferenzen ergeben konnen.

" Man spricht hier von einem Nutz-zu-Interferenzleistungsverhéltnis, da anders
als z.B. bei additivem weiflen Rauschen die Interferenz durch die gleichzeitigen
Sendungen anderer Benutzer die hauptsichliche Ursache von Stoérungen dar-
stellt. Es muss allerdings betont werden, dass die Ni verursachenden Interfe-
renzen in der Regel nicht spektral weifl sind, so dass der dem hier vorgestell-
ten Empfingerkonzept zu Grunde liegende Korrelationsfilter-Empfianger an sich
noch keine Optimallosung darstellt. Zur Schitzung von N; wére es allerdings
notwendig, die interferierenden Signale wie auch die Kanaleigenschaften zu ken-
nen. Eine solche Strategie wird bei der in Abschn. 11.4.7 vorgestellten ,, multi
user detection“ verfolgt.
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11.4.2 Walsh-Multiplexsystem

Das System verwendet als Trigersignale die orthogonalen Walsh-Funktionen
(s. Abb. 8.13a und Aufgabe 6.21). Da die Kreuzkorrelationsfunktionen dieser
Signale nur im Nullpunkt stets verschwinden, ist eine Anwendung nur in
einem synchronen Multiplexsystem moglich. Im Mobilfunk kann dieses Ver-
fahren daher nur im sog. ,downlink“, d.h. in der Richtung von der festen
Basisstation zu den beweglichen Mobilstationen innerhalb einer Zelle ver-
wendet werden. Zur Synchronisation wird sinnvollerweise eine der Walsh-
Funktionen unmoduliert {ibertragen. Eine weitere Walsh-Funktion kann als
Pilotsignal Aufgaben wie Messung und Ausgleich der Kanalddmpfung und
der zeitvarianten Kanaliibertragungsfunktionen iibernehmen. Beispielsweise
werden im amerikanischen System IS-95 im Downlink in einem Funkkanal 64
Walsh-Funktionen verwendet (Viterbi, 1995). Da bei Mehrwegeausbreitung
die Orthogonalitdt nicht mehr ideal erhalten bleibt, wird in diesem System
das Walsh-Multiplexsignal zuséitzlich mit einer — der Basis-Station zugeord-
neten — langen Pseudonoisefolge (s. Abschn. 11.4.5) moduliert. Dadurch er-
scheint das durch die Orthogonalitétsfehler entstehende Nebensprechen als
rauschéihnliche Stérung.

Anzumerken ist, dass das System [S-95 auch innerhalb eines Einzelkanals
Walsh-Funktionen der Lange M zur hoherstufigen orthogonalen Digitaliiber-
tragung benutzt. Hierzu werden 1b M Bindrwerte der Quelle zusammenge-
fasst und jeweils einer von M Walsh-Funktionen zugeordnet. Es lidsst sich
zeigen, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit bei Ubertragung mit mehreren or-
thogonalen Trégersignalen deutlich geringer ist als bei Verwendung von nur
zwei Signalen. (Ein solches System wird in Ubungen 14.10 berechnet.)

11.4.3 Asynchrone Multiplexsysteme

Lésst sich die Synchronitéit der Trigersignale untereinander nicht erreichen,
wie es z. B. bei Mobilfunksystemen fiir die Richtung von den Mobilstationen
zur Basisstation (im sog. ,,uplink“) der Fall ist, so kommt vorzugsweise ein
asynchrones Multiplexverfahren in Betracht.

Die asynchrone Codemultiplextechnik verwendet im Gegensatz zur asyn-
chronen Frequenzmultiplextechnik breitbandige, zeitbegrenzte Tragersignale
si(t), deren Kreuzkorrelationsfunktionen (,0%(7’) zwar nicht fiir alle 7 exakt
verschwinden koénnen, aber iiberall nur geringe Werte annehmen sollen. Ge-
eignete, sog. fast-orthogonale Trégerfunktionen dieser Art wiren z. B. zeitbe-
grenzte Ausschnitte aus tiefpassbegrenztem weiflen Rauschen (,, Rauschmodu-
lation“). Technisch erheblich einfacher, da in Sender und Empfiinger in glei-
cher Form und mit digitalen Schaltungen erzeugbar, sind bindre Pseudonoise-
Signale. Thre Konstruktion wird im néchsten Abschnitt ndher beschrieben.
Ein weiterer Vorteil fast-orthogonaler Tragerfunktionssysteme liegt darin,
dass die Anzahl @ unterschiedlicher Funktionen gleicher Léngen M im Ver-
gleich zu Walsh-Funktionen gréfer als die Lénge sein kann. Die Kanalzahl ei-
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nes solchen Systems kann auf Kosten der Nebensprechstorungen damit weiter
erhoht werden. Mit steigender Teilnehmerzahl nimmt die Ubertragungsgiite
allerdings allméhlich ab (,,graceful degradation®). Sofern aber bestimmte Be-
nutzer nichts iibertragen (z.B. wihrend Gesprichspausen bei Sprachiibertra-
gung, oder weil keine Daten angefordert werden), steht die Kapazitéit un-
mittelbar den iibrigen Benutzern zur Verfiigung. Kritisch ist bei asynchronen
CDMA-Systemen allerdings die Abhéngigkeit der Nebensprechstorungen von
Nachbarsignalen hoher Leistung, die bei einem raumlich verteilten Multiplex-
system im Uplink unvermeidbar sind (,near-far-Effekt“). Zur Abhilfe muss
hier eine zentrale Regelung der Sendeleistungen erfolgen.

11.4.4 Pseudonoise-Folgen

Eine Pseudonoise-Folge (PN-Folge) ist eine konstruierte periodische, zeitdis-
krete Binérfolge sq(n), die in ihren Eigenschaften einer z.B. gewiirfelten Zu-
fallsfolge nahekommt. Die wichtigsten PN-Folgen sind die bindren Mazimum-
length-Folgen (m-Folgen) mit den Léngen

M=2 -1, r=234.... (11.24)

m-Folgen konnen bis zu beliebig grofien Lingen sehr einfach in riickgekop-
pelten Schieberegistergeneratoren mit r Speicherzellen erzeugt werden. Ein
solcher Generator ist in Abb. 11.9 dargestellt. In jeder Zeiteinheit wird der
Inhalt der Speicherzellen 1...7r — 1 in die jeweils néichste Zelle verschoben.
Die 1. Zelle wird gleichzeitig iiber die Riickkopplungswege neu geladen. Aus
der r-ten Zelle kann die Ausgangsfolge entnommen werden. Die Schaltung

sq(n)
p—=0

€{0,1}

Addition mod 2

Abbildung 11.9. Riickgekoppelter, bindrer Schieberegistergenerator

kann in ihren r bindren Speicherzellen 2" Zustédnde annehmen. Durch ge-
eignete Riickkopplungsabgriffe ist es immer zu erreichen, dass der Genera-
tor nach Start mit einem Anfangsimpuls alle diese Zustédnde mit Ausnahme
des ,energielosen Zustands (000...0) je einmal durchlduft. Die dann er-
zeugte periodische Folge hat die maximal mogliche, durch (11.24) gegebene
Lénge = Periode, im Beispiel der Abb. 11.9 also M = 511. Tabellen mit
geeigneten Riickkopplungsabgriffen finden sich in (Simon, 1994; Finger, 1997;
Liike, 1992). Die m-Folgen werden in Ubertragungssystemen immer in ihrer
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bipolaren Form spq(n) mit Elementen € {+1, -1} angewandt®. Sie haben
dann folgende, fiir die weiteren Uberlegungen wichtige Eigenschaften:

a) Periodische Autokorrelationsfunktionen. Die periodische Autokorrelati-
onsfunktion nach (6.40) ist impulsformig und zweiwertig. Innerhalb einer
Periode gilt

M-1 M fir m=0
. -
_ +m) = 11.25
Posalm) nz::O sba (n)sba(n +m) {_1 fir 0<m < M. ( )

Fiir groe M sind die Nebenwerte also sehr klein im Vergleich zum Hauptwert.
m-Folgen néhern sich damit Folgen mit ideal impulsformiger, periodischer
Autokorrelationsfunktion, den sog. perfekten Folgen, an. Das DFT-Spektrum
lautet mit (6.41) innerhalb einer Periode

1 fir k=0

Sq(k)|? = 11.26
[Sa(k) {M+1 fir 0 <k < M, (11.26)

m-Folgen sind also breitbandige Folgen mit konstantem Spektrum in nahezu
der ganzen Periode der DFT (Beispiel s. Aufgabe 11.4).

b) Unbalance. Die Anzahl von Werten mit +1 und —1 in m-Folgen unter-
scheiden sich nur um 1, die Folgen sind damit fast gleichanteilfrei. Die auf
die Lénge bezogene Abweichung von der Gleichanteilfreiheit, die relative ,,Un-
balance“, betriigt 1/M (s. Aufgabe 11.4).

¢) Shift and add-Figenschaft. m-Folgen besitzen die sog. ,shift and add“-
Eigenschaft. Diese fiir die Bildung groferer Familien gut korrelierender Folgen
wichtige Beziehung besagt fiir periodische, bipolare m-Folgen

spa(n) - spa(n +u) = spa(n +v) fir 0<wu,v< M, (11.27)

d.h. das Produkt einer m-Folge und ihrer periodisch Verschobenen ergibt
wieder die gleiche, um einen anderen (von den Riickkopplungsbedingungen
abhéngigen) Wert v periodisch verschobene m-Folge (Beispiel s. Aufga-
be 11.4).

d) Schranken der Kreuzkorrelation. Die Kreuzkorrelationseigenschaften un-
terschiedlicher m-Folgen gleicher Linge spielen fiir die Bildung von Tréger-
funktionen fiir CDMA-Systeme eine wichtige Rolle. Nach Untersuchungen,
die zuerst von (Golomb, 1967) durchgefiihrt wurden, gibt es zu jeder m-
Folge s1pa(n), deren Grad r kein Vielfaches von 4 ist, mindestens eine weitere
m-Folge sapq(n) gleicher Linge so, dass ihre periodische Kreuzkorrelations-
funktion dreiwertig ist und die Schrankenbedingung erfiillt:

8 Die in einigen folgenden Formeln angewandte Multiplikation bipolarer Folgen
entspricht bei unipolaren Folgen einer Exklusiv-oder-Operation (Summe mod 2).
Diese Aquivalenz ist korrekt, wenn das bipolare Symbol ,,+1¢ auf die logische
(unipolare) ,,0“ und die bipolare ,,—1“ auf die logische ,,1“ abgebildet wird.
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|@Foq (m)] < 2M /240 4 g, (11.28)

Ein solches Folgenpaar wird , preferred pair® genannt. Aus einer gegebenen
Folge s1pa(n) ldsst sich die zweite Folge sopq(n) dadurch gewinnen, dass in
der periodischen Folge sipq(n) jeder c-te Wert abgetastet wird. Fiir diese
Abtastung oder ,,Dezimation® gilt?

s2bd(n) = s1pa(cn) (11.29)
mit ¢=2“4+1 und « so, dass r/ggT(r,a) ungerade.

Ein Beispiel wird in Aufgabe 11.4 betrachtet.

Bei einigen ldngeren m-Folgen lassen sich mehr als zwei Folgen finden,
die (11.28) erfiillen. Jedoch ist der Umfang dieser Familien von m-Folgen
unzureichend. Eine Moglichkeit zur Bildung groflerer Familien ist die Hinzu-
nahme von Kombinationsfolgen, wie es bei den im Folgenden besprochenen
Familien der ,,Gold-Folgen“ mit einem Umfang von ) = M + 2 geschieht.
Insbesondere fiir zellulare Mobilfunksysteme und andere Aufgaben werden
»erofle Familien® mit einem Umfang von @ > M benétigt. Diese konnen
z. B. durch Verallgemeinerung des in Abschn. 11.4.5 beschriebenen Verfah-
rens fiir praktisch alle Anwendungsfille konstruiert werden (Fan, Darnell,
1996; Simon, 1994).

11.4.5 Familie der Gold-Folgen

Aus zwei bipolaren, periodischen m-Folgen s1pq(n), sapa(n) gleicher Liange M
werden alle moglichen Produktfolgen $1p4(n)-Sabd(n+u) gebildet und mit den
Ausgangsfolgen zu einer Familie 7 von @) = M + 2 Folgen zusammengefasst:

T :={s1ba(n), sabd(n), S1pa(n) - S2pa(n +uw)} mit 0 <w < M. (11.30)

Die periodischen Korrelationsfunktionen zwischen zwei Mitgliedern dieser Fa-

milie errechnen sich dann zu'®
M-1
Pha(m) = [s1ba(n)saba(n + u)] - [sipa(n + m)sapa(n + v + m)]
n=0
M

= z_: [s1pa(1)s1a (1 +m)] - [s2pa(n + u)s2pa(n + v + m)]
—0

n

und mit der shift and add-Eigenschaft (11.27)

9 ggT: groBter gemeinsamer Teiler

10 s lisst sich in dhnlicher Weise leicht zeigen, dass dieselbe Schranke auch fiir die
Kreuzkorrelation zwischen jeder der beiden urspriinglichen Folgen und jeder der
Produktfolgen eingehalten wird.
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M—1
Prva(m) = Z s1ba (1 +7)s2pa(n + k)
n=0
= o8 spalk — 1), (11.31)

wobei i, k von der Riickkopplungsstruktur der Folge abhéngen.

Damit enthalten die periodischen Kreuzkorrelationsfunktionen der Pro-
duktfolgen und auch die Nebenwerte ihrer periodischen Autokorrelations-
funktionen die gleichen, aber anders angeordneten Werte, wie sie in der
Kreuzkorrelationsfunktion der Ausgangsfolgen enthalten sind. Die Produkt-
folgen sind damit keine m-Folgen mehr, sie halten aber alle die durch die
Ausgangsfolgen vorgegebene Schranke (11.28) ein. Diese Eigenschaft kann
zur Konstruktion grofler Familien gut korrelierender Folgen ausgenutzt wer-
den.

Erginzt man hierzu die zwei m-Folgen eines ,preferred pair® aus Ab-
schn. 11.4.4 durch ihre M Produktfolgen (11.30), so entsteht eine Familie von
Q = M + 2 Gold-Folgen mit der Kreuzkorrelations-Schranke nach (11.28).
Nach (11.31) sind die Nebenwerte der Auto- gleich denen der Kreuzkorrela-
tionsfunktionen, so dass (11.28) auch die Autokorrelations-Schranke be-
stimmt. Ein Beispiel fiir die Bildung einer Gold-Familie des Umfangs ¢Q = 9
wird in Aufgabe 11.4 berechnet.

Aus der Schrankenbeziehung (11.28) erhélt man mit M =~ 2" n&herungs-
weise

20r/2+1) 4 1 = 2/ M fiir r gerade

11.32
20(r=1)/24+1) 1 1 ~ \/2M fiir r ungerade. ( )

|5, sna(m)] < {

Es kann gezeigt werden, dass dieses Schrankenverhalten im Vergleich mit
beliebigen anderen bindren Familien des Umfangs @) ~ M dem theoretisch
bestmoglichen Wert nahekommt.

Die Folgen einer Gold-Familie werden i. Allg. in Form von Rechtecksig-
nalen s(t) angewandt (s. Abb. 11.10). In modulierter Form verschlechtern
sich die fiir den periodischen Fall berechneten Auto- und Kreuzkorrelations-
schranken. Beispiele der aperiodischen Korrelationsfunktionen der Signale
aus Abb. 11.10a zeigt 11.10b. Eine Abschéitzung der Zusammenhénge zwi-
schen Nebensprechen, Nutzerzahl @) und notwendiger Folgenldnge M fiir ein
asynchrones CDMA-System mit Gold-Folgen im Uplink-Betrieb!! lisst sich
wie folgt geben:

Am Eingang der Entscheidungsstufe addieren sich zum Nutzwert mit der
Amplitude M die Nebensprechwerte der Q—1 anderen Nutzer leistungsméfig,
da sie als unabhingig angenommen werden kénnen. Damit gilt bei Annah-
me einer Leistungsregelung'? naherungsweise fiir das Nutz- zu Interferenzlei-
stungsverhéltnis mit der oberen Abschétzung aus (11.32) fiir ungerade r

' Gold-Folgen werden z.B. im UMTS-Mobilfunksystem ecingesetzt.
125, Unterabschnitt g. Die Abschitzung fiir den Fall fehlender Leistungsregelung
wird ebenfalls dort gegeben.
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Abbildung 11.10. Zwei Trigersignale s;(t) eines CDMA-Verfahrens (a) mit ape-
riodischen Auto- und Kreuzkorrelationsfunktionen (b)

Sa M? M
No(Q-1(V2M)?2  2(Q-1) )

Bei bipolarer Ubertragung ist fiir PCM-Systeme im Schwellenbereich ein
Sa/N ~ 20 = 13dB zu verlangen (s. Abb. 12.3 mit S,/N = E/Ny). Hiermit
lieflen sich beispielsweise fiir Gold-Folgen der Linge M = 511 zunéchst nur
Q =511/(2-20) + 1 = 14 Nutzer gleichzeitig empfangen.

Fiir eine genauere Bestimmung der Nutzerzahl miissen weitere Einfluss-
grofien betrachtet werden. Einmal stellt (11.32) eine obere Schranke dar.
Auch unter Beriicksichtigung des ungiinstigeren Schrankenverhaltens modu-
lierter Folgen (vgl. Abb. 11.10b) kann S,/N daher um einen Faktor von 2
erniedrigt werden. Weiter sprechen in der einen Richtung des Uplinks im
Mittel nur etwa 3/8 der Nutzer gleichzeitig (,,voice activity factor®). Schlie-
lich bringen geeignete Kanal- und Leitungscodierungsverfahren einen weite-
ren Gewinn von ca. 4. Damit erhoht sich die Nutzerzahl im Beispiel auf etwa
Qr~14-2-4-8/3 ~298.

Auf der anderen Seite vermindern Einflussgrofien wie Mehrwegeausbrei-
tung, ungeniigende Leistungsregelung und Nebensprechstorungen aus be-
nachbarten Zellen die Nutzerzahl wieder. Insgesamt erhélt man im Vergleich
von CDMA mit TDMA grob etwa gleiche Nutzerzahlen, wobei jedoch der
Vorteil der groeren Flexibilitét von CDMA (graceful degradation und einfa-
chere Signalisierung bei Zellenwechsel) bleibt - allerdings ist dies durch eine
aufwéndigere Realisierung zu erkaufen.

Anmerkung: In der Wideband-CDMA-Ubertragung des Mobilfunks der drit-
ten Generation (UMTS) werden Codes eingesetzt, die aus einer Kombinati-
on von orthogonalen Walsh-Codes mit variablem Spreizverhéltnis T'/T. (4-
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256 Chiptakte pro Bit-/Symboltakt) mit Gold-Codes sehr grofler Linge (>
35000 chips) bestehen. Die Generierung der letzteren erfolgt iiber die Bit-
/Symboltakte hinweg mit noch héherer, konstanter Chiprate. Auf Grund der
Anwendung der Gold-Codes auf die Walsh-Codes (auch als ,scrambling® be-
zeichnet) werden letztere ebenfalls quasi-orthogonal, so dass auch eine asyn-
chrone Sendung nahezu interferenzfrei erfolgen kann. Die Motivation fiir diese
Kombination ist allerdings im Uplink und im Downlink in folgender Weise
unterschiedlich:

— Im Downlink erfolgt die Ubertragung der Walsh-Codes von der Basisstation
zu den einzelnen in der Mobilfunkzelle anwesenden Teilnehmern synchron,
d.h. sie bleiben fiir sich gesehen orthogonal; jeder einzelne Benutzer kann
hiermit die fiir ihn bestimmte Information aus dem Multiplex identifizieren.
Die Gold-Codes sind dagegen jeweils bestimmten Basisstationen zugewiesen
und konnen im mobilen Gerét verwendet werden, um deren Signale zu unter-
scheiden. Dies hat u. a. den Vorteil, dass benachbarte Basisstationen diesel-
ben Walsh-Codes verwenden konnen, ohne dass es auf der Seite des mobilen
Empfingers zu Interferenzen kommt; auch das Roaming wir erleichtert, da
das mobile Geriit leicht feststellen kann, ob die Verbindung mit einer anderen
Basisstation ein besseres Signal liefern konnte.

— Im Uplink werden dagegen die Gold-Codes eingesetzt, um an der Basis-
station die von den unterschiedlichen Mobilteilnehmern asynchron eintref-
fenden Signale zu identifizieren. Hier verwenden prinzipiell alle Mobilteilneh-
mer dieselben Walsh-Codes, jedoch wird das T'/T.-Verhiltnis variiert, um
auch bei schlechten Kanalverhiltnissen die Zuverlissigkeit der Ubertragung
zu gewilhrleisten. Dieses erfolgt durch Variation des Bit-/Symboltaktes T,
d.h. die tatsichliche Bit-Ubertragungsrate wird ggf. niedriger, wihrend die
fir die Ubertragung notwendige Bandbreite proportional zu 1 /T. fiir alle
Benutzer unverédndert bleibt und immer das gesamte verfiighare Spektrum
umfasst.

Wihrend im Uplink die Anzahl der unterschiedlichen Gold-Codes (abhiingig
von der Anzahl der Benutzer in der Mobilfunkzelle) relativ hoch sein kann
(prinzipiell sind bei der genannten Linge mehrere Millionen verschiedene
Codes moglich, von denen aber nicht alle gute Spreizeigenschaften besitzen),
wird sie im Downlink in den UMTS-Spezifikationen auf 256 beschrinkt, da
es hier nur um die Identifizierung relativ weniger Basisstationen geht.

11.4.6 Frequenzsprungverfahren

Im Vergleich zu den bisher besprochenen asynchronen DS-CDMA-Verfahren
verwenden Frequenzsprungverfahren (FH, Frequency Hopping) Bandpass-
Tragersignale, deren Augenblicksfrequenzen in einer geeigneten, pseudozufil-
ligen Weise mehrfach pro Taktperiode verdndert werden. Neben diesen
»schnellen® Frequenzsprungverfahren existieren auch ,langsame* Verfahren,
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bei denen die Augenblicksfrequenz nur einmal pro Taktperiode umgeschaltet
wird (Simon, 1994). Die Konstruktion einer einfachen Familie von Folgen fiir
das schnelle Frequenzspringen wird in Aufgabe 11.5 betrachtet. Das Prinzip
wird durch das Blockschaltbild in Abb. 11.11 beschrieben; hierbei werden
die Tragersignale mit Frequenzen f. durch Ansteuern von Frequenzsynthe-
sizern aus den FH-Codefolgen erzeugt. Langsame Frequenzsprung-Verfahren

a,9(t-nT) s(t) X m(t)

cos(2mtfyt)

c(t) | Frequenz-
synthese

fo=Ff{ct)}

Codegener.

Abbildung 11.11. Blockschaltbild des Senders bei einem Frequenzsprung-
Codemultiplex-Verfahren

wurden bereits im 2. Weltkrieg verwendet, um sowohl das Abhoren zu er-
schweren, als auch schmalbandigen Stérern auszuweichen. Schnelle Frequenz-
sprung-Verfahren besitzen gegeniiber den Direct Sequence-Verfahren einen
Vorteil, wenn in Mobilfunknetzen die Stationen rdumlich weit gestreut lie-
gen und die Leistungsregelung nur unvollkommen gelingt. Nah benachbarte
Sender konnen hier so stark nebensprechen, dass die nicht ideal verschwin-
dende Kreuzkorrelationsfunktion eines Direct Sequence-Systems ein zu hohes
Nebensprechen erzeugt (,far-near problem®). Bei Frequenzsprungverfahren
kann insbesondere das Nebensprechen besser beherrscht werden.

Frequency-Hopping-Verfahren werden auch bei der drahtlosen Bluetooth-
Ubertragung eingesetzt, um frequenzselektive Stérungen z.B. durch Mikro-
wellenherde oder andere Geriite, die in der héuslichen Umgebung héufig an-
zutreffen sind, zu umgehen.

11.4.7 Optimierung von DS-CDMA-Empfingern

Die CDMA-Technik bietet eine Reihe von Méglichkeiten, um durch adiquate
Auslegung des Empfiingers eine bessere Ubertragungsqualitiit zu erreichen.
Ein Konzept, um das Phinomen des Mehrwegeempfangs (vgl. Anhang 9.9.2)
nicht nur zu kompensieren, sondern sogar zu einer Verbesserung der Emp-
fangsqualitit auszunutzen, stellt der ,Rake“-Empfinger (engl. fiir , Gartenre-
chen®) dar, der in Abb. 11.12 dargestellt ist. Auf Grund einer Kanalschiitzung
seien die Verzogerungszeiten 7; und Dampfungsparameter ¢; von I Empfangs-
wegen bekannt. Das optimale Ergebnis wird erzielt, wenn das Ergebnis aus I
Korrelationsfilter-Empféangern, die auf Grund der bekannten 7; jeweils bzgl.
eines Pfades kohiérent arbeiten, iiberlagert werden. Als optimale Gewichte
der einzelnen Beitrige ergeben sich die Werte «; aus (9.52) (sh. auch Zusatz-
aufgabe 14.4). In (11.33) war eine Bedingung fiir das S, /Ni-Verhiltnis bei
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Abbildung 11.12. ,Rake“-Empfiangerstruktur

CDMA zunichst unter der Vorausssetzung hergeleitet worden, dass die Pegel
der empfangenen Signale alle gleich seien. Dies ist bei einer Mobilfunk-Uber-
tragung auch tatsichlich im ,, Downlink“ (d.h. bei der Ubertragung von der
Basisstation zu den einzelnen Teilnehmern) der Fall, sofern die Basisstation
die fiir die einzelnen Teilnehmer bestimmten Signale mit identischen Leis-
tungspegeln iiberlagert. Im ,, Uplink“ ergibt sich aber, dass die empfangenen
Pegel von Teilnehmern, die sich ndher an der Basisstation befinden, grofler
wéren als diejenigen von weiter entfernten Teilnehmern (,,far-near problem*®).
Unter Beriicksichtigung individueller Démpfungsparameter a; der den einzel-
nen Teilnehmern zuzuordnenden Pfade ergébe sich z.B. fiir Teilnehmer 1 in
Modifikation von (11.33) ein S,/Ni-Verhiltnis

é_ aiM
Ny Q
b2y a?
=2

(11.34)

Unter Beriicksichtigung aller Teilnehmer ergibt sich das optimale Ergebnis
fiir (11.34), wenn die Werte «;, d.h. die empfangenen Leistungspegel, alle
gleich sind. Mobilfunk-CDMA-Systeme miissen daher mit einer Leistungsre-
gelung arbeiten, mit der nahe bei der Basisstation befindliche Teilnehmer ihre
Sendeleistung entsprechend reduzieren.

Einen weiteren Ansatz zur Verbesserung der Empfangsqualitéit stellen
die Verfahren der ,Multi User Detection® (MUD) dar. Da bei CDMA da-
von auszugehen ist, dass die anderen Benutzer die wesentliche Quelle von
Ubertragungsstorungen darstellen, wird versucht, das von ihnen ausgehen-
de Signal aus dem empfangenen Signal zu entfernen. Dies kann beispiels-
weise durch die in Abb. 11.13 dargestellte Empfingerstruktur erfolgen, die
allerdings in der Realisierung aufwéindig ist. Hier werden die Entscheidungen
aus Empfangern aller Benutzer verwendet, um den vermutlichen Stéranteil
nochmals zu generieren und am Empfingereingang des gewiinschten Signals
zu subtrahieren. Eine derartige Methode ist bei einem typischen Mobilfunk-
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szenario vor allem im ,, Uplink“ (fiir den Empfang an der Basisstation) prak-
tikabel, denn hier miissen ohnehin die Empfanger fiir alle Benutzer parallel
realisiert werden. Sofern allerdings jeder der Empfinger mit MUD arbeiten
soll, lidsst sich ein optimales Ergebnis nur mit einem iterativen Verfahren
erzielen, was den Aufwand nochmals erhoht.

Abbildung 11.13. Empfangerstruktur bei ,, Multi User Detection®, hier fiir Emp-
fang des ersten Signals

11.5 Vielfachtriger-Modulationsverfahren und OFDM

Bei Vielfachtrager-Modulationsverfahren werden innerhalb einer Taktperi-
ode die von einem einzigen Sender zu iibertragenden Bits auf N verschiedene
Tragerfrequenzen verteilt gesendet, d.h. im Sinne der frither gegebenen Defini-
tion handelt es sich zunéchst eigentlich nicht um ein Vielfachzugriffs-Verfah-
ren. Das Verfahren wird daher zunéchst als Orthogonal Frequency Division
Multiplex (OFDM) bezeichnet, eine echter (Mehrbenutzer-)Multiplex wird
mit dem in Abschn. 11.5.2 beschriebenen OFDMA-Verfahren (,,OFD Multi-
ple Access®) realisiert. Das Grundprinzip besteht in der Verwendung sehr vie-
ler, eher schmalbandiger Tréger, die gleichzeitig innerhalb einer relativ langen
Sendetaktdauer (reziprok zur Bandbreite der Einzeltriger) iibertragen wer-
den; dieses impliziert eine Zusammenfassung einer mehr oder weniger grofien
Folge von Informationssymbolen zwecks ihrer gleichzeitigen Sendung bzw.
des synchronen Empfangs. Auf Grund der langen Sendetakte finden keine
h&ufigen Phasenwechsel statt, was sich u. a. giinstig auf die spektralen Eigen-
schaften auswirkt

11.5.1 OFDM-Grundprinzip

Im Folgenden wird das OFDM-Verfahren am Beispiel modulierter Triager mit
rechteckférmigen (aber ggf. komplexen) #quivalenten Tiefpass-Hiillkurven
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dargestellt. Auf Grund des si-féormigen Spektrums der einzelnen Triger ent-
stehen dabei zwar signifikante spektrale Uberlappungen; jedoch ist auf Grund
der Verwendung perfekt synchronisierter orthogonaler Signale eine interfe-
renzfreie Trennung am Empfinger moglich, wie weiter unten gezeigt wird.
Wegen der Schmalbandigkeit der einzelnen Triiger (1/T < fy) erhilt man
dariiber hinaus noch den Vorteil, dass ihre spektralen Amplituden aufer-
halb des fiir OFDM genutzten Frequenzbandes relativ schnell abklingen (vgl.
Abb. 11.16).

Sofern pro Triager und Taktperiode nur ein Bit iibertragen wird, findet eine
Bipolariibertragung (BPSK) Anwendung. Meist werden jedoch Gruppen von
K Bits a,, zundchst auf komplexe Symbole b,, . abgebildet. Dies entspricht
typischerweise fiir K = 2 dem QPSK- und fiir K > 2 dem M-PSK- oder M-
QAM-Prinzip (vgl. Abschn. 9.6). Die Anzahl der innerhalb einer Taktperiode
iibertragenen Symbole ist N (eines pro Triger), es werden also NK Bits
iibertragenen. Die N wihrend einer Sendetaktperiode nTg < t < (n + 1)Ts
zu iibertragenden Symbole b,, ;, werden mit einer rechteckférmigen Hiillkurve
auf Frequenzen fj moduliert und iiberlagert (vgl. Abb. 11.14). Damit ergibt
sich ein komplexes Sendesignal, wie es in dhnlicher Form bereits von den
Quadratur-Modulationsverfahren her bekannt ist'3:

N-1 . .1
sn(t) = [Z bnykeﬂﬂf’“tl rect (T — 2) . (11.35)

k=0

Die enthaltenen Triigersignale sind iiber die Symboldauer 7' < Tg'* orthogo-
nal, sofern die einzelnen Modulationsfrequenzen fj, ganzzahlige Vielfache von
1/T sind. Es wird nun angenommen, dass das OFDM-Signal ein Bandpasssi-
gnal mit einer Mittenfrequenz fj sei, so dass unterhalb und oberhalb von fj
jeweils die Halfte der Trager symmetrisch und dquidistant angeordnet ist; N
sei also geradzahlig. Ein dquivalentes Tiefpasssignal, auf die Mittenfrequenz
fo des Bandpasssignals bezogen, besitzt dann prinzipiell seine Grenzen bei
f= :I:% und lautet

jor kL= NI/2 N]/2 t 1
S (E Z bn ] rect <T - 2) : (11.36)

13 Insgesamt gibt es M = 2V% mggliche Trégersignale, welche jeweils einer be-

stimmten Bit-Konstellation zugeordnet sind. Bei Aneinanderfiigung aller Sende-

takte ergibt sich das modulierte Signal m(t) = . s,(t —nTs). Sofern das an
sich komplexe s, (t) bei entsprechender Wahl der Triigerfrequenzen keine Spek-
tralanteile bei f < 0 enthélt, braucht auch nur der Realteil iibertragen zu werden,
welcher dann implizit wieder die konjugiert-komplexen Anteile bei negativen Fre-
quenzen besitzt.

Im Folgenden wird zunédchst T = Ts angenommen, weiter unten wird der allge-
meine Fall diskutiert, der zur Unterdriickung von Interferenzen bei Mehrwege-
empfang durch Einfithrung eines ,, Guard-Intervalls* dient.

14
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Abbildung 11.14. Sender und Empfinger (kohérent) bei OFDM; der gestrichelte
Teil entspricht dem vereinfachten kohdrenten QPSK- oder QAM-Empfinger

Damit jede der OFDM-Trégerfrequenzen ein ganzzahliges Vielfaches des Re-
ziprokwertes von T ist, muss die Mittenfrequenz als fo = % (p ganzzah-
lig) gewihlt werden. Dann ergibt sich aus dem komplexen s;,(¢) in (11.36)
nach (5.33) das reellwertige Bandpasssignal der Bandbreite N/T" mit eben-

falls V orthogonalen Teiltrigern

N—-1
o ( o BEL=N]/2 t 1
Sn(t) = Re { Z bn,7ke']2 (j0+ T )t} rect (T - 2> . (1137)

k=0

Abb. 11.15a zeigt den Zeitverlauf von N = 4 OFDM-Trégern iiber eine Takt-
periode der Dauer T'; diese sind hier als Sinusfunktionen wie bei BPSK darge-
stellt, werden jedoch bei hoherwertigen Modulationsverfahren abhingig vom
jeweiligen Symbol b, ,, auch verschiedene Amplituden und Phasenlagen an-
nehmen konnen. Abb. 11.15b zeigt das Spektrum des zugehorigen Frequenz-
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multiplex. Dieselbe Anzahl an Symbolen liefle sich auch mit einem einzel-

k=3 k=2 k=1 k=0 — 1/T
N L
N/T
|
T
f k=foj1]12}3
0 t—
a) b)

T f—

Abbildung 11.15. N = 4 reellwertige Teiltrager innerhalb eines OFDM-Intervalls
der Zeitdauer T a Zeitverlauf und b Spektrum. [Mittenfrequenz fo = 2,5/T

nen idealen Triigersignal der Bandbreite N/T' iibertragen. Jedoch wiirden
bei Verwendung des entsprechend im Zeitbereich auf eine Taktdauer T'/N ge-
stauchten, dquivalenten nicht-idealen Tiefpass-Rechtecksignals die zugehorige
si-Funktion in f ebenfalls um den Faktor N/T verbreitert und somit stérkeres
Nebensprechen in benachbarte Frequenzbander erzeugt. Hierin liegt einer der
Vorteile des OFDM-Verfahrens: Die Verwendung vieler, aber entsprechend
lingerer Trigersignale bewirkt ein schnelles Abklingen der Spektralenergie
ausserhalb des fiir den Multiplex verwendeten Frequenzbandes der Breite
N/T; da aber alle Tréigersignale innerhalb dieses Frequenzbandes synchron
gesendet werden, kann wegen der Orthogonalitit trotz starker spektraler
Uberlappung der gegenseitig interferenzfreie Empfang erméglicht werden, wie
im Folgenden gezeigt wird. Letzten Endes wird damit auch die Verwendung
von Trégersignalen beispielsweise auf Basis von Rechteckfunktionen auch in
bandbegrenzten Kanélen sinnvoll. Dieses Verhalten ist in Abb. 11.16 fiir An-
zahlen von N = 1, 16, 256, 4096, 65536 Trigersignalen mit rechteckférmiger
Hiillkurve der Dauer T' (mit 1/N wachsend) dargestellt'®. Je grofer die An-
zahl der Trager, desto schneller nimmt die spektrale Leistungsdichte aufler-
halb des OFDM-Bandes ab, so dass selbst bei Verwendung von Trégersignalen
mit Rechteck-Hiillkurven ein weiterer OFDM-Multiplex mit einem relativ
kleinen spektralen Abstand (,guard band“) bereits in einem nahe liegenden
Frequenzband betrieben werden kann.

Bei kohdrentem Empfang, der auf Grund der Verwendung von PSK-,
QPSK- oder QAM-Symbolen ohnehin notwendig ist, kann die Korrelations-

!5 Die Berechnung erfolgt gemif |S(f)|? = Zg;ol |Sk(f)|? unter Annahme der
statistischen Unabhéngigkeit der auf den einzelnen Trégern iibertragenen kom-
plexen Datensymbole. Bei Annahme einer Gleichverteilung der moglichen Da-
tensymbole ergeben sich weiterhin gleiche Leistungen fiir die einzelnen OFDM-
Triger; das Leistungsdichtespektrum einer OFDM-Ubertragung ist dann vom
Verlauf her identisch mit dem jeweiligen in Abb. 11.16 dargestellten Energie-
dichtespektrum.
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Abbildung 11.16. Spektrale Energiedichte eines OFDM-Multiplex mit Anzahlen
von N = 1, 16, 256, 4096, 65536 Mo@ulationstrégern (Frequenzachse normalisiert
auf die Breite N/T des verwendeten Ubertragungsbandes).

filterung und Entscheidung sinnvollerweise wieder in den Quadraturkompo-
nenten des dquivalenten Tiefpasssignals (11.36) erfolgen. Der im Empfinger
in Abb. 11.14 gestrichelt umrandete Teil entspricht dabei dem koh&renten
QPSK/QAM-Empfinger aus Abb. 9.11, hier allerdings in der Darstellung
komplexer Signalverarbeitung an Stelle der separaten Verarbeitung der bei-
den Quadraturkomponenten. Auf Grund der Orthogonalitit zwischen den
einzelnen Tragersignalen kann das auf dem Tréger [ iibertragene Symbol by ;
(fiir n = 0) zum Abtastzeitpunkt ¢ = T mit folgendem Nutzsignalpegel per-
fekt aus dem OFDM-Signal separiert werden'®:

T

—jor LER=NI/2 Z EHI-N)/24
/[ j2mr 1=t bO ke]2ﬂ dt
0

k=0

_ T
= Z b()_’k . /ejQﬂ—%tdt = b(],lT. (1138)
k=0

0
~—_———
=T fir k=Il, =0 sonst

OFDM-Systeme koénnen besonders effizient durch Methoden der digitalen
Signalverarbeitung realisiert werden. Hierfiir wird das dquivalente Tiefpasssi-
gnal innerhalb einer Taktperiode der Linge T auf N Abtastwerte abgebildet,
wodurch das Abtasttheorem fiir ein Bandpasssignal der Bandbreite N/T,
prinzipiell wie in Abb. 5.25, exakt eingehalten wird. Die im Sender durch-
zufithrenden N komplexen Multiplikationen mit exp(j2n fin/N)7 einschlief-

16 Angenommen wird hier wieder ein #Hquivalentes Tiefpass-Hiillkurvensignal
st(t) = rect[t/T — 1/2], das kausale Korrelationsfilter besitzt die Impulsantwort
hr(t) = sv(T —t). Die Integration iiber die Zeit T" entspricht der Korrelations-
filterung.

7 fo ot 152
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Abbildung 11.17. OFDM-Sender und -Empfianger mit Realisierung der digitalen
Signalverarbeitung im &dquivalenten Tiefpassbereich mittels einer IDFT bzw. DFT

lich der Summenbildung entsprechen dann einer IDFT (4.45) mit Blocklidnge
N. Im allgemeinen Fall der Modulation von Quadraturkomponenten liegen
sowohl am Eingang als auch am Ausgang komplexe Signale an. Ebenso ent-
sprechen die im Empfinger notwendigen N komplexen Multiplikationen mit
exp(—j2m fin/N) einschlieflich der folgenden Summationen einer DFT (4.44).
Die DFT-Ausgangswerte gleichen also den Ausgéngen von N parallelen Kor-
relationsfiltern mit komplexen Signalamplituden zum Abtastzeitpunkt, die
anschlieBend einer Entscheidung zugefithrt werden. Nur fiir die Ubertragung
iiber den physikalischen Kanal findet eine Umsetzung in ein zeitkontinuier-
liches und reellwertiges Signal statt. Die Darstellung in Abb. 11.17 zeigt
die iibliche Realisierung der OFDM fiir reellwertige Bandpass-Ubertragung,
bei der die Berechnung der DFT/IDFT im #quivalenten Tiefpasssignal mit-
tels des FFT-Algorithmus (s. Abschn. 4.3.7) erfolgt. Die in Verbindung mit
der D/A- bzw. A/D-Umsetzung gezeigten Tiefpassfilter kénnten zunichst
als ideale Tiefpassfilter (si-formige Impulsantwort) interpretiert werden und
wiirden dann mit dem Prinzip der Abtastung von Bandpasssignalen im
dquivalenten Tiefpassbereich (Abb.5.25) korrespondieren. In diesem Fall
wéren dann allerdings die einzelnen Subtréigersignale ebenfalls ideale Band-
passignale, d.h. nicht iiberlappend, was gar nicht erforderlich ist. Unter den
Voraussetzungen des kohdrenten Bindrempfangs mit Bandpass-Trégersigna-
len (Abb.9.4), d.h. fo = kN/T, synchrone Oszillatoren und Abtaster, lassen
sich ebenfalls Tiefpassfilter mit rechteckférmiger Impulsantwort der Dauer
T/N einsetzen, ohne dass zusitzliche Interferenzen entstehen. Dieses ent-
spricht der iiblicherweise verwendeten OFDM-Implementierung.

Wird die OFDM-Ubertragung in drahtlosen Netzen angewandt, besteht
das Problem des Mehrwegeempfangs (s. Anhang 9.9.2). Unter Beriicksich-
tigung der verzogerten Komponenten wéren, iiber die Integrationszeit der
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Dauer T in (11.38) betrachtet, die einzelnen Triigersignale auch bei identi-
scher Verzogerung nicht mehr orthogonal, da an den Symbolgrenzen Pha-
senspriinge auftreten konnen. Hierdurch koénnten sowohl Eigeninterferen-
zen, als auch Nebensprech-Interferenzen verursacht werden. Eine Losung be-
steht in der kiinstlichen Verlingerung der Symboldauer um ein sogenann-
tes Guard-Intervall der Dauer T, wobei aber die Integration bzw. DFT-
Berechnung dennoch nur iiber die mit den Trigerfrequenzen und -absténden
abgestimmte Dauer T erfolgen darf'®. Bei einer maximalen Verzogerung
tmax zwischen den direkt und verzogert eintreffenden Komponenten muss
die Forderung Tg > tmax erfiillt sein, die Sendetaktdauer wird Tg =
T + Tg. Das Signal im Guard-Intervall wird durch kiinstliche zyklische
Fortsetzung des jeweiligen Triigersignals gebildet (s. Abb. 11.18). Insgesamt
erhoht sich die aufzuwendende Sendeenergie durch die Einfithrung des Guard-
Intervalls um den Faktor Ts /T, um denselben Faktor verringert sich auch die
Ubertragungsrate. Dieser Nachteil wird um so geringer, je gréer T' gegeniiber
tmax ist, d.h. er ldsst sich durch Erhohung der Anzahl der Subtriger weiter-
gehend vermindern. Abb. 11.19 stellt direkte und verzégerte OFDM-Signale

Symboldauer T,

i SN
A
T\ F
AN ANYA

VAVAYAYAS

Guard-Intervall T, Integrationszeit T

Abbildung 11.18. Zyklische Erweiterung dreier OFDM-Trégersymbole in einem
Guard-Intervall [nach v. Nee/Prasad]

am Empfiangereingang dar. Durch Einfithrung der Guard-Intervalle werden
die Phasenspriinge aus den verzogerten Signalen von der Integration iiber
die Lange T nicht mehr erfasst, so dass die Orthogonalitit der Tréger er-
halten bleibt. Auf Grund von Eigeninterferenzen koénnen sich die direkten

18 Abb. 11.17 wire entsprechend zu ergénzen, indem nach jedem Symboltakt der
Dauer T ein zyklisch fortgesetztes Signal der Dauer T eingefiigt wird. Dieses
lasst sich ebenfalls besonders einfach realisieren, wenn zeitbegrenzte (z. B. recht-
eckférmige) Impulsantworten in der Tiefpassfilterung verwendet werden.
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und verzogerten Signalkomponenten bei einzelnen Trégern allerdings teilwei-
se oder vollstandig ausloschen. Auf Grund der Linearphasigkeit der Laufzeit-
wirkung kann dies aber niemals bei allen Trégern gleichzeitig der Fall sein.

Direktes Signal

/ Reflektiertes Signal Symboldauer T,

R g

Verzdgerungszeit Te Integrationszeit T Phasenspriinge

Abbildung 11.19. Komponenten eines OFDM-Signals im Falle des Mehrwege-
Empfangs (durchgezogene Linien - direkte Signale ; gestrichelte Linien - verzogerte
Signale) [nach v. Nee/Prasad]

Ein wesentlicher Nachteil des OFDM-Verfahrens besteht allerdings in der
Méoglichkeit, dass an einzelnen Zeitpositionen relativ hohe Amplituden auf-
treten konnen. Dieses ist beispielsweise der Fall, wenn die komplexen Da-
tensymbole vieler Tréager zu einem linearphasigen Zusammenhang der re-
konstruierten Zeitsignale fithren, so dass sich die sinusoidalen Schwingungen
an bestimmten Zeitpunkten tendenziell zu einem impulsartigen Verlauf der
Hiillkurve und damit zu Ubersteuerungsverzerrungen in Verstéirkern fithren.
Mogliche Abhilfen bestehen in einer harten oder weichen Amplitudenbegren-
zung des Signals (Clipping, Kompandierung) nach Ausfithrung der inver-
sen DFT am Sender, oder in einer Umcodierung zur Vermeidung derartiger
Zusténde vor der IDFT, wobei letzteres allerdings zusétzliche Abhéngigkeiten
der Symbole auf den verschiedenen Trigern verursacht.

11.5.2 Erweiterungen des OFDM-Prinzips

Das OFDM-Prinzip stellt eine effiziente Implementierung der Ubertragung
mit mehreren orthogonalen Tragersignalen, ggf. kombiniert mit Amplituden-
und Phasenmodulation zur Ubertragung mehrwertiger Symbole, dar. Speziell
bei mobilem Mehrwegeempfang wirkt sich das frequenzselektive Fading nur
auf einzelne Teiltrédger aus. Hierdurch besteht nun die Moglichkeit, mittels
einer Kanalcodierung eine Fehlerkorrektur mit Redundanzbeziehungen quer
iiber unterschiedliche Teiltriger (mit einem sog. ,interleaving“, d.h. einer
Verschachtelung der Bits aus den einzelnen Teiltrigern) auszufithren. Der-
artige Erweiterungen werden als Coded OFDM (COFDM) bezeichnet. So-
fern eine gute Kanalschéitzung auch auf der Senderseite verfiigbar ist, kann
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dies auch adaptiv oder kombiniert mit einer Anpassung des Modulations-
verfahrens (z.B. 16-QAM in zuverlissig iibertragenen Teiltrigern, QPSK
in weniger zuverldssigen Féllen) erfolgen. Da es letzten Endes darauf an-
kommt, die durchschnittliche Energie pro bit in einer Ubertragung so ge-
ring wie moglich zu halten, ist bei Kenntnis der Kanaleigenschaften auch
eine Anpassung der Sendeleistung entsprechend der Ubertragungsqualitit in
den einzelnen Triigern sinnvoll, ggf. sogar der Verzicht auf eine Ubertragung
iiber Frequenzen, die am Empfinger ohnehin ein geringes S, /N hétten, z. B.
auf Grund von frequenzselektivem Fading. Die dafiir notwendige Schéitzung
der Kanalcharakteristik wird als ,spectrum sensing“ bezeichnet. Auf der
Empfingerseite kann in entsprechender Weise eine Kanalentzerrung erfol-
gen, die in sehr einfacher Weise pro Teiltréger als lineare Betrags- und Pha-
senentzerrung im Blockschaltbild Abb. 11.17 hinter der DF'T und vor der
Parallel-Seriell-Umsetzung erfolgen kann. Bei COFDM kann die Informati-
on iiber die Qualitit der Ubertragung in den jeweiligen Teiltriigern weiter-
hin ausgenutzt werden, um die statistische Zuverlassigkeit der nachfolgenden
Entscheidungshypothese zu bewerten und somit die Wahrscheinlichkeit einer
richtigen Korrektur zu erhéhen.

OFDM in der bisher eingefithrten Form ist noch kein eigentliches Multi-
plex-Verfahren, mittels dessen mehrere Benutzer denselben Kanal zur Uber-
tragung verwenden kénnen. Mehrbenutzer-Erweiterungen werden allgemein
als Orthogonal Frequency Division Multiple Access (OFDMA) bezeichnet. So
lasst sich OFDM z. B. mit einem Zeitmultiplex kombinieren (Abb. 11.20a).
Hierbei bleiben alle wesentlichen Vorteile erhalten, wobei die Verwendung ei-
nes ausreichend langen Guard-Intervalls auch Interferenzen bei asynchroner
Sendung ausgleichen kann, so dass sich ein solches Verfahren auch im Uplink
einer Mobilfunk-Ubertragung einsetzen lieBe. Andererseits werden die zeitli-
chen Multiplex-Intervalle bei Verwendung vieler Trégersignale relativ lang,
so dass die Flexibilitit der Ressourcenzuordnung fiir Ubertragungen mit va-
riablen Benutzer-Datenraten moglicherweise nicht mehr ausreichend grof3 ist.
Als Alternative bietet sich daher ein Multiplex an, der die Ressourcen so-
wohl in der Zeit-, als auch in der Frequenzdimension zuordnet (Abb. 11.20b).
Hierbei ist allerdings darauf zu achten, dass die Orthogonalitit der Trager
auch zwischen den einzelnen Benutzerkanilen erhalten bleiben muss, was bei
unterschiedlichen Verzogerungen verschiedener Frequenztriger trotz Verwen-
dung eines Guard-Intervalls nicht mehr der Fall wére; daher ist ein solches
OFDMA-Verfahren im Uplink einer Mobilfunkiibertragung kaum einsetzbar.
Allerdings wird es bei LTE fiir den Multiplex im Downlink eingesetzt, wobei
die Zuweisung der einzelnen Frequenzbinder weiterhin das frequenzselektive
Fading beriicksichtigen kann 9.

19 Tn Abb. 11.20 stellen die Rechtecke sog. ,, Zeit- /Frequenzressourcenblocke® dar.
Umfasst die Frequenzressource L OFDM-Triger mit jeweiliger Bandbreite 1/T,
und enthélt die Zeitressource einschliefllich der Guardintervalle J Symbole der
Dauer Ts, so kénnen pro Ressourcenblock maximal JL/T Symbole pro Sekunde
bzw. JKL/T bit pro Sekunde interferenzfrei iibertragen werden. Die Zuweisung
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Abbildung 11.20. Zuweisung von Zeit-/Frequenzressourcen-Blocken an ver-
schiedene Benutzer bei OFDMA. a OFDM-Zeitmultiplex b kombinierter Zeit-
/Frequenzmultiplex

Das sogenannte Single Carrier OFDM-Verfahren (SC-OFDM) [Myung
et al., 2006] ist hingegen eine Erweiterung des OFDM-Prinzips durch die
in Abb. 11.21 gestrichelt umrandeten Schaltungsblocke. Es werden N Da-
tensymbole zunédchst auf der Senderseite einer DFT zugefithrt, um M — N
Nullwerte ergénzt und schliellich mittels einer DFT in M > N komple-
xen Tragern moduliert. Anschlieflend folgt die {ibliche Tiefpass-Bandpass-
Abbildung und Modulation des gesamten OFDM-Multiplex mit der Tréger-
frequenz fy. Auf der Empfingerseite folgt zunéchst die iibliche OFDM-
Schaltung bis hin zur DFT, nun jedoch ebenfalls mit M detektierten Tragern.
Hieraus werden die nicht genutzten Trager mittels Eliminierung von Nullen
entfernt und schliellich erfolgen nach einer DF'T {iber N Werte die Entschei-
dungen iiber die N Informationssymbole.

Anmerkung: Es ist offensichtlich, dass das Verfahren fiir den Fall M = N
identisch mit einer herkémmlichen synchronen Bandpass-Ubertragung, z. B.
BPSK, QPSK, QAM, etc., wiire. In diesem Fall wiirden sich im Sender wie im
Empfianger DFT/IDFT sowie auch die anfiingliche Seriell-Parallel-Wandlung
mit der abschliefenden Parallel-Seriell-Wandlung gegenseitig kompensieren,
so dass die komplexen Informationssymbole direkt auf der Bandpass-Tréger-
frequenz fo moduliert iibertragen werden.

Der Vorteil von SC-OFDM liegt letzten Endes in der sehr effizienten
Moglichkeit, eine Ubertragung in einem Kanal mit mehreren Durchlass- bzw.
Sperrbéndern (77Multiband—Ubertragung“) zu realisieren. Dieses kann sinnvoll
sein, wenn bekannt ist, dass einige Bereiche des verfiigharen Frequenzbandes
z.B. durch frequenzselektives Fading ohnehin nicht benutzt werden sollten.
Im Gegensatz zur herkémmlichen OFDM, bei der jedes Frequenzband klar
identifizierbare Informationssymbole iibertriagt, werden bei SC-OFDM aber
die Informationssymbole iiber alle tatsichlich verwendeten OFDM-Trager
gestreut, so dass selbst bei einem gegeniiber der Erwartung gednderten
frequenzselektiven Fading noch eine gewisse Robustheit der Ubertragung

der Ressourcen erfolgt dann geméf der fiir den einzelnen Benutzer bendtigten
Ubertragungsrate
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gewdhrleistet ist. Der zusétzliche Schritt der DFT auf der Senderseite wird
daher auch als ,spectral spreading® bezeichnet, wobei dieses aber nicht (wie
bei CDMA) die Nutzung derselben Zeit/Frequenz-Ressourcen durch mehrere
Benutzer in einem Multiplex zum Ziel hat. Weiterhin ist es bei SC-OFDM an-
ders als bei einer herkommlichen Eintriger-Bandpass-Ubertragung maoglich,
eine Entzerrung (equalisation) im Frequenzbereich vorzunehmen, was letz-
ten Endes einer weitergehenden Anpassung des empfingerseitigen Korrelati-
onsfilters an die Ubertragungseigenschaften des jeweiligen Kanals entspricht.
Hierbei werden zusétzlich zur Entfernung der Nulltrager die Amplituden und
gef. Phasen der {ibrigen Tréiger entsprechend den als bekannt angenommenen
Kanalverzerrungen modifiziert. Da die nachfolgende IDFT im Sinne des ,,de-
spreading” wirkt, werden Rauscheinfliisse aus denjenigen Frequenzbereichen,
in denen nur ein schwaches Nutzsignal am Empfinger ankommt, reduziert.
Die Entzerrung erfolgt durch Gewichtung mit der im jeweiligen Frequenzband
am Empfingereingang anliegenden Nutzsignalamplitude, ggf. kann auch eine
frequenzabhéngige Verzogerung durch Modifikation der Phase beriicksichtigt
werden (vgl. hierzu Zusatzaufgabe 14.4). Sofern die Frequenzbiinder der Teil-
tréger sehr schmal sind, ist die Annahme eines Kanalverhaltens, das in jedem
einzelnen Frequenzband nahezu verzerrungsfrei ist (Amplitudenddmpfung
und Zeitverzogerung bzw. Phasenénderung als diskrete Approximaton der
Kanaliibertragungsfunktion K(f)), durchaus gerechtfertigt.

Sollen bei SC-OFDMA (,multiple access“) mehrere Benutzer in einem
Multiplex bedient werden, so diirfen die OFDM-Frequenzbénder nicht mehr-
fach zugewiesen werden. Es handelt sich dann im Grunde wieder um einen
Frequenz- oder kombinierten Zeit-/Frequenz-Multiplex mit dem Vorteil, dass
nicht unbedingt pro Benutzer ein einziges geschlossenes Band, sondern je
nachdem, wo die Nullen eingefiigt werden, die genannte Multiband-Ubertra-
gung erfolgen kann, wodurch sich ggf. die vorhandenen Frequenzressourcen
besser ausnutzen lassen. Bei synchroner Ubertragung der einzelnen Benut-
zeranteile entstehen hierbei auf Grund des OFDM-Prinzips keine Nebenspre-
chinterferenzen, bei asynchroner Ubertragung wiren bestimmte OFDM Teil-
trager als ,guard bands®“ vorzusehen, die nicht benutzt werden diirfen.

Anmerkung: Es ist zu beachten, dass alle SC-OFDM(A)-Verfahren durch
die zusétzliche DFT-, Frequenzspreizung® im iibertragenen Bandpasssignal in
der Regel schnellere Phasenwechsel auch innerhalb der OFDM-Taktperiode
T aufweisen als dies bei den originalen OFDM-Verfahren der Fall ist. Auf
Grund dieser Tatsache geht einer der OFDM-Vorteile, die in Abb. 11.16 dar-
gestellte steile Abnahme der spektralen Leistungsdichte auflerhalb des fiir
die Ubertragung genutzten Bandes, teilweise verloren. Andererseits wird ein
Nachteil des originalen OFDM-Verfahrens, die am Ende von Abschn. 11.5.2
genannte Moglichkeit des Auftretens von plotzlichen Spitzen in der Amplitu-
denhiillkurve des Bandpasssignals, deutlich verringert. Letzten Endes hiangt
es von den Anforderungen des Anwendungsfalls ab, welches der verschiedenen
Verfahren sich fiir die gegebene Situation besser eignet.
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Abbildung 11.21. SC-OFDM (ohne Modulator/Demodulator dargestellt;
Anderung der Signalverarbeitungskette verglichen mit Abb. 11.17 gestrichelt um-
randet). a Sender b Empféinger

Anwendungen findet die OFDM-Technik heute in den Ubertragungs-
verfahren fiir Digital Audio Broadcast (DAB), Digital Video Broadcast
(DVB), in drahtlosen lokalen Netzen (WLAN) sowie im Mobilfunk der vier-
ten Generation (LTE), in welcher OFDMA im Downlink und SC-OFDM im
Uplink Verwendung finden. Auf Grund der vielfaltigen Vorteile und einfachen
Implementierung ist OFDM auch fiir zukiinftige Generationen dieser Systeme
bereits als wichtige Komponente der Ubertragungs- und Modulationsverfah-
ren eingeplant. Ein nahezu identisches Verfahren (mit Ausnahme einer Ausle-
gung ohne Guardintervalle und Ubertragung im Basisband, d.h. reellwertiger
Tiefpass-Kanal) wird unter der Bezeichnung Discrete Multi Tone (DMT)
bei verschiedenen Varianten der leitungsgebundenen DSL-Ubertragung an-
gewandt. Auch in der Powerline-Kommunikation (PLC), d.h. fiir die digita-
le Dateniibertragung iiber Stromkabel, wird OFDM-Basisbandiibertragung
mit vielen schmalbandigen Trédgern verwendet und ist dort insbesondere ge-
eignet, durch Auswahl der Triger Interferenzen durch die Netzfrequenz zu
vermeiden, sowie eine Dateniibertragung auch iiber Transformatoren hinweg
sicherzustellen. Derartige Systeme sind beispielsweise in den Standardreihen
ITU-T G.992.x (ADSL) und ITU-T G.9901ff. (PLC) spezifiziert.

11.6 Diversitéitsiibertragung und MIMO-Systeme

Typischerweise sind Sender und Empfanger von Nachrichtensignalen rdumlich
verteilt, insbesondere bei Funkiibertragung ist auch die Reichweite des Sen-
ders begrenzt. Bei einem Raummultiplex ist es generell das Ziel, diesel-
ben Ressourcen (z.B. Sendezeitschlitze, Frequenzbénder) fiir unterschiedli-
che Empfangspositionen oder unterschiedliche Ubertragungswege mehrfach
zu nutzen. Bei der analogen Rundfunk- und Fernsehiibertragung wurden
typischerweise unmittelbar benachbarte Sender so ausgelegt, dass sie auf
unterschiedlichen Frequenzen senden, da ansonsten Interferenzen entstehen
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wiirden. Erst ein weiter entfernter Sender kann dann dieselbe Frequenzres-
source erneut verwenden. Fine #hnliche Strategie wird auch noch bei der
Ressourcenbelegung zwischen den Basisstationen der ersten zellularen digi-
talen Mobilfunknetze (,2G*, z.B. GSM) verfolgt. Mit modernen digitalen
Ubertragungsverfahren wird es aber bei vertretbarem Aufwand auch maglich,
eine Verbindung zu mehreren Stationen gleichzeitig zu unterhalten, um so un-
ter Ausnutzung aller verfiigharen Informationen die bestmogliche Empfangs-
qualitit zu erzielen. Ein anderes Beispiel sind Sender und/oder Empfénger
mit mehreren Antennen. Sofern z.B. dasselbe Signal iiber mehrere benach-
barte Antennen synchron gesendet oder empfangen wird, sind die entstehen-
den Uberlagerungsphinomen auf Grund der Laufzeiteffekte nahezu identisch
mit dem Mehrwegempfang. Am Beispiel des Rake-Empfingers (Abb. 11.12)
wurde bereits gezeigt, dass sich solche Uberlagerungen, sofern ihre Natur
bekannt ist, in produktiver Weise ausnutzen lassen. Dariiber hinaus be-
stehen aber noch weitere M6glichkeiten, verschiedene gleichzeitig gesendete
(Nutz-)Signale gezielt aufeinander abzustimmen, z.B. durch Ausnutzung von
rdumlichen Richtcharakteristiken bei Sende- und Empfangsantennen oder
durch eine systematische Codierung fiir die einzelnen Ubertragungswege.

Anmerkung: Generell werden Ubertragungsmethoden, bei denen der Empfin-
ger eine Auswahl zwischen mehreren Sendungen desselben Signals hat, als
Diversititsverfahren (engl. ,diversity“) bezeichnet. Man unterscheidet hier
zwischen Frequenzdiversitit, Zeitdiversitéit, Ortsdiversitit, Antennendiver-
sitdt, Codediversitit usw. Auch in der analogen Funkiibertragung wurden
Antennendiversititsverfahren (Umschaltung zwischen mehreren Empfangs-
antennen je nach Signalstirke) sowie Richtfunk als eine Form des Raum-
Multiplex schon verbreitet eingesetzt.

Es werden nun zur Charakterisierung der Ubertragung unter dieser generali-
sierten Sichtweise verschiedene Arten von Kan#len unterschieden:

a) Der bisher als Kanalmodell meist betrachtete, einfache Fall besitzt ledig-
lich einen Eingang, in den der Sender einspeist, und einen Ausgang, aus
dem der Empfinger die Information entnimmt, auflerdem ist eine additi-
ve Rauschstoérung iiberlagert. Dieser Kanal wird als SISO-Kanal (Single
Input, Single Output) bezeichnet. Ein Raummultiplex wird hierbei allen-
falls bei Verwendung mehrerer unabhéngiger Parallelkanéle unterstiitzt.

b) Bei Ausnutzung des Mehrwegeempfang wie im Rake-Empfinger oder bei
synchroner Sendung desselben Signals von unterschiedlichen Orten trifft
diese Annahme bereits nicht mehr zu. Im Kanal werden hier unterschiedli-
che Kopien des Nutzsignals sowie eine additive Rauschstérung iiberlagert
und iiber einen einzigen Ausgang an einen Empfinger mit nur einem
Eingang iibergeben. Diesen Kanaltyp bezeichnet man als MISO-Kanal
(Multiple Input, Single Output).
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¢) Eine weitere Variante besteht darin, einen Empfinger mit mehreren
Eingingen zu implementieren, z.B. durch Verwendung mehrerer Anten-
nen, auch in Kombination mit gerichtetem Empfang. Diese Technik wird
beispielsweise in Mobilfunk- oder WLAN-Empfangern eingesetzt. Der
zugehorige SIMO-Kanal besitzt zwar nur einen Eingang, aber mehrere
Ausginge (Single Input, Multiple Output). An jedem der Ausginge ist
nun eine additive Stérung iiberlagert; die einzelnen Stérungen kénnen un-
korreliert oder korreliert sein.

d) Die letzte Variante ist eine Kombination, bei der sowohl mehrere Sender-
ausginge (bzw. Kanaleingéinge) verwendet werden, als auch mehrere Ka-
nalausgénge die jeweiligen Eingénge des Empféngers speisen. Auch hier ist
an jedem der Kanalausgéinge eine additive Storung iiberlagert. Dieser Ka-
nal wird als MIMO-Kanal (Multiple Input, Multiple Output) bezeichnet.
Diese universellste Variante wird in allen neueren drahtlosen und Mobil-
funknetzen (z.B. 4G/LTE und folgender Ausbau, WLAN IEEE 802.11n
ff. und WiMax IEEE 802.16) verwendet, um durch die systematische Aus-
nutzung mehrerer Sende- und Empfangswege die Ubertragungskapazitiit
zu erhéhen?’.

Das Modell eines MIMO—Ubertragungssysteq}s mit Sender, Kanal und Em-
pfinger ist in Abb. 11.22 dargestellt. Das Ubertragungsverhalten kann in
folgender Vektor-Matrix-Form beschrieben werden?!:

kll k12 le

™ S1 ny
T2 52 n2

S e . Pt S+ | =Ks+n. (11.39)
"M knrt kare - kar | LSL nM

Da der Sender L Ausgéinge und der Empfinger M Einginge?? besitzt, hat
der Sendevektor s die Dimension L, der Empfangsvektor r besitzt ebenso wie
der additive Rauschvektor n die Dimension M, und die Kanalmatrix K ist
mit Dimension L x M (Spalten x Zeilen) anzugeben. K stellt dar, in welcher
Form jeder Eingang in s mit jedem Ausgang in r linear verkniipft ist. Generell
kinnen alle Eintrige komplex sein, um z.B. eine Bandpass-Ubertragung mit-
tels der Quadraturkomponenten der dquivalenten Tiefpasssignale in den ein-

20 Das MIMO-Prinzip wird im Folgenden als einziges betrachtet, da es implizit bei
Reduktion auf einen Ein- bzw. Ausgang die anderen Fille einschlief3t.

2! Aus Einfachheitsgriinden erfolgt hier ein Verzicht auf die Darstellung der
Zeitabhéngigkeit, welche insbesondere die Sende- und Empfangssignale sowie die
Rauschsignale besitzen; auch der Kanal wére ggf. als zeitabhéngig anzunehmen.
Da es sich um ein diskretes Modell handelt, sind die Werte in r am Kanalaus-
gang so zu interpretieren, dass die enthaltene Nutzsignalenergien der gesendeten
Symbole in den nachfolgenden Empfingeroperationen zu gegebenen Abtastzeit-
punkten moglichst optimal ausgenutzt und Entscheidern zugefiihrt werden.

22 Entsprechend besitzt der Kanal I Eingiinge und M Ausgiinge, sowie LM Uber-
tragungswege.
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zelnen Ubertragungswegen zu charakterisieren. Im einfachsten Fall ist dann
K, wie oben dargestellt, eine Matrix aus komplexen skalaren Werten, welche
die Dampfungsfaktoren und Phasen (d.h. Zeitverzogerungen) in den einzel-
nen Ubertragungswegen darstellen, entsprechend der Annahme, dass jeder
einzelne Ubertragungsweg ein verzerrungsfreies System darstellt (vgl. Ab-
schn. 5.1). Eine Beschreibung im Frequenzbereich ist ebenfalls moglich und
vor allem dann vorteilhaft, wenn die Ubertragungswege eine weitergehen-
de frequenzabhingige Dampfung aufweisen. Dieses kann entweder durch eine
Kanalmatrix K(f) beschrieben werden, deren Eintrdge dann aus den Fourier-
Ubertragungsfunktionen K,,;(f) der einzelnen Wege bestehen, oder K wird
zu einem dreidimensionalen Tensor, der 2D-Kanalmatrizen fiir bestimmte
diskrete Frequenzbiéinder enthilt (letzteres ist z. B. bei der Kombination von
MIMO und OFDM sinnvoll).
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Abbildung 11.22. MIMO-System mit L Kanaleingéingen und M Kanalausgéngen

11.6.1 Raum-Zeit-Diversitit

Die Optimierung der Ubertragung erfordert die Modifikation der zu sen-
denden Informationssymbole durch eine geeignete Codierung, welche fiir
den speziellen Fall der gleichzeitigen Ausnutzung von Raum- und Zeitmul-
tiplex als Raum-Zeit-Codierung (engl. space-time coding) bezeichnet wird
(Gesbert et. al. 2003). Als mogliche Methode, die Diversitit verschiedener
Ubertragungswege auszunutzen, kann z.B. dieselbe Information zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten auf unterschiedliche Kanaleingéinge gegeben wer-
den. Beim Alamouti-Code (Alamouti 1998), einem der einfachsten Raum-
Zeit-Blockcodes, werden wihrend zweier aufeinander folgender Zeittakte die
Symbole a,, und a, 1 wie folgt iiber die Eingiinge 1 und 2 gesendet?3:

2% 4, und a, 41 konnen einzelne bits sein oder komplexwertige (z.B. QPSK, QAM)

Symbole. Der Blockcode fasst jeweils zwei Symbole zusammen, d.h. die Summen
in (Formel 1) laufen nur iiber gerade Zahlen n. Da die Ubertragung zwei Zeittakte
T umfasst, dndert sich die Ubertragungsrate nicht. Prinzipiell ist es auch méglich,
zwei weiter entfernte Zeittakte zu verwenden, was beispielsweise bei Auftreten
von Kurzzeit-Fading sinnvoll sein kann.
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my(t) = Z ans(t —nT) + aps1s(t —nT —1T)
ma(t) = —ajys(t —nT) +ays(t —nT —T) . (11.40)

Dieses Verfahren kann angewandt werden, ohne dass auf der Senderseite etwas
iiber den Kanalzustand bekannt sein muss. Alternativ kann es in folgender
Schreibweise der Alamouti-Matrix reprisentiert werden, deren Spalten die Si-
gnale der Kanaleingéinge, und deren Zeilen die Sendungen zu den Zeitpunkten
nT bzw. nT + T représentieren:

A2 [ an —07*1+1] — [al az] (11.41)

" py1 Q) ’ ’
Man erkennt, dass die Spalten wie auch die Zeilen der Matrix orthogonal
zueinander sind (alaj = 0), dadurch kénnen die Sendungen aus den beiden
Kanaleingéingen auf der Empféingerseite separiert werden, bzw. es entstehen
bei Korrelationsempfang keine Interferenzen zwischen den beiden Zeittak-
ten. Der Kanal wird hier zun#chst als MISO-Typ interpretiert, wobei am
Empfinger einkanaliger Korrelationsempfang und Abtastung in bekannter
Form angewandt wird. Dies ergibt zu den Zeitpunkten n7T" bzw. nT + T, un-
ter Annahme individueller komplexer Ubertragungsfaktoren k; bzw. ko zur
Représentation der Amplitudenddmpfungen und Laufzeiten auf den beiden
Ubertragungswegen,

y(nT) = [k1ay, — koaj, 1] ¢5,(0) + ne(nT)
y(nT +T) = [krans1 + kaal] 05 (0) + ne(nT +T) . (11.42)

Bevor eine Entscheidung erfolgen kann, miissen die empfangenen Symbo-
le noch separiert werden. Hierzu kann die zeitliche Diversitdt zwischen den
Abtastzeitpunkten n7 und nT' + T wie zwei separate Empfiangereingédnge
bei einer MIMO-Konfiguration mittels einer , Kanalmatrix* K interpretiert
werden, wobei allerdings der Abtastwert y(nT" 4 T') noch auf den konjugiert-
komplexen Wert abzubilden ist, um der im Sinne der Orthogonalitéit erfolgten
konjugiert-komplexen Abbildung in (11.40) formal Rechnung zu tragen. Eine
zu (11.42)vollkommen &quivalente Vektor/Matrixschreibweise lautet

-l sefi] e

%
Yn+1 Apt1 Mo n+1
y K a nNe

Die Separation kann nun erfolgen, indem der Abtastwertvektor y mit der
hermiteschen Matrix von K multipliziert wird,

=y s | ][ ek,

Yn+1 —k3 k| [R5 kY
v KK K
=2 (0) [|k12+k2|2 0 }a—i—KHn (11.44)
SSs O |k1|2 + ‘k2|2 e
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Dem Entscheider werden also folgende Signale zugefiihrt:
g(nT) = ay, [|/€1|2 + |k2\2] 0P (0) + Efne(nT) + kon?(nT +T)

GNT +T) = ansx [Ika]? + Kol | 95 (0) = ko (nT) + Kine(nT +T)
(11.45)

Die Amplitude des Nutzsignals skaliert sich also quadratisch-additiv mit den
Ubertragungsfaktoren der beiden Wege, diejenige des Rauschsignals ledig-
lich linear. Hierdurch ergibt sich ein Diversitdtsgewinn, der im Vergleich zur
SISO-Ubertragung maximal einen Faktor von 2 im E}, /No-Verhiltnis erreicht,
allerdings unter folgenden Voraussetzungen:

— Die Kanalmatrix K sei auf Empfingerseite exakt bekannt.

— Die gefilterten Rauschprozesse zu den Abtastzeitpunkten nT und nT + T
seien unkorreliert.

— Es treten keine unterschiedlichen frequenzabhéngigen Dampfungen in den
Ubertragungswegen auf.

Generell ist beim Vergleich des hier verwendeten ,MI“-Verfahrens mit
,SI¢ zu beriicksichtigen, dass fiir die gesamte Ubertragung in den M Kanal-
eingéngen keine grofere Sendeenergie pro bit aufgewendet werden soll als bei
dem einzelnen Eingang der SI-Ubertragung. Im vorliegenden Beispiel miissen
daher die Trégersignale s(¢) in (11.40) gegeniiber dem SI-Fall mit dem Fak-
tor v/2 /2 skaliert werden; dieses ist beim erwihnten Diversitéitsgewinn bereits
beriicksichtigt.

Insgesamt hat die Codierung nach dem Alamouti-Verfahren eine sehr
geringe Erhohung der Empfangerkomplexitit zur Folge, da abgesehen von
der notwendigen Kanalschétzung lediglich zwischen Abtastung und Entschei-
dung moderate zusitzliche Rechenoperationen erforderlich sind. In (Ala-
mouti 1998) wird gezeigt, dass von der Diversitidtswirkung her nahezu eine
Aquivalenz zu einem SIMO-Verfahren mit einem Kanaleingang und zwei Ka-
nalausgiingen besteht, wenn bei letzterem ebenfalls die beiden Ubertragungs-
wege geschiitzt und deren Empfangssignale optimal kombiniert werden (dhn-
lich wie bei dem in Abschn. 11.4.7 beschriebenen Rake-Empfénger). Ein sol-
ches SIMO-Verfahren ist aber auf der Empféingerseite deutlich komplexer,
da auch die gesamte Signalverarbeitung vor der Abtastung doppelt erfolgen
muss.

Dariiber hinaus ist der Empfinger beim Alamouti-Prinzip voll kompati-
bel mit einer SISO-Ubertragung (Sender mit nur einem Kanaleingang), da
das auf den ersten Eingang gegebene s; ohnehin dem SISO-Fall entspricht,
welcher bei Verzicht auf den zweiten Eingang sofort als Riickfallmodus exi-
stiert, ohne dass der Empfinger hiervon Kenntnis haben muss. Auch die
empfangerseitige Erweiterung zu einem MIMO-System mit 2 separaten Ka-
nalausgéngen (z.B. zwei Empfangsantennen) ist moglich, wobei dann die Ma-
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trix H in (11.43) auf Grund der Kombination von jeweils zweifacher Zeit-
und Empfangsdiversitit die Dimension 2x4 erhilt und die Riickabbildung in
(11.44) unter Verwendung der Pseudoinversen (K"K) 1K™ erfolgt.

Zur Verallgemeinerung des Alamouti-Verfahrens auf eine Raum-Zeit-Di-
versitdt mit mehr als 2 Kanaleingidngen kann die Matrix aus (11.41) auch
in folgender Weise rekursiv auf die n#chsthoheren Zweierpotenzen erwei-
tert werden [fiir eine genauere Darstellung s. (Hoher 2013)]. Hierbei wer-
den dann 27 aufeinanderfolgende Symbole a,, - - - @, 12;—1 in unterschiedlicher
Weise iiberlagert auf 2i verschiedene Kanaleingiinge gegeben??:

AP — [_{jﬁ [ii’}” fiir i = 2,4,8, ... . (11.46)

Abschliefend sei noch erwahnt, dass in dhnlicher Weise wie beim Raum-Zeit-
Multiplex auch ein Raum-Frequenz-Multiplex moglich ist, indem die Nutz-
signale iiber die einzelnen Senderausginge bzw. Kanaleingéinge nicht wie-
derholt zu verschiedenen Zeitpunkten, sondern gleichzeitig auf verschiedenen
Frequenzen gesendet werden. Dies ldsst sich insbesondere in Kombination
mit den Abschn. 11.5 beschriebenen Mehrtréger-Modulationsverfahren durch
Realisierung von coded OFDM mit Raum-(Diversitéits-)Codierung sehr ein-
fach realisieren. Hierdurch wird es prinzipiell moglich, den Diversitiatsgewinn
auszunutzen, auch ohne dass auf der Senderseite eine prézise Kanalschitzung
vorhanden ist, und dennoch die Effekte des frequenzselektiven Fading auszu-
gleichen (Borgmann, Bolkscei 2005). Auch Kombinationen in einem Raum-
Zeit-Frequenzmultiplex sind moglich und kénnen durch groflere Flexibilitét
in der Ausnutzung der Diversitit weitere Vorteile bringen.

11.6.2 Optimale MIMO-Ubertragung

Ideal wiire ein MIMO-Kanal, bei dem mehrere Ubertragungswege moglichst
unabhéngig voneinander sind, ohne dass zusétzliche Sendeenergie fiir doppelt
iibertragene Information aufgewendet werden muss. Die Kanalmatrix K kann
in der Regel nur in bestimmten Grenzen, z.B. durch andere Anordnung der
Antennen, verdndert werden, wird aber im wesentlichen auch durch die vor-
handene 6rtliche Umgebungssituation der drahtlosen Ubertragung bestimmt.
Es soll nun aber im Gegensatz zu den in Abschn. 11.6.1 beschriebenen Ver-
fahren angenommen werden, dass K dem Sender bekannt sei, so dass dieser
die Sendesignale vor dem Kanaleingang moglichst optimal an die Ubertra-
gungssituation anpassen kann. Hierfiir wird eine Singuldrwertzerlegung (engl.
Singular Value Decomposition, SVD) von K vorgenommen, mittels derer ei-
ne adquivalente Reprisentation durch die linearen Transformationsmatrizen

24 Allerdings ist hier im Fall komplexwertiger Symbole a,, die Matrix A nicht mehr
perfekt orthogonal — bei Anwendung in Verbindung mit QPSK, QAM koénnen
daher zusitzliche Intersymbol-Interferenzen auftreten, auch sind die o.g. Anfor-
derungen schwerer zu erfiillen
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U und V sowie die mit den Singulirwerten besetzte Diagonalmatrix A(/2)
verfiighar wird. Es gilt (vgl. Anhang 13.6) K = UAM/2VH 5o dass

r=UAY2VHs 4 n (11.47)
und nach Multiplikation beider Seiten mit UY wegen UMU = | S
f=Ur = AV UTn = AV/D5 15 (11.48)

Ziel wire es nun, eine ,virtuelle Ubertragung mit den Vektoren § durch-
zufithren, wihrend auf die Kanaleingéinge tatséchlich die Vektoren s gegeben
werden. Bei einer Vorcodierung des Sendevektors zu s = Vs entsteht dann
das in Abb. 11.23 gezeigte Ersatzbild des MIMO-Systems, welches quasi eine
Ubertragung in R < min(M, L) vollkommen unabhingigen Parallelkanilen
mit entsprechenden Amplituden-Ubertragungsfaktoren /X, besteht. R ist
der Rang der Kanalmatrix, der sich im Fall des Auftretens vollsténdig linear
abhéingiger Zeilen bzw. Spalten gegeniiber dem moglichen Maximalwert ver-
ringert. Die Rekonstruktion des eigentlichen Empfangsvektors erfolgt dann
durch die Transformation ¥ = Ulr. Im diskreten Ersatzbild wurde wieder
aus Ubersichtlichkeitsgriinden auf die weiteren Komponenten des Senders
(Pulsformung mit Trégersignal s(¢), Modulator) sowie des Empféngers (De-
modulator, Korrelationsfilter, ggf. Entzerrer, Abtaster) verzichtet. Die ent-
sprechenden Komponenten des Senders wiirden hinter der Vorcodierung V,
die des Empfangers einschliellich der Abtastung am Korrelationsfilteraus-
gang vor der Riickabbildung U™ liegen.

Man beachte, dass die Werte /A, bei der Eigenwertzerlegung iiblicher-
weise in absteigenden Amplituden auftreten, d.h. /A1 > VA2 > ... > VAR.
Wiire z.B. lediglich v/\; # 0, so hitten mit der urspriinglichen Kanalmatrix
K alle Unterkaniile dieselbe Information iibertragen (die Kanalmatrix hitte
den Rang 1), so dass die Verwendung des MIMO-Prinzips keinen Vorteil
brachte. Dariiber hinaus werden nun unter der Annahme, dass die Rausch-
prozesse n alle derselben Statistik folgen (wenn z.B. n Zufallswerte aus ei-
nem stationdren weifen GauB-Prozess enthélt, ist dies der Fall) die S/N-
Verhiiltnisse in den einzelnen Unterkanélen wegen der verschieden grofien
Singularwerte typischerweise unterschiedlich sein. Dies muss bei der Wahl des
Ubertragungsverfahrens fiir die jeweiligen Werte in § beriicksichtigt werden.
Das MIMO-Prinzip kann eingesetzt werden, um die Ubertragungskapazitiit
zu erhéhen, indem z.B. auf den zusétzlichen Kanaleingéingen weitere Symbole
iibertragen werden, oder um die Ubertragungsqualitiit insgesamt zu verbes-
sern, indem dieselben Symbole mit besserem Fehlerschutz iibertragen werden.
Sofern die Kanalmatrix iiberhaupt geeignet ist, zusitzliche Ubertragungs-
kapazitdt zur Verfiigung zu stellen, wird sich eine Verbesserung gegeniiber
dem SISO-Kanal wie auch gegeniiber den anderen o.g. Kanaltypen erreichen
lassen. Eine weitere Betrachtung der informationstheoretischen Grenzen bei
optimaler MIMO-Ubertragung erfolgt in Anhang 13.6.
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Abbildung 11.23. Ersatzbild des MIMO-Systems mit R < min(M,L) un-
abhéngigen Parallelkanélen

11.6.3 Weiteres Entwicklungspotential der MIMO-Ubertragung

Das MIMO-Prinzip lisst sich mit den meisten anderen Ubertragungsverfah-
ren kombinieren, so dass die hierdurch erzielten Gewinne additiv sind. So
wird beispielsweise in der vierten Mobilfunkgeneration (LTE) eine Kombi-
nation von MIMO mit dem in Abschn. 11.5 besprochenen OFDM-Verfahren
verwendet. Hierbei wird je nach Empfangssituation zwischen SISO oder ver-
schiedenen Diversitétsarten (beispielsweise Raum-/Zeit-Codierung nach dem
Alamouti-Verfahren, Antennendiversitit oder dem als ,closed loop spatial
multiplexing® bezeichneten, in Abschn. 11.6.2 beschriebenen Prinzip der Vor-
codierung) umgeschaltet. Allerdings werden bei LTE nur relativ moderate
Formen mit Anzahlen von Ein- und Ausgingen M,L < 4 verwendet; die
Vorcodierung wird nicht explizit iiber die SVD berechnet, sondern die ver-
wendete V-Matrix aus einem Satz von 16 moglichen ausgewihlt und an den
Empfinger signalisiert?>. Dariiber hinaus wird MIMO lediglich im Downlink
(von der Basisstation zum Mobilgeriit) verwendet. Fiir die nachfolgenden Mo-
bilfunkgenerationen (,LTE Advanced“ und ,5G*) ist zu erwarten, dass das
MIMO-Prinzip noch wesentlich intensiver genutzt wird, bis hin zu , massi-
ve MIMO* mit einer sehr groflen Anzahl von Sende- und Empfangsantennen.
Generell ist allerdings anzumerken, dass die sinnvoll verwendbare Anzahl von
Antennen bei bestimmten Mobilgerédten auf Grund der geringen Grofe relativ
eingeschrankt ist.

Anmerkung: Bei einer grofleren Anzahl von Antennen lassen sich gleichzei-
tig gerichtete Ubertragungen mittels ,,beamforming® noch wesentlich besser
realisieren. Dieses erlaubt z. B., dieselben Zeit /Frequenz-Ressourcen in einem
Raummultiplex mehrfach zu verwenden, indem fiir die einzelnen Benutzer die
Signale nur in bestimmte Richtungen abgestrahlt oder aus bestimmten Rich-
tungen empfangen werden. Die notwendigen Signalverarbeitungsschritte las-
sen sich dann ohne weiteres als Teil der Vorcodierung bzw. der Riickabbildung
im MIMO-System realisieren. Daher werden solche Verfahren, die ebenfalls

2% Der Empfiinger kann aber, sofern er iiber eine bessere Kanalschitzung verfiigt,
die Rekonstruktionsmatrix U™ beliebig weiter optimieren.
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hauptséchlich im Downlink eingesetzt werden kénnen, auch als ,Multi-user
MIMO* oder ,, MIMO-Multiplex* bezeichnet.

Viele der bei MIMO notwendigen Optimierungen setzen am Sender bzw. zu-
mindest am Empfanger eine nahezu perfekte Kenntnis der Kanalmatrix K
voraus. Dies ist bei drahtlosen Kanilen mit festen Sende- und Empfangs-
stationen relativ leicht erreichbar, indem zu Beginn der Ubertragung eine
dem Empfianger bekannte Praambel gesendet wird, aus deren Kenntnis durch
Vergleich mit den empfangenen Daten die Kanaleigenschaften ermittelt wer-
den. Bei zeitvarianten Kanilen, insbesondere bei mobilen (bewegten) Sen-
dern und/oder Empfingern, ist das Problem der Kanalschéitzung fiir MIMO
signifikant komplexer als es ohnehin bereits fiir SISO der Fall ist. Um dieses
Problem zu l6sen, werden beispielsweise bei LTE bestimmte Tréagersignale
aus dem in Verbindung mit MIMO verwendeten OFDM-Frequenzmultiplex
ausschlieBlich dafiir verwendet, um sténdig bekannte Synchronisationssignale
zu senden?6

11.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die Verfahren der Zeit-, Frequenz-, Code- und
Raummultiplex-Ubertragung behandelt. Diese werden einerseits genutzt, um
Informationen mehrerer Benutzer iiber ein und denselben Kanal iibertragen
zu konnen; andererseits kann es aber auch vorteilhaft sein, die Information
eines einzelnen Benutzers auf mehrere Teilkanéle aufzuteilen, insbesondere
wenn es um eine Erhéhung der Zuverlissigkeit der Ubertragung beispielswei-
se bei frequenzselektiven Stérungen, um eine Erhohung der Ubertragungsrate
durch Verwendung ungenutzter Ressourcen oder um Verminderung von In-
terferenzeffekten geht. Die Implementierung solcher Ubertragungsverfahren
erfolgt in der Regel mittels digitaler Signalverarbeitung, weil sich nur so die
Prézision sicherstellen lésst, die fiir eine Vermeidung von Interferenzeffekten
notwendig ist.

11.8 Aufgaben

11.1 Zwei Tiefpasssignale werden abgetastet und im Zeitmultiplexverfahren
iiber das PAM-System aus Aufgabe 10.1 iibertragen, wobei das 1. Nyquist-
Kriterium mit tg = 1,257 nicht erfiillt ist (7" Taktzeit auf dem Kanal).

26 Hierfiir werden periodische Zadoff-Chu-Sequenzen (Chu 1972) eingesetzt, die
dhnliche Autokorrelationseigenschaften besitzen wie die in Abschn. 11.4.4 ein-
gefithrten PN-Folgen, jedoch ansonsten eher die Eigenschaften eines Schmalban-
drauschens, dargestellt als komplexes dquivalentes Tiefpasssignal, aufweisen.
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a) Berechnen Sie die erlaubte Grenzfrequenz der Signale so, dass keine Eigen-
interferenzen auftreten.

b) Berechnen Sie die Gesamtiibertragungsfunktion eines einzelnen Kanals.

¢) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion fiir die Nebensprechsignale, und
geben Sie die minimale Nebensprechddampfung an.

11.2 @ = 100 Fernsprechsignale der Grenzfrequenz f, = 4kHz wer-
den mit einem Multiplexverfahren iibertragen. Berechnen Sie die minimale
Ubertragungsbandbreite fiir

a) PAM—Zeitmultiplex—_ﬂbertragung
b) Frequenzmultiplex-Ubertragung mit Einseitenband-Amplitudenmodula-
tion.

11.3 Zu dem amplitudenmodulierten Signal mi(t) = f1(¢) cos(27 fot) wird
ein zweites Signal ma(t) = fo(t) sin(27 fot) gleicher Triigerfrequenz fy addiert.
Skizzieren Sie Sende- und Empfangsschaltung dieses sog. Quadratur-Duplex-
verfahrens, und zeigen Sie, dass bei kohédrentem Empfang kein Nebensprechen
auftritt.

Wie grof ist die Ubertragungsbandbreite im Vergleich zu einem zweikanaligen
Multiplexverfahren nach Abb. 11.57

11.4 Ein Schieberegistergenerator mit r = 3 Stufen erzeugt eine m-Folge
der Linge = Periode M =23 —1=17

s4(n) =1{1,1,1,0,1,0,0}
oder in bipolarer Form
sbd(n) ={———+—++}

a) Berechnen Sie fiir spq(n) die periodische Autokorrelationsfunktion ¢, (m)
und ihr DFT-Spektrum |Sq(k)|?.

b) Wie grof ist die relative ,,unbalance“?

¢) Zeigen Sie an einem Beispiel die ,,shift and add“-Eigenschaft von spq(n).

d) Bilden Sie aus spq(n) = sipa(n) die 2. Folge sapa(n) eines ,preferred pair®
(z.B. fir a = 1) und zeigen Sie die Giiltigkeit der Schrankenbedingung
(11.28).

e) Bilden Sie aus dem ,preferred pair® nach (d) die @ = 9 Folgen der zu-
gehorigen Gold-Familie und je eine ihrer periodischen Auto- und Kreuz-
korrelationsfunktionen.

11.5 In einem einfachen FH-System durchlduft der 1. Sender in jeder Takt-
zeit periodisch die M Frequenzen f1, fo,..., fu,... far. Diese Frequenzfolge
werde in Form der periodischen Folge s14(n) dargestellt

sia(n)=n, n=1...M.
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Ist die Zahl der Tragerfrequenzen M eine Primzahl, dann lassen sich
M — 2 weitere Folgen durch Abtastung (Dezimation) der Folge s14(n) bilden
mit

Sga(n) = s1a(kn), k=2...M —1.

Zeigen Sie, dass die Sender eines asynchronen FH-Multiplexsystems des
Umfangs @ = 4 bzw. 6 nur genau einmal pro Taktperiode die gleiche
Tragerfrequenz verwenden.
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In den vorhergehenden Kapiteln wurden im Wesentlichen Methoden vorge-
stellt, mit denen zweiwertige (biniire) Quellensignale iiber gestorte Kanéle
iibertragen werden konnen. Erzeugt eine Quelle mehrwertige Digitalsignale,
dann konnen diese durch Umcodieren stets in die bin&re Form gebracht und
dann iibertragen werden. Einleitend wird hierzu die Pulscodemodulation be-
handelt, die nach Abtastung mittels einer Quantisierung ein wertkontinuierli-
ches in ein wertdiskretes Signal und anschliefend in ein Binédrformat umwan-
delt. Es wird untersucht, wie sich die Quantisierung und gestérte Ubertragung
der Binarreprésentation auf den Rekonstruktionsfehler des Signals auswirken.
Als weitergehende Verfahren der der Quellencodierung mit dem Ziel, eine
Représentation des Signals in moglichst kompakter Form zu erméglichen,
werden anschlieSend Verfahren der Priadiktionscodierung, der Transformati-
onscodierung und der Entropiecodierung behandelt. Hierbei geht es im We-
sentlichen darum, redundante Anteile aus der zu iibertragenden Information
zu entfernen. Andererseits konnen wiederum systematisch redundante An-
teile zwecks des Schutzes vor Ubertragungsfehlern der Binirreprisentation
hinzugefiigt werden. Dieses ist Aufgabe der Kanalcodierung, deren wichtigste
Implementierungen in Form von Block- und Faltungscodierung kurz vorge-
stellt werden. Anschliefend wird gezeigt, dass sich mittels einer Kombinati-
on von Codier- und Modulationsverfahren bei der codierten Modulation die
Fehlercharakteristik von Binériibertragungsverfahren ggf. sogar bei erhohter
Ubertragungskapazitit verbessern lisst.

12.1 Verfahren der Pulscodemodulation (PCM)

Die binire Ubertragung beliebiger analoger, also wert- und zeitkontinuierli-
cher Quellensignale ist nicht fehlerfrei moglich. Bei der aliasfreien Abtastung
ist eine Bandbegrenzung notwendig. Bei der Umwandlung der wertkontinuier-
lichen in wertdiskrete Signale wird eine Quantisierung' notwendig. In einem
letzten Schritt wird die Information in eine Folge von Binérzahlen umge-
setzt. Diese Bin#rzahlen kénnen dann mit den beschriebenen Methoden der
Digitaltechnik iibertragen werden. Die fiir diese Umwandlung erforderlichen

1'S. Abb.4.1.

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_12, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Schritte sind in Abb.12.1 dargestellt, das gesamte Ubertragungsverfahren
wird als Pulscodemodulation (PCM) bezeichnet.?

Im Vergleich mit den im vorletzten Kapitel zu besprechenden analogen
Modulationsverfahren weisen die PCM-Verfahren eine Reihe von Vorteilen
auf. So kann der Einfluss von Ubertragungsfehlern wegen des Schwelleneffek-
tes der Fehlerfunktion (Abschn.7.4.4) bei diskreten Ubertragungsmethoden
sehr gering gehalten werden. Dies gilt sogar fiir praktisch beliebig lange Uber-
tragungsstrecken, wenn in geeigneten Abstéinden die Triagersignale durch Op-
timalempfiinger empfangen und neu ausgesendet werden (Repeatertechnik,
Aufgabe 12.5). Weiter konnen die Binirsignale in einfacher Weise durch feh-
lerkorrigierende oder kryptografische Codes geschiitzt werden. Die Bedeutung
der PCM in einem digitalen Netz fiir die gemeinsame Ubertragung diskre-
ter und analoger Quellensignale wurde zu Anfang des Kap. 8 schon erwéhnt.
Dariiber hinaus bieten aber noch Verfahren der Datenkompression (Quellen-
codierung) die Moglichkeit zu einer weitergehenden Reduktion der Datenrate
(vgl. Abschn. 12.2). In einem ersten Schritt wird das als bandbegrenzt an-

3 f(t) f(nT)
2 / Quellensignal f(t)
1 N /Y \ abgetastetes Signal f(nT)
JNAT X
0 T 2T 5T T
3
A 2 1 | f4(nT) quantisierte Abtastwerte
1
T
At O%L 5 — fD(nT)=fq(nT) - f(nT)
T t Fehlersignal
anf1
"TO I I . I ] . I l ] [ l ] codierte Abtastwerte
0 T2T 5T iy

Abbildung 12.1. Bildung des pulscodemodulierten Signals

genommene Quellensignal f(¢) unter Beriicksichtigung des Abtasttheorems
abgetastet. Im zweiten Schritt werden die Abtastwerte f(nT) gerundet, im
Bildbeispiel auf den néchstliegenden ganzzahligen Amplitudenwert fq(nT).
Dieser Rundungsvorgang wird auch als Quantisierung bezeichnet. Es ist so-
fort einsichtig, dass diese Rundung nicht mehr riickgéngig gemacht werden
kann?, es entsteht fiir jeden Abtastwert ein Rundungs- oder Quantisierungs-
fehler der absoluten Grofie

2 Zuerst angewandt um 1914 von dem dt. Physiker Arthur Korn (1870-1945) zur
Halbtonbildiibertragung mit 5 stelligem Binércode, dann 1938 zur Sprachiiber-
tragung von dem engl. Ingenieur Alec H. Reeves vorgeschlagen (Anhang zum
Literaturverzeichnis).

3 Die Quantisierungskennlinie ist keine reversible Abbildungsfunktion (vgl.
Abschn.7.7.1).
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fo(nT) = fo(nT) — f(nT) , (12.1)

der ebenfalls in Abb.12.1 dargestellt ist. In einem dritten Schritt kénnen
die gerundeten Abtastwerte in eine endliche Bindrzahl umcodiert werden. Im
Beispiel Abb.12.1 geniigt zur Darstellung der vier Quantisierungsstufen ei-
ne zweistellige Bindrzahl, wobei beispielsweise zur Konstruktion der in der
unteren Zeile von Abb. 12.1 dargestellten Folge von Binérzahlen die in der fol-
genden Tabelle dargestellte Zuordnung eines natiirlichen Binércodes gewihlt
wird.

Quantisierungsstufe Binérzahl
0 00
1 01
2 10
3 11

Das so gewonnene digitale Signal kann mit einer der in Kap.8 oder 9 be-
schriebenen Methoden iibertragen werden. Ein PCM-Ubertragungssystem ist
also prinzipiell nach dem Schema in Abb.12.2 aufgebaut. Im Sender wird

Sender nT
f(t) ' , m(t)
o—= TP [—"~— Quantisierer — k,gf?f\’;g:‘fjm — s [—
\_V_/
Analog - Digitalumsetzer Datensender
(ADU)
Empfanger nT/k
m(t) v e — fo(t)
~ - ecodierer €
s(t) — scheidung k bit / Abtastwert TP
Datenempfanger Digital - Analogumsetzer

(DAU)

Abbildung 12.2. Schema eines PCM-Ubertragungssystems

das PCM-Signal in den beschriebenen drei Schritten Abtasten, Quantisieren
und Codieren gebildet; die Kombination von Quantisierer und Codierer wird
auch Analog-Digitalumsetzer genannt. Das PCM-Signal wird dann mit digi-
talen Methoden iibertragen und beispielsweise von einem Korrelationsfilter-
Empfinger empfangen. Die am Ausgang dieses Empfingers abgegebene
Binérsignalfolge wird in einem Decodierer, auch Digital-Analogumsetzer ge-
nannt, in die quantisierten Abtastwerte zuriickverwandelt und diese in einem
Tiefpass zu dem Ausgangssignal f.(t) interpoliert. Dieses Ausgangssignal ist
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gegeniiber dem Quellensignal f (t) durch den Einfluss der Quantisierungs-
fehler und der Ubertragungsfehler verfilscht. Das Fehlerverhalten der PCM-
Ubertragung soll nun genauer betrachtet werden.

12.1.1 Quantisierungsrauschen

Der Rundungsvorgang der Abtastwerte, den die Quantisierung darstellt,
kann durch die Quantisierungskennlinie beschrieben werden, wie sie in Ab-
schn. 7.7.1 eingefithrt wurde. Sie gibt die Amplitude der quantisierten Ab-
tastwerte fq(nT) in Abhingigkeit von der Abtastwertamplitude f(n7') am
Eingang des Quantisierers wieder.

Der nutzbare Teil der Quantisierungskennlinie (vgl. Abb. 7.24) sei auf
einen Amplitudenbereich der Breite A .x begrenzt, jenseits dieses Bereiches
beginnen die Bereiche der Ubersteuerung, die aber hier vernachlissigt wer-
den sollen. Ein Eingangssignal im Amplitudenbereich des Quantisierers wird
in Amax/A gleichférmige Amplitudenstufen quantisiert. Zur codierten Dar-
stellung dieser Amplitudenstufen ist dann eine Binérzahl mit der Anzahl von
Stellen

K>1b (AZ”‘> bit (12.2)

erforderlich.*

Das in (12.1) definierte Quantisierungsfehlersignal fp(nT') kann als Stor-
signal aufgefasst werden, das bei Addition zu den ungestorten Abtastwer-
ten f(nT) die quantisierten Werte fq(nT') ergibt. Nach Interpolation der
Abtastwerte durch den Tiefpass am Ausgang eines PCM-Systems lasst sich
jetzt also das Ausgangssignal f.(t) bei sonst fehlerfreier Ubertragung als Sum-
me aus dem ungestorten Quellensignal f(¢) und dem sogenannten Quantisie-
rungsrauschen fp(t) beschreiben. Das Nutz-/Storleistungsverhéltnis dieser
Storung wird im Folgenden berechnet.

Hierzu wird zunéchst die Zufallsgrofe fp(nT') betrachtet. Unter der An-
nahme, dass bei geniigend kleiner Quantisierungsstufenbreite A die Zufalls-
grofe f(nT) des Signals f(t) eine innerhalb der Breite A jeweils nidherungs-
weise konstante Verteilungsdichtefunktion besitzt und dass die Quantisie-
rungskennlinie nicht iibersteuert wird, kann fp(nT') als gleichverteilt angese-
hen werden (Abb.12.1) mit der Verteilungsdichtefunktion®

Pro(q) = %rect (%) : (12.3)

Mit der Leistung einer gleichverteilten Zufallsgréfie nach (7.72) hat der Quan-
tisierungsfehler dann die Augenblicksleistung

4 Vgl. FuBnote 8, Abschn. 8.8.
% Zur allgemeinen Bestimmung der Verteilungsdichte ohne die hier genannten Ein-
schrinkungen s. Abschn. 7.7.1.
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2 | A/2 2 A2
Nq:E{fD(nT)}:Z / q dqzﬁ. (12.4)
—A/2

Die Storleistung wéchst also quadratisch mit der Quantisierungsstufenhohe.

Das Nutzsignal sei Musterfunktion eines gleich verteilten, ergodischen
Prozesses mit Mittelwert 0. Der verfiighare Amplitudenbereich werde voll
ausgenutzt. Als Leistung und damit auch Augenblicksleistung S, dieses Pro-
zesses ergibt sich dann

S, =A%, /12 (12.5)

Setzt man nach (12.2) Ayay = A - 25 in (12.5) ein, dann ist das Verhéltnis
der Nutz-/Stéraugenblicksleistung also

Sa _ (A25)2/12 oy

Za 12.

Ny A2/12 (12.6)
oder im logarithmischen Maf}

101g(Sa/Ngq) ~ K - 6dB . (12.7)

Jede Verdoppelung der Stufenzahl des Quantisierers erfordert ein Bit mehr
zur Codierung und verbessert damit das S,/Ng-Verhéltnis um etwa 6 dB. Es
ist auch moglich, die fiir ein gefordertes S, /Nq-Verhiltnis minimal notwen-
dige Bitanzahl anzugeben®

K> %m(sa/zvq) . (12.8)

Die Abtastwerte mit dem erzielten S, /Ny-Verhéltnis werden am Ausgang des
PCM-Empfingers in einem Tiefpass der Grenzfrequenz f, = 1/(27") zu dem
Ausgangssignal f,(t) interpoliert. Man kann nun zeigen, dass die Leistung
eines aus Abtastwerten interpolierten Signals proportional zur Leistung der
Abtastwerte ist (entsprechend zu Abschn. 6.7). Damit gilt das Augenblicks-
leistungsverhéltnis (12.7) auch fiir das Verhéltnis der Leistungen von Nutz-
signal f(t) und Quantisierungsrauschen fp(¢) im Ausgangssignal f,(t).

Die in Abb. 7.24a dargestellte, gleichformig gestufte Quantisierungs-Kenn-
linie ergibt nur fiir gleichverteilte Eingangssignale, deren Amplitudenbereich
mit dem des Quantisierers iibereinstimmt, einen minimalen Quantisierungs-
fehler. Reale Signale verhalten sich in dieser Beziehung ungiinstiger. Beson-
ders Sprachsignale haben eine Verteilungsdichtefunktion, die in der Umge-
bung des Nullpunktes ein hohes Maximum aufweist. Zur Anpassung stuft
man in diesen Féllen die Quantisierungskennlinie derartig, dass Signalanteile

5 Im Prinzip sind rationale, positive Werte fiir K wihlbar, wenn mehrere Abtast-
werte zusammengefasst codiert werden.
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mit geringen Amplitudenwerten feiner quantisiert werden. Ein Verfahren zur
Berechnung eines optimalen Quantisierers, der bei beliebig verteilten Ein-
gangssignalen jeweils die minimale Quantisierungsfehlerleistung liefert, wird
in Ubungen 14.7 behandelt.

Zur Quantisierung von Sprachsignalen grofler Dynamik werden zumeist
logarithmisch gestufte Quantisierer verwendet. Hiermit erfolgt eine Kompan-
dierung (vgl. Abschn. 7.7.1) mit dem Ziel einer Unterdriickung des Quantisie-
rungsrauschens bei geringen Signalamplituden. Bei hohen Signalamplituden
entstehen dabei zwar grofiere Quantisierungsfehler, was sich aber auf Grund
horphysiologischer Verdeckungseffekte nicht nachteilig auswirkt.

12.1.2 Ubertragungsfehler in PCM-Systemen

Neben dem Quantisierungsrauschen sind als zweite Storursache Fehler bei
der Ubertragung des PCM-Signals iiber gestorte Kanile zu betrachten. Es
wird zunéchst vorausgesetzt, dass der durch Rauschstérungen im Kanal ver-
ursachte falsche Empfang eines Binérsignals eine so geringe Wahrschein-
lichkeit P, hat, dass ein solcher Fehler fast immer nur eine einzige Stelle
in einer der iibertragenen K-stelligen Bindrzahlen betrifft. Die empfange-
nen Bindrzahlen werden also mit einer Wahrscheinlichkeit K-P, falsch sein
und vom Decodierer in einen falschen Abtastwert {ibersetzt werden. Die
relative Leistung dieser Abtastwertfehler soll nun berechnet werden. Dazu
wird angenommen, dass eine Codierungszuordnung mittels eines natiirlichen
Binércodes wie in der Tabelle zu Abb.12.1 verwendet wird. In dieser Zu-
ordnung verursacht ein Fehler in der letzten Stelle des Bindrwortes nach der
Decodierung einen Amplitudenfehler der Grofle A, ein Fehler in der vor-
letzten Stelle einen Amplitudenfehler von 2A, dann 4A usw.” Der mittlere
quadratische Amplitudenfehler eines Abtastwertes ergibt sich also bei einer
beliebig liegenden falschen Ziffer in der decodierten Binérzahl aus der Summe
der geometrischen Reihe (vgl. Kap. 4 Fulnote 14)
1A%+ A2+ (4A) 4. 4+ (@F1a)7] = LA ger _qy.
K K 3
Da dieser Fehler nur jeden 1/(K - P,)-ten Abtastwert betrifft, liegt am Aus-
gang des PCM-Systems eine Augenblicksstorleistung von
2 2
Np, =E{fp.(nT)} =K - PeiA—(?K —1) = PeA—22K . (12.9)
e K 3 3
Bezieht man wieder die Storung wie in (12.7) auf ein gleichverteiltes Nutzsig-
nal der Leistung S,, dann ergibt sich am Ausgang des PCM-Ubertragungs-
systems ein Nutz-/Storleistungsverhiltnis von

" Das hier angenommene Auftreten von Einzelfehlern stellt tatséichlich den
ungiinstigsten moglichen Fall dar, da bei mehreren Fehlern innerhalb eines PCM-
Symbols unterschiedliche Vorzeichen der Fehler, und damit zumindest teilweise
gegenseitige Ausloschungen moglich sind.
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1
K\2
= IQT =15 (P, < 0,5) . (12.10)
o p T TF
°3

Da die durch Quantisierung und durch Ubertragungsfehler verursachten
Storsignale ndherungsweise unabhéngig voneinander sind, kénnen ihre Leis-
tungen addiert werden. Damit gilt fiir das resultierende Nutz-/Stérleistungs-
verhiltnis einer PCM-Ubertragung

Sa  Sa 1
N  Ny+Np, 22K 4 4P,

(12.11)

In Abb. 12.3 ist dieses S,/N-Verhiltnis am Ausgang des PCM-Systems iiber
dem die Fehlerwahrscheinlichkeit P, bestimmenden FE,/Ny-Verhéltnis am
Eingang des PCM-Empfingers dargestellt. Parametriert ist mit der Stellen-
zahl K der fiir jeden Abtastwert iibertragenen Binédrzahl. Weiter werden zur
Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit P, als Funktion von E, /Ny die bei-
den Beziehungen (7.106) fiir unipolare und (8.11) fiir bipolare Ubertragung
benutzt®. Das S, /N-Verhiltnis am Ausgang eines PCM-Ubertragungssystems

St
50 . 6dB
[ K=8
a4 6dB
40+ 6dB )
304 .
unipolare Ubertragung
201 bipolare Ubertragung
10 4
A
0
0-"

10 20 30 40 50 60 NL;/dBﬂ
Abbildung 12.3. Stérverhalten einer PCM-Ubertragung

ist also durch ein sehr deutliches Schwellenverhalten gekennzeichnet. Verrin-
gert man das Ey/Ny-Verhiltnis im Ubertragungskanal, dann verschlechtert
sich unterhalb einer Schwelle, die je nach Ubertragungsverfahren im Bereich
um 15-20 dB liegt, das Storverhalten sehr schnell. Praktisch macht sich diese

8 Hierbei bleibt wegen des Auftrags iiber E /Ny zunichst unberiicksichtigt, dass
die unipolare Ubertragung weniger Energie pro bit benétigt, und dass bei
Erhohung von K mehr Energie pro Zeiteinheit aufzuwenden ist. Eine weitere
Diskussion, die diese Effekte ebenfalls berticksichtigt, erfolgt in Abschn. 13.4.
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Verschlechterung bei Sprachiibertragung durch ein fast plotzliches Auftreten
krachender Geriusche bemerkbar, die durch die einzelnen Ubertragungsfehler
verursacht werden. PCM-Systeme werden daher immer oberhalb dieser
Schwelle betrieben. In diesem Bereich sind praktisch nur noch die von der
Ubertragungsstrecke unabhingigen Quantisierungsstérungen vorhanden. Bei
Erhohen der Stufenzahl des Quantisierers und entsprechender Erhchung der
Stellenzahl K der {ibertragenen Bin&rzahlen verbessert sich dieser Storab-
stand um jeweils 6 dB pro Stelle, er kann also bei entsprechendem Aufwand
beliebig grof§ werden. Diese Verbesserung muss aber mit einer Erhthung der
Ubertragungsbandbreite erkauft werden:

Tastet man ein Quellensignal der Grenzfrequenz f, mit der Rate 2f, ab
und codiert jeden Abtastwert in ein K-stelliges Binérsignal um, dann miissen
diese Binérsignale mit einer Rate von

r—K-2f, (12.12)

iibertragen werden. Da man nach Abschn. 8.3 {iber einen Kanal der Grenz-
frequenz f, x hochstens mit der Nyquist-Rate » = 2f, k iibertragen kann,
ergibt die Gleichsetzung mit (12.12) einen Mindestwert von fyx = K - f.

Das Verhiltnis der Bandbreite des modulierten Sendesignals fa zur
Grenzfrequenz des Quellensignals f, wird auch Bandbreitedehnfaktor [ ei-
nes Modulationsverfahrens genannt:

B=1falfs. (12.13)

Der Bandbreitedehnfaktor eines PCM-Systems hat dann mindestens einen
Wert, von

Kfg

- K. 14
7. (12.14)

Brcem =

In praktischen PCM-Ubertragungssystemen sind zu einer guten Sprachiiber-
tragung oder Bildiibertragung etwa K = 8bit/Abtastwert ausreichend. Die
Ubertragung beispielsweise von Fernsprechsignalen, die mit einer Rate von
8 kHz abgetastet werden, erfordert dann eine Binériibertragungsrate von r =
8 kHz - 8 bit = 64 kbit/s.

12.2 Quellencodierung

Shannon® hat in seiner 1948 verésffentlichten Informationstheorie den Begriff
der Information als statistisch definiertes Maf} in die Nachrichtentechnik ein-
gefiihrt. Die Elemente eines Nachrichteniibertragungssystems — Quelle, Kanal

9 Claude Elwood Shannon (1916-2001), amerik. Mathematiker und Ingenieur.
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und Senke — werden in der Informationstheorie abstrahiert von ihrer techni-
schen Realisierung durch informationstheoretische Modelle beschrieben (Ab-
schn. 8.1). Aus dieser Betrachtungsweise lassen sich insbesondere Grenzen fiir
Nachrichteniibertragungs- und Speichersysteme ableiten, die auch bei beliebi-
gem technischen Aufwand nicht iiberschreitbar sind. In diesem Sinn stellt die
Informationstheorie eine iibergeordnete Theorie dar, mit der Ubertragungs-
systeme unabhéngig von technischen Verfahrensvarianten dargestellt und ver-
glichen werden koénnen. In diesem Abschnitt wird nur ein Ausschnitt der
Informationstheorie so weit vorgestellt, dass Grenzaussagen iiber die in bei-
den vorangegangenen Kapiteln behandelten Ubertragungsverfahren moglich
werden. Fiir ein tieferes Eindringen in die Informationstheorie muss hier auf
die Literatur verwiesen werden (Shannon, 1949; Reza, 1961; Wozencraft und
Jacobs, 1965; Gallager, 1968; Hamming, 1980; Heise und Quattrocchi, 1983;
Mansuripur, 1987; Blahut, 1987; Cover und Thomas, 1991).

12.2.1 Diskrete Nachrichtenquellen

Eine diskrete Quelle (Abb. 8.2) erzeugt eine Folge diskreter Zeichen a(n),
d.h. ein wert- und zeitdiskretes Signal. Die Menge moglicher Werte {a;}
mit dem endlichen Umfang M wird Quellenalphabet genannt. Beispiele sind
Binédrsignale mit M = 2, Dezimalzahlen mit M = 10, Schrifttexte mit
M = 27 oder ASCII-Zeichen mit M = 256. Durch Codieren, wie in den
Abschn. 8.8 oder 12.1 geschildert, lassen sich Quellenalphabete ineinander
umwandeln. Wenn der Umfang M eine Zweierpotenz ist, dann kann jedes
Zeichen verlustlos in eine Binédrdarstellung mit Ib(M) Stellen umcodiert wer-
den. Der Ausdruck

Hy =1b(M) bit/Zeichen (12.15)

wird, auch fiir beliebige M, als Entscheidungsgehalt definiert. Das ,,bit* hat
dabei die Bedeutung einer Pseudoeinheit, die auf die Verwendung des binéren
Logarithmus hinweist.

Eine Umcodierung der Zeichen einer Quelle in untereinander gleich lange
Binérfolgen ist allerdings bzgl. der Gesamtzahl der Bindrwerte dann nicht
optimal, wenn diese Zeichen mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten auf-
treten. Deshalb wurden schon von S. Morse in dem von ihm definierten
Codealphabet!? hiufig vorkommende Buchstaben durch kurze Zeichenfolgen,
seltene durch lange Folgen dargestellt. C. Shannon verallgemeinerte diese
Uberlegungen wie folgt:

Unter Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeit p;, mit der die Quelle das
i-te Zeichen a; eines Alphabets erzeugt, wird als Informationsgehalt I; dieses
Zeichens definiert
10 Das Morse-Alphabet besteht eigentlich aus 4 Codezeichen: Ton kurz, Ton lang,

Pause kurz (Trennung von Ténen), Pause lang (Trennung von Buchstaben); es
ist also ein quaternéres Alphabet.
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I, =1b(1/p;) = —1b(p;) bit/Zeichen. (12.16)

Der Informationsgehalt ist also umso hoher, je seltener ein Zeichen auf-
tritt, es gilt 0 < I; < oo. Sind alle Zeichen gleich wahrscheinlich, dann ist
p; = 1/M, in diesem Fall sind Informations- und Entscheidungsgehalt also
gleich: I; = Hy, Vi. Ansonsten berechnet sich der mittlere Informationsgehalt,
auch als Entropie bezeichnet, wie ein iiblicher linearer Mittelwert durch mit
den p; gewichtete Summierung der einzelnen Informationsgehalte!!

M M
H=> pil;=- pib(p;) < Hy bit/Zeichen. (12.17)
=1 =1

Im néchsten Schritt wird angenommen, dass zwischen den einzelnen Zei-
chen statistische Bindungen bestehen, die sich jeweils iiber L aufeinander
folgende Zeichen erstrecken. Weiter sei bekannt, dass die i-te Zeichenfolge
aus den M’ moglichen Folgen der Linge L mit der Wahrscheinlichkeit p;
erzeugt wird. Auch dieser Folge von Zeichen lisst sich jetzt ein Informations-
gehalt von I; = —1lb(p;) zuordnen. Sind die Zeichen der i-ten Folge statistisch
unabhéngig, so ergibt sich p; als Produkt der einzelnen Zeichenwahrschein-
lichkeiten. Der Informationsgehalt der Folge ist dann auf Grund der Eigen-
schaften des logarithmischen Informationsmafles gleich der Summe der Infor-
mationsgehalte der Einzelzeichen. Im allgemeineren Fall der Erfassung be-
liebiger statistischer Bindungen iiber L Zeichen ergibt sich die Entropie pro
Zeichen des Alphabets als

' Die mathematische Herleitung der Begriffe Informationsgehalt und Entropie
kann hier nicht umfassend erfolgen, soll aber zumindest angedeutet werden: Ein
aus einem diskreten Alphabet gesendetes Zeichen kann einen von M Zustédnden &
annehmen, deren jeder eine bestimmte Wahrscheinlichkeit p; besitze. Jedem der
Zeichen sei zunéchst ein beliebig zu definierender Informationsgehalt I; zugeord-
net, so dass sich die Entropie als Mittelwert plausibel wie in der linken Summe
von (12.17) ergibt. Verfiigbarkeit vollstéandiger Information (bei einer Bitanzahl
gleich der Entropie) bedeutet Beseitigung jeder Unsicherheit dariiber, welches
Zeichen gesendet wurde. Die Entropie muss aber auch dann eine konsistente
Funktion bleiben, wenn die Information unvollstdndig ist, wenn z. B. Unsicher-
heit dariiber verbleiben kann, ob Zeichen 1 oder 2 gesendet wurde, wéhrend fiir
alle tibrigen Zeichen 3...M eine vollstindige Sicherheit besteht. Dies kann so for-
muliert werden, dass die von pi...par abhingige Entropiefunktion H separierbar
sein muss in die mittleren Informationsgehalte aus den Zeichen 1-2 und aus den
iibrigen Zeichen. Demnach muss gelten

P P2
Hi{pr,pos oo prt} = H{p1 + posps, oo patt + (p1 + po) H P2 U
{p1,p2, ..., P01} {p1 +p2,p3, ..o} + (1 + p2) {p1+p2 o +p2}

In derselben Weise ist eine beliebige Separierung der Entropie in Einzelsummen
von Informationsgehalten moglich. In der Tat ist (12.16) die einzige Funktion fiir
I; ist (bei beliebiger Basis des Logarithmus), welche diese Bedingung erfiillt.
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M ME
1 1 . .
Hy, = 7 ;71 pil; = 7 igl pilb(p;) < H  bit/Zeichen, (12.18)

mit Gleichheit fiir den Fall statistisch unabhéngiger Zeichen oder L = 1. Es
gilt stets H > 0. Die Entropie erreicht ihr Maximum Hy = lb(M), wenn
die einzelnen Zeichen der Quelle gleich wahrscheinlich (p; = 1/M) sind. Die-
ses Maximum ist der Entscheidungsgehalt der Quelle. Multipliziert man die
Entropie H einer Quelle mit der Rate r, mit der die Quelle die Zeichen er-
zeugt, dann ergibt sich der Informationsfluss der Quelle

H* =rH Dbit/Zeiteinheit. (12.19)

Die Bedeutung des mittleren Informationsgehalts wird als untere Schranke
einer fehlerfreien Quellencodierung durch Shannons Satz von der Entropie
verdeutlicht (Shannon, 1949):

,,Es ist moglich, alle Folgen von n Zeichen einer Quelle fehlerfrei so in
Binérzeichenfolgen zu codieren, dass die mittlere Zahl an Binérstellen
pro Zeichen die Entropie approximiert. Die Approximation néhert
sich mit wachsendem n der Gleichheit.“

Als einfaches Beispiel wird die geddchtnislose Bindrquelle betrachtet, die sta-
tistisch unabhéngig die Zeichen ,,1¢ mit der Wahrscheinlichkeit p und ,,0“ mit
1 —perzeugt. Mit L = 1 und M = 2 in (12.18) ergibt sich die hier nur von p
abhéngige Entropie zu

bit
Zeichen

H(p) = — Zpilb(pi) = —plb(p) — (1 — p)Ib(1 — p) (12.20)

Den Verlauf dieser Entropie iiber p zeigt Abb. 12.4. Das Maximum der Entro-
pie von Hy = 1bit/Zeichen wird bei gleichen Wahrscheinlichkeiten der beiden
Zeichen (p = 0,5) erreicht. Die Abweichung R = Hy — H ist die absolute Red-
undanz der Quelle; sie gibt den Gewinn (in bit/Zeichen) an, der mit einer
fehlerfreien Quellencodierung durch Beseitigung dieser Redundanz hochstens
erzielt werden kann (Abschn. 8.1). Ein weiteres Beispiel ist die Codierung
alphabetischer Texte. In Abb. 12.5 ist die Haufigkeit aufgetragen, mit der
Buchstaben in deutschsprachigen Texten auftreten. Hiermit ergibt sich unter
der zunéchst betrachteten vereinfachten Annahme, dass ein Schrifttext eine
gedédchtnislose Quelle mit statistisch unabhéngigen Zeichen ist, mit L = 1
und M = 27 eine Entropie von

27 .
bit

H=— E i1b(p;) = 4,04 ————. 12.21

— pilb(pi) Buchstabe ( )

In Abb. 12.5 sind weiter drei Bin#ircodierungen fiir die Buchstaben des Al-
phabets und die mit ihnen erreichbaren mittleren Werte H. an Bin&rzeichen
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Abbildung 12.4. Entropie der gedichtnislosen Bindrquelle (Shannon-Funktion)

Buchstabe | Haufigkeit | Bacon 1623 Morse Huffman
pi /% Baudot 1874 1844 1952
— 14,42 00100 00 000
E 14,40 10000 100 001
N 8,65 00110 01100 010
S 6,46 10100 11100 0110
I 6,28 01100 1100 0111
R 6,22 01010 101100 1000
M 1,72 00111 | 010100  [111010
X 0.08 10111 01110100 |1111111110
Q 0,05 11101 01011010011111111110
Hc/ bit/Buchstabe : 5 4,79 413

Abbildung 12.5. Binércodes fiir alphabetischen Text (zu Bacon s. Aschoff, 1984,
im Anhang zum Literaturverzeichnis; der Morsecode ist durch Abbildung auf einen
kommafreien Bindrcode dargestellt)

pro Buchstabe (Coderate) angegeben. Mit B; bit, die zur Codierung des
Buchstaben mit Index ¢ aufgewendet werden, berechnet sich die Coderate als

M
H, = Zpi - B;.
i=1

Der auf minimalen Wert H. optimierte Huffman-Code (Huffman, 1952) un-
terscheidet sich hier in der mittleren Binirzeichenzahl nur noch um 2,3% von
einem optimalen Quellencode.

Der Huffman-Code ist ,kommafrei“, d. h. kein kiirzeres Codewort tritt
als Anfang eines langeren Wortes auf. Damit ist auch ohne Trennzeichen eine
eindeutige Decodierung moglich. Die Entwurfsprozedur verlduft wie folgt:

1. Es wird eine Liste L = {Lq,..., Ly} fiir die Symbole des Quellenal-
phabets gebildet, welche zunichst die Haufigkeiten der Quellensymbo-
le p1...py (optional in grofensortierter Reihenfolge) enthélt. Die Liste
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enthélt weiterhin eine Indextabelle aller Quellensymbole, die den jewei-
ligen Listenplidtzen zugeordnet sind (dies ist zunéchst ein Symbol pro
Listenplatz). Die zu den Quellensymbolen gehorigen Codesymbolfolgen
werden in einer Codeworttabelle C = {¢1,¢a,...,car} gespeichert, diese
bestehen bei der Initialisierung aus jeweils 0 bit.

2. Es werden die beiden Listenplédtze mit den kleinsten Haufigkeitswerten
in L aufgesucht, und den Codesymbolfolgen aller mit den beiden Listen-
plitzen iiber die Indextabelle zugeordneten Quellensymbole eine ,,0“ bzw.
eine ,,1“ hinzugefiigt'?.

3. Die beiden in 2. behandelten Plitze werden in einem Listenplatz zusam-
mengefiihrt, in dem die Summe der beiden Héufigkeiten eingetragen wird.
Diesem Listenplatz werden nun in der Indextabelle auch alle Quellensym-
bole zugeordnet, die bisher separat mit den beiden Listenplétzen assoziiert
waren.

4. Wenn L nur noch einen Listenplatz enthilt (welcher dann den Hiufigkeits-
wert 1 besitzt, bzw. dem in der Indextabelle nunmehr alle Quellensymbole
zugeordnet sind), ist der Huffman-Code fertig entworfen. Ansonsten wird
mit Schritt 2 fortgefahren.

oL =Probla(n)="E"|=029  '11'

L,=0.57 [4’
T 'o'@

oL,=Proba(n)="A"]=0.28  '10'
) @ T oL =Probla(n)="B'0.16  '01'
Lt =043 '(@ oL o =Probla(n)="F"|=0.14  '001'

L=027 @ T L.=Prob[a(n)="D"]=0.07  '0001"

|_5=8_13 ‘g@ m——®L=Prob[a(n)="C"[=0.03  '00001"

L,=0.06 %:L,=Prob[a(n)="G"]=0.02 '000001'
L,=0.03[0"=g, _prop[a(n)="H"|=0.01  '000000"
Abbildung 12.6. Entwurf eines Huffman-Codes mit zugehérigem Codebaum (die

eingekreisten Ziffern 1..7 stellen die Iterationen iiber die Schritte 2 und 3 der Ent-
wurfsprozedur dar)

Abb. 12.6 zeigt den Entwurf des Huffman-Codes fiir das Beispiel von acht un-
terschiedlich hédufigen Quellensymbolen anschaulich an Hand eines Codebau-
mes'3. Jedem Zweig des Baumes sind seine Auftretenswahrscheinlichkeit und
die Codesymbolfolge zugeordnet. Die beschriebene Entwurfsprozedur besteht
hier aus 7 Durchléufen, in Abb. 12.6 wird rechts mit dem Entwurf begonnen,

12 Der Code wiichst dabei von ,hinten nach vorn®, d.h. das zuletzt zugefiigte bit
wird das erste im Codewort.
13 Die Wahrscheinlichkeiten in diesem Beispiel sind rein willkiirlich gewéhlt.



442 12. Codierung

wéhrend der Code spéter durch Verfolgen des Baumes von links nach rechts
decodiert werden muss.

Anmerkung: Beriicksichtigt man zusétzlich die statistischen Bindungen in
normalen Schrifttexten, dann ldsst sich deren Entropie etwa auf 1,3 bit/Buch-
stabe schitzen (Kiipfmiiller, 1954). Werden bei der Codierung mehrere auf-
einander folgende Buchstaben des Alphabets als Vektor gemeinsam codiert,
lassen sich geméf (12.18) die statistischen Verbundeigenschaften implizit aus-
nutzen. Das Erreichen der Entropierate mit einem praktischen Codierverfah-
ren wiirde dariiber hinaus voraussetzen, dass die Léngen der den Zeichen
bzw. Zeichenfolgen zugeordneten Codeworte exakt deren Informationsgehal-
ten (12.16) entsprechen. Da hiufig — wie z.B. beim Huffman-Code — die Co-
dewortlidngen einer ganzzahligen Anzahl an bits entsprechen miissen, ist eine
Erhohung der Coderate gegeniiber der Entropie oft unvermeidbar. Prozentual
wird dieser Unterschied allerdings um so weniger ins Gewicht fallen, je linger
die Codeworte im Mittel sind. Auch in Hinblick darauf ist die Zusammen-
fassung mehrerer Zeichen zu Vektoren vorteilhaft, da deren Wahrscheinlich-
keiten geringer sind als die Wahrscheinlichkeiten von Einzelzeichen, so dass
sich implizit groflere Codewortlangen ergeben und tendenziell die Rate der
Entropie besser angenéhert wird.

12.2.2 Kontinuierliche Nachrichtenquellen

Die Mehrzahl der Quellensignale in der Nachrichtentechnik sind zeit- und
wertkontinuierlich. Bei der Digitalisierung solcher Quellensignale ist es prin-
zipiell nicht moglich, einen Abtastwert fehlerfrei durch ein diskretes Signal
mit endlicher Bin#rstellenzahl darzustellen. Die Entropie wertkontinuierli-
cher Quellen ist also nicht endlich. Auf Grund des begrenzten Auflosungs-
vermogens unserer Sinnesorgane darf aber stets ein endlicher Quantisierungs-
fehler zugelassen werden. Zusammen mit einer Fehlerangabe lisst sich dann
auch eine kontinuierliche Quelle in eine diskrete Quelle endlicher Entropie
tiiberfithren.

Ein einfaches Beispiel hierfiir ist ein gleichverteiltes, weifles, tiefpassbe-
grenztes Quellensignal der Grenzfrequenz f, und der Ausgangsleistung S,.
Wenn das Verhéltnis Signalleistung zu Quantisierungsfehlerleistung S, /Ny
betragen soll, dann muss nach (12.7) jeder Abtastwert mit K = $1b(S,/Ng)
bit codiert werden. Tastet man mit der Nyquist-Rate r = 2f, ab, dann ist
der Informationsfluss dieser realen Quelle also

H* =rK = fglb(S./N,) bit/Zeiteinheit. (12.22)

Ein ebenfalls auf Shannon zuriickgehendes Teilgebiet der Informationstheorie,
die ,rate distortion“-Theorie, beschéftigt sich allgemein mit Grenzwertaussa-
gen zur Quellencodierung unter Annahme eines Rekonstruktionsfehlermafes.
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Hierbei wird auch iiber die bereits in (12.18) beriicksichtigte Verbunden-
tropie hinaus beriicksichtigt, ob die Quelle selbst systematische Redundan-
zen besitzt, z.B. in Form statistischer Abhéngigkeiten aufeinander folgender
Abtastwerte. In einem solchen Fall kann beispielsweise an Stelle der origi-
nalen Abtastwerte ein Pridiktionsfehlersignal (vgl. Abschn. 12.2.4) oder ei-
ne transformierte Représentation (vgl. Abschn. 12.2.5) codiert werden. In
Hinblick auf die Entropiebetrachtungen ist dann nur noch die Verteilungs-
dichte des Pradiktionsfehlersignals oder der Transformationskoeffizienten zu
berticksichtigen, welche vielfach beziiglich der Codierung giinstiger ist als die-
jenige des Originalsignals.
Das von Shannon formulierte Quellencodierungstheorem lautet'*:

,Fiir die Codierung einer diskreten, geddchtnisfreien Quelle existiert,
wenn eine Verzerrung kleiner oder gleich D zugelassen wird, ein
Blockcode der Rate R = R(D) + ¢ mit € > 0, wenn die Blocklidnge
des Codes grofl genug gewahlt wird.“

Dieses Theorem besagt

— dass bei der Codierung eines abgetasteten, amplitudendiskreten Signals,
welches keine statistischen Abhéngigkeiten zwischen seinen Abtastwer-
ten besitzt, ein Zusammenhang zwischen einer vorgegebenen maximal
zuléissigen Verzerrung und der dafiir minimal notwendigen Bitrate exis-
tiert;

— dass diese minimal notwendige Bitrate R(D) beliebig nahe approximiert
werden kann, wenn eine geniigend hohe Anzahl von Abtastwerten nicht
separat, sondern mittels eines die Abtastwerte zu Vektoren zusammenfas-
senden Blockcodes codiert wird. Dieses Prinzip wurde bereits in Zusam-
menhang mit den Entropiecodierverfahren am Ende des vorangegangenen
Abschnitts dargelegt.

Die Bestimmung der Rate-Distortion-Funktion R(D) fiir Signale mit beliebi-
ger Verteilungsdichte ist nur durch iterative Approximation mdoglich. Analy-
tische Losungen sind bekannt fiir einige wichtige Félle stationédrer Prozesse,
z.B. fiir den unkorrelierten (spektral weilen) Zufallsprozess z(n) mit Varianz
o2 und Gauf-Verteilungsdichte:

1 0.2
R(D) = 51bUD .

(12.23)

Hierbei stellt D die zugelassene Verzerrung nach dem Kriterium des mittle-
ren quadratischen Fehlers dar, also z.B. die Quantisierungsfehlervarianz nach
(12.4). Dieses Modell der GauB-Quelle ist insofern wichtig, als es fiir alle stati-
stisch unabhingigen Zufallsprozesse derselben Varianz o2 eine obere Schranke
darstellt, d.h. kein anderes Signal wiirde zur Codierung mit Verzerrung D ei-
ne hohere Rate bendtigen. (12.23) gilt aber nur fiir den Fall D < 02, da sich

14 Der Wert, R bezeichnet hier und im Folgenden die Anzahl der bits pro Abtastwert.
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sonst wegen der logarithmischen Funktion eine negative Rate ergeben wiirde.
D = 02 entspriiche einem vollstindigen Verlust der Information. Die daraus
folgende Verallgemeinerung lautet

R(D) = max (0, 172 (12.24)
= max { 0, 51b—- ) . .

Da R(D) stets eine konvexe Funktion ist, ist auch die inverse Funktion

D(R) definiert, und das Quellencodierungstheorem ist umkehrbar:

»oteht zur Codierung einer diskreten, gedéchtnisfreien Quelle eine
Bitrate R zur Verfiigung, so kann eine Verzerrung D(R) nicht unter-
schritten werden.*

12.2.3 Rate-Distortion-Funktion fiir korrelierte Prozesse

Fiir einen korrelierten, zeitdiskreten GauB-Prozess s(n) gilt die Rate-Distor-
tion-Funktion

1/2
R(Dg) = % / max (O,Ibdsssg(f))df. (12.25)
—1/2

Dieses ist so zu interpretieren, dass der korrelierte Prozess in unendlich viele
unkorrelierte (Spektral-)Komponenten zerlegt wird, die auf Grund des zentra-
len Grenzwertsatzes jede fiir sich ebenfalls Gauf3-verteilt sind. Als Argument
wird (12.24) verwendet, wobei allerdings an Stelle der Varianz des Signals
der jeweilige Erwartungswert im Frequenzbereich (das Leistungsdichtespek-
trum) eingesetzt wird. Liegt dieser oberhalb des Schwellwertes O, so ist die
Rate gemif (12.23) aufzuwenden, ansonsten die Rate Null; die Verzerrungs-
beitrige werden im letzteren Fall gleich den Leistungsbeitrigen der entspre-
chenden Frequenzabschnitte. Da nicht notwendigerweise iiber den gesamten
Bereich des Spektrums die Koeffizienten oberhalb des Schwellwertes liegen,
ist das Integral in (12.25) allgemein nur stiickweise losbar. Ligen alle Ko-
effizienten oberhalb des Schwellwertes, so wire die entstehende Verzerrung
D identisch mit ©. Fiir den allgemeinen Fall muss aber die Verzerrung Dg
ebenfalls durch stiickweises Losen eines Integrals berechnet werden:

1/2

Do = / min (0, By, o(f)) df . (12.26)

—1/2

Abb. 12.7 macht deutlich, wie sich die Gesamtverzerrung aus einzelnen spek-
tralen Anteilen zusammensetzt, was der Losung von (12.26) entspricht. Die
Verzerrung darf nirgends grofler werden als der entsprechende spektrale Lei-
stungsanteil des Prozesses (die schraffierten Signalbereiche werden daher di-
rekt auf Null gesetzt).
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Abbildung 12.7. Zur Interpretation der Funktion D(R) eines korrelierten Gauf-
Prozesses)

Beispiel: R(D) fiir einen AR(1)-Prozess. Der AR(1)-Prozess mit einem Kor-
relationskoeflizienten p besitzt das Leistungsdichtespektrum @y o(f) nach
(7.131). Hieraus ergibt sich, sofern @, »(f) im Bereich (-1, 3) nirgends klei-
ner als der Verzerrungsparameter © wird, eine Rate-Distortion-Funktion

1/2

1 o5*(1 —p?)
D)=~ 1
(D) 2 / bD-(l—2pcos(27rf)+p2)df
~1/2
1/2 2 2) 1/2 ()
1 os°(L—p 1 2pcos(2m f
== Ib———5df — = b{l-————=]d
2 / D-(1+p?) 173 / ( 1+ p? ) /
—1/2 —1/2
1 052 (1_,02) 1 0-22
3 b ) 5 b o) (12.27)

Das R(D) des AR(1)-Prozesses mit Varianz o2 lisst sich in diesem Fall also
direkt aus dem R(D) des unkorrelierten Anregungsprozesses mit Varianz o2
angeben. Dies ist aber nur fiir den Fall geringer Verzerrungen, @ss(f) > O,
giiltig. Durch Einsetzen von f = % (Minimalwert des Leistungsdichtespek-
trums eines AR(1)-Prozesses mit positivem p) in (7.131) ergibt sich die Gren-
ze

L—p o2

D< :
1+p °

(12.28)

Es gilt dann auch gerade noch, wie oben erwidhnt, D = 6. Fiir groflere D
muss das Integral in (12.26) wegen der durch die max( )-Funktion verursach-
ten Unstetigkeit in 2 Teile aufgeteilt werden, wobei die Losung nur durch
parametrische Variation von © in (12.25) und (12.26) méglich ist. Abb. 12.8
stellt R(D) fiir AR(1)-Prozesse mit verschiedenen p-Werten dar. Oberhalb
der gestrichelten Linie, welche die vom Korrelationsparameter p abhéingige
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R(D) R(D)
[bit] [bit]

Uuimebusiey

p=0
14 Verzerrungsgewinn

p=0,99

T
D/ b) 0,01 0,1 1 bis

Abbildung 12.8. a R(D) fiir AR(1)-Prozesse mit verschiedenen Parametern p
b Gewinn an Rate und Verzerrung

Grenze (12.28) andeutet, ergeben sich Geraden parallel zu R(D) eines unkor-
relierten Prozesses (mit p = 0).

Aus (12.27) folgt, dass sich bei Einsatz eines Codierverfahrens, welches
die Korrelation aufeinander folgender Abtastwerte ausnutzt, ein maximaler
Codiergewinn, d.h. eine Verringerung des quadratischen Codierungsfehlers
um den Faktor

2
G=p=rm =2 (12.29)
Vs 1—p* 0.2
erwarten ldsst. Alternativ lisst sich fiir den AR(1)-Prozess aus der Rate-
Distortion-Funktion fiir Gaufi-Prozesse (12.23) auch eine Verminderung der
Bitrate

1
Rg =—51b (1-p7) (12.30)

bei gleich bleibender Verzerrung bestimmen. Durch Einsetzen von (12.28) in
(12.27) folgt, dass dieser maximal mdogliche Gewinn nur fiir den Fall R >
Ib(1 + p) erreichbar ist. Der Codiergewinn ist der Faktor, um den sich die
Verzerrung bei Einsatz eines dekorrelierenden Codierverfahrens gegeniiber
einem PCM-Verfahren mit gleicher Bitrate vermindern ldsst. Er ist reziprok
zum Maf} der spektralen Konstanz (MSK)

1/2

S bd.a(f)df

92 1-1/2

2 _
Vs© = 3 7 (12.31)

welches sich aus dem Verhéltnis des geometrischen Mittelwerts von @y o (f)
zur Varianz, dem arithmetischen Mittelwert von @y o(f) ergibt. Beide Werte
sind gleich, wenn alle Spektralanteile dieselbe Leistung besitzen, wenn das
Spektrum also das eines weifien Rauschens ist. In jedem anderen Fall ist der
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geometrische Mittelwert geringer als der arithmetische, d.h. es ist ein Gewinn
zu erzielen. Man beachte, das das MSK nur definiert ist, wenn im Bereich
11

(=35, 5) alle Spektralanteile groier als null sind.

12.2.4 Pridiktionscodierung

Die zur Ubertragung oder Speicherung eines digitalisierten Signals bei vor-
gegebenem Quantisierungsfehler notwendige Datenmenge lésst sich in vielen
Féllen deutlich verringern, wenn die statistischen Bindungen zwischen be-
nachbarten Abtastwerten beriicksichtigt werden.

Als Beispiel einer solchen Quellencodierung wird hier die Differenz-Puls-
codemodulation (DPCM) betrachtet. Sender und Empfinger dieses Verfah-
rens zeigt Abb. 12.9. Im Sender wird von dem abgetasteten Eingangswert s(n)
ein aus den vorhergehenden Abtastwerten bestimmter Wert §(n) subtrahiert,
so dass die Differenz (Pridiktionsfehler)

d(n) = s(n) — 3(n) (12.32)

eine moglichst geringe Streuung (Augenblicksleistung) besitzt; §(n) wird da-
her als der Vorhersagewert (Pridiktionswert) bezeichnet. Ein nachfolgender
Quantisierer mit PCM-Codierer erzeugt dann das DPCM-Signal m(t). Mit

s(t) nT f(r‘)

o—oy TP b din)[Quanti- | din)+aln) [Tpcm- | mit)
: °
sierer Codierer
Sender Filéer_4
s,(n)=
s(n)+q(n)
s Pradiktor
mit) PCM- d(n)+q(n)
PO
Decodierer
r—-711
Fi’l:ter__: - E s,(n)= t
Empfanger i RG] PR S
s(n) I ’
o —Ppradiktor
| SR J

Abbildung 12.9. Sender und Empféanger eines DPCM-Systems

Beriicksichtigung des Quantisierungsfehlers ¢(n) liegt am Eingang des Filters
F im Sender das Signal d(n) + g(n). Hierzu wird im Filter F der Vorhersage-
wert §(n) addiert, so dass am Eingang des Prédiktors (Vorhersagefilters) P
folgende Summe erscheint:

se(n) = [d(n) + ¢(n)] + 3(n) (12.33)
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oder mit (12.32)
se(n) = [s(n) = 8(n) + q(n)] + 3(n) = s(n) + q(n) ,

also das Eingangssignal, welches aber mit den bei gegebener Quantisierungs-
stufenzahl i. Allg. deutlich geringeren Quantisierungsfehlern des leistungsér-
meren Differenzsignals behaftet ist. Der Pradiktor P bildet schliefflich aus
diesem Signal den Vorhersagewert §(n).

Der Empféanger enthélt zur Rekonstruktion des Ausgangssignals das mit
dem Filter des Senders identische Filter F. Der Pridiktor darf dabei aus-
schliefllich vorangegangene Abtastwerte zur Préadiktion verwenden, denn nur
diese liegen dem Empfianger bereits vor. Bei fehlerfreier Bindrdateniibertra-
gung erscheint schliefilich am Ausgang des Addierers im Filter F das Signal
nach (12.33)

se(n) = s(n) +q(n) (12.34)

das dann im Ausgangstiefpass zu dem Empfangssignal s.(t) interpoliert wer-
den kann. Dadurch, dass im Sender das quantisierte Signal zur Bildung des
Vorhersagewertes benutzt wird, kann trotz der rekursiven Struktur des Emp-
fangsfilters eine Fortpflanzung von Quantisierungsfehlern vermieden werden,
d. h. der Mittelwert des Quantisierungsfehlers strebt gegen Null. Im Grenz-
fall arbeitet die DPCM sogar noch bei einer nur zweistufigen Quantisierung
( = harten Begrenzung) des Differenzsignals d(n). Um die Fehler hierbei im-
mer noch klein zu halten, muss allerdings stark tiberabgetastet werden. Dieses
Verfahren wird Deltamodulation genannt (Ubungen 14.6).

Der Préadiktor ist im einfachsten Fall ein Laufzeitelement der Lauf-
zeit T = 1, der Vorhersagewert ist dann bis auf den Quantisierungsfehler
gleich dem letzten Abtastwert. Eine Verbesserung der Vorhersage ist moglich,
wenn als Pradiktoren Transversalfilter benutzt werden, die den Vorhersage-
wert als gewichtete Summe iiber mehrere vorhergehende Abtastwerte bilden.

Der Gewinn der DPCM sei an einem einfachen Beispiel gezeigt: Die Signal-
quelle erzeuge ein stationires, gleichanteilfreies, Gauf-verteiltes Signal s(n)
der Leistung o2 und der Autokovarianzfunktion pss(m). Bei zuniichst ge-
déchtnisfreier, linear gestufter Quantisierung im Amplitudenbereich 430,
erhélt man als Quantisierungsfehlerleistung (Aufgabe 12.7)

N, = 302272K (12.35)

Benutzt man nun in einem DPCM-Verfahren als einfachsten Voraussagewert
den mit einem Koeffizienten h multiplizierten Vorwert, dann ist die Differenz
(bei Vernachléssigen des Quantisierungsfehlers in §(n) gegen den Vorhersa-
gefehler)

d(n) = s(n) —5(n) =s(n) —h-s(n—1). (12.36)

Diese Differenz ist ebenfalls Gauf-verteilt mit der Leistung
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o7 =E{d*(n)} =& {s*(n)} — 2hE {s(n)s(n — 1)} + K*E {f*(n — 1)}
= 02 — 2hpgs(1) + h%o? . (12.37)

Durch Ableiten ergibt sich die Bedingung fiir den optimalen Koeffizienten h,
welcher die Leistung des Pradiktionsfehlers minimiert,
d 2
% = —25(1) + 2ho2 =0 . (12.38)

Es folgt der optimale Pradiktorkoeffizient

Ss 1
hopt - = g ) ) (1239)

JS
woraus sich durch Einsetzen in (12.37) schliefllich die minimal mégliche Leis-
tung des Pridiktionsfehlers ergibt :

02 =02 [1 - <“5;§1)>2] (12.40)

Die zugehorige Quantisierungsfehlerleistung nach (12.35) wird also um den
Faktor 1—(uss(1)/02)? verringert. Der hierzu reziproke Faktor, das Verhéltnis
02 /a2, wird auch als Pradiktionsgewinn bezeichnet.

Die Luminanzkomponente von Bildsignalen wird bei einer normalen PCM-
Ubertragung mit einer Abtastrate r = 10 MHz abgetastet und mit 8 bit/Ab-
tastwert codiert. Bei dieser Abtastrate besitzen horizontal benachbarte Bild-
punkte typischerweise eine normierte Autokovarianz von ps(1)/0? ~ 0,97.
Damit wird durch diese einfachste Form der Differenzcodierung die Quanti-
sierungsfehlerleistung um (1 —0,97%) = —12,3dB vermindert. Da die Nutz-
signalleistung nach (12.34) die gleiche wie bei gediichtnisfreier Codierung ist,
wird auch das Verhiltnis S,/Nq um mehr als 12dB verbessert. Alternativ
konnte bei gleichem Storabstand die Anzahl von Bindrwerten/Abtastwert
gemif (12.7) um ca. 12dB/(6 dB/bit) ~ 2bit, also auf ca. 6bit/Abtastwert
vermindert werden. Wird zusétzlich eine Préadiktion in vertikaler Richtung
ausgefiihrt, so lédsst sich ein weiterer Gewinn realisieren, der sich aus der Au-
tokovarianz zwischen den Bildpunkten in untereinander liegenden Zeilen er-
gibt. Ein derartiges Pradiktionsverfahren wird beispielsweise im verlustlosen
Modus der JPEG-Codierung verwendet und fithrt dort in der Tat typischer-
weise zu einer Einsparung an Datenrate um ca. 50 Prozent.

Ahnliche Pridiktionsverfahren werden auch in der Sprachcodierung, dort
meist unter Verwendung von Pridiktorfiltern mit langerer Impulsantwort und
signaladaptiv, verwendet. Zur Optimierung wird der Ansatz gewéihlt, dass das
Pridiktionsfehlersignal d(n) die geringst mogliche Varianz aufweisen soll'®:

5 Im Folgenden wird die Priidiktion eines mittelwertfreien stationiren Prozesses
s(n) angenommen



450 12. Codierung

0ql =E{d(n)} = 5{ Zh(p)-S(n—p)]

p=1

=E{s’(n)} - 25 [ )'ih(p)~8(n—p)”

p=1
P

> h(p) - s(n —p)

p=1

+ & =min . (12.41)

Das Minimum bestimmt man durch partielle Ableitung nach den einzelnen
Koeflizienten:

9 d*(n) +
W—O = E{s(n)-s(n—k)}

h(p)-E{s(n—p)-stn—k)} fir 1 <k < P. (12.42)

M*u

p=1

Dieses aus P Gleichungen bestehende Gleichungssystem wird als Wiener-
Hopf-Gleichung bezeichnet. Durch deren Losung kénnen die Pradiktorkoef-
fizienten gewonnen werden :

fhss (K Zh piss(k—p) fir 1< k< P. (12.43)

Die Wiener-Hopf-Gleichung kann wegen ¢ss(k — p) = pss(p — k) auch in
folgender Matrixschreibweise cgs = Cgg - h formuliert werden, wobei Cgg die
sog. Autokovarianzmatrix des stationéren Prozesses ist :

fhss(1) fiss(0) prss(1) eeen prss(P —1) h(1)

fhss(2) frss (1) frss(0)  eee e prss(P —2) h(2)

posP) ] LiasP= 1) ps(P=2) oo o) | La(P)
(12.44)

Die Losung erfolgt durch Inversion von Cgg :
h = Cssi1 + Css - (1245)

C,; ist eine zur Hauptdiagonalen symmetrische Matrix (sog. Tdplitzmatriz),
bei der auBlerdem alle iibrigen Diagonalen mit jeweils identischen Werten
besetzt sind. Eine solche Matrix ist wegen der teilweise identischen Unter-
matrizen mit besonders wenig Aufwand invertierbar. Die Varianz des Anre-
gungssignals ergibt sich aus (12.42) mit k=0
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05 =05 =Y (D) ss(p) - (12.46)

p=1

Bei der Kompression von Videosignalen wird eine bewegungskompensierte
Priadiktion beispielsweise in den MPEG-Standards eingesetzt, bei der das
Pradiktorfilter jeweils so adaptiert wird, dass der dhnlichste Bereich des zeit-
lichen Vorgéngerbildes zur Vorhersage verwendet wird. Da die Pradiktion
nur entlang der Zeitachse vorgenommen wird, zu jedem Zeitpunkt aber kom-
plette Bilder auftreten, entstehen hier also keine einzelnen Pradiktionsfehler-
Abtastwerte, sondern zweidimensionale Pradiktionsfehlerbilder. Diese wer-
den mittels einer Transformationscodierung (s. folgender Abschnitt) codiert
(Ohm, 2004).

12.2.5 Transformationscodierung

Bei der in Abschn. 4.3.6 eingefithrten Diskreten Fourier-Transformation
(DFT) erfolgt die Spektralanalyse mittels komplexer harmonischer Eigen-
funktionen. Auch andere orthogonale Transformationen sind moglich, darun-
ter auch solche mit reellwertigen Basisfunktionen ¢ (n). Fiir einen Signalaus-
schnitt mit M Abtastwerten ergeben sich typischerweise wie bei der DF'T M
Koeffizienten!6

M—-1
S(k) = s(n)tr(n) fiir 0 <k < M. (12.47)

n=0
Es soll nun das urspriingliche Signal wieder rekonstruiert werden, indem eine
inverse Transformation

M-1
s(n) = % Z S(k)ri(n) fir0 <n< M (12.48)
k=0

durchgefithrt wird. Einsetzen von (12.48) in (12.47) ergibt

3 tuln) Y SEZ; rp(n) = c fiir 0 < k < M. (12.49)

Diese Bedingung lésst sich fiir alle & nur erfiillen, wenn gilt

M—1 .

_pefirk=p <M 12.50
Z tk(n)rp(n) = 0firk#p = (pa ) < ( . )
n=0

16 Prinzipiell moglich sind auch iiberbestimmte Transformationen mit > M Koef-
fizienten und unterbestimmte Transfomationen mit < M Koeffizienten. Im letz-
teren Fall ist keine eindeutige Rekonstruktion eines beliebigen Signals aus den
Koeffizienten moglich.
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Da c reellwertig sein muss, gilt fiir die Analyse- und Synthese-Basisfunktionen
ri(n) =t (n). Dies schlieit den Spezialfall der DFT (4.44) ein, und bedeutet
gleichzeitig, dass bei reellwertigen Basisfunktionen Analyse und Synthese bis
auf den Skalierungsfaktor ¢ identisch sind. Die Operation einer diskreten
Transformation von M Signalwerten lédsst sich als Multiplikation S = T - s
eines M-dimensionalen Signalvektors s mit einer Matrix T der Dimension
M x M beschreiben, wobei sich wieder ein M-dimensionaler Vektor S mit M
Transformationskoeffizienten S(k) ergibt:

5(0) to(0)  to(1) - - to(M —1) s(0)
S(1) £00) (1) e (M —1) s(1)
SW-1)] Lt twa(1) ooty —1)] s 1)
(12.51)

Durch Inversion der quadratischen Matrix T lassen sich die Werte s(n) ein-
deutig wieder aus den S(k) ermitteln, allerdings nur, wenn die Determinante
# 0 ist. Die Transformation ist orthogonal, wenn fiir die Zeilen von T gilt
(vgl. hierzu das entsprechende Prinzip in (3.19)) :

= cfirp==k
> aoogm = {gRh 2L ¢ 0 < (1252
Zusatzlich ist eine Transformation orthonormal, wenn ¢ = 1. Allgemein

gilt fiir eine beliebige komplexe, orthogonale Transformationsmatrix wegen
TT ! =1

T ! =2[T". (12.53)

1
c
Bei orthogonalen linearen Transformationen lésst sich daher die quadratische
Norm (Energie) des Signalvektors s folgendermaflen aus dem Koeffizienten-

vektor S berechnen!”:

Isl* = [s)"s = 517 [T Ts = — [87)S = %Hsuz. (12.54)

Beispiele: DFT und Diskrete Kosinustransformation (DCT): Die DFT-Spek-
tralkoeffizienten représentieren harmonische sinusoidale Komponenten. Die
Transformationsmatrix der DFT lautet

17 Hiermit wird das Parseval-Theorem der DFT (Tabelle 4.2) auf beliebige ortho-
gonale zeitdiskrete Transformationen iiber endliche Signalvektoren erweitert.
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M1 1 1 1 1 - 1 1
i2 4 .6 L 2m(M—1)
1 e~ I3t e Iar e i%r ... eI
.4 .8 . cAm(M—1)
1 e % e I3 - e i T
6
—j6r
Ty = 1 e I
1
c2m(M—1) cAm(M—1) 2m(M—1)(M—1)
1 e M e JT [t v a—

(12.55)

Man beachte, dass die DFT keine orthonormale Transformation ist, denn in
(12.52) ergibt sich ¢ = M. Dariiber hinaus besitzt die DFT aber noch eine
Eigenschaft, die fiir die Analyse iiber begrenzte Ausschnitte aus einem Signal
ungiinstig ist: Da vom Prinzip her eine periodische Funktion analysiert wird,
werden ggf. Amplitudendifferenzen zwischen dem linken und dem rechten
Rand des Analyseblocks als hochfrequente Anteile interpretiert, die eigentlich
gar nicht im Signal vorhanden sind (sh. Abb. 12.10a). Eine mogliche Abhilfe
besteht darin, dass man das Signal des Analyseblocks an den Réndern spiegel-
symmetrisch fortsetzt, um dann eine Fourier-Transformation iiber die Léinge
2M durchzufiihren (sh. Abb. 12.10b). Wenn der Analyseblock allerdings mit
der Koordinate n = 0 beginnt, muss der Symmetriepunkt bei n = —% liegen,
um ein gerades reellwertiges Signal zu erhalten. Dies kann durch eine ge-
ringfiigige Modifikation der DFT-Basisfunktionen erfolgen, indem eine Zeit-
verschiebung um einen halben Abtastwert beriicksichtigt wird. Es ergeben
sich die Koeffizienten

M—1
S(k) = Z s(n) e—jQWﬁ("‘*‘%) mit s(n) = s(—n—1) fir n < 0.
n=—M
(12.56)

Durch Umformung erhilt man

M—-1
S(k‘) — Z s(n) |:e—j27rﬁ(—n—l+%) _"_e—jQWﬁ(n—i—%)

n=0
- 2];21 s(n) cos [k; (n + ;) 1\774] . (12.57)

Da es sich um ein gerades Signal handelt, resultieren als Ergebnis die-
ser Transformation M reelle Koeffizienten. Allerdings ist die Transforma-
tion nicht orthonormal, auf Grund der eingangs eingefiihrten Verschiebung
um einen halben Abtastwert besitzt die Basisfunktion ty zur Bestimmung
des Koeffizienten S(0) eine andere quadratische Norm als die iibrigen Ba-
sisfunktionen. Die orthonormale Modifikation von (12.57) wird als Diskrete
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' HWHTWIITHWTme

M =+ 101 **+ M1
>
(a) M Werte
n=M-1 Nn=0

(b) M Werte

Abbildung 12.10. Fortsetzung des Signals auflerhalb des begrenzten Analyseaus-
schnittes a periodisch bei DFT b spiegelsymmetrisch bei DCT

Kosinustransformation (engl. discrete cosine transform, DCT) bezeichnet. Sie
besitzt die Basisfunktionen

\/7 1\ 7

tr(n) = 7 " Cocos {k <n+ 2) M}

%fﬁrkzOund co=1fiir k#£0. (12.58)
Die DCT wird als zweidimensionale Transformation in der Bilddatenkompres-
sion (z.B. in den weit verbreiteten internationalen Standards MPEG-1/-2/-4,
JPEG, H.261/2/3/4 etc.) verwendet.

Zur Durchfithrung einer Transformationscodierung soll nun eine Quanti-
sierung erfolgen, und die nachfolgende Entropiecodierung sich auf das ent-
sprechende diskrete Alphabet im transformierten Bereich beziehen. Fiir den
Koeffizienten S(k) ist bei Einhaltung einer Verzerrung Dpc nach (12.23) eine
Rate

B 1. E{5%(k)}
R}, = max [07 2lbDTC] (12.59)

mit ¢y =

aufzuwenden. Wird zur Vereinfachung die max()-Funktion weggelassen (d.h.
bei hohen Bitraten, im analytisch beschreibbaren Bereich der Rate-Distortion-
Funktion mit £ {S?(k)} > DrcVk), so ergibt sich die mittlere Rate iiber alle
M Koeflizienten

1 N e {s2(k) 1 [ME e {52(k)
Rre =57 kZ:O lb{l)TC} =570 Ll:[o {DTC} : (12.60)

Bei einer nicht dekorrelierenden Codierung (z. B. PCM ggf. plus Entropieco-
dierung) des Prozesses s(n) wiirde sich folgendes Verhéltnis zwischen Rate
und Verzerrung einstellen:
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2 2

1 Os Os
feen = 3 Do PPN T e

(12.61)

Um wie viel verringert sich nun die Verzerrung D¢ gegeniiber Dpcy, wenn
mit der gleichen Rate Rrc = Rpcym codiert werden soll? Hierfiir wird (12.60)
in (12.61) eingesetzt, und es ergibt sich

o2

Dpen = S (12.62)
251 1b I f{ng)}

Das Verhéltnis Dpcy zu D kann als Codiergewinn der diskreten Transfor-
mation interpretiert werden, der sich durch Umrechnen von (12.62) als das
Verhiltnis von arithmetischem zu geometrischem Mittelwert der quadrati-
schen Erwartungswerte definiert,

ESWICI0)
Grc = = =0 . (12.63)

e ]

Der Codiergewinn der diskreten Transformation (12.63) kann auch als diskre-
tes Gegenstiick zu (12.30) und dem damit zusammenhingenden Maf spek-
traler Konstanz (12.31) interpretiert werden.

12.3 Kanalcodierung

Das Prinzip der Quellencodierung ist die Beseitigung der Quellenredundanz
zur Reduktion der Ubertragungsrate. Das Grundprinzip der Kanalcodierung
besteht im Gegensatz dazu in einer Ubertragung zusitzlicher Bits mit dem
Ziel, bei einer voraussichtlich gestorten Ubertragung einen Fehlerschutz zu
ermoglichen. Hier wird also Redundanz hinzugefiigt, womit die Kanalcodie-
rung in gewisser Weise antipodisch zur Quellencodierung wirkt. Es kann aber
durchaus sinnvoll sein, einige der bei der Quellencodierung eingesparten Bits
in eine Kanalcodierung zu investieren, sofern dadurch insgesamt ein geringe-
rer Fehler im empfangenen Signal erreicht wird.

Der Kanalcodierer fiihrt eine eindeutig festgelegte Abbildung einer Nutz-
bitfolge auf eine codierte Bitfolge aus. Dabei werden bestimmte Konstel-
lationen der codierten Bitfolge ausgeschlossen. Wird eine solche unmogliche
Konstellation dennoch empfangen, kann der Kanaldecodierer auf einen Fehler
schlieflen, und diesen gegebenenfalls korrigieren. Das Verhéltnis von Nutzbits
zu codierten Bits wird als Coderate r der Kanalcodierung bezeichnet.

Die Arbeitsweise des Kanaldecodierers besteht im Vergleich der empfan-
genen Bitfolge mit giiltigen codierten Bitfolgen. Als Hamming-Distanz wird



456 12. Codierung

die Anzahl dy der gegeniiber einer giiltigen Bitfolge abweichenden Bits be-
zeichnet. Die sinnvolle Mafinahme bei der Kanaldecodierung ist dann die
Abbildung auf diejenige Nutzbitfolge, fiir welche der Kanalcodierer eine co-
dierte Bitfolge mit der geringsten Hamming-Distanz zur empfangenen Bitfol-
ge generieren wiirde. Die wichtigsten Methoden der Kanalcodierung sind die
Blockcodierung und die Faltungscodierung.

Bei einer Blockcodierung wird die Nutzbitfolge in separate Blocke der
Lénge von jeweils M bit unterteilt. Hieraus wird eine codierte Bitfolge der
Lénge M + K bit erzeugt, d.h. es werden K redundante Bits hinzugefiigt
bzw. ein um K bit verlingerter, codierter Block gebildet. Die Coderate ist
nach obiger Definition r = Mﬁ[ - Sofern - was bei systematischer Konstruk-
tion des Codes erreicht werden kann - die minimale Hamming-Distanz zwi-
schen giiltigen codierten Bitfolgen (Codeworten) dy = K + 1 betréigt, kénnen
empfangene Bitfolgen mit bis zu K gestorten Bits noch sicher als fehlerhaft
identifiziert werden. FEine Korrektur ist moglich, wenn innerhalb des codier-
ten Blockes nicht mehr als £ bit (bei geradzahligem K) bzw. £ bit (bei
ungeradzahligem K) gestort waren'®. Die Anzahl der giiltigen Bitfolgen ei-
nes codierten Blockes ist 2 die der moglichen empfangenen Bitfolgen (nach
Storungen) jedoch 2M+K

Das einfachste Beispiel eines systematischen Blockcodes wird bei der sog.
Parititspriifung verwendet. Hierbei wird z.B. die Anzahl Einsen in einer
Nutzbitfolge der Linge M gezdhlt, und je nachdem, ob diese Anzahl gerade
oder ungerade ist, ein ,,Paritdtsbit“ 0 bzw. 1 hinzugefiigt. Hier ist also K =1
bzw. dg = 2, so dass das Vorhandensein eines einzelnen Fehlers innerhalb des
codierten Blocks der Liange M + 1 erkannt werden kann. Allerdings ist keine
Korrektur moglich, da wegen der zu kleinen Hamming-Distanz die Position
des Fehlers nicht ermittelt werden kann.

Bei einer Faltungscodierung (auch als gleitende Blockcodierung bezeich-
net) werden L — 1 zuriickliegende Bits der Nutzbitfolge in einem Zustands-
speicher gespeichert und zusammen mit dem aktuellen Bit in geeigneter Wei-
se zur Erzeugung der codierten Bitfolge verkniipft. Die Abhdngigkeitslinge
(constraint length) L bestimmt die Anzahl der giiltigen codierten Bitfolgen
2L auf die der Wert eines Nutzbits Einflul ausiibt. Ein einfacher Faltungs-
codierer mit der Rate r = 1/2 und L = 3 ist in Abb. 12.11 dargestellt. Hier
werden pro einlaufendem Nutzbit a, zwei codierte Bits (b, 1,0, 2) erzeugt.
Bei den Additionen handelt es sich um einfache Bindradditionen ohne Erzeu-
gung von Uberlaufbits. Die Werte der Bits a,,_; und a,_» bestimmen den Zu-
standsspeicher des Codierers. Tab. 12.1 gibt an, welche codierten Bits b,, ; sich
bei den jeweils moglichen Zustdnden in Kombination mit dem neu einlaufen-
den Bit a,, ergeben. Der fortlaufende Codierprozess, charakterisiert durch die

8 Die hier genannten Zahlen gelten fiir den Fall, dass die Bitfehler an beliebiger
unbekannter Stelle aufgetreten sind. Sofern auf Grund dufierer Umsténde (z.B.
offensichtlicher Paketverlust, Verlust einzelner Tréger bei einer Vielfachtréiger-
Ubertragung) die Positionen der fehlenden Bits exakt bekannt sind, ist es auch
moglich, bis zu K verlorene Bits zu rekonstruieren.
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fan

Abbildung 12.11. Codegenerator eines Faltungscodes mit r = 1/2

Tabelle 12.1. Bit- und Zustandsspeicherkonstellationen des Codegenerators in
Abb. 12.11

S
3

|
[

=
—

=

S|
3

] An—1 ] n n,2
0 0 0 0 0
1 0 0 1 1
0 1 0 0 1
1 1 0 1 0
0 0 1 1 1
1 0 1 0 0
0 1 1 1 0
1 1 1 0 1

moglichen Anderungen im Zustandsspeicher, kann in einem Zustandsgraphen
dargestellt werden. Im Falle eines Codegenerators mit endlichem Speicher und
damit endlicher Zustandsanzahl ist hierfiir die Verwendung eines sogenannten
Trellisdiagramms iblich. Dieses ist fiir das Beispiel des in Abb. 12.11 gezeig-
ten Codegenerators in Abb. 12.12 dargestellt. Hier markieren die Knoten die
moglichen 2L=1 = 4 Zustinde, die sich aus den Konfigurationen a,_1, a,—_2
ergeben, die Zweige (Verbindungen zwischen den Knoten) charakterisieren
die im jeweiligen Zustand moglichen Werte von a,, bzw. der hieraus erzeug-
ten codierten Bits [b1, by]. Man beachte, dass im Folgezustand - von links nach
rechts zu interpretieren - jeweils das gerade neu eingelaufene Bit eine Rolle
im Zustandsspeicher iibernimmt, wihrend das dlteste Bit seine Wirksamkeit
verliert. Zur Veranschaulichung der Fehlerkorrekturfahigkeit der Trellis-De-
codierung werde nun in einem Beispiel angenommen, dass eine Stérung der
beiden zum Zeitpunkt von a,, generierten codierten Bits b,, = [b1, bs] erfolge,
vorher und nachher jedoch kein Bit gestort werde. Die Nutzbitfolge der Quel-
le sei {an,ani1,an+2} = {0,0,0}, der korrekte Anfangs- und Endzustand
jeweils [0,0] (durchgezogener Pfad in Abb. 12.12), die codierte Bitfolge ist
dann b = {b,, b, 1,b,42} = {[00],[00],[00]}. Es werde ferner angenom-
men, dass dem Decodierer die korrekten Anfangs- und Endzustdnde bekannt
seien. Es gibt dann genau einen weiteren Pfad, welcher die beiden korrekten
Zusténde miteinander verbinden wiirde (gepunktet), dieser reprasentiert die
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State n Quellenbit:  State n+1  Quellenbit: State n+2  Quellenbit : State n+3
codierte bits codierte bits codierte bits
{annan2} a,=X : [b;.b,] {ana.} 8pe1=X : [b1,b,] {a..a} any=X : [y.b] {anzan}
{0.04 a,=0:[0,0] {0.04 2,,4=0: [0,0] {0.0} a,.,=0 : [0,0] {0.0}

a,=1:00,1] a,,.4=1:[0,1] a,,,=1:1[0,1]

{1,1} {1,1} {1,1} {1,1}

Abbildung 12.12. Trellisdiagramm fiir den in Abb. 12.11 dargestellten Codege-
nerator

giiltige codierte Bitfolge b® = {[11],[01], [11]}. Empfangen wird bei der an-
genommenen Stérung die Folge b'® = {[11],[00], [00]}, welche nicht giiltig
ist. Jedoch zeigt eine Analyse der Hamming-Distanzen dy(b®, b)) = 2
und di(b'®, b®) = 3, dass eine Korrektur auf diejenige giiltige Bitfolge, die
eine minimale Hamming-Distanz zur empfangenen Folge aufweist, auf das
korrekte a,, = 0 fiihrt.

Dieses Beispiel zeigt zunéchst rein formal das Korrekturprinzip des Fal-
tungsdecodierers durch Analyse des Trellisdiagramms, ist jedoch insofern
noch unvollstindig, weil dem Decodierer noch nicht bekannt ist, ob und
wann er sich jeweils im korrekten Zustand befindet. Weiterhin konnen die
codierten Bits [by, 1, by 2] nicht eindeutig a,, zugeordnet werden, denn sie re-
prasentieren nur gemeinsam mit anderen Bits der codierten Bitfolge einen
Pfad im Trellisdiagramm, unterstiitzen somit die Korrekturfihigkeit fiir alle
Bits aj entlang dieses Pfades. Der Viterbi-Algorithmus (Viterbi, 1967) stellt
die gebrauchliche Losung dieses Problems fiir trellisbasierte Faltungsdecodie-
rung dar. Am Anfang wird typischerweise der Zustand {a,—1,a,—2} = {0,0}
vereinbart, so dass beim obersten Knoten begonnen wird. Dann werden fort-
laufend die Hamming-Distanzen zwischen der empfangenen Bitfolge und allen
(giiltigen) Pfaden verglichen, die auf die jeweils aktuellen 2-~! Zustandskno-
ten des Trellisdiagramms fithren. An jedem Knoten braucht dann aber nur
der Pfad mit der geringsten Hamming-Distanz zur empfangenen codierten
Bitfolge weiter untersucht zu werden. Gehen nun die Pfade an allen ak-
tuellen Zustandsknoten von einem gemeinsamen Ursprungsknoten aus (der
im Prinzip beliebig weit zuriickliegen kann), so konnen alle Bits bis hin zu
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diesem Ursprungsknoten als Teil der héchstwahrscheinlich gesendeten Bitfol-
ge decodiert werden. Zu speichern sind fortlaufend lediglich die Parameter
(Pfadverliufe und Hamming-Distanzen) von 21~1 Pfaden entsprechend der
Anzahl der Zusténde.

Alternativ zu der hier diskutierten ,harten* Entscheidung auf Grund der
Hamming-Distanz, die im Grunde auf dem Bindrausgang der Entscheider-
stufe im Empfinger basiert, kann dem Kanaldecodierer Information iiber
den tatsiichlichen Abstand zwischen dem jeweils empfangenen Symbol und
zuléssigen Nutzsignalpunkten im Signalraum zugefiihrt werden. Es werden
dann nicht mehr die Hamming-Distanzen, sondern beispielsweise die Eu-
klid’schen Distanzen entlang der Pfade verglichen, oder auf der Basis der
jeweiligen Abstéinde von den Nutzsignalpunkten eine Wahrscheinlichkeit (,,li-
kelihood*) dafiir bestimmt, ob das eine oder andere Symbol gesendet wurde.
Mit einer solchen soft decision werden dann die relativ unsicher empfangenen
Symbole bei der Entscheidung fiir den geeignetsten Pfad im Trellisdiagramm
mit geringerem Gewicht beriicksichtigt.

Eine wichtige Klasse von Kanalcodierungsverfahren, meist als Erweite-
rung von Faltungscodes eingesetzt, stellen die sogenannten Turbocodes (s. z.B.
Hagenauer, 1998) dar. Hierbei wird ein Code mit Redundanzbits fiir die fort-
laufende Nutzbitfolge, und ein weiterer Code durch Verkniipfung weiter aus-
einander liegender Nutzbits (sog. interleaving) erzeugt, d.h. die Nutzbits wer-
den durch zwei unabhéngige Codes doppelt geschiitzt. Es werden nun eben-
falls zwei Decodierer eingesetzt, die sich gegenseitig ihre Ergebnisse mitteilen,
so dass als Referenz nicht nur die empfangene Bitfolge, sondern zusétzlich
ein von dem anderen Decodierer erzeugtes Muster zur Verfiigung steht. Da-
mit sind Riickschliisse auf die Wahrscheinlichkeiten von Stérungen der emp-
fangenen Bits moglich, die zusétzlich bei den Decodierungsentscheidungen
beriicksichtigt werden. Allerdings miissen die Decodiervorginge iterativ aus-
gefiihrt werden, da sie sich gegenseitig beeinflussen (daher die Bezeichnung
, Turbo“-Prinzip). In diesem Verlauf wird eine ,Einigung® der beiden Deco-
dierer erzielt und die richtige Nutzbitfolge typischerweise stabil decodiert,
sofern dies nicht auf Grund zu starker Stérungen ohnehin unméglich ist. Die
hochste Leistungsfihigkeit erreicht die Turbo-Decodierung ebenfalls, wenn
sie in Kombination mit soft decision betrieben wird.

12.4 Codierte Modulation

Bei den Darlegungen zu den mehrwertigen Modulationsverfahren (PSK,
Mehrpegeliibertragung, QAM) wurde bereits deutlich, dass der Aspekt der
Codierung, d.h. zunéchst die Zuordnung von zu iibertragenden Bindrsymbolen
zu den Modulationssymbolen, einen wesentlichen Einfluss auf die sich er-
gebende Bitfehlerwahrscheinlichkeit besitzt. Als codierte Modulation wird
allgemein eine Kombination von Kanalcodierungs- und Modulationsverfah-
ren bezeichnet, bei der die im Signalraum nahe beieinander liegenden Mo-
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dulationssymbole zusétzlich und systematisch durch eine Kanalcodierung
abgesichert werden. Als Beispiel wird hier eine Kombination von 8-PSK
und Trellis-Faltungscodierung beschrieben, die unter der Bezeichnung Trel-
lis Coded Modulation (TCM) weite Anwendung findet (Ungerboeck, 1974).
Als Codegenerator wird eine Struktur verwendet, die aus dem oben be-
schriebenen Faltungscodierer mit r = 1/2 abgeleitet ist, aber ein weite-
res Bit uncodiert hinzufiigt (Abb. 12.13a); es entstehen also mit einer Co-
derate r = 2/3 aus zwei Quellen-Bindrsymbolen [ay. 1, an 2] drei codier-
te Symbole [by, 1,bn.2,bn 3], die dann mittels einer 8-PSK moduliert wer-
den (Abb. 12.13b). Die Bindrsymbolzuordnung unterliegt wiederum einer

—

-sin(2xf,t)

.1} e e S

" cos(2nf,t)
U —-

® 1,01

L]
0,0,1)

o -
(1,1,1)

- g
@2 o) 1.9

Abbildung 12.13. Codegenerator und Phasenkonstellationen mit Codezuordnung
bei trelliscodierter 8-PSK-Modulation

dhnlichen Systematik wie bei einem Gray-Code.'? Zunsichst wird der Wert des
uncodierten Bits a,, > durch genau um 180° phasenverschobene Trégersignale
reprisentiert, der Abstand im Signalraum ist entsprechend einer BPSK (Bi-
polariibertragung) do = 2+/S,. Zur Ermittlung der Fehlerrate fiir das co-
dierte Bit a,, 1 soll wieder das Trellisdiagramm in Abb. 12.12 herangezo-
gen werden, wobei beispielhaft die beiden markierten Pfade mit identischen
Anfangs- und Endzustinden betrachtet werden. Durch die Codierung wird
ein Bezug zwischen aufeinander folgenden modulierten Symbolen hergestellt.
Daher muss eine Summierung der Euklid’schen Abstédnde im Signalraum zwi-
schen den empfangenen Vektoren und den erlaubten Nutzsignalpunkten ent-
lang der einzelnen Pfade im Trellisdiagramm erfolgen, und es muss fiir den-
jenigen Pfad entschieden werden, bei dem diese Summe minimal wird. Von

19 Bei der Konstruktion solcher Zuordnungen wird eine regelmiBige Einteilung der
Binircodes in Untergruppen (,subsets®) vorgenommen, die sich in einem, zwei,
drei Bits usw. unterscheiden. Es erfolgt dann eine ebenso moglichst regelméfBige
Zuordnung zu den Modulationssymbolen auf Grund ihrer Abstidnde im Signal-
raum (Proakis und Salehi, 1994).
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Bedeutung fiir das Auftreten eines Fehlers ist dabei die maximal erlaubte
Verfélschung, d.h. letzten Endes die Zugrundelegung einer Entscheidungs-
grenze bei der Hélfte des akkumulierten Euklid’schen Abstandes zwischen
den unverfilschten Nutzsignalpunkten zweier Pfade. Ein Vergleich des Trel-
lisdiagramms in Abb. 12.12 mit der Signalkonstellation in Abb. 12.13b ergibt
als akkumulierte Euklid’sche Distanz zwischen den beiden Pfaden (auch als
codierte Distanz bezeichnet) fiir den Beispielfall

deoq = d(00,11) 4+ d(00,01) 4 d(00,11) = dy + dy + dy ~ /4, 58S,
mit dy = 1/ (2 — V/2)S, (wie bei 8-PSK)
und d; = /25, (wie bei QPSK).

Es zeigt sich, dass dcoqa > do = 24/S,, und somit das codierte Bit a,, 1 effektiv
sogar etwas weniger storungsanfilig ist als das uncodierte Bit a, 2. Es gibt
jeweils nur zwei Pfade, die denselben Anfangs- und Endknoten besitzen, so
dass sich hier die Bitfehlerwahrscheinlichkeit fiir das codierte Bit a, ; durch
Einsetzen in (9.38) mit Nq = 1 wie folgt ergibt:

1 (dcod)2 Es 1 ES
P., , = = erf ——— | = = erf .
sana = 5 OTIC S. 8N, |~ 2\ Van,

Der Code ist systematisch so konstruiert, dass fiir zwei Pfade mit gleichen
Anfangs- und Endpunkten entweder deoq = d1 +2ds oder deoq = 2d1 +ds gilt;
der letztere Fall ist also beziiglich d.,q sogar noch etwas giinstiger als der oben
betrachtete. Die gesamte Bitfehlerwahrscheinlichkeit unter Beriicksichtigung
des codierten und des uncodierten Bits sowie mit der Energie pro bit F, =
E,/2 wird daher ndherungsweise

1 (1 Ec; 1 Es 1 Eb
P, ~ — | = erf - + — erfi = — erf — .
b 2 2erc< 2N0> 2erc< 2NO) Qerc< NO)

~NPe,ay, 1 =Pe,ay o

Im Vergleich zur QPSK mit (9.33), welche dieselbe Ubertragungsrate von
2 bit/Takteinheit wie die hier beschriebene TCM erlaubt und auch densel-
ben Bandbreitebedarf besitzt, ist nun eine identische Bitfehlerwahrschein-
lichkeit bereits mit einem um 3 dB geringeren Ej,/Ny-Verhéltnis erreichbar.
Bei Erhchung des Aufwandes fiir die Modulation und Codierung, beispiels-
weise bei Verwendung einer Trellisstruktur mit L = 8 (256 Zustéinde und
256-PSK), 14t sich die Verbesserung gegeniiber QPSK bereits auf ca. 5,75
dB steigern (Ungerboeck, 1982); es wird dann nur wenig mehr als 1/4 der
Sendeleistung eines Verfahrens ohne codierte Modulation benotigt, um auf
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demselben Kanal dieselbe Ubertragungsqualitiit zu erzielen. Allerdings wird
sich bei ggf. fehlender perfekter Triagersynchronisation die Leistungsfahigkeit
starker verschlechtern als bei dem Verfahren mit 8-PSK; dariiber hinaus wird
die Komplexitét ebenfalls deutlich erhoht.

12.5 Zusammenfassung

Das Verfahren der Pulscodemodulation ist das Grundprinzip, um analoge
(wertkontinuierliche) Quellensignale nach Abtastung und Quantisierung mit
den Verfahren der digitalen Ubertragungstechnik iibermitteln zu kénnen. Es
wurde gezeigt, dass das Storverhalten einer solchen Ubertragung aus den
Quantisierungsverzerrungen sowie den Auswirkungen von Kanalstérungen
auf die Fehlinterpretation der PCM-Codeworte berechnet werden kann. Ein
anschliefender Exkurs in die Informationstheorie fithrte die grundlegenden
Konzepte der Quellen- und Kanalcodierung ein. Am Beispiel der trellis-
codierten Modulation wurde schliellich gezeigt, dass sich durch geschick-
te Kombination von Kanalcodierung und Binériibertragung eine Verbesse-
rung der Ubertragungsqualitiit erzielen lisst. Das richtige Zusammenspiel von
Quellencodierungs-, Kanalcodierungs- und Modulationsverfahren ist letzten
Endes entscheidend, wenn es darum geht, mit einem praktischen Verfahren
die informationstheoretischen Grenzen zu erreichen, die im n#chsten Kapitel
aufgezeigt werden.

12.6 Aufgaben

12.1 Es sei definiert y = int(z) als die groBite ganze Zahl, die kleiner oder
gleich x ist. Zeichnen Sie die Funktionen

y = int(x)
y = int(x 4+ 0,5)
y = 0,5+ int(z).

Welche Funktion beschreibt die gebrauchliche Rundung? Skizzieren Sie y(t)
fiir z(t) = 2sin(¢) in allen drei Féllen.

12.2 Stellen Sie 7 als 6stellige Bindrzahl dar. Wie grof§ ist der relative
Quantisierungsfehler?

12.3 Ein (gleichanteilfreies) Sprachsignal der Grenzfrequenz 4kHz wird
iiber ein PCM-System iibertragen. Kanalstérung und Quantisierungsrau-
schen sollen einen Abstand zur Nutzsignalleistung von jeweils mindestens
40dB haben. Bestimmen Sie E, /Ny, Ubertragungsrate und Mindestiibertra-
gungsbandbreite bei einer kohiirenten unipolaren Ubertragung. Nehmen Sie
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das Sprachsignal als gleichverteilt an. Wie ist das Ergebnis fiir ein Fernseh-
signal der Grenzfrequenz 5 MHz?

12.4 In Abschn. 12.1.2 wird ndherungsweise angenommen, dass die Fehler-
wahrscheinlichkeit fiir ein PCM-Wort mit K bit den Wert K-P, hat (P, als
Bitfehlerwahrscheinlichkeit). Der exakte Ausdruck fiir die Wortfehlerwahr-
scheinlichkeit P, lautet

Py=1-(1-P)X.

a) Berechnen Sie genauen und genéherten Wert der Wortfehlerwahrschein-
lichkeit P, fiir K = 8 und P. = 1072,
b) Welchen Wert nimmt P, fir P, = 1/2 an?

12.5 PCM-Signale werden iiber M Ubertragungsstrecken mit jeweiliger Re-
generierung durch Repeater geschickt. Die gesamte Bitfehlerwahrscheinlich-
keit betragt dann

Poges = [1 — (1 —2P)M]/2,

wobei P, die Fehlerwahrscheinlichkeit der Einzelstrecke ist. Wie grof8 ist Pe ges
néherungsweise fiir sehr kleine P, und nicht zu grofie M?

12.6 Ein analoges Signal soll mit einem digitalen System gefiltert werden.
Mit welcher giiltigen Stellenzahl muss die Verarbeitung erfolgen, damit der
Signal-/Rauschleistungsabstand mindestens 80 dB betrigt?

12.7 Ein GauB-verteiltes, mittelwertfreies Signal der Leistung S, = o2

wird quantisiert. Berechnen Sie Quantisierungsfehlerleistung N, und S,/Nq-
Verhéltnis, wenn der nutzbare Amplitudenbereich des linear gestuften Quan-
tisierers von —30f bis 4+30 reicht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit P wird
der Quantisierer iibersteuert?

12.8 Ein TP-Signal der Bandbreite f, wird mit der Nyquistrate abgetastet
und in vier Stufen quantisiert. Die vier Quantisierungsstufen treten mit den
Wahrscheinlichkeiten p; = py = 1/8 und ps = 3/8 auf, sie seien unabhiingig
voneinander. Berechnen Sie Informationsfluss und Redundanz.



13. Grenzen der Informationsiibertragung

Die Konzepte der Informationstheorie erlauben es, systematische Vergleiche
der Modulationsverfahren durchzufithren und deren Grenzen zu erkennen;
insbesondere aber wird deutlich, dass sich nur durch Kombination von Ver-
fahren der Modulation und Codierung eine Ubertragungsqualitiit nahe an der
informationstheoretischen Grenze erreichen ldsst. Hierbei wird weiter heraus-
gearbeitet, warum digitale Ubertragungsverfahren den analogen Verfahren
iiberlegen sind und es insbesondere erlauben, gegebene Ubertragungskanile
effizienter auszunutzen.

13.1 Kanalkapazitit

Die nachrichtentechnische Bedeutung der Begriffe Entropie und Informati-
onsfluss in der Informationstheorie wird ebenfalls bei der Diskussion der In-
formationsiibertragung iiber gestorte Kanéle deutlich.

Die Informationstheorie beschreibt einen Kanal durch das statistisch de-
finierte Maf} der zeitbezogenen Kanalkapazitdt C* (Shannon, 1948). Die Be-
deutung dieses Mafles wird deutlich in Shannons Satz von der Kanalkapazitdt:

»Wenn die Signale einer Quelle mit dem Informationsfluss H* {iber
einen Kanal der zeitbezogenen Kapazitidt C* {ibertragen werden,
dann existiert ein geeignetes Codierungsverfahren so, dass fiir

H* < C* (13.1)

die Fehlerwahrscheinlichkeit beliebig klein ist.
In Umkehrung gilt, dass fir H* > C* keine fehlerfreie Ubertragung
moglich ist.

Die zeitbezogene Kanalkapazitédt hat also die Bedeutung eines héchsten noch
fehlerfrei iibertragbaren Informationsflusses. Die Aussage des Satzes von der
Kanalkapazitit ist in ihrer Allgemeinheit zunéchst sehr iiberraschend. Sie
postuliert, wie im nichsten Abschnitt gezeigt wird, sogar bei Stérung durch
Gaufl’sches Rauschen mit seiner unbegrenzt ausgedehnten Verteilungsdich-
tefunktion die prinzipielle Mdglichkeit einer fehlerfreien Ubertragung, lisst

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_13, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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aber andererseits noch keine Aussage iiber den dafiir notwendigen techni-
schen Aufwand zu.

Anmerkung: Die bisher betrachtete und im Folgenden als wichtiger Faktor
wieder auftretende Energie Ej pro gesendetem Bit kann lediglich mit der
reinen Sendeenergie in Bezug gesetzt werden. Dariiber hinaus werden aber
die Mafinahmen der Codierung und Signalverarbeitung, die zum Erreichen
einer hohen Ubertragungsgiite im Sender und Empfinger notwendig sind,
zusiitzliche Energie pro gesendetem Bit bendtigen. Dieser Anteil am gesam-
ten Energieverbrauch ist teilweise hoher als die eigentliche Sendeenergie, und
sollte damit z.B. in Hinblick auf die Batterielebensdauer mobiler Gerite kei-
nesfalls vernachlissigt werden.

13.2 Die Kanalkapazitit des Gauf3-Kanals

In praktisch jedem Nachrichteniibertragungssystem sind die Signale im ei-
gentlichen Ubertragungsmedium zeitkontinuierlich. Die Ubertragung digita-
ler Signale erfordert dann ein geeignetes Leitungscodierverfahren. Wichtig-
stes Beispiel fiir einen solchen kontinuierlichen Kanal ist der Gauf-Kanal,
definiert durch folgende Eigenschaften:

a) idealer Tiefpass der Grenzfrequenz f, = fg oder idealer Bandpass® der
Bandbreite fao = fB;

b) additive Stérung durch weifles, Gauf’sches Rauschen der Leistungsdichte
Ny am Kanaleingang und damit der Leistung N = 2 fg Ny am Kanalaus-
gang;

¢) eine auf den Wert S begrenzte mittlere Signalleistung am Kanalausgang.

Die zeitbezogene Kanalkapazitit dieses GauB-Kanals hat nach Aussage der
Informationstheorie den Wert

C* = fglb(1 + S/N) bit/Zeiteinheit. (13.2)

Dieser Ausdruck fiir die Kapazitit des GauB-Kanals ist von fundamentaler
Bedeutung, da einmal viele physikalische Kanéle in guter N&herung Gauf$3-
Kanile sind, zum anderen (13.2) hiufig eine gute Grenzabschitzung fiir
Kanéle mit nicht-Gauf’scher Stérung darstellt. Die Anniherung der Ubertra-
gungsrate an die Kanalkapazitidt (13.2) setzt allerdings die Anwendung von
Kanalcodierverfahren voraus.

Die Ableitung der Kapazitit des GauB-Kanals wird hier nicht durch-
gefiihrt, sondern auf die Literatur am Eingang dieses Abschnitts verwiesen.

! Beim Bandpasskanal wird zum Erreichen der minimalen Bandbreite entwe-
der Einseitenbandiibertragung oder Verwendung eines Verfahrens mit nicht-
symmetrischen Tréigersignalen (z.B. QPSK oder QAM) angenommen.
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Prinzipiell dhnliche Zusammenhinge, wie sie bei der Ableitung der Kapa-
zitit des Gaufl-Kanals auftreten, sollen aber an folgendem einfachen Beispiel
betrachtet werden.

Nach den Aussagen in Abschn. 8.8 kann {iber einen idealen Tiefpasskanal
der Grenzfrequenz f, mit einem Binériibertragungsverfahren mit einer Rate
von maximal r = 2f, iibertragen werden. Durch Anwendung eines Mehrpe-
gelverfahrens, bei dem ¢ Binirzeichen zu einem neuen, 2*-wertigen Zeichen
zusammengefasst werden, lisst sich diese Rate gemif (8.23) erhohen auf?

ri = 2f,lbM  bit/Zeiteinheit. (13.3)

Hiermit lieBe sich theoretisch also bei storungsfreier Ubertragung fiir M — oo
die Ubertragungsrate beliebig steigern. Dieser Erhohung sind aber Grenzen
gesetzt, wenn die {ibertragenen Signale durch additives Rauschen gestort
werden.

Diese Grenzen sollen an einem einfachen Beispiel ermittelt werden. Hierzu
wird angenommen, dass ein si-férmiges Mehrpegelsignal der Grenzfrequenz
fe mit M verschiedenen Amplituden (wie Abb. 8.15 fiir M = 4) und der
Leistung S additiv durch weifles Rauschen der Leistungsdichte Ny gestort
wird. Das zugehorige Korrelationsfilter ist ein idealer Tiefpass der gleichen
Grenzfrequenz f,. Signal- und Storleistung haben also im Abtastzeitpunkt
die Werte S bzw. N = 2f, Ny. Vereinfachend wird weiter angenommen, dass
das Storsignal am Ausgang des Korrelationsfilters gleichverteilt ist (also Ka-
nal mit nicht-Gauf’scher Storung). In diesem Fall ist ein fehlerfreier Empfang
moglich, wenn die Amplitudenstufen des empfangenen Mehrpegelsignals um
mehr als die Breite a der Verteilungsdichtefunktion des Rauschsignals ausein-
anderliegen, Abb. 13.1 soll diesen Zusammenhang veranschaulichen. Fiir den

Pu(x)  pyalx) |1 pyalx) - pyilx)

i a !

i le—a—|
3 | a 0 & | 3 %
¢ 2 7 1 2@

Cs C, C,

\

\ \
Entscheidungsschwellen

Abbildung 13.1. Verteilungsdichtefunktionen pyi(x) bis pya(xz) bei Mehrpe-
geliibertragung (M = 4) fiir gerade noch fehlerfreien Empfang

in Abb. 13.1 gezeigten Fall des gerade noch fehlerfreien Empfangs betrégt die
Augenblicksleistung des Nutzsignals unter der Annahme, dass alle Amplitu-
denstufen gleich haufig sind, als quadratisches Mittel

2 Gesetz von Hartley“ (Hartley, 1928) (Anhang zum Literaturverzeichnis).
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(2o) (o) @)+ ()

oder allgemein fiir M Amplitudenstufen (M gerade)

1
5=1

M/2 2
2 on — 1 M2-1,

n=1

Nach (7.73) hat die Streuung eines gleichverteilten Rauschsignals die Grofie
0% = N = a?/12. Das fiir eben noch stérungsfreien Empfang der Mehrpegel-

signale notwendige Nutz-/Storleistungsverhéltnis betrigt also mit (13.4)

2 1\,2

é:(M a /12=M2—1.

N a?/12
Durch Auflésen nach M ergibt sich als maximale Zahl unterscheidbarer Am-
plitudenstufen bei fehlerfreiem Empfang

S
M=\/1+ . (13.5)

Mit (13.3) ist die zugehorige Ubertragungsrate

/ S S bit

(13.6) stimmt zufélligerweise mit der Kapazitét des GauB-Kanals (13.2) iiber-
ein. Die Storcharakteristik eines gleichverteilten Rauschens ermoglicht es
demnach, bereits ohne aufwindige Verfahren der Kanalcodierung die der Ka-
nalkapazitiit entsprechende Rate fiir fehlerfreie Ubertragung zu erreichen.?

13.3 Die Shannon-Grenze bei digitaler Ubertragung

Eine bestimmte Kanalkapazitét kann gemé8 (13.2) durch verschiedene Kom-
binationen der Parameter fg, S und N erreicht werden. Beispielsweise kann

3 Dies hat eine Analogie auf dem Gebiet der Quellencodierung: Shannon zeig-
te ebenfalls, dass die Coderate, die minimal notwendig ist, um ein unkorre-
liertes, zeitdiskretes Signal mit GauB-Verteilungsdichte und Varianz ¢2 zu co-
dieren, welches bei einer Quantisierungsfehlerleistung N, quantisiert wurde,
K = 1lb(c®/Ny) bit/Abtastwert betréigt (sog. ,Rate Distortion“-Funktion ei-
nes Gauf-Signals). Jedoch ist eine mehr oder weniger aufwéindige Entropie-
Codierung erforderlich, um dies auch zu realisieren. Bei gleichverteilten Signalen
wird diese Coderate jedoch bereits durch eine gleichférmige Quantisierung ohne
weitere aufwiindige Quellencodierverfahren erreicht, wie ein Vergleich mit (12.8)
zeigt.
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bei Erhohung der Bandbreite eine Verringerung des S/N-Verhiltnisses auf
dem Kanal zugelassen werden; vorausgesetzt ist hierbei eine jeweils opti-
male Anpassung des Ubertragungsverfahrens. Dieser Austausch fithrt im
Grenziibergang fp — oo nicht auf ein beliebig kleines S/N-Verhiltnis, da
die Rauschleistung am Ausgang des Kanals ebenfalls mit der Bandbreite an-
steigt. Im Grenzfall ergibt sich als Kanalkapazitét eines nicht bandbegrenzten
Gauf-Kanals (Aufgabe 13.2)

Coo = lim C7= lim /ol (1 * szN0> -

=0,72.5/Ny bit/Zeiteinheit. (13.7)

Diese Beziehung soll nun am Beispiel einer idealen Ubertragung binérer Quel-
lensignale {iber einen nicht bandbegrenzten Kanal bei optimaler Kanal- und
Leitungscodierung betrachtet werden. Aus (13.7) folgt, dass zur Ubertragung
mit der Rate C% eine Mindestleistung von S = C% Ny /0,72 erforderlich ist.
Da weiter fiir die Ubertragung eines Bindrwertes der Quelle im Mittel eine
Zeit von T' = 1/C%_ zur Verfiigung steht, errechnet sich die pro Bindrwert zu
iibertragende Mindestenergie also bei eigeninterferenzfreier Ubertragung zu

Ep,min =5 -T = S/C% = Ny/0,72 (13.8)
oder ausgedriickt als mindestens erforderliches Ej /NO—Verhéiltnis4

E, 2
- =——=139=1,42dB. 13.9
NO lb(e) ’ ’ ( )

min
Diese sogenannte Shannon-Grenze bewirkt ein extremes Schwellwertverhal-
ten. Fiir grofere Ej,/No-Verhiltnisse kann die Ubertragung im Prinzip feh-
lerfrei erfolgen. Verringert man das Ej/No-Verhéltnis unter 1,42dB, dann
steigt die Fehlerwahrscheinlichkeit auch bei Betrachtung des jeweils theore-
tisch optimierten Verfahrens stark an und erreicht schnell den Maximalwert
P, = 0,5 (Berauer, 1980). Einfache Modulationsverfahren besitzen dabei er-
heblich schlechtere Eigenschaften als das ideale System.

Eine Méglichkeit zur Anniherung an die Shannon-Grenze ist die Uber-
tragung mit mehreren orthogonalen Tragersignalen. Quantitativ wird dieses
Verfahren und seine asymptotische Anndherung an die Shannon-Grenze in
Ubungen 14.10 diskutiert. Allerdings ist eine beliebige Anniherung wegen der
mit M iiber alle Grenzen wachsenden Komplexitéat praktisch nicht realisier-
bar. Eine bessere Moglichkeit zur Ann&herung an die Shannon-Grenze stellt
daher die Anwendung fehlersichernder Kanalcodierungsverfahren dar. Insbe-
sondere in Verbindung mit der in Abschn. 12.3 kurz beschriebenen Turbo-
Codierung ist es moglich, die Shannon-Grenze fiir den Gaufl-Kanal auch bei

4 Bei , einseitiger” Definition von Ny (vgl. FuBnote 14, Kap.6) verdoppelt sich der
Zahlenwert von N, die auf dieser Basis bestimmte, in der englischsprachigen
Literatur hdufig anzutreffende Shannon-Grenze liegt dann bei ﬁ ~ —1,6 dB.
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technisch sinnvollem Aufwand bis auf einen Abstand von ca. 0,1 dB nahezu
zu erreichen.

Die fiir den Gauf}-Kanal erreichbare (und damit durch kein Modulations-
oder Codierverfahren iiberschreitbare) Grenze soll nun noch fiir bandbegrenz-
te Kanile betrachtet werden. Die dabei interessante Grofle ist die Band-
breiteeffizienz 1 eines Ubertragungsverfahrens, welches das Verhiltnis von
(fehlerfreier) Biniriibertragungsrate zur Kanalbandbreite in der Dimension
[bit/s/Hz] ausdriickt. Diese ist ebenfalls von S/N bzw. E/N, abhingig. Es
folgt mit (13.2) fiir den bandbegrenzten Gauf-Kanal mit moglicher Maximal-
rate ropax = C*

Tmax Ebrmax bit
=——=1(1+S/N)=1b |1 13.10
mo =" (e s = (14 ) L (130
bzw.
B, onc+l _ 9
s T 13.11
NO min nG ( )

Um mit einem praktischen Ubertragungsverfahren (Modulation und Codie-
rung) iiber einen Gaufi-Kanal eine Bandbreiteeffizienz 7 = ng zu erreichen,
ist also mindestens das in (13.11) beschriebene Ej,/Ny-Verhéltnis erforderlich.
Andererseits ist beziiglich der Wahl des Ubertragungsverfahrens die Aussa-
ge zu treffen, dass das Erreichen eines bestimmten Wertes 7q, der sich bei
einer Ubertragung mit einem gegebenen F, /No-Verhéltnis maximal ergeben
kann, die Verwendung eines M-wertigen Modulationsverfahrens voraussetzt,
welches mindestens 1b(M) = K > ng bit in einem Trigersymbol zusam-
menfasst und die Symbole nahe der Nyquistrate iibertrigt. Die Wahl eines
hoherwertigen Modulationsverfahrens ist unschédlich und sogar erforderlich,
da sinnvollerweise ein Teil der iibertragenen Bits ohnehin zur Kanalcodie-
rung aufgewendet werden sollte, um die fehlerfreie Ubertragung nahe der
Shannon-Grenze zu realisieren. Andererseits leuchtet es ein, dass die Ver-
wendung von minderwertigen Verfahren wie z.B. BPSK (K = 1) bei hoheren
E,/No-Verhiiltnissen von vornherein eine Verschwendung von Kanalkapazitéit
darstellt, da das in diesem Bereich giiltige n¢ prinzipiell die Verwendung ei-
nes Verfahrens erfordert, das mehrere Bits mit jedem gesendeten Symbol
iibertragt.

In dhnlicher Weise konnen Kapazitéitsgrenzen auch fiir andere Kanalty-
pen, beispielsweise fiir den Rayleigh-Fading-Kanal, angegeben werden. Bei
MIMO-Kanélen (vgl. Abschn. 11.6 und Anhang 13.6) erhélt man durch
die Verwendung mehrfacher Ubertragungswege eine Erhohung der theore-
tisch erreichbaren Kapazitidt gegeniiber dem einfachen GaufB-Kanal, aller-
dings immer unter Annahme einer perfekten Kenntnis des Kanals. Hier-
zu ist zu beachten, dass das Erreichen der Shannon-Grenze bereits beim
GauB-Kanal je nach Arbeitspunkt auf der Ej,/No-Achse eine spezielle Anpas-
sung des Modulations- und Kanalcodierungsverfahrens erfordert. Bei zeitva-
rianten Kanilen miissen daher die entsprechenden Ubertragungsverfahren
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an die jeweilige Kanalsituation adaptiert werden, was vor allem eine zu-
verldssige Kanalschétzung voraussetzt, deren Realisierbarkeit (u.a. aus Kom-
plexititsgriinden) moglicherweise nicht gesichert ist.

13.4 Ideale Ubertragungssysteme mit
Bandbreitedehnung

Die durch den Shannon’schen Ausdruck fiir die Kapazitit des Gaufl-Kanals
(13.2) beschriebene Austauschmdoglichkeit von Ubertragungsbandbreite ge-
gen das im Ubertragungskanal notwendige S/N-Verhiltnis war in der Pra-
xis bereits vor der Veroffentlichung der Informationstheorie am Beispiel der
PCM- und der FM-Ubertragung bekannt. In gleicher Weise wie die Shannon-
Grenze im letzten Abschnitt einen Vergleich praktisch ausgefithrter Da-
teniibertragungssysteme mit dem idealen System ermoglichte, soll abschlie-
Bend jetzt auch fiir die analogen Modulationsverfahren eine entsprechende
Grenzaussage iiber das Storverhalten idealer Systeme mit Bandbreitedehnung
gemacht werden. Zu diesem Zweck wird ein ideales Ubertragungsverfahren
angenommen, welches einen Ubertragungskanal der Kapazitiit CY voll aus-
nutzt. Die Kanalkapazitiat C7 ist gegeben durch die Ubertragungsbandbreite
fa, die Nutzleistung Sk und die Storleistung Ng = 22 Np.

Das iibertragene modulierte Sendesignal wird von einem Empfanger de-
moduliert, also in ein Empfangssignal mit der Bandbreite f, und dem
Nutz-/Storleistungsverhiltnis S,/N umgewandelt. Dieser Empfénger, und
damit das zugeordnete Modulationsverfahren, kann als ideal bezeichnet wer-
den, wenn die Ubertragungskapazitiit C5 des Kanals mit nachgeschaltetem
Empfanger sich gegeniiber der urspriinglichen Kapazitidt C} nicht verringert.
Aus der Gleichsetzung C5 = C3 folgt dann mit (13.2)°

Sk ) S
falb (1 + QfAN()) = f.lb (1 + N) (13.12)

oder entlogarithmiert

SK fA Sa fg
1 =(1+— .
(ramw) = (%)

® Die Maoglichkeit der Gleichsetzung eines analogen und eines digitalen
Ubertragungsverfahrens in Hinblick auf das S,/N-Verhiltnis lisst sich an-
schaulich verstehen, wenn man {iiberlegt, wie das in Abb. 13.1 verwendete
Fehlermodell der Mehrpegeliibertragung bei einer analogen (aber zeitdiskre-
ten) PAM-Ubertragung wirken wiirde. Hierbei wiirde sich auf Grund der Ka-
nalstérungen exakt dieselbe Fehlercharakteristik ergeben wie in dem Fall, wenn
eine M-pegelige Ubertragung fiir PCM-Codeworte mit K = M sowie Quanti-
sierung mit Stufenhdéhe a verwendet wird. Die dariiber hinausgehende Analo-
gie von PAM und AM (letzteres ein sowohl zeit- als auch wertkontinuierliches
Ubertragungsverfahren, bei dem die S/N-Werte von Kanal und Rekonstruktion
identisch sind) wurde bereits in Kap. 10.1 gezeigt.
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Auflésen nach dem Nutz-/Storleistungsverhiiltnis am Ausgang der Ubertra-
gungsstrecke und Einfithren des Bandbreitedehnfaktors 8 = fa/fs nach
(12.13) ergibt

S, 1 Sk )ﬁ
— =1+ = — 1. 13.13
N < B2/,Ng (13.13)

Diese Beziehung der Nutz-/Stérleistungsverhiltnisse zwischen Eingang und
Ausgang des idealen Empfingers ist in Abb. 13.2 aufgetragen. Parameter ist
der Bandbreitedehnfaktor 3. Der theoretisch nutzbare Bereich ist hier durch
die Schranke fiir 8 — oo begrenzt. Im Grenzfall fo — oo lautet (13.13)

S o e

PCM (K=B =6)
(bipolar)

idealer Demodulator

60 S«

N /ds———

Abbildung 13.2. Storverhalten  idealer  und  realer  (gestrichelt)
Ubertragungssys‘ceme

(Aufgabe 13.3)
Sa

N

f SK fA/fg
= lim (1 + £ ) —1=e/CfNo) _ 1 (13.14)
fa—o0 fA Qngo

Dieses Nutz-/Storleistungsverhéltnis ist in Abb. 13.2 links als Schranke ein-
gezeichnet. Fiir Sk /Nk > § > 1 ldsst sich (13.13) auch vereinfacht schreiben

Sa“‘<1 K )ﬁ—< >x )5—(51(>6 (13.15)
N B2feNo 2faNo Nk) '
Bei einem idealen Ubertragungsverfahren verbessert sich also das Stor-

verhalten annidhernd exponentiell mit der Bandbreitedehnung des modulier-
ten Sendesignals (Hancock, 1962).

(oo}
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Dieses Storverhalten des idealen Ubertragungsverfahrens wird nun mit
dem in fritheren Abschnitten berechneten Storverhalten der AM-, FM- und
PCM-Systeme verglichen.

13.4.1 Amplitudenmodulationsverfahren

Das Storverhalten der kohérenten AM-Verfahren ist durch (10.17) gegeben,
mit der Eingangsnutzleistung Sk = 575, gilt
Sa o SK

N 2f;Ny’

(13.16)

Dieser Ausdruck entspricht dem Storverhalten des idealen Ubertragungssys-
tems bei einem Bandbreitedehnfaktor 8 = 1. Damit ist also die Einseiten-
bandiibertragung mit Sgy = 1 nach Abschn. 10.1.5 ein ideales Ubertragungs-
verfahren, allerdings ohne die Vorteile eines Systems mit Bandbreitedehnung.
Bei kohérenter Zweiseitenband-AM ist nach (10.12) Sam = 2. Der Unter-
schied zwischen realem und idealem Verhalten bei 5 = 2 steigt, wie Abb. 13.2
zeigt, mit wachsendem Nutz-/Storleistungsverhiltnis auf dem Kanal immer
stirker an, das Zweiseitenband-AM-Verfahren nutzt also die Bandbreitedeh-
nung nicht aus.

13.4.2 Frequenzmodulationsverfahren

Einsetzen von pipm ~ Brm/2 nach (10.31) in (10.50) ergibt als Storverhalten
der FM-Ubertragung oberhalb der FM-Schwelle

Sa 3.4 Sk
N = 8/BFM2ng0' (13.17)
Das S,/N-Verhéltnis steigt also bei FM-Ubertragung nur quadratisch mit
dem Bandbreitedehnfaktor an, wihrend das ideale System sein Storverhalten
nach (13.15) exponentiell mit 5 verbessert. In Abb. 13.2 sind (strichpunktiert)
zwei Verldufe fiir die Dehnfaktoren Sy = 10 und 22 unter Beriicksichtigung
der FM-Schwelle eingetragen. Ohne Beriicksichtigung der FM-Schwelle erge-
ben sich nach (13.17) im Gebiet Sk /(2fs/No) < 10dB S, /N-Verhiltnisse, die
besser als die der idealen Ubertragungssysteme gleicher Bandbreite sind. Das
Auftreten eines Schwelleneffektes bei der FM-Ubertragung ist also prinzipiell
begriindet.

13.4.3 Pulscodemodulation

Das Storverhalten eines PCM-Systems wird durch (12.11) beschrieben und ist
in Abb. 12.3 als Funktion des E;/No-Verhéltnisses auf dem Kanal dargestellt
(bei bipolarer Ubertragung auch identisch mit Ej,/Np). Die einzelnen binéren
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Trégerimpulse der Energie /s werden nach (12.12) mit einer Rate r = K2f,
iibertragen. Bei bipolarer Ubertragung ist dann die Leistung Sk des PCM-
Signals auf dem Kanal mit (12.14)

SK = T’Es = K2ngs - 5PCM2ng53

und es gilt die Beziechung

E _ 1 Sk
No  Brem 2fsNo

Hiermit konnen die Kurven fiir das Storverhalten eines bipolaren PCM-
Systems in Abb. 13.2 iibertragen werden. Im Bereich oberhalb der PCM-
Schwelle gilt mit (12.14) und (12.7), modifiziert fiir ein sin-formiges Nutzsig-
nal,

Sa Sa 3

=2 = 2 = “9%rom, 13.1
N N, 2 (13.19)

(13.18)

Bei der Pulscodemodulation steigt also die Verbesserung des Storverhaltens
in gleicher Weise wie bei einem idealen Verfahren exponentiell mit dem Band-
breitedehnfaktor an. Im Vergleich mit der FM-Ubertragung kann demnach
eine BandbreitevergroBerung durch ein PCM-Verfahren erheblich besser aus-
genutzt werden. Wie ein Vergleich von FM- und PCM-Verhalten bei glei-
cher Bandbreitedehnung (z. B. fiir § = 10 in Abb. 13.2) zeigt, besteht die-
ser Vorteil der PCM-Ubertragung aber nur in der Umgebung der PCM-
Schwelle. Vergroflert man bei konstant gehaltener Bandbreitedehnung das
S/N-Verhéltnis auf dem Kanal iiber den Schwellenbereich hinaus, dann bleibt
der Gewinn der FM-Verfahren gegeniiber den Verfahren ohne Bandbreitedeh-
nung erhalten. Bei den PCM-Verfahren hingegen hat eine solche Verbesserung
keinerlei Einfluss auf die Leistung des Quantisierungsrauschens; das hat zur
Folge, dass auf storarmen Kanélen schliellich das Stoérverhalten der PCM
schlechter als das der Ubertragungsverfahren ohne Bandbreitedehnung wird.
Jedoch kann im Prinzip durch Erhchung oder Erniedrigung der Anzahl von
Quantisierungsstufen der optimale Arbeitspunkt gewéhlt werden. Insofern
sind digitale Ubertragungsverfahren an die jeweilige Kanalsituation wesent-
lich besser adaptierbar.

Weiterhin ist zu bemerken, dass die PCM zunéchst nur das einfachst
mogliche digitale Quellencodierungsverfahren darstellt. Durch andere Me-
thoden der Quellencodierung lassen sich Signal-/Rauschverhiltnisse wie in
(13.19) bereits mit deutlich weniger bit/Abtastwert bzw. deutlich geringeren
Bandbreitedehnfaktoren erreichen. So sind z.B. fiir Sprach- und Audiosigna-
le zusitzliche Gewinne um den Faktor 5-10, fiir Bildsignale um den Faktor
10-20 und fiir Videosignale um den Faktor 20-50 gegeniiber PCM ohne signi-
fikante Qualitdtseinbuflen realisierbar. Allein hierdurch riicken die digitalen
Ubertragungsverfahren auch fiir urspriinglich kontinuierliche Signale deut-
lich ndher an die idealen Grenzen. Weiter ist zu beriicksichtigen, dass die
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Bandbreiteeffizienz der hier verwendeten bipolaren Ubertragung insbesondere
bei hohen Ej/Ny-Verhéltnissen weit von der Shannon-Grenze abweicht, was
durch die Verwendung hoherwertiger Modulationsverfahren sofort vermieden
werden kann. Dartiber hinaus stecken Ansétze, die unter dem Aspekt einer
moglichst hohen Rekonstruktionsqualitit eine gemeinsame Optimierung von
Quellencodierung, Kanalcodierung und Modulation vornehmen (sog. ,,joint
source and channel coding“, JSCC), eher noch in den Anfingen. Als Bei-
spiele hierfiir sind Methoden zu nennen, die hoherwertige Quellenbits bei
der Ubertragung besser schiitzen, oder auch Methoden, die den decodier-
ten Quellenzustand ausnutzen, um die Entscheidung des Kanaldecodierers
zu verbessern.

13.5 Zusammenfassung

Im abschlieBenden Exkurs in die Informationstheorie zeigte sich nach einer
Analyse der informationstheoretischen Grenzen, dass typischerweise durch ei-
ne Erhohung der Ubertragungsbandbreite immer auch eine Verbesserung des
Signal-/Storleistungsverhiltnisses erreicht werden kann. Allerdings ist selbst
fiir Kanile mit unendlicher Bandbreite keine beliebig grofie Ubertragungs-
kapazitit zu erwarten. Weitergehende Uberlegungen zeigten, dass sich durch
geeignete Kombination von Quellencodierungs-, Kanalcodierungs- und Mo-
dulationsverfahren eine Verbesserung der Ubertragungsqualitiit erzielen liisst,
die sich in Richtung der aufgezeigten Grenzen bewegt. Mittels fortgeschritte-
ner Verfahren der digitalen Signalverarbeitung werden diese Methoden heu-
te auch praktisch realisiert. Nur auf dieser Grundlage konnten in den letz-
ten etwa 20 Jahren signifikante Fortschritte in der leitungsgebundenen und
drahtlosen Ubertragung digitalisierter Signale erzielt werden, deren weitere
Entwicklung die Kommunikationstechnik als eines der interessantesten Zu-
kunftsthemen erscheinen lésst.

13.6 Anhang: Ubertragungsgrenzen von MIMO-Kanilen

Die Matrix K aus 11.39, welche die Signaliibertragung iiber einen MIMO-
Kanal beschreibt, ist im generellen Fall als nicht-quadratische Matrix der
Grofle L x M nicht invertierbar, es ldsst sich auch keine Determinante berech-
nen. Jedoch lassen sich quadratische Teilmatrizen (Ausschnitte) der Grofie
P x P,1 < P < min(M, L) definieren. Der Rang R der nicht-quadratischen
Matrix K ist die Seitenldnge P ihrer grofiten quadratischen Teilmatrix, welche
noch eine Determinante ungleich Null besitzt. Typischerweise wird also fiir
das MIMO-Problem R < min(M, L) sein. Es werden nun eine M x M-Matrix
U sowie eine L x L-Matrix V definiert, die mit K in folgendem Zusammen-
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hang stehen®:

A1) 0 - 0 0
0 A(2) - 0
UKV = A1/?) = 0 0 0 (13.20)
0 0 - VAR):
L0 0 0 0]

Die Eintriige der Matrix A('/2) werden als die R Singuldrwerte /\(r) von
K bezeichnet. Die Matrix besitzt ebenfalls L Spalten und M Zeilen, die
Nullspalten bzw. Nullzeilen am rechten und unteren Rand tauchen dort auf,
wo R < L bzw. R < M. Die Quadrate der Singuldrwerte sind identisch mit
den von Null verschiedenen Eigenwerten der M x M-Matrix KK™ und der
L x L-Matrix K"K. Die Spalten der Matrix U sind die Eigenvektoren u,
von KK, die Spalten von V die Eigenvektoren v,. von K"K. Es gelten also
die folgenden Beziehungen:

ut [KKH] U=A0D ; vH [KHK] V=AD), (13.21)

wobei AM) und AF) jeweils quadratische M x M- bzw. L x L-Matrizen sind,
auf denen die ersten R Positionen der Hauptdiagonale mit den Eigenwerten
A(r) besetzt sind. Durch Umkehrung von (13.20) ist es moglich, K wie folgt
auszudriicken”:

R

K =UAYDVE =3 /X(r)u,v)! (13.22)

r=1

Die Matrix K lisst sich also als Linearkombination von R Matrizen u, v,
jeweils gewichtet mit den Singuldrwerten /A(r), ausdriicken.

Gemif (11.48) lasst sich der MIMO-Kanal nun vollkommen dquivalent als
eine Reihe von R parallelen Kaniilen mit Amplituden-Ubertragungsfaktoren
VA, darstellen (s. Abb. 11.23). Unter der Annahme, dass die einzelnen Par-
allelkaniile GauB-Kanile darstellen, sowie unter der Annahme, dass die Ka-
nalmatrix K so normalisiert wurde, dass das S/N-Verhéltnis an den Kanal-
ausgingen dem eines SISO-Kanals in der gleichen Ubertragungsumgebung
entspricht, ergibt sich als Kanalkapazitit des MIMO-Kanals mit (13.2)3

5 Der Hochindex ,,H“ beschreibt die sogenannte Hermite’sche Matrix, d.h. die
konjugiert-komplex Transponierte

" Die vereinfachte Summenform folgt auf Grund der Tatsache, dass die in U und
V enthaltenen Basisvektoren orthonormal sind.

8 Der Sender muss im Optimalfall die iiber die R Unterkanile iibertragenen Bits
so zuordnen, dass die jeweilige Kapazitdt der Kanéile nicht iiberschritten wird
(vgl. hierzu Abschn. 13.3). Gegebenenfalls kann es dabei sogar notwendig werden,
bestimmte Unterkanéle gar nicht zu verwenden, sofern ihre Kanalkapazitéit wegen
des Unterschreitens der Shannon-Grenze Null ist.
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C*:fBTX:RIIb< ;hﬁ) ) fslb (ﬁ (1—1—)) bit/s.

(13.23)

Die Normierung der Eigenwerte auf die Anzahl der tatséichlichen Kanal-
eingéinge L ist notwendig, weil die gesamte Nutzsignalleistung iiber alle L
Eingénge nicht grofler werden darf als bei dem zum Vergleich herangezoge-
nen SISO-Kanal.

Da das Produkt der Eigenwerte den Determinanten der Matrizen A(M)
bzw. AF) aus (13.21) entspricht, und weiterhin auf Grund der Orthonorma-
litit der Eigenvektorzerlegung mit den Determinanten von KK bzw. KK
identisch sein muss, kann (13.23) noch wie folgt umformuliert und geméifl
(13.10) in die Bandbreiteeffizienz n umgerechnet werden:

* H
MIMO = ?— =1b [det <I(M) + 5 KI;)] bit /s/Hz. (13.24)
B

Als Sonderfille ergeben sich hieraus auch die Bandbreiteeffizienzen des SIMO-
Kanals (L = 1)

S~ o)
nsmvo = 1b <1 t5 Z [k | ) bit/s/Hz, (13.25)

m=1

bzw. des MISO-Kanals (M = 1)

L

1

T > |kl|2) bit /s /Hz. (13.26)
=1

=@

nuiso = b <1 +

Hierbei stellen die Werte k,,; die (ggf. komplexwertigen) Amplituden-Uber-
tragungsfaktoren beispielsweise bei einer Mehrwege-Ubertragung dar. So ent-
spricht (13.26) z.B. der Kanalkapazitit, die mit einem Rake-Empfénger
(Abb. 11.12) realisiert werden kann.

13.7 Aufgaben

13.1 Gegeben ist ein Triigersignal s(t) der Energie E, welches das 1. Nyquist-
Kriterium % (nT) = 0 fiir n # 0 erfiillt. Zeigen Sie, dass die Summe

(oo}

Z s(t —nT)

n—=—oo

die Leistung Sy = E/T hat.
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Hinweis: Benutzen Sie die Umformung (Y, a,)* = >, >, (anay,) und die
Orthogonalitdtseigenschaft der um nT' gegeneinander verschobenen Signale

s(t).

13.2 Fiihren Sie den Grenziibergang in (13.7) durch, und skizzieren Sie
S/Ny als Funktion von fp mit C* als Parameter.

13.3 Fiihren Sie den Grenziibergang in (13.14) durch.

13.4 Zeigen Sie, dass mit S/N > 1 fiir die zeitbezogene Kanalkapazitit des
GauBkanals mit guter Genauigkeit die zugeschnittene Gréfengleichung gilt

C* 1 fs S/N

kbit/s 3kHz dB °

Wie grof} ist dann C* fiir einen Fernsprechkanal der Bandbreite fg = 4 kHz
bei S/N = 40dB?



14. Zusatziibungen

Die folgenden Zusatzaufgaben wurden so ausgewéhlt, dass sie den Stoff dieses
Buches in einer Reihe wichtiger Anwendungsfille ergéinzen. Diese Ergéinzung
in der Form etwas anspruchsvollerer Aufgaben mit Losungen soll dariiber
hinaus zur eigenen Weiterarbeit anregen.

14.1 Orthogonalentwicklung

Ein im Intervall [0; T| zeitbegrenztes Energiesignal f(t) wird bei der Orthogo-
nalentwicklung als gewichtete Summe von M in diesem Intervall definierten
(hier reellwertigen) orthogonalen Funktionen s;(¢) dargestellt (Franks, 1969)

M—-1
Ft) =" bisi(t) +r(t)
=0

mit der Orthogonalitétseigenschaft (Abschn. 8.6)
T 1 . .
. t=]
i(t)s;(t)dt = f
/sm%o {o‘“i¢¢

Die Approximationskoeffizienten b; sollen dabei so gewéahlt werden, dass die
Energie E, der Restfunktion r(¢) minimal wird.

a) Zeigen Sie, dass fiir die b; dann gilt
T
b= [ FOsde = o5, 0)
0

Ansatz dE,/db; = 0 fiir alle b;.

b) Geben Sie eine Filterschaltung zur Bildung der b; fiir zwei orthogonale
Grundfunktionen so(¢) und s1(¢) an.
Vergleichen Sie mit dem Empféanger in Abb. 8.12.

Jens-Rainer Ohm, H. D. Liike, Signaliibertragung,
DOI 10.1007/978-3-642-53901-5_14, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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¢) Vergleichen Sie die Entwicklung nach den orthogonalen, zeitbegrenzten
sin-cos-Funktionen in Abb. 8.13 mit der Fourier-Reihenentwicklung (3.20).
d) Wie ldsst sich die Energie Ey des Signals f(t) aus den Approximationsko-
effizienten berechnen (bei vernachléssigbarer Energie der Restfunktion)?

Losung
T T M—1 2
) B = [ o= | lf(t) -y bism] at,
0 0 =0
mit Differentiation unter dem Integral folgt
dE r
dbj:/ [ stZ 1 dt—Ound
0 =0
A M—1 T
/f(t)sj(t)dt =Y bZ/ t)dt = b;
0 =0 o
=0 fiir ¢ 75 J
b)
}
holt) = so(T-t) f—~s>—o0 by
f(t) tor

hylt) = s4(T-1t) —o$\——ob1

Abbildung 14.1. Lésung zu Ubung 14.1b

¢) Die sin-cos-Funktionen stellen Imaginér- bzw. Realteile der ersten beiden
harmonischen Basisfunktionen (¢ = 1 und k& = 2) einer Fourier-Reihen-
entwicklung dar, die oberste Rechteckfunktion reprisentiert den Gleich-
anteil £ = 0.

T T M—1 2
d) Ef = [ f2(t)dt ~ [ bisi(t)] dt

/ /1%

M— T

i=0
1M-1 M—-1
blb]/sl si(t)dt = > b}
=0 5=0 0 i=
N————
=0 fiir i#j

(s. Hinweis zu Aufgabe 13.1).
Bei ,,vollstéandigen* Orthogonalsystemen verschwindet die Restfehlerener-
gie fiir M — oo. Es gilt dann die verallgemeinerte Parseval’sche Beziehung

Ep =320
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14.2 Signalraum

Die Approximationskoeffizienten b; eines nach M orthogonalen Grundfunk-
tionen s;(t) entwickelten Signals f(¢) konnen als die Komponenten eines Vek-
tors in einem M-dimensionalen Vektorraum geometrisch interpretiert werden

(Ubung 14.1).

a) Zeichnen Sie in einem zweidimensionalen, durch die Grundfunktionen
s0(t) und s1(t) aufgespannten ,,Signalraum*“ die Vektoren folgender Sig-
nale f;(t):

fi(t) = 2s0(t)
fa(t) = s1(t) + s0(t)

f3(t) = =s0(t) = 0,551 (1)

fa(t) sei orthogonal zu so(t) und s1(t)

b) Wie gro sind die Energien dieser Signale f;()? (Ubung 14.1d).

Wo liegen alle Signalvektoren f(t) = boso(t) + b1s1(t) mit konstanter
Energie E;7

oy

¢) Zeichnen Sie den Vektor des ,,Storsignals® n(t), das zu dem Signal so(t)
addiert werden muss, um es in das Signal s;(¢) zu verfilschen. Welche
Bedeutung hat der geometrische Abstand d,,;,, der Endpunkte der Signal-
vektoren?

d) Wie sind zwei Trégersignale fo(t) und fi(¢) der maximalen Energie Ef = 1
so in dem zweidimensionalen Vektorraum anzuordnen, dass die notwen-
dige Storsignalenergie nach (¢) méglichst hoch wird?

Vergleichen Sie mit den Tragersignalvektoren bei unipolarer, bipolarer
und orthogonaler Ubertragung.

e) Ordnen Sie M = 3,4 und 5 Signalvektoren der jeweils gleichen Energie Ef
so in den Signalraum ein, dass der minimale Abstand d,,;, der Vektoren
maximal wird. Wie gro} ist £ fiir dyin = 1 als Funktion von M?

Anmerkung: Lasst man Vektoren unterschiedlicher Lange zu, dann lassen
sich bei gegebenem Minimalabstand dp,;, fir M > 5 bessere Anordnun-
gen, d.h. Signalkonfigurationen mit geringerer mittlerer Energie finden.
Ein Beispiel fir M = 8 wird in (h) diskutiert (zum entsprechenden Pro-
blem in hoherdimensionalen Signalrdumen in populdrwissenschaftlicher
Form s. Sloane, 1984).

f) In dem orthogonalen Ubertragungssystem nach Abschn. 8.7 kénnen die
beiden ungestorten Trégersignale durch die zugeordneten Signalvekto-
ren so(t) und s;(¢) geometrisch interpretiert werden. Bei Storung durch
weiles, Gauf’sches Rauschen werden Stoérvektoren *n(t) = *b,gs0(t) +
kbnlsl(t) addiert, deren Koeffizienten b,,, b,; nach den Ergebnissen von
Abschn. 8.7 zwei unkorrelierte, Gauf3-verteilte Zufallsgrofien sind.
Skizzieren Sie die Nutz- und einige Storvektoren.
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o) M=8 B) M=g

Teilen Sie den Signalraum in zwei Bereiche, die den Entscheidungen ,,s¢(t)
gesendet® und ,,s1(t) gesendet* entsprechen.
Wie lésst sich die Lage der Signalvektoren im Signalraum oszillografieren?

Skizzieren Sie ein entsprechendes Bild fiir ein Ubertragungssystem mit
vier Signalvektoren [nach (e)]. (Dieses Verfahren kann z.B. als quaternire
Phasenumtastung realisiert werden, Abschn. 9.6).

Diskutieren Sie folgende Ubertragungssysteme mit je 8 Trigersignalen in
kombinierter 8-PSK/ASK-Modulation (auch 8-QAM-Quadratur-Amplitu-
denmodulation). Dargestellt sind die Endpunkte der Signalvektoren (Abb.
14.2a). Berechnen Sie fiir den Mindestabstand dp,i, = 1 jeweils die mittlere
Energie F,, /g der beiden modulierten Sendesignale unter der Vorausset-
zung, dass alle Signalvektoren gleich hiufig sind. Vergleichen Sie mit (e).
Welcher Schaltungsaufbau ist einfacher?

e S

// / - // .

r- |
2 f

Abbildung 14.2a. Signalvektoren fiir 8-QAM

i

Erweitern Sie beide Anordnungen entsprechend auf 16 Trigersignale.

Losung

a)

bif

14
f2(t)

falt)

-1 N 2 by
f3lt) | falt)
-1

Abbildung 14.2b. Losung zu Ubung 14.2a (f4(t): Vektor der Linge Null)
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b) Ey = 0§+ b3
(fiir f4(t) Energie beliebig).

Die Endpunkte aller Signalvektoren f(t) liegen auf dem Kreis mit Radius
\/E¢ um den Ursprung.

c) b1T
11
d=VEn
Silt) | nt) >
0 solt) 1 By

Abbildung 14.3. Losung zu Ubung 14.2c

d)

unipolar o1
quﬂ—-y =0 = dy=2—
TRt 1 By 16t 0 flt) 15,

=-folt) bipolar

Abbildung 14.4. Lésung zu Ubung 14.2d

Die notwendige Storsignalenergie ist bei bipolarer Ubertragung am
e) M=3 |y

hochsten.
M=4
VE /

Abbildung 14.5. Losung zu Ubung 14.2¢

Ep(M) = 1/[2sin(r/M)}2.
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f) N
ol
-6‘)0 Q,9
e <
NS
b1T & Q‘,’\b\)

L A
I\ <
s4(t) s\//“n(t)

Tl S oo

Abbildung 14.6a. Losung zu Ubung 14.2f

N
e

Zur oszillografischen Darstellung werden die Ausgénge by und by der Schal-
tung in Abb. 14.1 (bzw. eines entsprechenden Empfingers) an Horizontal-
und Vertikaleingénge des Oszillografen gelegt.

g) byt Entscheidungs-
; bereiche

Abbildung 14.6b. Losung zu Ubung 14.2g (QPSK-Variante, die sich nicht mit
separaten Entscheidungen in den beiden Quadraturkomponenten realisieren ldsst)

h) a) ri=1,7 =2

E,=@r?+4r3)/8 =15
B) rs =v2/2,14 = (1+/3)/2

Eg = (4r3 + 4r7)/8 = 1,18
das zweite Verfahren benétigt also eine um etwa 1dB geringere Sendeener-
gie. Allerdings ist zu beriicksichtigen, dass die inneren 4 Signalvektoren
jeweils Ng = 4 Nachbarn im Abstand d,,;, besitzen, so dass die Symbol-
und Bitfehlerwahrscheinlichkeiten grofler werden. Modems zu «) kénnen
etwas einfacher aufgebaut sein. Die Signalkonfiguration /3 ist die in diesem
Sinn bestmogliche Anordnung fiir M = 8. Fiir die einfachste Signalkonfi-
guration nach e) ergibt sich die gréBere Energie Fg = 1,707.
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Abbildung 14.7. Mégliche Losungen zu Ubung 14.2i

14.3 Matched-Filter bei farbigem Rauschen

Ein Energiesignal mit dem Spektrum S(f) wird durch farbiges Rauschen mit
dem Leistungsdichtespektrum ¢, (f) = No| K (f)|? additiv gestort.

a)

b)

Berechnen Sie das Nutz- /“Sti)’rleistungsverhéiltnis Sa/N am Ausgang eines
Empfangsfilters mit der Ubertragungsfunktion H(f) zur Zeit t = 0.

Welche Ubertragungsfunktion H (f) ergibt ein maximales S, /N-Verhéltnis?
Wie grof§ ist dieses Verhaltnis?

Hinweis: Benutzen Sie die Schwarz’sche Ungleichung in der fiir komplex-
wertige Funktionen giiltigen Form

/bf(x)g(x)dx < jf(x)|2d$-jlg(z)l2dx7

wobei das Gleichheitszeichen gilt fiir
f(z) =cg™(x) (¢ beliebige reelle Konstante).

Setzen Sie dabei f(x) = H(f)|K(f)| und g(x) = S(f)/IK(f)|
Wie lautet das Ergebnis fiir |K(f)|* =17

) Das farbige Rauschen werde durch Filtern von weiflem Rauschen mit-

tels eines RC-Tiefpasses erzeugt. Das Spektrum des Sepdesignals sei
S(f) = rect[f/(2fs)]. Berechnen und skizzieren Sie die Ubertragungs-
funktion des matched-filter. Wie grof} ist das S,/N-Verhéltnis?
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Lésung

a) Es wird
ot) = [ SH(ePIag
S, = ¢*(0) = /an<ww

N = [ Nolk(PIE(DPAS.

— 00

b) S./N kann umgeformt werden in

f\S )/ |K(H)IPAf
N - No

2

(OI-SU/E)IS

T @Iar T Is/E@IR

da |K(f)|? eine reelle, nicht negativwertige Funktion ist. Der untere Bruch
wird maximal 1 und zwar fiir

H(NIK ) = ST (/B

Das ,matched-filter* fiir farbiges Rauschen hat demnach die Ubertragungs-
funktion

H(f) = cS™(H)/IK(f)I,

damit ist
S| 1 [
¥ =w ] IsORIKFy

Das Ergebnis kann interpretiert werden als Kettenschaltung eines ersten Fil-
ters 1/|K(f)] mit einem zweiten Filter ¢S*(f)/|K(f)|. Das erste Filter er-
zeugt aus dem farbigen Rauschen wieder weifles Rauschen (,prewhitening*-
Filter).

Das zweite Filter ist dann ein Korrelationsfilter fiir das im prewhitening-
Filter verzerrte Nutzsignal mit dem Spektrum S(f)/|K(f)|.
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¢) Korrelationsfilter — s. (7.56), hier iiber die Formulierung im Frequenzbe-
reich berechnet.

d) |K(f)]? =1/[1 + (27T f)?] (Aufgabe 7.6)

H(f):crect( ! ) [1+ (20T f)?]
2fg
fe
Sa 1 Es 1
N . N / 1+ (2nTf)*df = No [1+3(27rng)2].
—fe

14.4 Matched-Filter bei linearer Kanalverzerrung

Ein Energiesignal mit dem Spektrum S (f) wird iiber einen Kanal mit Fourier-
Ubertragungsfunktion K(f) gesendet und durch weiles Rauschen mit Lei-
stungsdichte Ny additiv gestort.

a) Berechnen Sie das Nutz- /"Stérleistungsverhiiltnis Sa/N am Ausgang eines
Empfangsfilters mit der Ubertragungsfunktion H(f) zur Zeit t = 0.

b) Welche Ubertragungsfunktion H(f) ergibt ein maximales S,/N-Verhilt-
nis? Wie grof} ist dieses Verhiltnis?

Hinweis: Benutzen Sie die Schwarz’sche Ungleichung wie in Zusatziibung
14.3

Lésung
a) Es wird
o) = [ SOEWHD A
e ) 2
S.=g"0) = | [ SOKDH(
N = [ NlH(pPaf.
b) Sa/N kann umgeformt werden in
2
f 1S(f |2df S S(NEWNDH(f)AS
N Ny

f H(f)Pdf - f S(HE(f)Pdf
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Der rechte Bruch wird maximal 1 fiir

Damit ist

o0

Sa 1 9
¥l = [ snKerar

— 00
Das ,,matched-filter” fiir verzerrte Nutzsignale hat demnach die Aufgabe,
spektrale Energieanteile des Nutzsignals, die der Kanal sicher iibertragt,
stiirker zu gewichten. Insgesamt ergibt sich dann das S, /N-Verhiiltnis gemif
dem Verhiltnis der am Kanalausgang noch erhaltenen Energie des Nutzsi-
gnals zur Rauschleistungsdichte Ny des weiflen Rauschens. Allerdings ist an
dieser Stelle zu beachten, dass die Kanalverzerrung dazu fiithren kann, dass
das 1. Nyquist-Kriterium verletzt wird, so dass zusétzliche Eigeninterferenzen
auftreten. Sofern der Kanal ein verzerrungsfreies System darstellt, ist dieses
unkritisch und es wird lediglich der in K(f) enthaltene zusitzliche Phasen-
term in H(f) korrigiert, so dass die Abtastung wieder am Maximum der
Nutzsignalamplitude erfolgt. Bei Mehrwegeempfang erfolgt zusétzlich eine
Gewichtung der eintreffenden Nutzsignalkopien mit den iiber den jeweiligen
Weg erwarteten Amplitudenddmpfungen; dieses Prinzip wird z. B. im Rake-
Empfinger angewandt.

14.5 Frequenzumtastung mit nichtkohirentem Empfang

Ein digital moduliertes Sendesignal m(t) mit den zwei orthogonalen Triger-
signalen

si(t) = rect(t/T) cos[2m(fo +4/T)t] mit i€ {0;1}

wird mit einem nichtkohérenten Empfinger der in Abb. 14.8 dargestellten
Struktur empfangen.

nichtkoh. Empf. |  u(t) nf'
fur so(t)
m(t) 0 aen =0 wenn en
o——¢ o O 0
+n(® | [Tnichtkoh. Empf. j: u(nm) - v(nT)=0
far s4(t) v(t)

Abbildung 14.8. Nichtkohérenter Empfinger
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a) Geben Sie ein mogliches Blockschaltbild der nichtkoh#irenten Empfinger
fiir s;(t) an.

b) Skizzieren Sie bei Stérung des iibertragenen Signals m(t) nach (8.13)
durch weiles, Gauf’sches Rauschen n(t) die Verteilungsdichtefunktionen
der Zufallsgroie u(nT) fir a, = 0 und a,, = 1.

c) Zwei statistisch unabhéngige Zufallsgréfen u(¢1) und v(¢;) haben die Ver-
teilungsdichtefunktionen p,(z) und p,(x). Berechnen Sie aus ihrer Ver-
bundverteilungsdichtefunktion die Wahrscheinlichkeit

P = Probu(t1) > v(t1)].

d) Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus (c¢) die Fehlerwahrscheinlichkeit des
oben beschriebenen Dateniibertragungssystems. Es gilt
o0
/xlo(ax) exp[—(a? + x?)/2]dx = 1.
0

Losung

a) Siehe die Hiillkurvenempfinger in den Abb. 9.5-9.7 bis zum Abtaster.
b) Siehe Abb. 9.9.
¢) Fiir die Verbundverteilungsdichtefunktion gilt nach (7.86)

puv<x’y) = pu(w) 'pv(y)'

Unter der Bedingung, dass v(¢1) in einem schmalen Amplitudenbereich
(yo;y0 + dy) liegt, ergibt sich die Wahrscheinlichkeit P,y dafiir, dass
u(t1) > yo (yo = konst) ist, zu

PyO = /puv(xvyO)dx :pv(yO)/pu(x)dm'
Yo Yo

Die Wahrscheinlichkeit P dafiir, dass u(t1) > v(1) ist, folgt dann durch
Integration iiber alle y zu

P = /Oopv(y) /oopu(x)dx dy.

d) Wird a, = 1 gesendet, dann hat u(nT) eine Rayleigh- und v(nT’) eine
Rice-Verteilung. Die Wahrscheinlichkeit P, fiir falschen Empfang unter
dieser Bedingung lautet damit

P,y = Prob[u(nT) > v(nT)].
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Mit dem Ergebnis aus (c¢) und mit (9.20) folgt

ra- [ La (Yoo exvl-o2 + 50)/200)

/ %QXP[—SE2/(2N)}dx dy
/ _;30 To ( ) exp[—(y? + Sa/2)/N]dy,

mit der Substitution y = x+/N/2 und Einsetzen des bestimmten Integrals

aus (d) [wobei a = \/Sa/(2N) sei], folgt

P = Lesum,

Fir a, € {0;1} gleich wahrscheinlich ergibt sich derselbe Ausdruck
entsprechend (7.105) auch fiir die Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit. Mit
Sa/N = Es/Ng (Abschn. 9.4) folgt also

P, = Le-B/(aN0),
2

Der Vergleich mit (9.21) ergibt, dass die nichtkohérente Orthogonaliiber-
tragung um 3 dB besser als die entsprechende unipolare Ubertragung ist.
Man beachte allerdings, dass dieser Vorteil sich bei Bezug auf die pro bit
gesendete Energie Ej, = F;/2 bei unipolarer und E, = F; bei orthogonaler
Ubertragung relativiert.

14.6 Deltamodulation und
Differenz-Pulscodemodulation

Beim Verfahren der Deltamodulation (DM), einer modifizierten DPCM, wird
die Verwendung eines zweistufigen Quantisierers (harter Begrenzer) durch
die Riickkopplung eines Referenzsignals fr(¢) ermoglicht, wodurch die Schal-
tungstechnik besonders einfach wird. Gegeben sei die Prinzipschaltung eines
Deltamodulators in Abb. 14.9.

a) Zeichnen Sie fiir ein Eingangssignal f(t) = (t)[a sin(27t)] das Referenzsig-
nal fr(f) fir A=1,a = 5 und Ty = 0,025 sowie 0,1.

b) Wie kann f(¢) ndherungsweise aus m(t) demoduliert werden?
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f(t) ™ nT
] 0
‘T N mt)
fg(t) ut) | —-a" fuplt) 0
Y
elt)
Integrator

Abbildung 14.9. Deltamodulator

¢) Wie grof darf die Amplitude a eines sinusformigen Signals mit der Fre-
quenz fg bei gegebenem Tj maximal werden, damit das Referenzsignal
fr(t) dem Signal f(¢) auch im Bereich seiner maximalen Steilheit noch
folgen kann? (Vermeidung von ,slope overload®)

d) In welchem Verhiltnis steht die Abtastrate rp eines Deltamodulators zur
Nyquist-Rate rN des Eingangssignals, wenn fiir beliebige Werte von a
»slope overload“ vermieden werden soll?

Losung
a) Tp=0,025

5 4

3] i) r——- - _'/To =01

4 pRpep——] - -
1 H fr(t) HIG, ¢
T T T T A |

-1 4 0.1 0.2 0,3 04 05 L
-3 1
-5 4

Abbildung 14.10. Losung zu Ubung 14.6a. [fr(t) gezeichnet fiir einen Startwert
fr(t) =0 fiir t < 0]

b) Mit einem Integrator lasst sich f(¢) ndherungsweise demodulieren.

¢) Die Treppenkurve fr(t) kann einem Signal f(¢) nur folgen, wenn dessen
Steigung dem Betrage nach < A/Tj ist.
Fir f(t) = asin(2n fst) gilt also

2rfsa < AJTy, damit

< .
=0T
d) Mit rp = 1/Tp und rny = 2f5 sowie dem Wert fiir T aus (c) ergibt sich
D - 1/TO

S|
e

TN_ 2fs —
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14.7 Optimaler Quantisierer

Gegeben ist ein M-stufiger Quantisierer mit nichtlinear gestufter Kennlinie
nach Abb. 14.11.

.. R
glt)
Ve
M=8
Vs -
A s (ty) —
*—ug=- U R —v3l Ug Uy Ug =00—*
- vz
L vy
u;: Entscheidungsschwellen
v;: Reprdsentativwerte
- o e— F Vo

Abbildung 14.11. Nichtlinear gestufte Quantisierungskennlinie

Auf den Eingang des Quantisierers wird eine Zufallsgrofie s(¢1) mit der

Verteilungsdichtefunktion ps(z) gegeben.

a)

Berechnen Sie den mittleren quadratischen Quantisierungsfehler

Ny = E{[g(t1) — s(t1)]*} .

Zur Vorbereitung: Wie grof§ ist das Quadrat des Quantisierungsfehlers,
wenn s(t;) in einem schmalen Amplitudenbereich (z;z + dx) mit
u; < x < u;yqp liegt? Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt dieser Fall
auf? (Vgl. das Vorgehen in Abschn. 7.3.2.)

Welche notwendige Bedingung muss der Reprasentativwert v; der Quanti-
sierungskennlinie erfiillen, damit bei vorgegebenen Entscheidungsschwel-
len u; der Quantisierungsfehler Ny minimal wird?

Welche notwendige Bedingung muss die Entscheidungsschwelle u; der
Quantisierungskennlinie erfiillen, damit bei vorgegebenen Représentativ-
werten v; der Quantisierungsfehler Ny minimal wird?

Aus den in (b) und (c) gefundenen Regeln lisst sich (wenn auch nicht in je-
dem Fall eindeutig) iterativ die optimale Quantisierungskennlinie fiir eine
gegebene Verteilungsdichtefunktion und Stufenzahl M bestimmen. Der so
gefundene Quantisierer wird Lloyd-Max-Quantisierer genannt. Zeigen Sie,
dass fiir eine gleichverteilte, mittelwertfreie Zufallsgréfie der linear gestuf-
te Quantisierer nach Abb. 9.9 die notwendigen Bedingungen erfiillt. Wie
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ist in diesem Fall die Quantisierungsstufenbreite A zu wiihlen? (Jayant
und Noll, 1984).

Lésung

psx) T

Voo o V1 V2 V3| VeaVs g Ve | Vg X—>

[} L} | ! 1
U U U3 U, Ug Ug Usqg

Abbildung 14.12. Losung zu Ubung 14.7b

a)

Mit

Problz < s(t1) < x + dz] = ps(z)dx
folgt fiir das Quadrat des Quantisierungsfehlers, wenn s(t1) einen Wert
im infinitesimalen Bereich (z;x 4+ dz) annimmt,

(v; — x)*ps(x)dz

und damit fiir den mittleren quadratischen Quantisierungsfehler durch
Integrieren zwischen den Grenzen der einzelnen Entscheidungsschwellen
und Aufsummieren iiber alle Quantisierungsstufen

M—1 it
N, = Z / (v; — z)*ps(x)de.
i=0
Bedingung fiir minimalen Quantisierungsfehler
dN,
Sl fir i=0,1,...,M—1,
dUi
nach Differentiation unter dem Integral wird

Uji41

2(v; — x)ps(z)de =0, also
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Die Reprisentativwerte v; der Quantisierungskennlinie miissen also mit
den Fliachenschwerpunkten der durch die Entscheidungsschwellen u; ge-
teilten Verteilungsdichtefunktion iibereinstimmen.

Bedingung fiir minimalen Quantisierungsfehler

dN,
910 fir i=0,1,....,M—1, also
dui
u; Uit1
d 2 2
T (vio1 —x)ps(x)dae + | (v; — 2)"ps(z)dz| = 0;

mit di/f(x)dx:f(u) ergibt sich
u

(vie1 — wi)®ps(us) — (vi — w;)*ps(u;) =0
und schlieflich

1
u; = 5(7)1»,1 + ;).
Die Entscheidungsschwellen wu; der Quantisierungskennlinie miissen also
den arithmetischen Mittelwert der jeweils benachbarten Représentativ-

werte annehmen.

d) Fiir ps(r) = a~ ! rect(z/a) sind mit einer linear gestuften Quantisierungs-

kennlinie der Stufenbreite A = a/M die Bedingungen (b) und (c) erfiillt.

pslx) |
M=4

o

j |

|

I .

9 vy 1 v v, vy @ X —

1 | 2

V] Us ujs

Abbildung 14.13. Lésung zu Ubung 14.7d

14.8 Leitungstheorie

FEin allgemeines Ersatzschaltbild einer Leitung besteht aus Lingsinduktivitét

L

, Langswiderstand R, Querkapazitdt C' und Querleitwert G. Sofern die Lei-

tung physikalisch homogen ist, sind diese Grofien linear von der Lange der
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Leitung abhéngig. Besitzt eine Leitung mit Léange [ die Werte L;, R;, C; und
G fiir die vier genannten Grofien, ergeben sich der Induktivititsbelag L' = %
als Langsinduktivitat pro Léangeneinheit, und entsprechend Widerstandsbelag

R = %, Kapazititsbelag C' = % sowie Leitwertsbelag G' = % Damit las-

i,(t) i, (1) =i,(t)+——ds

0s
(o2 1 O
R'ds L'ds
- ou,(t)
U1(t) G'ds —— C'ds uz(t) = uw(t)+ ﬁds

Abbildung 14.14. Allgemeines Ersatzbild eines infinitesimalen Leitungsabschnitts
der Lénge ds

sen sich Eigenschaften einer bestimmten Leitung unabhéngig von ihrer Lénge
beschreiben. Es werde nun eine Streckenkoordinate s definiert, die es erlaubt,
die Verhéltnisse an einem Ort auf der Leitung zu beschreiben. Fiir einen in-
finitesimalen Abschnitt der Lénge ds gilt dann das in Abb. 14.14 gezeigte
Ersatzbild, und auf Grund der Kirchhoff’schen Maschenregel die Beziehung

ul(t) = R/dS . Zl(t) + L'ds - 825§t) + UQ(t) 5

weiter folgt mit der Approximation (lineares Glied einer Taylor-Reihenent-
wicklung) uq(t) = ui(t) + %yds

iy (t) + Ouy (t)

ot Os 1ds =0,

R'ds -iy(t) + L'ds -

In entsprechender Weise ergibt sich fiir den Strom durch die Leitung nach
Anwendung der Kirchhoff’schen Knotenregel

8’[1,1 (t)

i1(t) = G'ds - uy(t) + C'ds - 5t

+ia(t)

und analog mit io(t) = 41 (¢) + ‘%alit)ds

ot Js

Werden die Gleichungen durch ds dividiert, so ergeben sich die von der Lei-
tungsldnge vollkommen unabhéngigen Beziehungen

8ul(t) _ / /Q . 8i1(t) _ / /ﬁ
95 ——(R +L8t i1(t) und 55— G+C(’9t uy(t).

-ds=0.

G'ds - uqi(t) + C'ds
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Diese beiden Leitungsgleichungen beschreiben die grundsétzlichen Eigen-
schaften einer elektrischen Leitung, bzw. die Art und Weise, wie Spannungen
und Strome auf Leitungen verkniipft sind. Auf Grund der Homogenitét be-
schreibt das Paar (ug;41) die Spannung (s, t) und den Strom i(s,t) an einem
beliebigen Ort der Leitung.

a) Ermitteln Sie das Leitungsverhalten fiir den Fall stationirer Anregung
unter Verwendung komplexer, ortsabhéingiger Strom- und Spannungs-
Effektivwertzeiger I(s) und U (s)

is,8) = V2Re {I(s) ™'} 5 u(s,t) = V2Re {U(s) ™'} .

b) Zeigen Sie, dass orts- und zeitabhiingige Strome und Spannungen auf der
Leitung sich jeweils in eine hin- und eine riicklaufende Welle zerlegen
lassen. Ermitteln Sie Bedingungen, unter denen die riicklaufende Welle
verschwindet.

c¢) Verallgemeinern Sie das Leitungsverhalten fiir den Fall instationdrer An-
regung unter der vereinfachenden Annahme der verlustlosen Leitung,
R =G =0.

Losung

) Mit v2Re {dU( )eﬂ”ft} —V3Re {(R +j2rfL') I(s) &2t}
und fRe{dI( )eﬂ”ft} —V2Re {(G' + jwC") U(s) 2™} folgt

dU(s)
ds

dI(s)
ds

— (R +j2nfL)I(s) ; —(G"+2rfCU(s).

Differentiation der ersten Gleichung nach s und Einsetzen der zweiten
Gleichung ergibt

d?U(s)

12 - (R +j2nfL) (G' +j2nfCU(s) = v*U(s).

2

Y

Diese Wellengleichung beschreibt die Ausbreitung sinusoidaler Wellen auf
Leitungen. Der komplexe Wert v ist von den Leitungsbeldgen und von
f abhingig und wird Ausbreitungskonstante genannt; diese besitzt die
Dimension (Lingeneinheit) ~!. Die allgemeine Losung der Wellengleichung
ergibt sich mit zwei komplexen Konstanten U, und U

U(s) =Ue 7 +Uge™

was durch Einsetzen in die erste Leitungsgleichung auf folgende Losung
fiir den Strom fiihrt:
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I(s) = — 1 dU(s) 5y
- R +j2nfL’ ds R +j2nfL’
_Use 7 —Use™
— ~ ,

(Ule_"’s - Uge"’s)

mit dem frequenzabhéngigen Wellenwiderstand

5 Rty R+ jnfrn
N v G o

Unter Verwendung von Randbedingungen miissen jetzt noch die (eben-
falls frequenzabhingigen) Konstanten U; und Us bestimmt werden.
Werden hierfiir Spannung und Strom am Anfang der Leitung (s = 0)
beriicksichtigt, so ergeben sich die Bedingungen U(s = 0) = U, =
U +Usund I(s=0)=1, = %, woraus folgt

U,+ZI, U, ZI,
:+7 N Uzzi

Ul 2 ) 92

Somit gilt fiir Strome und Spannungen an beliebiger Position auf der Lei-
tung

1
Uas+ZI1,)e "+ 5 U,—ZI1,)e"",

1(s) = % (Za + Ia) e % ([;“ - Ia) e

In vollkommen analoger Weise erhélt man bei einer Leitung der Lénge
[ und Vorgabe der Randbedingungen durch Spannungen und Stréme am
Leitungsende, U(s = 1) = U, = Uje " + Uy und I(s = 1) = I, =

Ulci'yl—UQC’Yl
Z
1 (l—s) , 1 (=)
Uls) = 5 (Ue+ ZL) ) 4 £ (Ue = ZLe)e 7,
1 1
I(s) == <Ue + Ie) i=s) _ = (Ue _ Ie) e~ YU=s)

2\ Z 2\ Z

Aufspaltung der Ausbreitungskonstanten in Real- und Imaginérteil ergibt

y=+V(R + 327 fL") (G' +j2nfC") = a +jf.

Mit den ebenfalls von der Frequenz und von den Leitungsbelégen abhéngi-
gen Werten der Dimpfungskonstanten o und Phasenkonstanten = 2mg
ergibt sich die Spannung auf der Leitung geméfl der oben beschriebenen
Leitungsgleichung
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u(s,t) = V2Re {;Ule_ase_p”gsej%ﬁ + ;Uge"sej%gseﬂ”ﬂ} .

Mit den Konstanten U und U in einer Betrags- und Phasendarstellung
e = \2U, = (Ua +ZI,)
G9el?? = \2U, =

ergibt sich

u(s,t) = tre” % cos 27 (ft — gs) + ¢1]
+ G9e™ cos 27 (ft + gs) + ¢a] -

(Ua - ZI,)

BESNS

Die Spannung auf der Leitung besteht aus zwei iiberlagerten orts- und
zeitabhingigen sinusoidalen Schwingungen, von denen die eine exponen-
tiell mit as gedampft wird, die andere wéchst. Im zeitlich-6rtlichen Zu-
sammenhang stellt sich ein Bild ein, bei dem Wellen {iber die Leitung
wandern. Die ortliche Wellenlinge ist A = %. Die Wanderung der beiden
Wellen findet aber in entgegengesetzten Richtungen statt. Hierzu betrach-
te man beispielhaft zum Zeitpunkt ¢ = 0 den Ort eines Nulldurchgangs
so- Mit der Bedingung, dass das Argument der Kosinusfunktion dort 3
werden muss, folgt fiir die erste Welle
™ (]51 1
—2 = — = = — — —
mgso + 1= 5 0= 500 g
Zu einem Zeitpunkt ¢ = t; > ty habe sich dieser Nulldurchgang zu einem
Ort s1 bewegt:
T 1
2rfty — 2mgs1 + o1 = — ¢51:ﬂ+it1,7
2 2rg g 4g
Die Verschiebung in positiver s-Richtung (d.h. hin zum Ende der Lei-
tung) ist also gtl, womit sich die Geschwindigkeit der hinlaufenden Welle

vy = L ergibt. In vollkommen identischer Betrachtung ergibt sich fiir die
riicklaufende Welle wegen des umgekehrten Vorzeichens von g eine Aus-
breitung mit der Geschwindigkeit v_ = —v,, also in entgegengesetzter
Richtung. Die riicklaufende Welle ldsst sich als Reflektion vom Leitungs-
ende her deuten, die entlang der Leitung Zuriickl'auft Wird die Leitung
am Ende mit einem (komplexen) Widerstand R = Y= abgeschlossen, so
ldsst sich die unter a) hergeleitete Glelchung wie folgt umschreiben:

U(s)==(R+ Z)I.e""% + +5 (R— Z)I.e 7(=9)

N)M—l

Uwin(s) Uvrick(s)

Es wird deutlich, dass fiir R = Z, also bei Leitungsabschluss mit dem
Wellenwiderstand, die riicklaufende Welle vollstédndig verschwindet.
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¢) Fiir den Fall, dass auf der Leitung keine Ohm’schen Lings- und Querver-
luste auftreten, ergibt sich

vy=+—-2rf)2LC" =27 fVL'C' = a=0; f=2ng=27nfVLC".

Wellenwiderstand und Wandergeschwindigkeit werden fiir diesen Fall fre-

quenzunabhéngig, Z = ,/% und vy = \/Ll/ic/ Mit den beiden ur-

spriinglichen Leitungsgleichungen ergibt sich fiir diesen Fall

Ou(s,t)  ,0i(s,t) OPu(s,t)  ,0%(s,t) Di(s, 1)
o5~ VT T ae - M osat os
_ ou(s,t) d%i(s,t) B ,0%u(s,t)

ot osot oz

und weiter die allgemeine (nicht nur fiir stationére Anregung giiltige) Wel-
lengleichung fiir den verlustlosen Fall
82u(s,t) _ L,C,azu(s,t) )
0s? ot?

Da nun alle Frequenzkomponenten identisches Verhalten beziiglich Wan-
derausbreitung und wellenwiderstandsabhéngiger Dampfung zeigen, wer-
den sich ihre hin- und riicklaufenden Wellen an jeder Position identisch
iiberlagern. Daher kann hier direkt ein Losungsansatz gewéihlt werden,
der auf hin- und riicklaufenden (ungeddmpften) Komponenten beruht. Die
Verkniipfung der Orts- und Zeitabhéngigkeit erfolgt dann ausschliefllich
iiber die frequenzunabhiingige Geschwindigkeit v (entspricht dem vorhe-
rigen vy der hinlaufenden Welle).

u(8,t) = Unin (8 — VL) + Uriiek (8 + vt)

Ableitung des Losungsansatzes nach ¢ ergibt zunéchst

Ou(s,t)  Oupin (s —vt) 0 Ouriick (s +vt) 0
7 e TG el TAC R
~ Oupin (s — vt) B OUriiek (8 + vt)
N Js (=v) + Js v
O*u(s,t)  Oupin (s — vt) 0?4 Pupiiex (s +vt)
oz 952 B2 v

Entsprechend folgt bei Ableitung nach s

0%u(s,t) B Pupin (s —vt)  *upger (s + vt)
sz 0s? 0s? ’
und weiter in Kombination mit der Zeitableitung das bereits bekannte
Ergebnis
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Pu(s,t) 1 0u(s,t) e 1 [@}
0s? w2 o2 U= VL' C! s |-

Einsetzen in die Leitungsgleichung fiir den Strom ergibt schlieflich

di(s,t) o Ou(s,t) O [8uhin (s — vt) Ok (s + vt)]

s ot Os s

/
und vC’ = % = % = i(s,t) = % [Unin (8 — V) — Upiek (5 + vE)] .
Die Spannungen und Strome lassen sich also wiederum als Uberlagerung
einer hinlaufenden und einer riicklaufenden Welle interpretieren, die opti-
male Leitungsanpassung fiir Ubertragung bei geringstmoglichem Verlust
ergibt sich wie vorher bei Abschluss am Leitungsende s = [ mit einem
Widerstand R = Z (hier reellwertig).

14.9 Storverhalten von AM-Systemen

Teil 1

Gegeben ist ein stationirer Zufallsprozess f(t), dessen Realisationen Ff(t)
jeweils mit dem Trigersignal ¥s(t) = cos(27 fot + ¢) multipliziert werden.
Die Phasen ¢y, sind gleichverteilt im Bereich [0, 27].

a) Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion des Produktprozesses
g(t) = f(t) - s(t).
Ist g(t) stationér?

b) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum des Produktprozesses.

c¢) Die Realisationen des Produktprozesses Fg(t) werden zur Demodulation
mit dem kohiirenten Triger *s(¢) multipliziert.
Wie lauten jetzt die Autokorrelationsfunktion und das Leistungsdichte-
spektrum des zweiten Produktprozesses h(t) = f(t) - s%(t)?

Teil 2

Ein Nutzsignal f(t) mit weiflem, auf die Grenzfrequenz f, tiefpassbegrenzten
Leistungsdichtespektrum wird amplitudenmoduliert iibertragen.

Die Nutzleistung am Empfangereingang ist Sk. Der Empfang wird durch
weifles Rauschen (Ng) gestort.
Skizzieren Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus Teil 1 die Leistungsdichte-
spektren von Nutz- und Storsignal am Eingang und Ausgang eines kohérenten
Empfingers und ermitteln Sie daraus das S,/N-Verhiltnis am Ausgang fiir

d) Zweiseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager

e) Einseitenband-AM ohne Triger, wenn am Empfiingereingang ein Band-
pass der Bandbreite f; liegt.
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Lésung
a) Da f(t) und s(t) unabhingig sind:

Pgg(t1,t2) = E{g(t1)g(t2)}
= E{f(t1)f(t2)} - € {cos(2m fot1 + ¢r) cos(27 fota + )}
—_———

oty —t2) = @pp(7)
mit
1 1
cosacosfl = 5 cos(a — ) + 3 cos(a + f3),
wird
E{cos(-)cos(-)} = %5 {cos|27 fo(t1 — t2)]}
+ %5 {cos[2m fo(t1 + t2) + 2¢1]} .

Der letzte Scharmittelwert verschwindet, da die ¢y, gleichverteilt sind, also
ist

1
Peg(t1,t2) = ppr(T) - ) cos(27 foT) = Pge(T);
g(t) ist damit (zumindest schwach) stationiir.
1 1
b) Qogg(T) o—e ¢gg(f) = ¢ff(f) * Zé(f - fO) + Zé(f + fO) :

¢) orn(T)=E{fO)f(t+T1)} & {0082(27rf0t + @) cos?[2m fo(t +7) + gpk]},
weiter mit

cos>a - cos? B = i + icos(Qa) + icos(w)
+ %COS(Z& —28) + écos(2a +28)
wird
£ {cos®(-)cos?(")} = i + %5 {cos(4 fot + 2p%)}
+ 35 {cos[dm fo(t + ) + 2¢%] }
+ %5 {cos(2nfo - 27)}

+ € {coslamfo(2t +7) + 4]}



502 14. Zusatziibungen

Wieder verschwinden die Scharmittelwerte der Ausdriicke mit ¢y, und es
ergibt sich

Onn(T) = @p(7) [411 + écos(47rf07')]
1 1 1
om () = 017(1) + | 100+ 16007 = 200) + 150(F +20)

d) Das Nutzleistungsdichtespektrum ¢y, (f) am Empfingereingang erhilt

man mit der Losung zu b). Bei einer Nutzleistung Sk betréigt die Nutz-
leistungsdichte Sy = Sk /(4fs) (s. Abb. 14.15a).
Am Empfiingerausgang erhiilt man mit der Loésung zu ¢) im TP-Bereich
ein Nutzleistungsdichtespektrum ¢..(f) der gleichen Leistungsdichte Sp.
Die Storleistungsdichte ergibt sich mit den Ergebnissen zu b). Durch Fal-
ten des weiflen Rauschens mit 0,25[5(f — fo) + 6(f + fo)] und Leistungs-
addition der beiden unkorrelierten Anteile (vgl. Aufgabe 7.7) erhélt man
am Empfingerausgang das Storleistungsdichtespektrum in Abb. 14.15b.

a) fonmif) So= Si/bfg
S0 Y R VN A IS I
RA 0 fo forty f—
. s, [toeeln
No/z"ﬂ.’..":.
0 f, f—

Abbildung 14.15. Nutz- und Storleistungsdichtespektren am Eingang (a) und
Ausgang (b) eines kohiirenten Zweiseitenband-AM-Empféingers

Damit folgt fiir das Leistungsverhiltnis am Empfangerausgang [vel. (10.17),
(13.2)]

Sa So - 2fg Sk

N 05Ng-2fs 2fsNo’

e) Es gelten prinzipiell die gleichen Uberlegungen wie zu d). Die Ergebnisse
zeigt Abb. 14.16. Das Leistungsverhiltnis am Empfangerausgang ist damit

S.  0258,-2f, Sk

N 025Ng-2fs  2fsNo’

Bei gleicher Nutzeingangsleistung besitzt die Einseitenbandiibertragung
also denselben Storabstand wie die Zweiseitenbandiibertragung.
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O (f)
a) F&mm So= Sy /2fg
-fo 0 fo fosfg f—
) s/ |19l
No /& -4+
0 f f—

Abbildung 14.16. Nutz- und Storleistungsdichtespektren am Eingang (a) und
Ausgang (b) eines kohiirenten Einseitenband-AM-Empfingers

14.10 Digitale Ubertragung mit M orthogonalen
Tragersignalen und die Shannon-Grenze

In Abschn. 9.1 und in Ubungen 14.5 wurde die digitale Ubertragung mit
zwei orthogonalen Trigersignalen iiber Bandpasskanile diskutiert. Zuneh-
mend werden auch Ubertragungsverfahren mit sehr vielen orthogonalen
Trigersignalen eingesetzt. Fin Beispiel ist das Verfahren aus Abschn. 11.4¢
mit z.B. 64 Walsh-Funktionen. Das Fehlerverhalten solcher orthogonaler
Ubertragungsverfahren bei kohirentem und nichtkohirentem Empfang wird
in Verallgemeinerung von Ubungen 14.5 hier niher betrachtet.

Mit M orthogonalen Trigersignalen s;(¢), i = 1... M, der Linge T lassen sich
K =1b(M) bit pro Taktzeit T iibertragen. Das Sendesignal am Empfinger-
eingang lautet

m(t) = Z Sa, (t —nT) cos(2m fot), mit foT > 1, ganz,

n—=—oo

wobel a,, € {1;2;...; M} das zum Zeitpunkt ¢t = nT gesendete Datensymbol
ist.

Alle Tragersignale sind reell und besitzen die Energie F5. Weiter sei die
auf ein einzelnes Bit entfallende Energie E = Eg/k. Die Empfingerstruktur
ist in Abb. 14.17 dargestellt. Das Storsignal n(t) sei weiles, Gauf-verteiltes
Rauschen der Leistungsdichte Ny.

a) Geben Sie fiir kohdrenten und inkohéirenten Empfang jeweils eine mogliche
Empfingerschaltung fiir s;(¢) an.

Die folgenden Untersuchungen sollen fiir kohérenten und fiir inkoh&renten
Empfang durchgefiihrt werden. Zunéchst wird angenommen, dass nur s1(t)
gesendet wird). (Hinweis: Bearbeiten Sie zuerst Ubungen 14.5).

b) Bestimmen Sie die Verteilungsdichtefunktionen p,,(z) von y;(nT) fiir
i =1...M. Welche statistischen Abh#ngigkeiten bestehen zwischen den
Zufallsgrofen y;(nT)?
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nT
¥ yy(nT)
— koh./inkoh. Empfanger fiir s;(t) |—e~~o——
nT
- ¥ y,(nT)
koh./inkoh. Empfénger flir s, (t) |—e ~o——— )
m(t) Detektion aen
o——+¢ X des I
+n(t) . Max. wertes
nT
, ¥ yu(nT)
L koh./inkoh. Empfanger fiir sy (t) —e ~e—

Abbildung 14.17. Empfanger fiir ein Bandpassiibertragungssystem mit M ortho-

gon

)

Die
d)

alen Tragersignalen

Ein Ubertragungsfehler tritt auf, wenn y;(nT) > y;(nT) fiir mindestens
ein ¢ = 2... M ist. Bestimmen Sie fiir i = 2... M die Wahrscheinlichkeit
Pi(z) = Prob[y;(nT) < z]. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit P, (z), dass
yi(nT) < z fiir alle 1 = 2... M ist? Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit
P.(z), dass y;(nT) > z fiir mindestens ein ¢ = 2... M ist?

Datensymbole a,, seien statistisch unabhingig und gleich hiufig.

Stellen Sie die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit Ps des hier beschriebenen
Systems in Abhéngigkeit von den in Unterpunkt (b) und (c) bestimm-
ten Grofen dar. Wie grof ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit P, fiir diese
Systeme?

Bestimmen Sie mit Hilfe der Abschéitzung
Pe(z) < (M = 1)(1 = Pi(2))

eine obere Grenze fiir P;. Welche Fehlerwahrscheinlichkeiten P, ergeben
sich fir M — oo, wenn E/Ny > 4/1b(e) = 41n(2) ist?
Die Abschiitzung aus (e) wird modifiziert. Fiir kohdrenten Empfang gilt:

, -
P(2) < 1 i f?r z < 29 2In(2)kN
M exp(—z°/2N) fur z > z.

Begriinden Sie die Giiltigkeit dieser Abschétzung und bestimmen Sie mit
diesem Ergebnis fiir kohdrenten Empfang die Bitfehlerwahrscheinlichkeit
fir M — oo. Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Shannon-Grenze in
Abschn. 13.3.

Hinweis: Es gilt erfc(v) < exp(—v?) fiir v > 0 und damit insbesondere
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% / exp—(u — v)?/2]du
Lo (50 et e 02
und
= [ expl-u/2)explu )72
1 1 v
= exp(—92/4)§erfc (w - 7)
< g exp(—v?/4) exp[—(w — v/2)?/2] fiir w > v/2.

Losung

a) Siehe die Empfinger in den Abb. 9.4 und 9.5 bis zum Abtaster mit
st(—t) = s;(—t) (bei komplizierten Triigersignalen werden die Korrela-
tionsfilter i. Allg. durch Korrelatoren ersetzt).

b) Die Uberlegungen in Abschn. 8.7 und Ubungen 14.5 zur Ubertragung mit
zwei orthogonalen Tragersignalen kénnen iibernommen werden. Fiir beide
Empfangsarten sind die Signale y;(nT") an den Ausgéingen der orthogona-
len Filter also statistisch unabhéingig. Bei kohédrentem Empfang sind die
Ausgangsgrofien Gauf-verteilt. Mit /S, = E; und N = E N, ist also

exp[—(z — Es)?/2N] bzw.

1) =
pyl( ) o

1

Bei inkohdrentem Empfang ergibt sich fiir y; (n7T) eine Rice- und fiir die
iibrigen Ausgéinge eine Rayleigh-Verteilung;:

=

exp(—2?/2N) fiir i=2... M.

T

Dy, () = E(m)NIO(ESx/N) exp[— (22 + E?)/2N] bzw.

pyi(x)zs(m)%exp(—xzﬂN) fir i=2...M.

¢) Bei kohiirentem Empfang ist fiir ¢ # 1

Pi(z) = /Zpyi (z)dz = %erfc (\;%) —1- %erfc (\/;T\r) .

— 00

Fiir inkohérenten Empfang erhélt man
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z

Pi(z) = [ pua)de = <(2)[1 ~ exp(22/2)

0

Da die Filterausgangssignale statistisch unabhéingig sind, gilt fiir beide
Empfangsarten

P,(z) = [Pi(z)]M_l und P.(z)=1—P,(z)=1-— [Pi(z)]M_l.

Wegen der Symmetrie des betrachteten Problems (die Trigersignale sind
paarweise orthogonal und werden gleich hdufig und statistisch unabhéngig
gesendet), kann die Betrachtung auf den Fall, dass s;(t) gesendet wird,
beschriankt werden.

Zur Bestimmung der Symbolfehlerwahrscheinlichkeit muss in Verallgemei-
nerung von Ubungen 14.5 fiir alle Schwellenwerte z die Wahrscheinlichkeit
P.(z), dass mindestens ein y;(nT) mit ¢ = 2... M grofler als z ist, mit der
Wahrscheinlichkeit p,, (2)dz, dass y1(nT) = z ist, gewichtet und iiber die
moglichen Schwellenwerte integriert werden:

Po= [ Pz = [ (1= (R p ()

Fiir kohdrenten Empfang ergibt sich nach Einsetzen der Ergebnisse aus (b)
und (c¢) und mit der Substitution z = ’LL\/N, sowie N = E,Nyg = KE,Ny
und der Abkiirzung v = E}/Np:

P, = 7 [1 - <1 - ;erfc(z/\/ﬁ)>M_1] Dy, (2)dz

M—1
u
=1-—= erfc exp|—(u — /K~)?/2]du
i () oo v
Fiir inkohédrenten Empfang ergibt sich entsprechend:

P.= [[1— (1 —exp(—z/V2N)M1p, (2)dz

0\8

/ (1 — exp(—u2/2))M " uly(ur/K~) exp[—(u? + K~)/2]du
0

Anmerkung: Im Gegensatz zum kohérenten Fall, bei dem die Lsung we-
gen der erfc-Funktion unter dem Integral nur numerisch erfolgen kann,
lassen sich die Fehlerraten fiir inkohédrenten Empfang explizit bestimmen.
Man erhélt
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1 (M
B = i mz:; (m) (=1)" exp[—K~(m — 1)/2m].
Fiir M = 2 ergibt sich damit das in Ubungen 14.5 bestimmte Ergebnis

1
Ps = Pe = 5 exp(—Eb/4N0).

Die M {ibertragenen Symbole lassen sich durch bindre Codeworter der
Lénge 1b(M) beschreiben. In jeder Position dieser Codewdrter unterschei-
den sich genau M/2 Codewérter von dem iibertragenen Codewort. Da die
Auftrittswahrscheinlichkeit jedes der M — 1 moglichen falsch empfange-
nen Symbole wegen der Symmetrie der Ubertragung aber gleich ist, ist die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit nur (1/(M —1))M /2-mal so grof wie die Sym-
bolfehlerwahrscheinlichkeit. Unabhéngig von der Empfangsart gilt also fiir
die Bitfehlerwahrscheinlichkeit (s. Abb. 14.18)

M
2(M — 1)

P, =

P..

10~ |
1072 -
1073 -
10—4_

1071

Shannon - Grenze

107° - ™ N S W W '
-4 0 5 10 15 20
E/Ng/dB —

Abbildung 14.18. Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei kohidrentem (k) und nicht-
koh#rentem (n: gestrichelt) Empfang fiir M orthogonale Trégersignale

e) Die angegebene Abschiitzung fiir P.(z) ergibt sich aus
1—aM-1 2

:Za”SMfl fir 0<a<1.

1—a
n=0



508

Zusatziibungen

Nach Einsetzen dieser Abschitzung und Vergleich des Ergebnisses mit der
Losung von (d) folgt, dass die obere Grenze fiir P; genau M — 1-mal die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit fiir M = 2 mit der Signalenergie E; = KFEj
ist. Aus Abschn. 8.7 und Ubungen 14.5 ergibt sich somit fiir kohirenten
Empfang

M—-1

P(M) £ —

erfc(v/ Kv/4)
und fiir inkohérenten Empfang

R&M)gﬂi_lemﬁ—KdM)

Fiir M = 2 gilt fiir beide Abschétzungen die Gleichheit, und man erhélt
die in Abschn. 8.7 und Ubungen 14.5 bestimmten Bitfehlerwahrschein-
lichkeiten. Fiir inkohérenten Empfang ist

P, (M) < M; ! exp(—K~/4) < %exp (1?11((]\24)) Z)

_ L a-a/m@) (/)
2

Fiir v = E, /Ny > 41n(2) = 4/lb(e) gilt somit Ps(M) — 0, wenn M — oo
strebt. Dies gilt auch fiir kohdrenten Empfang, da die hierbei auftretenden
Fehlerraten geringer als bei inkohdrentem Empfang sind.

Die Giiltigkeit der Abschiitzung ergibt sich aus der in e) angegebenen
Abschétzung mit

1-Pi(z) = %erfc (\/%) < %exp(—zz/ZN) < exp(—2%/2N)
und der Tatsache, dass P.(z) als Wahrscheinlichkeit kleiner oder gleich
eins ist. Der Ubergangspunkt 2z, kann beliebig gewihlt werden. Die beste
Abschétzung ergibt sich aber fiir beide Bereiche, wenn der Schnittpunkt
gewahlt wird.

Die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit wird ausgehend von dem Integralaus-
druck aus (¢) in zwei Abschnitten bestimmt.

Man erhélt:

P,(M) < /pyl(z)dz—i— M exp(—22/2N)p,, ()dz.

— 00 zZ0

Mit der Substitution z = uv/N und uy = 29/vVN = /2In(2)K ergibt

sich:
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P(M) < j% [ expl-tu - VER? 2

<(1/2) exp[—(VKy—u0)?/2]

" % / exp(—u?/2) exp[—(u — /K7)?/2)du

<(V2/4)M exp(—K~/4) exp[—(uo—05vE7)? /2]

Diese Abschiitzungen sind giiltig, sofern /K~ > wug, folglich also
v = Ey/Ng > 2In(2), oder wenn /Kv/2 < uy, also v = E,/Ny < 8In(2)
gilt. Fiir M — oo erhilt man Ps(M) — 0. Mit dem Ergebnis aus (e) folgt
somit, dass die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit und damit auch die Bit-
fehlerwahrscheinlichkeit fiir v = Ej /Ny > 21n(2) mit wachsendem M be-
liebig klein wird. Somit wird die Shannon-Grenze fiir nicht bandbegrenzte
Ubertragung erreicht! Es ldsst sich zeigen, dass diese Aussage auch fiir
inkohérenten Empfang gilt.
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2. Normen und Begriffe

Im folgenden ist eine Auswahl von Verotffentlichungen zusammengestellt, die sich
mit Normen und Begriffen aus dem Gebiet der Nachrichteniibertragung befassen.

Internationale Telekommunikationsstandards

Im Text des Buches werden an diversen Stellen Standards (normative Spe-
zifikationen) erwéhnt, in denen einige der besprochenen Techniken eingesetzt
werden. Auf Grund der Vielfalt und des schnellen technischen Wandels auf diesem
Gebiet erscheint es hier wenig sinnvoll, auch nur eine Auswahl derselben als Teil
der Bibliographie zu listen. Stattdessen seien an dieser Stelle einige Webseiten
genannt, von denen aus die erwadhnten Spezifikationen in der Regel kostenfrei
heruntergeladen werden kénnen.

http://www.itu.int/pub/R-REC: International Telecommunication Union —
Radiocommunication Sector (ITU-R, frither CCIR). Spezifikationen u. a. betreffend
die generelle Organisation drahtloser Ubertragung und damit verbundener Dienste,
einschlieflich Multiplexverfahren und Qualitdtsbewertungen.
http://www.itu.int/en/ITU-T /publications/Pages/recs.aspx: Internatio-
nal Telecommunication Union — Telecommunication Sector (ITU-T, frither
CCITT). Spezifikationen u. a. betreffend kabelgebundene Ubertragungsverfahren,
Multiplexverfahren, Protokolle, Dienste und Endgeréte.
http://www.etsi.org/standards:  European  Telecommunications  Stan-
dards Institute (ETSI). Anwendungsorientierte Definitionen der gesamten
Ubertragungskette, beispielsweise fiir GSM-Mobilfunk und DAB/DVB - digitaler
Hoér- und Fernsehrundfunk, in der Regel unter entsprechender Verwendung und
Anpassung vorhandener Spezifikationen.
http://www.3gpp.org/specifications/67-releases: 3rd Generation Part-
nership Project (3GPP). Anwendungsorientierte Definitionen der gesamten
Ubertragungskette speziell fiir die dritte (3G) und darauf aufbauende (4G, LTE,
LTE Advanced) Mobilfunkgenerationen.
http://standards.ieee.org/downloads/: Institute of Electrical and Electronics
Engineers (IEEE). Neben vielen anderen Definitionen aus diversen Bereichen der
Elektrotechnik haben Gremien des IEEE u. a. Ubertragungsverfahren fiir drahtlose
und drahtgebundene lokale Netze (LAN, WLAN) spezifiziert.
https://www.ietf.org/rfc.html: Internet Engineering Task Force (IETF).
Definition von Ubertragungsprotokollen und Diensten speziell fiir Internet-
Anwendungen.
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Symbolverzeichnis und Abkiirzungen

a, A Amplitudenfaktor, i ganzzahlige Variable
Amplitudenbereich 152 Einheitsmatrix L x L

a(f) Déampfungsmafl K,k ganzzahlige Konstanten

aq Koeffizient (z.B. FIR) k Frequenzindex

b(f) Diampfungswinkel K Bitanzahl

b Dehnfaktor L Leistung von s(t)

by Koeffizient (z.B. IIR) L ganzzahlige Konstante

c Konstante M ganzzahlige Konstante,

C Kapazitit, Schwellenwert Lénge zeitdiskreter Signale

c* Kanalkapazitiit ms linearer Mittelwert von s(t)

C Kovarianzmatrix m ganzzahlige Variable

ZH II-)I:I;ar?jr’lg—)glethiZ T]&((t}’) moduliertes Sendesignal

Amin minimale euklidische Distanz NV Leistung eines Storsignals

B, Energie pro bit bei Bindr- Ng Anzahl von Nachbarsymbo-
iibertragung len

E, Energie von s(t) Ny Rauschleistungsdichte

fF Frequenzvariable, Frequenz- n ganzzahlige Variable
parameter n(t) Storsignal

F[], Funkt; 1 . B, Bitfehlerwahrscheinlichkeit

»l] unktion (allgemein) P, Symbolfehlerwahrscheinlichkeit

f(t) Zeitfunktion Di Wahrscheinlichkeitswert

fpo(t)  Differenzsignal Py(x)  Verteilungsfunktion von s(t)

fa(t)  quantisiertes Signal ps(x)  Verteilungsdichtefunktion von

g(t) Ausgangssignal s(t)

G Codiergewinn Q Umfang Multiplexsystem

H Entropie Psy(T)  normierte Korrelationsfunk-

H Kanalmatrix tion fiir Energiesignale

H* Informationsfluss R Widerstand

H(f)  Ubertragungsfunktion r Ubertragungs-, Abtastrate

h(t) Impulsantwort S,S,.  Nutzsignal-/Augenblicksleistung

he(t)  Sprungantwort S(f)  Spektrum des Signals s(t)

M seitdiskrete Tmpulsantwory 5+ P seeter
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Spektrum gedehnter
zeitdiskreter Signale
frequenzdiskretes, periodi-
sches Spektrum (DFT)
frequenzdiskretes Spektrum
(Fourier-Reihe)
Laplace-Transformierte
z-Transformierte
Kurzzeit-Fourier-
Transformierte
Signalfunktion, Trégersignal
mehrwertiges Tragersignal

zeitdiskretes Signal

zeitdiskretes, gedehntes
Signal

zeitdiskretes, periodisches
Signal

periodisches Signal
Kurzzeit-Signalauschnitt
Zeitvariable, Zeitdauer
Basisfunktion
Transformationsmatrix
absolute Temperatur
Spannung
Transformationsmatrizen
Spannungsverlauf
Uberschwingverhéltnis

Bewertungsfunktionen

Variable

Zeitfunktion

komplexe Zahl
Bandbreitedehnfaktor
MafB spektraler Konstanz
Winkelfunktion
Singuldrwertmatrix
Modulationsindex, -grad
Kovarianzfunktion
Kreuzkovarianzkoeffizient
Streuung von s(t)
Zeitvariable
Winkelfunktion
Korrelationsfunktion

Symbolverzeichnis und Abkiirzungen

o5, (1)
Pl ()

Psq(m)

Impulskorrelationsfunktion
von Energiesignalen
Korrelationsfunktion von
Leistungssignalen
Korrelationsfunktion
zeitdiskreter Signale
Leistungsdichtespektrum
Energiedichtespektrum
Argument winkel-
modulierter Signale

Spezielle Funktionen

Distanzfunktion
Rechteckfunktion (1.4)
Dreieckfunktion (1.5)
Sprungfunktion (1.3)

zeitdiskrete Sprungfunktion (4.19)
Dirac-Impuls (1.33)
Einheitsimpuls (4.17)
Einheitsimpulsfolge (4.53)
Dirac-Impuls 2. Ordnung (1.57)

Dirac-Impulsfolge (3.91)

Erwartungswert, Scharmittel-
wert (7.1)

Fehlerfunktion (7.155)
komplementére Fehlerfunkti-

on (7.157)
Fourier-Transformation
Kennlinien-Transformation
lineare Transformation

binédrer Logarithmus
Signum-Funktion (3.103)
si-Funktion, Spaltfunktion (3.77)
Integralsinusfunktion (5.13)
Transformation, allgemein
Rundungsfunktion (Aufgabe 12.1)
Bessel-Funktionen (11.32 und
Anhang 9.9.1)
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Abkiirzungen

AKF Autokorrelationsfunktion

AM Amplitudenmodulation

AR Autoregressiv (stat. Prozess)

ASK Amplitude Shift Keying

ATM Asynchronous Transfer Mode

BP Bandpass

BPSK Bipolar (od. Binary) Phase Shift Keying
CDM Code Division Multiplex

CDMA Code Division Multiple Access
COFDM  Coded OFDM

DAB Digital Audio Broadcast

DCT Diskrete Kosinus-Transformation
DVB Digital Video Broadcast

DFT Discrete Fourier Transform

DM Delta-Modulation

DPCM Differential Pulse Code Modulation
DPSK Differential Phase Shift Keying

dB DeziBel (Mafleinheit)

DS Direct Sequence (CDMA)

DSL Digital Subscriber Loop

EM Einseitenband-(Amplituden)modulation
FDM Frequency Division Multiplex
FDMA Frequency Division Multiple Access
FIR Finite Impulse Response (Filter)
FFT Fast Fourier Transform

FH Frequency Hopping

FM Frequenzmodulation

FSK Frequency Shift Keying

GLONASS Global Navigation Satellite System
GPS Global Positioning System

HP Hochpass

IDFT Inverse Discrete Fourier Transform
IFFT Inverse Fast Fourier Transform

IR Infinite Impulse Response (Filter)
ISDN Integrated Services Digital Network
LAN Local Area Network

LDS Leistungsdichtespektrum

LSI Linear Shift Invariant

LTE Long Term Evolution

LTI Linear Time Invariant

KKF Kreuzkorrelationsfunktion

MA Moving Average (stat. Prozess)
MIMO Multiple Input Multiple Output
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MISO
MPEG
MSK
NAVSTAR
Np
OFDM
OFDMA
PAM
PCM
PLL
PM
PN
PSK
QAM
QPSK
SDH
SDM
SDMA
SIMO
SISO
STFT
TCM
SVD
TDM
TDMA
TP
UMTS
WAN
WLAN

Multiple Input Single Output

Moving Picture Experts Group

Minimum Shift Keying

Navigation System with Time and Ranging
Neper (Mafeinheit)

Orthogonal Frequency Division Multiplex
Orthogonal Frequency Division Multiple Access
Pulse Amplitude Modulation

Pulse Code Modulation

Phase Locked Loop

Phasenmodulation

Pseudo Noise

Phase Shift Keying

Quadrature Amplitude Modulation

Quaternary (od. Quadrature) Phase Shift Keying
Synchronous Digital Hierarchy

Space Division Multiplex

Space Division Multiple Access

Single Input Multiple Output

Single Input Single Output

Short Time (od. Term) Fourier Transform
Trellis Coded Modulation

Singular Value Decomposition (Singulirwertzerlegung)
Time Division Multiplex

Time Division Multiple Access

Tiefpass

Universal Mobile Telecommunication System
Wide Area Network

Wireless Local Area Network
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Abhingigkeitslange 456
Abtastperiode 112
Abtastrate 114
Abtastratenkonversion 135
Abtasttheorem 114
fir Bandpasssignale 156, 190
Abtastung
im Zeitbereich 110
im Frequenzbereich 116
Abtastwert 111
adaptive Kanalentzerrung 314
AhnlichkeitsmaB 204
Ahnlichkeitssatz 74
Alamouti-Code 420
dquivalentes Tiefpasssystem 179
AKF s. Autokorrelationsfunktion
Aliasing 115
Allpass 164
AM s. Amplitudenmodulation
AMI-Code 316
Amplitudendichtespektrum 68
Amplitudenmodulation 358
Einseitenband 364
mit Tréger 362
Restseitenband 365
Storverhalten 367, 473, 500
Zweiseitenband 364
amplitudenstabil 29, 48, 148
Amplitudentastung 294, 320
Analog-Digital-Umsetzer 431
analoges Signal 109

analytische Komponente 90, 107, 182, 199

ARMA-Prozess 268
Armstrong-Modulator 382
ASK s. Amplitudentastung
Assoziativgesetz der Faltung 20

asynchrones Multiplexsystem 388, 397

Augenblicksfrequenz 369
Augenblicksleistung 229
Augendiagramm 298
Ausgangssignal 11
Autokorrelationsfunktion

fiir Bandpasssignale 214

fir Energiesignale 204

fiir Leistungssignale 218, 230

fiir periodische Folgen 216
fiir Pseudonoise-Folgen 402
fiir zeitdiskrete Signale 215
stationédrer Prozesse 229
statistische Definition 227
Zeitmittelwert 230

Autokovarianzfunktion 231

autoregressiver Prozess 268
AR(1) 268, 445

Bandbreitedehnfaktor
AM 363
DS-CDMA 392
Einseitenband-AM 364
FM 372
PCM 436
Restseitenband-AM 365
Bandbreiteeffizienz 470, 477
Bandpass(-system) 178
Bandpass-Abtastsystem 190
Bandpass-Abtasttheorem 190

Bandpass-Autokorrelationsfunktion 214

Bandpassrauschen 281, 331
Bandpasssignal 182
Bandpass-Triagersignal 320
Barker-Folge 219, 347
Basisfunktionen 451

Baud (Bd) 311
Bayes-Entscheidung 261
Bayes-Theorem 261

bedingte Verteilungsdichtefunktion 259

bedingte Wahrscheinlichkeit 261
Bernoulli-Prozess 284
Bessel-Funktionen 329, 371
BIBO-Eigenschaft 29
bindr 109
Bindrcode 440
Binérquelle 440
Binériibertragung 291
Bindrwert 294
Binomial-Prozess 285
bipolare Ubertragung 299, 317
bit 309, 437
Bitfehlerrate

bei bipolarer Ubertragung 301
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bei Hiillkurvenempfang 330

bei Mehrpegeliibertragung 313

bei M-PSK 339

bei M-QAM 341

bei orth. Ubertragung 308, 503

bei Rayleigh-Fading 351
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